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DETERMINANT RELATIF ET LA FONCTION Xi

Gilles CARRON

Cet exposé présente certains des résultats que j'ai obtenu dans mon article “Déter-
minant relatif et la fonction Xi”, prépublication de 'ENS Lyon, 1999.

1. Comment définir le déterminant du Laplacien?

1.1.Le Laplacien
Soit (M™",g) une variété riemannienne: le Laplacien A de (M,g) est un opérateur

différentiel d’ordre deux elliptique agissant sur les fonctions, il est défini par la formule
de Green

/ ldul?(x) dvolg(x) =/ (Au)(x)u(x) dvolg(x),Vu € G’ (M);
M M

Si (x1,...,x,) sont des coordonnées locales de M etsi g; ; = g( 3x;? ax g‘ i = gldx;,dx;)
et @dx;...dx, = dvolg, alors

Af__25a_x; —f

Par exemple, sur la droite réelle euclidienne,ona A f = - 2";2[ f-

1.2.Le spectre

Si (M, g) est compacte sans bord, alors 'équation Au = Au a une solution non nulle
si, et seulement si, A appartient a une suite croissante non bornée :

Sp(A) ={Ao <A1 £ ... €A <},

ol on a répété les valeurs propres selon leur multiplicité.

Classification math. : 58)50, 5832, 58]20, 47A40.
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On aimerait définir pour z € C le polyndme caractéristique du Laplacien:
“det (A-z) = [J(A: - 2).

Ce produit infini ne converge pas! Pour donner un sens a ce produit, on utilise la C-
régularisation:

d
“logdet (A - z) = Zlog()\,- -2z)=- —l Z(A.- -2z)™".
- ds|., ;

Plus rigoureusement, suivant Ray-Singer ([R-S]), on définit la fonction Z(s,z) =
3"(A; — 2)~°; c’est une fonction holomorphe sur le demi-plan {s € C, Re(s) > n/2}.

2
En effet I'asymptotique de Weyl :
in/2

A€ A = v .l
card{i, A; <A} (VOIM)r(n/2+1)' A~ o

nous assure que cette série converge sur ce demi-plan. De plus, cette fonction s — T(s,2)
admet un prolongement méromorphe a C qui est en fait holomorphe dans un voisinage
deO.

On pose donc
det (A - Z) =e §§ L=o§(s,z).

Cette fonction est en fait holomorphe sur C et s’annule précisément sur S p(A).

Largument essentiel pour montrer le prolongement analytique de la fonction T est
le suivant: soit Zp(t) = 3" e~*A, c’est la trace de I'opérateur de la chaleur e~*2. On a
i
alors - 4
t
(s,2) = / t571Zp (1) et —.
¢ o M T
Lorsque ¢t — 0%,1a fonction Zj/(¢) a un développement asymptotique (dit de Minakshi-
sundaran-Pleijel)
Zp(t) = Z ti="2g;, ¢t - O*.
jzo
Un petit exercice de calcul intégral (plusieurs intégrations par parties) permet de mon-
trer que ce développement asymptotique implique que la fonction T a un prolongement
méromorphe a C et qu’elle est holomorphe en 0.

1.3. Le déterminant relatif

Supposons désormais que (M™,g) est une variété riemannienne compléte ; alors le
Laplacien A : G° (M) — G° (M) aune unique extension autoadjointe a 13(M, dvolg);
on note cette extension Ays. Le spectre de Aps n'est pas discret, et on a des difficultés pour
définir en général, le déterminant de A . Ce qu’on peut définir est le déterminant relatif :
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soit # C M un ouvert borné a bord C*®, on considére alors Aps—¢ qui est la réalisation
autoadjointe du Laplacien sur M — & pour les conditions de Dirichlet sur 2.

THEOREME 1.1. — Suivant W, Miiller ((Mu 2]), on peut définirdet (Ap—2z,Apm-0—2).

Largument principal da a U. Bunke ([B])est que I'opérateur e~ *™ — ¢~ *AM-¢ est un opé-
rateur a trace pour tout ¢ > 0, et que la trace de cet opérateur admet un développement
asymptotique similaire a celui de Minakshisundaran-Pleijel :

Tr (e—tAM _ e—-tAM_o) ~ Z t(j_")lzaj,t ~ ot
j20
Ceci permet de montrer que la fonction
T(s,2) = /m 51Ty (e—tAM _ e—zAM.,) e;,ﬂ_
0 I(s)

admet un prolongement méromorphe a C et qu’elle est holomorphe dans un voisinage
de 0. Et on définit alors

d
det (Ap ~ 2,AMm-0~2) =€ & otls?),

Lorsque (M,g) est une variété compacte, ce déterminant est simplement le quotient
des déterminants régularisésde Ay —zet Ay_p—2z:det (Apy—2,ApM-0—2) = det (Ap -
z)/det (Ap-0 — 2).

2. Une formule a la “Burghelea-Kappeler-Friedlander”

Lobjet de cet exposé est ce déterminant relatif. Le premier résultat est une formule
a la “Burghelea-Kappeler-Friedlander” ; cette formule relie ce déterminant relatif a celui
de I'opérateur Dirichlet-to-Neumnann :

2.1. Lopérateur de Dirichlet-to-Neumann

DEFINITION 2.1. — Soit z € C — R,, alors l'opérateur de Dirichlet-to-Neumann
H(2) : C*(30) — C*(20) est défini de la fagon suivante: si f € C%(20) alors ily
a une unique fonction f € L?(M) telle que

(A-2)f=0 surM-2d0
f=r lelongdedo

La fonction f est alors continue sur M et sa dérivée présente un saut le long de 90, alors
N(z) f est précisément ce saut:

0 - 2 =
H(2) f = (Wfla""a-;;:flm-a) ,

ot n* et n~ sont les normales unitaires extérieures le long de 00.
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Par exemple, sur la droite réelle euclidienne avec ¢ = {0}, la solution de I'équation

d2
—E}-Eu(x) - Pu(x) = 0, x+0

est u(x) = C*¢e'**! sj on a choisi Im(k) > 0. Alors #(k?) est simplement la multiplica-
tion par —2ik.
Il se trouve que A#(2) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 elliptique in-

versible et de symbole principal scalaire positif. Ceci permet de définir le déterminant
de I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann. Et on a le résultat suivant :

THEOREME 2.2. — Il y a un polynéme a coefficients réels P de degré inférieur a
(n-1)/2 tel que pour toutz € C — R,

det (AM — 2,AM-0—- 2) = D det N (z)det (Ag - 2).

En dimension 1, ce résultat est dt a Levit-Smilansky ([L-S]), sur les surfaces com-
pactes, il est di a R. Forman ([F]) et a D. Burghelea, L. Friedlander, T. Kappeler ([B-F-K]} ;
de plus D. Burghelea, L. Friedlander et T. Kappeler montrent que ce polynéme est nul.
Un résultat analogue a été montré par Hassell et Zelditch sur R?, il montre de plus que
ce polyn6me est nul ([H-Z]).

3. Déterminant relatif et la fonction de décalage spectrale

Ceci était a ma connaissance inconnu en dimension supérieure. Ce théoréme qui
affirme qu’un déterminant vaut un autre déterminant peut sembler platonique. On s’at-
tend plutét a ce que ce déterminant relatif soit relié aux spectres de Ay et Ap— ¢, puis-
qu'il est sensé généraliser la notion de polyndme caractéristique ; nous avons le théo-
réme suivant : )

TuforEME 3.1. — La limite
1
liI(I)l ; Argdet (Apy — A+ is,Ap—g — A+ ig) = E(A)
£—0%

existe pour presque tout A € R. La fonction € est localement intégrable et siv est un entier
strictement plus grand que n/2, alors [ 1E(A)I(1 +A) ™7 1dA < . Etsif : R — Rest
une fonction dans l'espace de Schwarz, alors Uopérateur f(Ap) — f(Apm-o) esta traceet

Tx ( f(Am) — f(AM-0)) = - /o EA) f/(A)dA.

“

Cette fonction g estla fonction de décalage spectral introduite par M.G. Krein, elle est trés
utilisée en théorie spectrale en présence de spectre continu (cf. ({(BK], [B-Y], {K1], [K2])
pour plus de détail sur cette fonction). Cette fonction € peut étre vue comme une version
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régularisé de la fonction de comptage des valeurs propres. Si M était une variété com-
pacte, on aurait £(A) = Ny_g(A) — Np(A), o1 Npy_o(A) et Njs(A) sont les fonctions de
comptages des valeurs propres de Ap-o et Ay, c'est-a-dire Np(A) =
card{u € SpApm,u < A}. Ce demnier théoréme était méme inconnu dans le cas eucli-
dien. La formule & la “Burghelea-Kappeler-Friedlander" conjugué a ce dernier théoréme
peut alors étre utilisé dans certains cas, pour obtenir I'allure en zéro de la fonction de
décalage spectral, ce qui est trés délicat.

4. Un analogue de la formule de Weyl

Le comportemant a I'infini de cette fonction £ obéit a un analogue de la formule de
Weyl:

THEOREME 4.1. — Lorsque A tend vers Uinfini,on a

volo AmM2H]
T @m"2T(nj2 +2)

A
/ E(AA,Am-0)dA ~
0
La fonction de décalage spectral est une version régularisée de la fonction de comptage
des valeurs propres : c’est donc a I'asymptotique de Weyl qu'’il faudrait s’attendre :

vol @ An/2
@amn2r(n/2+1)"

-E(AA,AM-0) =

Cette asymptotique de Weyl a été obtenue dans de nombreux cadres géométriques: le
cadre euclidien ([Bu], [J-K], [M-R], [CdV], [Gu], [P-P], [Me], [R], [C1], [C2]); pour les va-
riétés a bouts cylindriques ([C-Z], [P1]), pour les surfaces hyperboliques de géométrie
finie ([Mu 1], [P2], [G-Z]). Cependant, si ce type d'asymptotique est sfirement faux en
général, notre résultat montre que sa version intégrée est toujours vraie.
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