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QUESTIONS DIVERSES

CERTAINES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDEFINIES

(GROUPES FUCHSIENS ARITHMETIQUES QUI S'Y RATTACHENT

INTRODUCTION.

Les groupes fuchsiens associés aux groupes reproductifs des formes quadratiques
ternaires indéfinies ont une importance particuliére, car ils ont conduit Poincaré &
donner le premier exemple de fonctions fuchsiennes jouissant d'un théoréme de
transformation qui généralise le théoréme d’addition des fonctions elliptiques ainsi
que 'équation modulaire. Certains de ces groupes fuchsiens arithmétiques (dénomi-
nation de Poincaré) jouent un rdéle essentiel dans la théorie des fonctions abéliennes
doublement singuliéres si remarquables de M. G. Humbert : les groupes fuchsiens
des courbes hyperabéliennes correspondantes sont en effet certains sous-groupes des

groupes fuchsiens arithmétiques dérivant de formes
& —g(x. )

ou ¢ est posilive. Cerlaines variétés de ces groupes ont été étudiées par M. Fricke.
L’objet principal de ce travail est d’en faire une étude plus générale au point de vue
de la détermination pratique. Mais je me restreins aux groupes sans substitutions
paraboliques, c’est-a-dire & ceux pour lesquels la forme ne peut représenter ration-
nellement zéro : cette condition revient, d’aprés un critérium de Legendre, a ce
que ¢ ne soit pas résidu quadratique du discriminant.

Je supposerai connus les principaux résultats d’Hermite sur les formes quadra-
tiques ternaires indéfinies, le Mémoire de Poincaré, Les fonclions fuchsiennes et
Larithmétique (J. de Math., 1887), et les points principaux de la théorie des groupes

I



9 TH. GOT.

fuchsiens, tels qu’ils sont exposés dans le Trailé des fonctions automorphes de
MM. Fricke et Klein, notamment l'interprétation non cuclidienne de la géométrie
projective: enfin, les théorémes d’Arnold Meyer sur les formes de méme genre.

Le probléme principal est celui de la recherche des substitutions généralrices du
groupe fuchsien, car c’est seulement par elles que sa struclure peut élre mise en
¢évidence sans trop de complications. Aussi les procédés & employer pour celle
recherche constituent-ils la plus grande partie de notre travail. Elle revient a la
détermination d’un domaine fondamenltal; mais pour oblenir ce dernier, c’est sil'on

raisonne sur les formes que les calculs sont le plus simples.

La premiére partie de 1a These se rapporte pricisément & divers procédés destinés
a simplifier celle recherche. Je montre que les formules données par Hermite pour
les substitutions semblables, lout en étant, en général. d’un emploi compliqué, peu-
vent ¢tre utilisées assez facilement pour le cas particulier des substilulions elliptiques
el des symélries : les formules du tome LXXVIII du Journal de Crelle, relatives aux
substitutions de période deux, m’ont notamment servi constamment. Je montre
cnsuite Papplication du théoréme d’Arnold Meyer pour Vemploi des criteres de
Poincaré relalifs aux substitutions ellipliques, en prenant pour exemple les formes
2*—¢(x, y) a discriminant premier. Je termine celle parlie en montrant que la
méthode de Poincaré pour la réduction des substitutions elliptiques s’applique aux

symeétries et conduil dun résultat qui ressort aussi des formules d’Hermite. (N 1a 13.)

Deuxiéme partie. — l.es seuls procédés mis en ccuvre actuellement, & ma con-
naissance, pour la détermination d’'un domaine fondamental, étaient la réduction
conlinuelle et Uexlension du groupe fuchsien par symétrics.

Le premier a été wené¢ pour la premiére fois a bonne {in par M. Selling (J. de
Crelle, t. LXXVII), d’apres les principes d’IHermite, mais avec des conditions de
réduclion plus pratiques. Toulefois, sa représentation géomélrique était, au con-
traive, plus compliquée que celle qui ressort naturellement du Mémoire d’Hermite
et dont I'ouvrage de Iricke et Klein montre I'avantage. Mais comme le travail de
Selling est antérieur & la découverte des groupes fuchsiens par Poincaré, et que les
indications. d’ailleurs trés claires, de Fricke et Klein, sont peul-étre un peu som-
maives pour les applications, j'ai cru devoir en donner dans la deuxiéme partie un
nouvel exposé rapide. Je traite en détail (1) deux formes de discriminants 5 et 21
pour essayer de bien faire comprendre le mécanisme de la méthode, comme M. Picard
I'a fait autrefois pour les formes d'Hermile & indélerminées conjuguées. Jai d’ail-
leurs calculé la plupart des substitutions qui se rencontrent fréquemment : ellés
font I'objet des tableaux I & VI. J'ai également délerminé les conditions nécessaires
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et suffisantes pour que les formes az® — ¢(a, y) soient réduites, et la nature du
champ de réduction On verra par la longucur de la réduction de la forme de discri-
minant 21, pour laquelle je n’ai miéme pas reproduit les calculs, que la méthode de
réduction continuclle devient rapidement impraticable, sitot qu'on a a faire & un

discriminant qui n’est pas tres petit. (N 14 a 30.)

Troisiéme partie. — 1.exlension du groupe par symélrie, imaginée par Klein dans
ses travaux sur la fonction modulaire, conduit, dans un grand nombre de cas, de la
manicre la plus rapide et la plus élégante, au domaine fondamental des groupes de
Poincaré : tous les exemples donnés dans les Fonctions automorphes ont ¢éLé calculés
ainsi. Avant de I'employer pour les formes z* — ¢, j’ai établi pour ces dernieres les
formules de substitutions semblables qui correspondent & celles de cet ouvrage pour
les formes pa®— ¢y*—rz®. L’application de la méthode m’a conduit & introduire
avec avanlage les subslitutions gauches; on peut ainsi, avec les mémes formules
géncérales, ¢tendre le groupe fuchsien directement, si le groupe reproductif conlient

vl wl 14

des symétries; mais c’est la symélrie 7= — qui intervient, au lieu de {'—=—¢

> =0

La correspondance ainsi ¢lablic entre les axes de symélrie dans la conique et les cir-
conférences de symétrie des deux espéces dans le plan analytique, permet de con-
clure a la non-existence de domaines fondamentanx limités par une infinilé de
circonférences de syméltrie, contrairement a une assertion contenue dans les Fonclions
aulomorphes. Celle parlic se termine par I'application de celte méthode aux formes

déja traitées par la réduction continuelle. (N 31 a 41.)

Quatriéme partie. — Un lroisiéme procédé de détermination du domaine fonda-
mental est celui du rayonnement : Fricke, qui I'a imagin¢, a tir¢ un excellent parti
de la notion du polygone normal auquel il conduit. Or, cette méthode, restée théo-
rique jusqu’ici, du moins & ma connaissance, s'applique trés facilement aux formes

2

2* —g. Cest ce que je monlre dans la quatri¢me partie, en traitant complétement

une forme de discriminant A =29. (N** 42 4 47.)

Cingquie¢me partie. — Un appendice (n* 48 4 52) est relatif au théoreme d’A. Meyer,
dont jai simplifi¢ la démonstration dans des cas trés larges.

En somme, ce travail ne conlient ni principes nouveaux ni méthodes nouvelles,
et I'on trouvera peut-élre exagérée la place occupée par des questions de détails et
les calculs, surtoul étant donné le pelit nombre d’exemples nouveaux apporlés. Si
j’ai insisté sur la comparaison des procédés et sur certaines simplifications, ¢’est dans

I'espoir de rendre moins pénible le calcul effeclif de nouveaux groupes : il y aurait

(') Ce que n’a pas fait Selling, qui se borne & donner la figure résumant les résultats.
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en effet intérét & posséder des exemples plus nombreux et plus variés, et on n’y arri-
vera qu’en abordant des discriminants plus compliqués.

Les procédés que je développe dans la méthode du rayonnement sont sans doute
susceptibles d’étre complétés. J'espére pouvoir y revenir et en tirer des applications
aux fonctions abélicnnes singulieres, qui entraient dans le plan primitif de mon
travail : c’est en effet précisément I'équation

Z—g(x,y)=1

de la méthode du rayonnement qui intervient dans les {ransformations singuliéres.
Cette méthode jouerait aussi un rdle dans I'étude de cetle équation, considérée
comme généralisant 'équation de Fermat :

x*—Dy'=1.

Qu’il me soit permis en terminant d’exprimer ma gralitude a I'égard de
M. G. Humbert, a qui je dois I'idée premiére de ce travail, ct de M. Picard, pour le
bienveillant intérét avec lequel il 'a suivi.




PREMIERE PARTIE.

Questions diverses relatives aux substitutions semblables.

Application des formules d’Hermite a la délermination des substitutions ellipliques.

[1] Je me propose de déduire des formules d’Hermite, pour les substitutions
semblables d’une forme quadratique ternaire indéfinic, les conditions que doit
remplir cette forme pour avoir dans son groupe reproductif des substitutions ellip-
ligues et les classer suivant la nature de ces dernic¢res. Les résultats ainsi obtenus
sont moins complets que ceux tirés par Poincaré de sa méthode de réduction des
substitutions; mais comme je suis conduit & préciser la forme des expressions
d’Hermite pour les substitutions elliptiques, ce qui peut avoir son utilité, les consi-
dérations qui m’y ont conduit ne sont peut-étre pas ellessmémes sans quelque
intérét.

Voici la forme donnée par Bachmann aux expressions d’Ilermite, la substitution

£ [v g
étant (a0 + oy 4+ a,2, B, + elc.) et la forme f= <Z /: /(;> :

Pa, = p*—I(q, 1, ) + ap(hr — ks) + qF,,

{ Pay= ap(gr — bs) + rF¥,,

‘ Pz, = ap(cr — gs) + qu';

Pg, = ap(as — hq) + qF;,

(1) PB, = p'—F(g, r.8) + ap(ks — gq) + IFy,
bg, = ap(hs — ¢q) + sFy;

Py, = ap(kq— ar) + qF,,

Py, = ap(bq — kr) + rF,,

Py, = p'—F(q, r, s) + ap(gq— hr) + s¥,.
p.q, I, s sont quatre entiers premiers entre eux vérifiant I'équation
(2) PP+ F(g,r.s)=P

ou ¥ désigne I'adjointe de f et P un diviseur positif ou négatif du gquadruple 4D du
discriminant. Seules sont & conserver les solutions rendant entiéres les valeurs
desz, 8, vy, données par les formules (1).
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[2] Déterminons la forme particuliere des expressions précédentes pour les
substitutions elliptiques. Ce sont celles dont I'invariant I, c’est-a-dire la somme des
éléments de la diagonale principale, a, d’aprés Poincaré, les valeurs suivantes :

Périodes : 2, 3. 4, 6.
I= —1, O, I, 2.
, .. 3pT— L1 . .
La valeur de I étant ici —p on en déduit les conditions suivantes :
Périodes : 2, 3, 4,

. P P 3P

- o, Il Y -
P 4 2 4

3P P P

F = P sy T,y Ty T
I h 2 4

P doit toujours étre un diviseur de 4D (v. Bachmann). Mais dans le cas de p=o,
il est méme nécessaire que P divise 2D. Puis les valeurs trouvées ci-dessus exigent :

Pour la période trois : P divisible par 4, soit P=4P’, et P' diviseur carré parfait
de D.

Pour la période quatre : P divisible par 2, soit P==2aP’, et P' diviseur carré
parfait de 2D.

Pour la période siz : P divisible par 12, soit P=12DP". donc(*) D=3D’, P’ divi-
seur carré de D'.

La condilion nécessaire et suffisante pour qu’il exisle des substitutions de périodes

deux, trois, quatre ou six est donc que les équations correspondantes
F=Pp, F =3P, F=7", F =3P

aient des solutions entiéres, rendant la substitution entiere.

Dans le cas simple ou le déterminant est sans facteur carré, P’ doit éire égal & 1
si le déterminant est impair, et, 8’il est impairement pair, P’ doit étre égal & 1 ou
encore, pour la période quatre seulement, a 4.

Bornons-nous au cas de D impair. Les conditions nécessaires et suffisantes pour-

ront s’énoncer comme suit :

Période deux : 11 faut et il suffit que 'adjointe F puisse représenter un diviseur
de D ou le double d’un diviseur de D.

(!) On retrouve ainsi un résultat de Poincaré.
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Période trois : 11 faut et il suffit que I'adjointe puisse représenter le nombre frois,
avec ¢, ¢', ¢" impairs.

Période quatre : 11 faut ct il suffit que I’adjointe puisse représenter le nombre un.
Période six : 11 faut et il suffit que le délerminant soit divisible par frois et que

I'adjointe puisse représenter le nombre {rois.

Le fait que les conditions sont nécessaires résulte de ce qui précede, et, qu'elles

suffisent pour rendre la substitution entiére, résulte de Bachmann (Quadratischen
Formen, chap. IV).

Emploi du théoréme d’Arnold Meyer dans les critéres de Poincaré.

[8] Les conditions précédentes s’obtiennent plus directement que celles de Poin-
caré; mais, en revanche, ces dernic¢res sont plus simples et plus précises. Comme
clles reviennent a voir si la forme donnée est ou non dquivalente & un certain
nombre de formes de types canoniques, les théorémes d’Arnold Meyer sur I'équiva-

lence des formes de méme genre trouvent ici une application.

Je supposerai, pour traiter en détail un exemple, que la forme est du type
S=a" =4y, 2)

ol g est une forme binaire positive, proprement primitive et de déterminant premier
impair; soit :
o = by* 4 agyz 4 c2, A=bc—g*=II.

[4] Substilutions de période deux. — La forme f est du type inaltéré par la subs-
titution

S,(")=(z, —y, —2)

de période deux. Cherchons a quelles conditions elle admet aussi des substitutions
de la classe de

S, = (x, x—y, x—2).
11 faut et il suffit pour cela qu’elle soit équivalente & une forme :
fo=0ax" — (2k,+9) y* + 29,y — (2h,+g,) 2* + 2k xy + 2hxz.
En égalant les déterminants, on a :

(2a0 + ho + I"‘O) (2}20/{"0 + goho + gol"‘o) - I] >

(1) Je conserve pour ces substitutions les notations du Mémoire de Poincaré.
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Désignant par : l'unité positive ou négative. on peut avoir les deux solutions :

0 § aa, + h, + k, = lle,
ahyle, + gk, + g, = <3
h k==,
(11) aa, + h, + kK,
ah ke, + g,h, + gk, = .

On voit de suite qu’il faut g, et &, + k, impairs. Puis, d’aprés Poincaré (loc. cit.),
on a le droit de supposer la forme

(2]% + go) yQ - ggoyz + (2ho + go) Z’
réduite avec les conditions

(1) 19l < [akey + go| < [2R, + gl

A la solution (I) répondent les formes () :

el 4+ |, —e(z+1)

" €, —e(2e 4 1)
fo= g, — ¢, g, —¢,
& eg, + Pt ”
Elles ont pour adjointes :
”e e—eg(2 4+ oIl z —eg,ll
> 2 ’ N
¥, =
’ e—ezll . i
2 ’ -9 <

Pour que f et f, soicnt équivalentes, il suffit () qu’elles appartiennent au méme
genre, et comme elles sont proprement primitives, ainsi que leurs adjointes, et de
déterminant impair, la seule condition est que les nombres représenlés par les
adjointes I*, I, aient les mémes caractéres quadratiques par rapport aux facteurs
premiers du déterminant. Elle se réduit ici a

FN F‘,>

() =)

<H, —c, Hb)

F == »
gs o, o
la condition ci-dessus revient a
A Y
() = (&)

() (515 gg)==1; mais eg=+ 1 seulement, si ¢= 4 1, pour que f; soit indéfinie.
(*) Arnold Mever, Inaugaraldisseriation, Zurich, 1871.

I’adjointe de f étant
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A la solution (I1) répondent des formes réduites en nombre limité, ayant pour
adjointes :

st SH=R¥g) ol —5h g

ELH_—_QQ, e, e

2

Des deux nombres impairs

Flo.1, —1)=—c¢(h,+ k),
F(o,1,1) =s(2ll —h —k + 2g,),

I'un au moins n’est pas divisible par I, et la condition d’équivalence de f et f, sera

par suite
(58) = (Z2tcth
) 11 ’

si h,+ k, n’est pas divisible par II, et, dans le cas contraire,

&)= (i)
/) \1/
Il n’y aura d’ailleurs qu’un nombre limité d’essais a effectuer, g,. h,, k&, étant

limités par (11) et (IlI); en particulier |g,}<1I.
En résumé :

TuforEME. — Pour qu’une forme x*— ¢(y, z) de déterminant 11 admette des subs-

titutions de la classe de (x, x —y, x — 2), il faut et il suffit que Uon ait (-—_}—If) égal

soit & <%>, soil a <‘ 5(]11}—1— k")>, soit & (2;;]") les nombres h,+ Ik, et g,, non

divisibles par 11, élant définis par :

aa,+ h,+ k,=¢,
ah ke, + g.h, + gk, =Ile,
lgol < |2ka + go[ < lzho+ gol'

[S] Substitutions de période trois. — Pour que f admette des substitutions de
période trois, il faut et il suffit qu’elle soit équivalente & une forme f, de I'un des
types

So=ax + 29,y +yz +2°),
So=ax+ 29,y + yz + 2" — xy — %2},
fo=ax*+ 29,(y* + yz + 2* — axy — 2x2),
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qui sont respectivement inaltérées par les substitutions
Sa - (.I', —Y—z y)’
Sy =(x,x—y—2z7)),

S =(x,22¢—y—2z,79).

Le déterminant de la premiére est 3a,¢>; il ne peut étre égal 3 I que si [1=3,
et alors il faut a)=1, g,=—1 (et non a¢,=1, g,=1, ni q,—=—1, ¢,=¢z), en
vertu de la loi d’inertie des formes quadratiques. Mais pour le déterminant 3 iln’y a
qu'une classe de formes ¢, la principale; la forme f n’est pas du genre principal et

’ . X 1, —2, —2 . ] .
n’est donc pas équivalente a f, = < Lo o) qui en fait partie.
. . . s II 4 23
Le déterminant de la seconde est 3a,g; — 2¢°, il faut donc g,=¢, a,= 3

e étant 4 1 ou — 1, suivant que II — 1 ou Il 4 1 est divisible par 3. La forme f, est
alors :
II + 2¢
f,= 3 7

Elle a pour adjointe :

2ell4 1 acll+1
3 3

3,
Fo= 1 —ell

3

I, 1

Elle représente le nombre impair 3, premier & I1. Pour que f et f, soient équi-
valentes, la condition nécessaire et suffisante est donc :

-

Le déterminant de la troisiéme est 3a,9; — 8¢;; il faut donc g,=¢, a,= 11 —;— 8: '

< étant déterminé de la méme fagon que ci-dessus. On a :

IT 4 8¢
, 2, 28
fo= ) ,
€, — g, —a3¢

2ell 4 2eI1 44
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La condition nécessaire et suffisante pour que f et f, soient équivalentes est encore
)= (@)
I/ \u/’

TnEoriME. — La condilion nécessaire et suffisante, pour qu'une forme x*— ¢(y, 2)
— olt ¢ proprement primilive — de déterminant premier 11 admelle des substitutions

. . . - L= 3
elliptiques de période trois, est que 11 soit différent de 3 et que Uon ait <_I_Ii?) = <ﬁ> :
elle admel alors des substilutions de méme classe que (x, x—y—z,y) et (x, 3c—y—2,y),

En résumé :

mais n’en admet pas de la classe (x, —y—2z,y).

[6] Substilutions de période quatre. — La condition nécessaire et suffisante pour
que f admette des substilutions de période quatre est qu’elle soit équivalente & une
forme f, de I'un des types

t/.0:(1‘0‘/1;2 + bo(y’+zz)’
Jo=a2"— 2h(y" + 2" — xy — x2),
respectivement inaltérées par les substitutions

=@ —2.7),

S, =(x.x—2z,%).

La premiére a pour déterminant ab;, il fout donc a,=1I, b,=—1; la forme
correspondante
fi=1a*— (@ + 2%
a pour adjointe
F =a*—I1(y* + 2°).

Elle représente 1; pour que f et f, soient équivalentes, il faut donc et il suffit que

Ton ait
)
( I >—“

Quant & la seconde forme, elle a pour déterminant 4h2(a,+ h,); il ne peut étre
égal & [1. Donc :

TutorkME. — La condilion nécessaire et suffisante, pour qu'une forme x*— 4 (y, z)
— ol ¢ proprement primitive — et de déterminant premier 11 admetie des substitutions

de période quatre, est que l'on ait (%ﬁ) =1; ces subsiitulions sont de la classe de

(@, —z.y).
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[7] Substitutions de période sixz. — Pour que f admette des substitutions de pé-
riode six, c’est-d-dire de la classe de

Sﬂ:(x’ —ZY) +Z)’
elle doit étre équivalente & une forme
fi=ax" + 29,y +yz + 2.

Mais on a vu, & propos des substitutions de période (rois, que c’était impossible.
Donc :

Tutorime. — Une forme x*— ¢, — ou ¢ proprement primitive — et de délermi-
nant premier, n’admet pas de substilulions elliptiques de période six.
Points fixes de substitutions elliptiques.

[8] D'une facon générale, une substitution étant donnée par le tableau de
coefficients

u, v, w,
u' v’ w’ ’
u, v, w,;

on obtient immédiatement les coordonnées de son point fixe relatif au multipli-
cateur p=r1 en résolvant les équations compatibles :

(u,— 1)z + v,y +w,z=o,

ux + (v,—1)y +w,z=o,

ux 4+ vy + (w,—1)z=o0.
Comme on a le moyen de déterminer les coefficients u, v, w de toute substitution
elliptique, on peut donc considérer le probléme de la détermination de leurs points
fixes comme résolu. Mais pour la détermination du domaine fondamental, il y

aurait évidemment intérét & oblenir plus directement les coordonnées de ces poinls
fixes, et c’est ce que nous allons essayer de faire.

[9] Substitutions de période deux. — Soit C le point fixe, intérieur & la conique

flx, ¥, z) =o.

La substitution laisse fixe point par point la polaire A de C et conserve la conique.
C’est, au point de vue pseudo-géomélrique, une rotation de centre C et d’angle =,
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c'est-a-dire, en géométrie ordinaire, une homologie involutive de pdle C et d’axe A.
Nous allons déterminer les coefficients de cette transformation homographique en
fonction des coordonnées «, §, v du point fixe C. x, v,z et &', y', 2’ étant les coor-
données d'un point quelconque M et de son lransformé M/, ix + Vo', wy + 'y,
1z W2 et =1, iy — AWy, he—7'2" seront celles de deux points divisant
harmoniquement MM'. Ecrivons que 1'un est Ie point G et que l'autre est sur la
polaite de C. On a :

e+ We'=u, Ay + Ny =8, A2+l =y,
O~ N flo+ Oy — WYV f's + (e — W2 fy = o.

Px'+Px Py + Py P+ P2z
@ b Ty

La résolution de ces équations donne aisément :

ex'=[of"s — f(x. B, v)]& + of"sy + of 2,
oy = Bfux + (8 — (= B ]y + B2,
9z' = yf’«.w + 1y + [ — f(2 B v)]2.

Ces relations suffisent au point de vue géométrique; mais il faut, de plus, que la

substitution soit unimodulaire et entiére. La premiére condilion entraine, d’aprés un
calcul simple,
»

e =J(x B y).

Pour la seconde, il faut ¢videmment «, §, y rationnels; mais on peut les sup-
poser entiers ct premiers entre eux, car les expressions de «', y'. z' sont homogénes

de degré zéro en «, &;v. Dés lors, il y a des entiers o, £, v,, tels que I'on ait
v, + BB + vy, =1

el pour que les coefficients de la subslitution, a savoir

e s
e 7 o
Blu r *’v
) ; —x+'—ff—*’—, ”;‘,
A e M

\ F ;oo

7

le soient.

)

! !
soient entiers, il est donc nécessaire et suffisant que e ,'f}p

Iy
f
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Or, pour que les congruences homogeénes et linéaires
© Je=ly=[=o0  (modJ)

soient résolubles, «, 8, y premiers entre eux, il faul que leur déterminant soit divi-
sible par le module; ce déterminant est huit fois le déterminant D de la forme:
mais, comme 2 se trouve en facteur dans les premiers membres de chacune des con-

gruences, il faut méme que 2D soit divisible par f.

Symétries. — Le calcul précédent donne en méme temps les symélries, car la
seule différence est que le point C est alors exferieur a la conique.

En résumé :

TakorEME. — Les coordonnées «, B,y des points fixes de substitutions de période
deux — rotations ou symélries — sont celles des solulions entiéres des équalions.

St =n

(n diviseur, positif ou négatif, de 2D) qui vérifient les congruences (C).

RemMARQUE. — Nous avons ainsi retrouvé par une autre méthodoe les formules
données par Hermite au Journal de Crelle (tome LXXVIII).

[10] Substitutions de période trois, etc. — Un raisonnement analogue 4 celui que
nous venons de faire pour les substitutions de période deux s’applique i celles de
période trois, qualre ou six. Par exemple, pour la
période trois, on procéderait de la maniére sui-
vante pour exprimer que le point C est point fixe :
M et M’ élant un point quelconque et son trans-
form¢, on ¢erirait que I'angle MCM' est, en géomé-

trie hyperbolique, égal & -2:5—'7, puis que la longueur,

non enclidienne, des segments CM et CM' est la

méme : cetle derniére condition exprime simple-
ment que MM’ va passer par le point de concours
des cordes AA', BB'. Mais je ne m’attarderai pas & ce calcul, pas plus qu'a ceux

qu'on pourrait faire dans le méme but en exprimant les coordonnées des points
fixes & I'aide des équations

U, —nNr+rvy+wz=o

et les analogues, les u, v, w étant donnés par les formules d’Hermite.
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[41]) RemMARQUE. — Je ferai seulement une deuxiéme remarque au sujet des subs-
titutions elliptiques. Si I'on désigne par

P2, B, Y) =0

I’équation que doivent vérifier les coordonnées d’un point fixe relatif & la période i,
toutes les solutions occeptables de cette équation se déduiront, & 'aide des formules
d’Hermite, d’'un nombre limité de solutions fondamentales, nombre égal a celui des
substitutions canoniques de période .

Réduction des symétries.

[42] Les substitutions semblables gauches peuvent étre réduiles par la méthode
employée par Poincaré pour les substitutions droites. Deux substitutions, S et 8,
seront dites de méme classe, si 'une est la transformée de I'autre par une substi-
tution T :

S'=T7'ST.

D’apreés cela, S et S’ sont de méme espéce, que T soit droite ou gauche : le déter-
minant de S’ est en effet le méme que celui de S, vu la relation ci-dessus. Les subs-
titutions gauches sont celles dont le déterminant est égal & —1. Il en résulte que le
déterminant de la substitution associée ()

&

1

+ B
+3

oSN

ol

s:

o

est égal & —1. I’équation aux multiplicateurs a toujours une de ses racines égale
4 —1. En exprimant qu’il y a une racine double égale & 1, on obtient la condition
qui caraclérise une symétrie pseudo-géométrique, c’est-d-dire une homographie
involutive laissant fixe individuellement tous les points d'une droite qui rencontre
la conique; cette condition est :

@+ 3=o.
Elle revient & dire que I'invariant de la substitution doit &tre égal & +1.

Ceci posé, S étant une symétrie, il existe trois entiers u, v, w. premiers entire
eux, lels que la fonction linéaire

ux + vy + wz

(1) Cf. pour les notations : Poincanre, Les fonctions fuchsiennes el Uarithmétique.
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est reproduite, changée de signe, par la substitution 8; d’ou I'existence d'une subs-

titution unimodulaire

u ovow |
y]w — uc U' w!
ull vll w”

telle que la transformée de S par T~ soit de la forme

—1I

o)
A oa

[SURERS )

woc

substitution dans laquelle, par ce qui précéde, ad —bc=1 et a +d=2.
Une réduction ultérieure conduit au type

—1 0 O
S'= A 1 o
173 v I

Il suffit d’employer pour la transformation une substitution convenable du
type (x, ¢y + ¢z, <y + 6z). Car, d’abord, une telle transformation conserve le type
précédent, puis la forme

Y(y. 2) = ¢y’ + (d — a)yz — b2’

étant inaltérée par la substlitution (ay + bz, cy + dz); il est naturel de considérer §'
comme réduite, si ¢ est. Or, le discriminant de 4

(d — a)* + 4bc = (d + a)’ — 4(ad — bc)

est nul, d’aprés ce qui précéde; ¢ est un carré parfait, on dira qu’elle est réduite
quand elle s’écrira cy®, c’est--dire quand on aura :

b=o, d=—a=1.

On a donc le type §' (en écrivant v au lieu de c).

Mais nous allons voir qu'une réduction plus grande est encore possible.
Déterminons en effet les formes inaltérées par §'. L’identification des coefficients
a, b, ¢
g, h, It
nul(*) et que % et p. doivent vérifier les relations

d’une telle forme f:< ) a ceux de sa transformée, montre que v doit élre

cy. + gh = 2h,
gy + bl = ak

(1) Donc ¢ identiquement nulle,
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ou que
__2(ck—gh) __3(bh—ck)

h= be—g* "’ bc—g*

c’est-d-dire, avec les notations habituelles, il faut que les coefficients 2H et 2K de
P'adjointe soient divisibles par A. De plus, pour avoir une véritable symétrie, il faut
que I'axe, x=o0, coupe la conique en des points réels, c’est-a-dire que I'on ait :

A=bc—g*<o.
On pourrait donc énoncer le :

TutorEME. — Pour qu'une forme quadratique ternaire indéfinie, non annulable,

Lo . . . . a, b, ¢
admette des symétries, il faut et il suffit qu’elle soit équivalente a une forme f—= < >

g, h k
A,B,C

ayant pour adjointe une forme F = <G I K> dans laquelle A soit négalif et divise

aH et zK

Mais on peut préciser. encore, en observant que deux substitutions S’ que nous
désignevrons en abrégé par (3, p) et (A', p') sont de méme classe, dés que

Oww=0u)  (mod a2).

Elles peuvent alors, en effet, se transformer 1'une en I'autre par une substitution

du type
1 o0 o
T={u 1 of;
v 0o 1
il suffit de prendre :
)\'—")\ o
b ’ N Dl
2 2

Les classes de symétries sont ainsi réduites aux types (o, 0), (1,0), (o, 1), (1, 1).
Mais ces qualre peuvent eux-mémes se réduire au premier et au dernier type, car le
second et le troisi¢éme se déduisent I'un de I'autre par la permutation de y et z, et le
dernier est transformé du second par la substitution

1 o o
(6] I (o]
I 1 I
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Concrusion. — Il y a seulement deux classes de symélries; elles peuvent étre
représentées par les types :

—1 o0 o —I1 o0 o
J— S
S,=| o 1 o], Sy = I I 0.
o o 1 I o I

La premieére est signalée dans le Mémoire de Poincaré; c’est, au signe prés, la
substitution S, : les formes qu’elle laisse invariables sont celles du type

(1) ax® + by* + 2g9yz + ¢2*;

si bc — ¢* est positif, S, et S, sont elliptiques; si bc — g* est négatif, ce sont des
symétries.

Les formes inaltérées par la seconde (*) sont celles du type
(2) ax® + (2k — 9)y* + (2h — 9)2° + 29yz + 2hza + 2kay

et cette substitution S, est une substitution elliptique ou une symétrie suivart que
(2h — g)(2k — g) — ¢* est positif ou négatif.
Donc, en résumé :

TutorkME. — Pour qu’une forme quadratique lernaire indéfinie, non annulable,
admelte des symélries dans son groupe reproductif, il faut el il suffit qu’elle soit équi-
valente a lune des formes (1) ou (2), dans lesquelles la forme binaire en vy, z soit
indéfinie.

[43] Un nombre limité d’essais suffira donc pour mentrer si le groupe d’'une
forme renferme des symétries. On procédera d'une maniére tout a fait analogue &
celle de Poincaré pour S, et S/: toute la différence consiste en ce que les formes
binaires & considérer sont ici indéfinies au lieu d’étre définies.

Une forme (1) ou (2) une fois obtenue, il suffira, pour reconnaitre si elle est ou
non équivalente a la forme donnée, d’appliquer les théorémes d’Arnold Meyer.

Jai fait cette recherche pour les formes x* — ¢(y, z) de discriminant impair infé-
rieur & 100, en utilisant le tableau des classes de formes binaires établi par Cayley

(Journal de Crelle, t. LX), et le résultat est que pour tous ces discriminants il y a des
symeétries (2).

() S, est, au signe prés, la S, de Poincaré. Cette identité de S,, S, avec S,, S, pouvait
étre conclue, a priori, des formules d'Hermite pour les substitutions de période deux.

(%) J’ai depuis démontré que le fait est général pour tous les discriminants impairs. La
démonstration figurera dans un travail ultérieur.
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La remarque suivante fournit d’ailleurs la réponse plus rapidement dans un
grand nombre de cas. D’aprés le paragraphe g, il suffit, pour l'existence des symé-
tries, que I'une des équations

S b y=—r S, g=—2

ait des solutions enti¢res, car alors les congruences’ C sont vérifiées. Dans le cas
actuel, il suffit donc que ¢(y, ) puisse représenter des nombres x* 4+ 1 ou «* + 2 et
méme, plus généralement, que ces nombres puissent étre représentés par une forme
quelconque du méme genre que ¢. Or, pour les petits discriminants, il est trés fré-
quent qu'un genre repiésente 2, 3. 5 ou 6, qui sont précisément des nombres du
type précédent.

M. Selling a indiqué dans son Mémoire un grand nombre de cas d’existence des
symétries, mais il n’a pas prouvé que son énumération fiit compléte. 11 scrait aisé
de montrer qu’'elles se raménent toutes a S et S;.




DEUXIEME PARTIE.

Principes de la méthode de réduction coniinuelle d’'Hermite Selling.
Exemples numériques.

[14] Soit f(x,y,z) une forme quadratique ternaire indéfinie réductible au
type X* — Y*—Z*. Considérons x, y, z comme coordonnées trilinéaires d’un point
du plan et supposons le triangle de référence choisi de telle sorte que 'équation

(1) Sf(x,y, z)=o0,

soit celle d’une ellipse. f sera positif a 'intérieur de la conique et les coordonnées
«, §, v d’un point quelconque intérieur pourront étre assujetties a la condition

(2) S, B, y)=1.

Désignons par f (z, y, z) la forme
F I 4 4 7 \2
3 J——*;(wfa‘l'yfﬂ"rzfr) — Sy, 2).

L’équation [ =o est celle d'une conique bitangente & f=o0, la corde des points
de contact est la droite

af's+ yf's + 2y =0

polaire P du point «, 8, y par rapport & f=o0. Ce point étant supposé intérieur
a Dellipse sera donc intérieur & f=o0, pour que V'intersection de P soit imaginaire
aussi bien avec 'une qu’avec I'autre. Mais f(«, 2, y)==1; f positif pour un point
intérieur, et aussi pour les points extérieurs & 'ellipse f= o, est donc nécessaire-
ment une ellipse imaginaire. f est donc une forme définie positive pour tout point
a, B, v inlérieur ¢ Uellipse f=—o.

Ceci posé, supposons qu’on ait fixé certaines conditions d’inégalités & vérifier par
les coefficients des formes positives pour qu’elles soient réduiles : on dira, avec Her-
mite, que la forme indéfinie f est réduile, s'il existe dans Uellipse un point «, §, y pour
lequel la forme définie [ (x,y,z; a, B, v) est réduile.



QUESTIONS DIVERSES CONCERNANT CERTAINES FORMES, ETC. 21

[48] Rappelons les conditions trouvées par Selling pour la réduction des formes
positives :

_ a, b, ¢
=555 @

Counsidérons trois vecteurs OA,
OB, OC de méme origine et dont
les longueurs et les angles mutuels
sont définis par les relations

C

A

a,

I

g
I
>

@
Qi
|
S

Ces relations sont résolubles, car @, b. ¢ sont positifs, et les formes (8,9, ¢),
(¢, k, a), (a, k,b) étant définies, car autrement f serait indéfinie, il en résulte que
g h 3

\/55 \/gé \/5—5

sont compris entre — 1 et + 1.

’

f(x,y.2) est égal au carré du vecteur x.OA +y.OB+z.0C. Si l'on donune
A, y, z toutes les valeurs entiéres possibles, les extrémités de tous ces vecteurs
sont les sommets d’'un réseau de parallélépipedes de cotés équipollents a OA, OB, OC.
IFaire une substitution enti¢re unimodulaire sur les variables, c¢’est remplacer le
triedre OABC par un autre OA'B'C’ ayant pour points A', B’, C' des points du réseau.
Le volume des parallélépipedes correspondants est le méme.

Considérons maintenant, avec Selling, le vecteur OD qui fait équilibre aux vec-
teurs OA, OB, OC. On a quatre triédres ct chacun d’eux représente une forme,
abstraction faite de I'ordre des arétes; six formes, si on en tient compte. Dans leurs
coefficients s’introduisent seulement quatre éléments nouveaux, la longueur OD et
les angles de OD avec OA, OB, OC. On pose :

OoD*=d,
OA.OD. cos (OX, OD) = T,
OB.0D. cos (OB, OD) = m,
0C.0D. cos (0OC,0D) =T7.
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D’ou, en projetant sur OA, OB, OC, OD successivement,

ga—}—/c +h + T=o,

. T+D +¢ +m=o,

(1) _ ;q_ _
h+¢g+c¢c+n=o,

De 14 ou de la figure, on conclut : d=7(1, 1, 1).

[46] Conditions de réduction. — Ceci posé, on dit, avec Selling, que le systéme de
vecteurs en équilibre OA, OB, OC, OD est révulr, quand aucun de leurs six angles
mutuels n’est aigu : les formes correspondantes sont dites réduites dans les mémes

conditions, qui reviennent a

(@) g<Lo, h<KLo, k<Ko, 1Ko, m<Ko, nKo.

Le théoréme fondamental de Selling par lequel le choix de ces conditions se jus-
tifie est le suivant :

TutorEME. — Dans le reseau parallélépipédique, il existe toujours un systéme réduit
et un seul d'origine O. '

Je renvoie, pour la démonstration, & la Thése de M. Charve. Les principes en sont
les suivants : lant que 'un des coefficients (g, ..., [, ...) est positif, on peut, par une
substitution convenable, diminuer la somme a+b +¢ + g, qui doit cependant
rester positive; ensuite, si un systéme est réduit, toute substitution autre qu’une
permutation des vingt-quatre formes associées augmente la somme précédente.

On utilise avec avantage dans cette démonstration et dans beaucoup de calculs de
substitutions une facon d’écrire la forme symétrique par rapport aux quatre vec-
teurs. D’abord, elle s’écrit ¢videmment :

(3) S=—g@y—2)—h(z—ax)—k(x—y)—1lz*—my*—nz’,

et pour avoir la symétrie il suffit d’introduire quatre nouvelles variables X, Y, Z, T,
en posant
x=X-—T, y=Y—T, :=7Z-—T,
d’otr :
(&) FX, Y, Z T)=—g(Y —2'—h(Z—X)*
—EX—Y)—TX—T)—m(Y—-T)—nZ—-T)"
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Si une substitution
€T = ulwl -+ usy1 + uazi’

(:)) Yy =v% =+ vayl + vszl ’

z =wx,+wy, + we,

change f en f,, elle changera F en F, si I'on pose encore t=X—T, ..., z,=X, —T,
et s’écrira

X=uX, +uY, +uZ +ul,

Y=vX, +2vY, +vZ, +T,

Z=wX, +wY +wZ +wT,

T=o,

(6)

u,. v,, w, vérifiant les relations

u, +u2 +u3 -}—ll‘ =0,
) v, +4, +u, +u,=o,

w, +w, +w, +w,=o.

Comme } ne contient T que par les différences X— T, Y —T, Z— T, on pour-
rait remplacer la derniére ligne par
T=tX,+ Y, +tZ +1tT,,
en diminuant de {,, etc.. tous les coefficients de la méme colonne; mais cette modi-
fication a peu d’intérét : il suffit de s’en tenir a la seconde forme de substitution,
dans laquelle on pourra méme sous-entendre la derniére ligne (T = o).
Une application est relative aux substitutions qui résultent pour les variables des

permutations des quatre vecteurs. La substitution identique ¢tant, en effet, repré-
senlée par

1 o0 0 —I
o1 9 —1|,
0o 0 1 —I

elles répondent simplement & toutes les permutations des quatre colonnes de ce
tableau (combinées si I'on veut avec un changement de signe pour conserver le signe
du déterminant). J'ai réuni dans le tableau I la liste de ces substitutions en y
joignant les permutations correspondantes des coefficients de la forme. Comme ces
substitutions reviennent souvent pour la transformation de substitutions relatives a
un ordre donné de coefficients, il est avantageux de ne pas avoir & chercher.
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[47] On a, dans la réduction continuelle, a réduire des formes positives dont les
coefficients sont fonctions de variables continues (les coordonnées «, 8, ¥ du point
intérieur & U'ellipse). 11 est donc néeessaire de déterminer les substitutions a employer
pour réduire de nouveau une forme lorsque, par suite de la variation des paramé-
tres, une ou plusieurs des conditions de réduction cessent d’étre remplies. Jai indi-
qué d’apres Selling, dans les tableaux I'V et V, les substitutions & employer dans les
différents cas ou, du moins, les types dont se déduisent tous les autres. Jomets les
démonstrations et je me borne & donner, comme exemple, la vérification relative a la
substitution & employer pour réduire de nouveau la forme lorsque ¢ s'annule et
devient positif; c’est (x, x — z, y) et on déduit aisément de (4) les nouvelles valeurs

deyg.k, etc. :

elles sont toutes négatives si g est positif et suffisamment petit.

Je rappelle aussi le résultat élégant auquel M. Charve est parvenu par I'analyse
des substitutions : deux substilutions seulement (z, x, v) et (x, x — z, y) sont néces-
saires el suffisantes pour la réduction de toule forme lernaire.

[18] Passons maintenant A la réduction continuelle et reprenons les notations
du n° 4. Soit «, §, y un point M, dont les coordonnées vérifient (2). Si la forme
associée f n’esl pas d¢jd réduite, il existera une substitution T qui la réduira, et fT
sera aussi réduite. Lorsque le point M varie, il faut, pour que la forme fT reste
réduite, qu’il ne sorte pas d'un certain champ défini par les inégalités de la réduc-
tion. f étant, pour plus de simplicilé, déja réduite, ou T la substitution identique,

ces inégalités sont les suivantes :
I ! ! I ! i I ! !
SS90 Sk <o, S/ Sk <o,

LraSfut >0, SfAE it m>o, ;‘]-fg 2f +n>o.

\

En égalant a zéro les premiers membres rendus homogénes au moyen de
S (% B, ¥)==1, on a les équations de six coniques et le champ de réduction est limité
par des arcs de ces coniques. Selling démonire qu’aucun champ ne peut &tre limité
par une seule conique. Il distingue les points d’intersection en deux classes, suivant
que les coefficients qui s’annulent sont ou non ceux de deux différences portant sur
les quatre variables (dans la forme 4 du numéro précédent) et il appelle les premiers
points de fissure. les seconds points de croisement.
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Les frontiéres aboutissant & I'un des premiers cessent de I'étre au deld; celles qui
aboutissent a 1'un des seconds continuent au dela.

Soit, par exemple, le point I a lintersection de
h=o0, m=o, fétant supposée réduite dans le voisi-

nage de I & U'intérieur de 'angle AIB. La substitution
(—y+z —x+z, —x)
produit sur les coefficients ¢, ..., 7, ... la substitution

l+h, m—h, R+k, n+h, —h, g+h

et la nouvelle forme est réduite () dans I'angle — tra-
versé par BI prolongé — formé par AT avec IC(m — h=o0) — dont le prolongement
traverse AIB : les fronticres AI, BI, CI s’arrétent au point I.

Soit, d’autre part, le point 1 & Vintersection de
h=o0, k=o0, fréduite au voisinage de I & I'intérieur
de AIB. La substitution

(z, y—2%)
produit sur les coefficients ¢, ..., 7, ... la substitution

m+k, —k, h+F%k, T+%k, n—k, g+F%

et la nouvelle forme est réduite — au voisinage de [ —
dans I'angle BIC ayant pour cotés 1B et 1C(h +k=o0), ce dernier ne traversant

pas AIB. La méme substitulion faite une fois de plus donne
n+h, —(A+R), B, T+F+A+%), g—h m+F5+ (R+T%),

c’est-a-dire une forme réduile dans 'angle C.ID, 1D est le prolongement de Al.
D’ailleurs. en effectuant encore une fois la substitution, on aurait

7. —h. —F%, T+2(h+F), m+2k, n+oh
réduite dans DIE opposé par le sommel & AIB, ce qu’'on aurait obtenu de suite en
appliquant & f la substitution (z, —y, —z) = (x, y — 2, ¥)".

Le cube de la substitution relative & un point de fissure et la sixiémie puissance
de celle d’'un point de croisement sont la substitution identique.

Lorsque plus de deux coeflicients s’annulent en un point, ou plus d’un le long

(1) Au voisinage de I.
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d'une ligne, les substitutions ne sont plus les mémes: on les obtient aisément par
un passage & la limite comme Selling ou par les raisonnements de M. Charve,
auquel nous renvoyons.

J'ai réuni dans les tableaux Il et LIl toutes les substitutions relatives aux points
de croisement et de fissure ordinaires; les autres se trouvent dans V ou sen
déduisent.

[49] Le résultal le plus important de 'analyse de Selling pour la réduction con-
tinuelle est que les coordonnées des poinls de croisemenl sont assujetlies & cerlaines
inégalilés d’ou résulle, si les coefficienls sont enliers, Uexisience d’'un nombre Limire
de réduiles équivalentes, résultat démontré pour la premiére fois par Hermite avec
des conditions de réduction toutes différentes.

Calculons en effet les coefficients @, 0, ¢, g d'une forme J en un point de

croisement h=17T = o. On a, en posant pour abréger
1 o 1 ! 1 |
zf'l_.p' 2fﬂ-q: zf'('——r:
a=ap*—q, b= 2¢"— b, c=ar*—c¢;
g=o2qr—yg, o=oarp—h, o=oapq—k;

et la relation f (2, 8, v)=1 devient, par une transformation connue, F et A dési-
gnant I'adjointe et le discriminant de f:

F(p, q, r)=A.

On en tire, par une ¢élimination facile(?), les valeurs ci-aprés, ou A est le coefficient
bc — ¢° de I'adjointe :
T - — Bk
(1) a=\/—, b= ——b, c¢= ——c, g= ht_
A a+a a+a a+a

Pour que ces valeurs soient réelles, ainsi que p, ¢, r et, par suite, «, §, y, il faut
et il suffit, A élant positif, que I'on ait

(2) o<<aA A

a’ z’ E , y . . T =
La forme <!7 o o> étant réduite, il en est de méme de (b, g, c) et récipro-

quement (?).

() En utilisant, si U'on veut, le fait que, f 4 f étant un carré, tous les mineurs de son dis-
criminant sont nuls.

(*) Pour les formes binaires positives, les conditions de réduction de Selling sont :

(=9, 6+g, c+g)>o.
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Si I'on fait une substitution

o© 3 o

1 2 3
B B B
Tv Yo Ts

les coefficients a, et A, de la nouvelle forme et de son adjointe sont :
ai——_:f(’j‘l'ﬁi’vl)’ A4:F()\|’ p“l’vl)

(%,» u,» v, désignant les mineurs relatifs a «,, 8,, v,).
Chaque fois que les inégalités

(3) Y <f(14 ° ABA 4 VA) FO‘; ’ p‘i’ Vi) < A

seront vérifiées, la substitution donnera un nouveau point de croisement &, =%, =o
et un scul.

Ceci posé, a et A sont limités par les inégalités (2) et b, g, ¢, h, k le sont ensuile
par bc — g*=A\ et les conditions de réduction de la forme (5, q, _5). Comme il
y a toujours un point de croisement au moins par champ, sauf dans certains
champs exceptionnels n’ayant que des points de fissure, mais qui se trouvent alors,
en nombre limité, entourés par des champs ordinaires, on voit que la limitation
précédente entraine celle du nombre des formes réduites de discriminant et, a for-
tiori, de classe donnés.

|20] Apres avoir énuméré en détail les divers procédés de calcul a4 employer
dans la méthode de réduction conlinuelle, je rappellerai sommairement, d’aprés
M. Picard (Sur les formes quadratiques binaires indéfinies a indéterminées conju-
guées : Annales de 'Ecole normale, 1884), le mécanisme de celle réduclion. Supposons,
pour plus de simplicité, la forme f (et. par suite, un systéme de vingl-quatre formes
associces) réduite; lorsque le point M (voir n° 18) franchit une fronti¢re du champ
de réduction, il faut faire sur f, pour la réduire de nouveau, une certaine substitu-
tion & laquelle correspond un nouveau champ adjacent au premier. Parmi tous les
champs adjacenls, conservons seulement ceux dont les systémes associ¢s différent du
systéme initial. Puis, opérons de méme pour chacun de ces champs nouveaux, en
conservant ceux des champs adjacents qui répondent & des systémes associés autres
que tous les précédents et ainsi de suite. Celle série d’opérations a une fin, puisque
le nombre des réduiles est limité. Soit P, le polygone total, d’un scul tenant, formé
par 'ensemble des champs conservés.

En franchissant un des cotés ab de P, on entre dans un champ p associé a un
systeme déja obtenu, ayant par suite déja un champ de réduction p, dans P. S, et S
étant les substitutions correspondantes, fS,=/S; S;'S est unc substitution sem-
blable de fS,; elle change p, en p, donc un coté a,b, de p, en le célé ab de p;
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a,b, appartiendra en général au contour de P, car au champ p" adjacent & p le long
de ab, et par suite intérieur & P,, répond par la substitution inverse un champ p'
adjacent & p, le long de a,b, : p, ct p', correspondant & un méme systéme réduit, ne
peuvent étre tous deux intérieurs a P, par définition méme de ce dernier, & moins
de coincider; p; est donc, en général, extérieur, el a,b, coté de P,. Dans le cas d’ex-
ception, S7'S, change p' en lui-méme. En résumé, chaque coté ab de P, donne une
substitution semblable 8 87" de f; cette substitution change P, en un polygone P
qui ne peut avoir en commun avec lui qu'un ou plusicurs champs de leur périphé-
rie. On peut continuer ainsi indéfiniment, les polygones obtenus se rapprochent
indéfiniment du contour de 'ellipse. Dans chaque cas particulier on trouvera ainsi,
aprés des calculs plus ou moins longs, un certain nombre minimum de substitutions
semblables, dont loutes les aulres seront des produils : ce seront les subslitutions
génératrices du groupe reproductif.

La substitution semblable qui, dans le cas exceplionnel rencontré, change en lui-
méme le champ p', aprés retournement, est une symdétrie, au sens de la géométrie
hyperbolique; p' est traversé¢ par un axe de symétrie.

I1 serait maintenant ais¢ d’étudier les substitutions elliptiques en se basant sur
les réduiles et d’arriver a la méme classification que Poincaré, On partirait de la
remarque suivante : un point fixe de substitution elliplique, ne pouvant élre intérieur
au polygone fondamentul, ne peut élre inlérienr ¢ un champ de réduction que si ce
dernier est {raversé par un axe de symétrie (sur lequel se trouvera le point fixe). Le

nombre des cas & ¢tudier se trouve ainsi limité.

[21] Tableau des vingt-qualre permulations de Selling. (Tableau 1.)
Indices. Variables. Coefficients.
I, 2, 3, 4, x, Y, 2, a b,c,d; g.h k; I,m n
1, 3, 2, 4, —x, —2, —Y, a.c, b, d; g, k, h; I, n,m.
2, 1, 3. 4, —y, —&, —2, b,a,c,d; h,g,k; m 1 n.
2, 3, 1, 4, Y, z, &, ¢ a, b, d; Ik,g,h: n,l, m
3, 2, 1, 4, —z, —y, —&, ¢, bya, d; k,h,g; n,ml
3, 1, 2, 4, zZ, &, Y, b,c.a, d; hyk,g; m,n,l
4, 2, 3, 1, x, T—Yy, x—2, d,b,c,a; gyn,m; Ik, h
4, 3, 2, 1, —x, —x+z, —x+7y, d,c,b,a; g, mn; I h k
2, 4, 3, 1, —x+y, —x, —r+z, d,a, c.b; h,n1l; mk,g.
2, 3, 4, 1, x—Yy, —2; X, d,a, b,¢c; k,ml; n,h,yg.
3, 2, 4, 1, —x+42z, —x+y, —&, d,b,a,c; k.,l,m; n,g,h.
3, 4, 2, 1, X—2, T, T—Y, d,c,a,b; h, I, n; m,ag,k.



Indices.

1, 4,
1. 3,

L,
I,
2, I,
2,

4,

[22]
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3,
4,
3,
I,
I,

b,

zl»’
2,

)/

’
I,
1,

2,

Croisement

et

L L »

-

w W w

sens de rotation.

g = h,
hsg,
g =k,
k=g,
gem,
ms- g,
g=n,
ne-g,
h =k,
ko h,
ha 1,
I{» h,
h»n,
nsh,
5% S
> Ik,

k= m,

29

Variables. Coefficients.

—x+y, ¥, y—2, a,d,e,b; n,h,l; k,m,g.
Ty, —y+2z, —y, a,d,b,c; m,k l; h,n,g.
—y, x—y, —y+2, b,d,c.a; n,g,m; Lk, 1 h.

Y, y—2, —x+Y, ¢, d,b,a; m.g,n; h, 1k
—y+z, —y, x—y, c.d,a, by I, h.n; g,mk.

y—z, —x+y, y, b,d,a,c: Lk, m; g, nh
—x+2z, —y+z, 2, a, b,d,c; m, L E; h,g,n.

r—z, —2z, y—2, a,c,d. b; n,l, h; kg, m

y—z2, x—2, —2, b,a.d,c; lL,mFk; g,h, n
—y+z, 2, —x+2z, c,a,d,b: l,n,h; g,k m

—z, y—2, x—2, e, bod,ai myon,g; h,k, L
z, —x+z, —y+2z, . b,c,d,a; n,m,g; k, h 1l

Substitutions qui permutent circulairement les réduites aulour des points

de croisement. (Tableau 11.)

Substitutions
correspondantes.

r—y, &, 2z,

Y, —x+y. 2,
r—2z,y, &,

z,y, —x+z2,
Z,—x4+y+z,—x+2,
r—2z, y—2z, &,

Yo —x+y, —x+y+2z,
r—y, &, —y+2z,

x, y—z,%,

x, 2z, —y+2z,
r—y+2z, 2z, —y+z,
x—z, y—2, ¥,

r—y, £, x—y+2,

Y. —x+y, —x+z,
TH+y—z, y—2, Y,
=Yy, z, —y+2,
r—2z, t+y—z, X,

Coefficients de la nouvelle forme
a, b, ¢, g, h, k.

a+b+2k, a, ¢, —h, g+h, —a—k.

b, a+b+2k, ¢, g+h, —g, —b—k.

a+c+2h, b, a, —k, —a—h, g+Fk.

c. b, atcH2h, g+k, —c—h, —g.

b4+c+2g, b, d(*), —m, m+n, —b—g.
a+c+z2h, b, a+b+2k, —b—Fk, I—g, g+k.
b+c+29,d, ¢, —n, —c—g, m+n.

a+b+k, atc+2h. ¢, —c—Fk, g+-h, I—g.

a, b+c+2¢9, b, —b—g, —k, h+k.

a, ¢, b+c+2g9, —c—g, h+k, —h.

a, a+c+2h, d, l4+n, —I, —a—nh.

a, b+c+2g, a+b+2k, m—h, —a—k, h+k.
d, a4+-¢c+2h, ¢, —c—h, —n, l+n.

b+c+2g9, a+b+2k, ¢, g-+h, —c--g, m—h.
a,d, atb+2k, I 4+m, —a—k, — L.

a, a+c+2h, b+c+29, n—k, h+k, —a—h.
d, b, a+b+ 2k, —b—Fk, [4+m, —m.

N d=a+b+c+ 29+ 2k + 2k.
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Croisement

ot Substitutions Coefficients de la nouvelle forme
sens de rotation. correspondantes. a, b, ¢, g, h, k.
m =k, z, —x+y, —x+z2, b+c+2g, b, atc+2h. g+k, n—k, —b—g.
I»m, Yy, —x+y+z, 2, a, a+b+2k, b+c+29, h—m, —b—g, —b—k.
ms-1, r—y+z, x, 2. a+b+2k, a, a4+c+2h, —a—h, g—I, —a—k.
= n, z,y, —x+y+z, ¢. b+c+2g9, a+c+2h, k—n, —c—h, —c—g.
nssl, r4+y—z,y, x, a+c+2h, a+b+2k, a, —a—k, —a—h, g—L.
m = n, x, z, t—y+z, a+c+2h, ¢, b+c+29, —c—g, k—n, —c—h.
nam, x, x+y—2z, Y, a+b+2k, b+c+29, b, —b—g, —b—k, h—m.

[28] Permulalions circulaires des réduites autour des poinls de fissure.
(Tableau III.)

Sens Substitutions Nouveaux coefficients
de rotation. x, Yy, & a, b, ¢ g, h, k.
g1, rT—y—z, T—Y, —Y, a+b+2k, d, a, —Il, —a—Ik, 4+m.
l=g, y—z, —z, —x+7Y, ¢, a+c+2h, a+b+2k, I—g, g+h, —c—h.
he>m, —z, —x+y—z, y—z, b, b+c+2g, d, m+n, —m, —b—g.
msh, —y+z, —x+2z, —2x, b+c+2g, a, a+b+2k, —a—k. m—h, h-+k.
k= n, —x+z, —x,—xr—y+z, d,c, atc+2h, —c—h, n+1l, —n.
nek, —y, £—2, x—Y, b+c+2g, atc+2h, b, g+Fk, —b—g, n—k.

[24] Substitutions & employer pour réduire de nouveau une forme f, lorsqu’on tra-
verse un coté du champ de réduction, sur lequel un seul des coefficients g, k., k,

I, m, n est nul. (Tableau IV.)

Coté Substitutions Nouveaux coefficients
traversé. x, Yy, =£. a, b, ¢, g, h, k.
g, x, x—2z, v, a+b+ak, ¢, b, —g, —b—Fk, g+h.
R, z,y, —x+y, ¢, b+c+2g, a, h+k, —h, —c—g.
k, —y+z, x, 2, b, a, at-c+2h, —a—h, g+k, —k.
T, —x+y+z, —x+y, —x+2z, d, atb+2k, atc+oh, g—1, I4-n, I4+m.
m, x—y, T—y+2, —y+z, a+b+2k, d, b+c+2g9, m4-n, h—m, m+L.
n, —2z, y—z, +x+y—z, a+c+2h, b+c+2g, d, n+m, n+1, k—n.
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(28] Substitutions & employer si plusieurs coefficients g, k, k, I, m, n, s‘annulent
sur un coté (). (Tableau V.)

1° g=1{==o0. Si g —1 passe d’une valeur négative & une valeur positive, on
emploiera (x, x — z, ).

Si g — 7 passe d’une valeur positive & une négative, on emploiera
@—y—z z—y, —Y)
2° g="N = o. On emploiera (—z, —x, y).
3> g=h=TF=o0. Si h—F et g —Fk passent d’'une valeur négative & une posi-
tive, on fera (y, x —z, —x). Comme il y a toujours deux différences de deux

quantités et d’une troisiéme positives, il suffira, si ce ne sont pas les précédentes, de
faire une permutation pour se ramener a ce cas.

[26] Champs bornés ou traversés par des axes de symélrie. (Tableau VI.)

1° g=h=o0, g=h=o0 sur un cOté (rectiligne & cause de g=h=o0). La
substitution (—x, —y, z) (de la classe S)) reproduit la forme et échange les champs
de réduction de part et d'autre de I'axe de symétrie (¢ ="h=o).

2° a=1b, g=n~h. La forme resle inaltérée par
(y—z x—z, —2)
et le champ de réduction est symélrique par rapport 4 x + y —z=o.
3° g=o0, h=n. La forme reste inaltérée par
(—z, =y, —x+2)

et le champ est limité par I'axe de symétrie € — 2z=o.

Tous les autres cas se raménent aux précédents par des permutations.

Condition pour qu’'une forme ax®— (by* + 2gyz + ¢z*) = ax® — ¢(y, z) soit réduite.

[27] Pour appliquer la méthode de réduction continuelle, il y a avantage a par-
tir d'une forme déja réduite. La condition que doit remplir pour étre réduite une
forme du type f=ax*— 4(y, z) dont nous nous occupons est la suivante : il faut et
il suffit que la forme ¢ le soit. Démontrons-le pour une ¢ positive (a étant alors
positif pour que f soit ind¢éfinie).

(1) Ce cas étant moins fréquent que les autres, j’indique seulement un type de chaque subs-
titution, les autres s’en deduiront aisément par permutation,
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La forme f définic associée est
T= s @/t 3l + 20 —f@ 1.2,
@, B, y vérifiant I'équation
S By =+1().

Les inegalités de réduction sont pour la forme f:

1
g+-¢seh<o  —argiKo,  —axgh<lo.
I
(1) (—atax(ar—g¢s—¢) >0, +b+g—-¢saan—gh—g})>o0.
1
+et+g—-¢y(2ar—g¢s—gY) >o.

Pour la forme définie o, ce sont(?) (—¢g, b + ¢, c+g) >o.

Ces dernitres sont nécessaires pour les inégalités (1). En effet, o, 8, vy étant

partout au second degré. on peut supposer, par exemple, a positif. Les 2°, 3° et
4 inégalités (1) exigent alors

'y > 8. 9’y 2> 0, ¢s + ¢y — 2020,
et, par suite, les 1, 5" et 6 exigent
g<Lo, b+gxo, cH+g>o.

Elles sont suffisantes. Car pour vérifier alors le systéme (1), il suffit de prendre
B et y suffisamment pelils et ¢'s, ¢', > o.

Remargue. — Les conditions de Gauss pour une forme définie réduite sont
—b<<ag Kb e,

De deux formes réduites opposées, celle ou ¢ est négatif est donc a fortiori
réduite au sens de Sclling.

Champ de réduction. — 11 est limité par les frontiéres A=o0, k=0, I=0; les
deux premiéres sont des droites, la deuxiéme une ellipse.

h
I

I

o, ¢gB8-+cy=o;
=o0, bl+gy=o;
=0, b+ ogly+ e’ —2a[(b+g)B+ (9 + ¢)v] + e’ =o.

N{

On trouve en eflet, d’aprés les formules du n° 19, que les interseclions de ces
trois frontiéres sont points de croisement, et il n’y en a pas d’autre, ni de points de
fissure.

(1) En posant B:a=7Y, y:a=2Z, f(1,Y, Z)=o0 représente une ellipse, & 'intérieur de
laquelle le point («, §, y) reste contenu.
(2) Voir Selling, § 1.
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[28] Pour une forme ¢ indéfinie, le raisonnement précédent ne s’applique plus;
la seconde partie du théoréme seule est vraie, d’aprés les conditions ci-aprés que j’ai
trouvées pour l'existence des divers points de croisement et de fissure(?) :

Points de croisement.
(7.%) ou (3.%) be<o.
(7, %) be ou bb+c+2g9) ou c(b+c+ 29)<<o.

(g.m) g>o etsoit b>o0, ¢<<o, c+g<<o, a<da,

soit b>>o0, ¢<<{o, ¢+ g>o0, <o, a<;‘-,

. : . bA
soit b<lo, b+g>o0, c+g>o0, ags<lA® a<aet—?

conditions & déduire des précédentes par permutation.

(7.7)

(7. 7) g>0. btg>o, ctg<o, —(b+g) [r + g(c:g)]<a<o-
(%, T) conditions analogues.

(%, n) cs <o.

(%, m) bs<Zo.

g>0 ( soit b>>o0, c+g<o, a"<a<—(b+g)|:1 +g(02‘g)]’
(T m) et ) soit b<<o, c+g>0, —s<Ta<lo,

b+g>o0 ( soit b<Jo, ¢ +g<o, —(b+g)[1 +g_(c;—_g):l<a<o.
(7 ) mémes conditions aprés permutation.
(m, n) b+g>o0, ¢c+g>0, b+c<<o, a<l—s et ‘(—]j:

Dans ces inégalités, a' et a” représentent les racines (a'< a") de
g'a* + A(b + 29)x + A(b + g)*=o.
Points de fissure.

(7, m) bs <<o.
(%, n) cs <o.
(3.7) Des conditions suffisantes se déduisent aisément, par exclusion,

des inégalités relatives aux points de croisement, ou encore
du procédé de Selling (IV, b); les conditions nécessaires
paraissent, au contraire, difficiles a établir.

(1) On a posé
f=ax? 4 by? + 2gyz + c22, a<<o, g>—bc=A>o0, s=b+c+ 29, oc=2b6c+ bg+cg.
5
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La discussion de toutes ces inégalités montre que pour que la forme soit réduite,
il suffit que l'on ait

bc ou bs ou cs négatif;

ce sont précisément (Selling, II) les conditions de réduction de la forme binaire
indéfinie o (y, z); mais ces conditions ne sont pas nécessaires.

EXEMPLES NUMERIQUES.

[29] Réduction continuelle de la forme : f, =2" — ax® + axy — 3y* (A=05).

/[ est réduite, les conditions du n° 27 étant vérifiées. Les 1o coefficients du sys-
téme des 24 réduites associées sont (') :

—3 o 2
41 —1
—2

Vu h=o0, k=1, f, est inaltérée par
(x—y, —y. —2)

et la limite =0 du champ de réduction est axe de symétrie (n* 26).
Le champ a été déterminé (n° 27), il est limité par g=o0, k=0, n=o0, c'est-i-
dire, comme la forme associée est
[i=12a"—2xy + 3y — 2" + 2 [(2x — B)& + (— o 4 3p)y —yz]*
par
2y(x—3f) =o,
— ay(2a—f)=o0,
1+ 2y(e+ 28 —7)=o.

La derniére équation doit étre rendue homogene a l'aide de la relation toujours
vérifiée par a, B, v.

Si(w boy) =1
a k h 1
(') En groupant, comme Selling, dans le tableau b 'Z ’: les coefficients de la
d

forme (g A ;) et les nombres [, m, n,d liés a ces derniers par les équations (1) du no 15.
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Pour la représentation géométrique, nous prendrons pour coordonnées rectan-
gulaires

De sorte que le champ n° 1 (voir planche I) est limité par

() X—3Y=o,
() 2X—Y=o,
(7)  2X*— XY 4+ 3Y'—aX —4Y + 1 =0.

Les trois sommets sont des points de croisement.
Déterminons les réduites contigués, en commencant par le point (?], ﬁ) :
X=Y=o. D’aprés le tableau 1l, nous employons h=+g (et non pas g = h, car

nous savons qu’il n’y aura pas A dépasser h=o0); c’est

&y, —x+y, 2),
Sy, —x+y, 2) = 2" — 32" + by — 3y* = f,.

Le tableau de coefficients du systéme associé est donc :

Vu a,=b,. g,=h,, f,se reproduit par
(=Y, —x, —2),

et, par suite (n° 26), le champ de réduction est symétrique; pour avoir l'axe de
symétrie, il n’y a qu’a prendre le transformé par la substitution qui change f, en f,
de l'axe relatif a la symétrie (y, x, z), c’est-a-dire x — y=o0. Cet axe est donc :

(x—y) —x=—y=o0.

b

C’est une nouvelle droite & ne pas dépasser dans la réduction. L'intersection O
de ces deux droites 22 — y=—o0, y=o0, conjugudes par rapport a I'ellipse, est donc
un point fixe elliptique de période deux (et non quatre ou six). La symétrie relative
A4 y=—o est d’ailleurs

(¥, —x+y, ) (¥, ®. 2) (x—Yy, @, 2) = (®—Y, =Y. 2).

Enfin les frontiéres du champ de f, s’obtiennent sans nouveau calcul par le
numéro 27, si I'on tient compte en outre de ce que I'équation de la troisiéme fron-

tiére passant par un point de croisement g=o, h=o0, est g +h=o.
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On aura donc ici les limites :
(5) X +2Y=o,
() X—3Y=o,
(n)  2X*—aXY 43V —4X +aY +1=0.
Passons au point de croisement (_gT n) du premier champ. D’aprés le tableau II,
employons :
(y, —x+y, —x+y+2).

Nous obtenons les quatre nouvelles réduites f,. f,, f,, f, que nous écrivons
ci-dessous, avec en regard les tableaux des dix coefficients des systémes associés :

—2 41 —1 +g
—2 +1 O

fo=—2x"—ay'+ 2" + ayz —azx + 22y ,
+1 —1I

+1 —1 —2 +2

—1 41 41
=+ — y+2+a2yz—bzx—a:y ,
+1 (o)
—3
+2 4+1 —2 —1
—3 o0 +2
=+ 20 —3y' + 2 — bz + axy ,
+1 41
—2
—a2 +3 —1 o
R e +6 —2 —1 O
=—ax®—2 2P —ayz —a2zx x
/s y 3y Y S

Le champ de réduction de f, aura un axe de symétrie pour une de ses frontiéres,
vu m,=o, g,— k,. Cet axe est donné par

m, = o.
La forme associée f,=f.(y, —x+y, —x+y+z) étant

fi=—fi+ 2[(e—3 + V)& + (e + 2B —y)y—y2]",
on a :

m,=—2a(x+ 28 —7y) e —p—7y).
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Mais c'est le premier facteur, qui donne I'axe de symétrie,

X+2Y—1=o0;

car, pour un pointde aa—f — v
point.

o, ona n,=+1, et f, n'est pas réduite en ce

On connait en outre les frontiéres passant par les poinls de croisement aux extré-
mités du cdté g,=o; ce sont respectivement g, +n,=o et h, + n,—o, cest-a-
dire les ellipses

n, 2X? —aXY +3Y*—4X + 2Y—1 =0,
prolongement d’une des frontiéres du champ (2), et
ﬁz 2X®* — 2XY 4+ 3Y* 42X — 6Y 4+ 1 = o.

On sait que, sur la premiére. c’'est n, qui s'annule; sur la seconde, cest %,
comme on le voit d’aprés f,.

D’aprés le numéro 19, cherchons s’il y a sur ces frontiéres d’autres points de
croisement.

Sur n,=o, onale point m;=n,=o, carona
o<d,(bc,—g3) <A,

et la forme (53, Js» Es) est réduite, comme le montrent les valeurs des coefficients ()

- - I -
b, = 1, c,———= —1, g, =1,

_l+ E
3

(_!73’ 7)3 + ?]-3’ Ea +§3) > o.

qui vérifient bien

Sur %, =o, au contraire, il n’y a pas de point de croisement autre que k,=g,=o;
formons en effet les produits

aa(bacs - g:) ’ a, (Csda - n:) ’ ca(aads - lj)’

le premier est positif, mais supérieur au discriminant; le dernier est négatif; le
second remplit bien les conditions d’inégalité

o] as(cads - n:) < A.

(1) Pour les calculer, il suffit de permuter les indices 1 et 4, c’est-a-dire a et d, ou la pre-
miére et la derniére colonne du tableau, puis on applique les formules du numéro 19.
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Mais la forme (53. n,, ’c'ls) n’est pas réduite, comme le montrent

L TP G 1
’ \/ aA ) —2+\/5_ .
a3+ 2
c,d—n,
:: l3 —‘dsz-’-——[{—-—:-:'*- 'I,
— 5
a,+ \/ 2+\/
- h,l, —a
n3=—-—rm—n —_—— I,

a,+ \/ —2+\/5

valeurs d’ou résulte
ey ——_—: — 32 < o.
—a 4 \/5

1
K

c, +

Puisqu’il n’y a pas d’autre point de croisement sur %,=o, il y a nécessairement
le point de fissure 2,=m,==o, c’est le point d’intersection avec X + 2Y — 1 —=o.
Le champ est alors complétement délimité. Pour achever ce qui le concerne, il reste
a calculer la symétrie relalive a axe

X 4+ 2Y —1=0.

En transformant la symétrie relative & g=—=o0, h=n, par une permutation ¢'in-

dices, on trouve pour la symétrie de f,
(—bc, —x+y—z, —2),
d’oti résulte celle de f, par
¥ —x+y, —x+y+2z)(—w, —x+y—2z, —2)(y, —x+y, —x+y+2)™"
= (2y—z, x+y—z, T+2y—22).

Ayant développé en détail les calculs relatifs a ce champ, je serai bref pour les
autres.

Champ 4. — Forme associée :

fi=—fit2[— (e +2p—29)@ + (2u—B— )y — yz]"
Une seule frontiére nouvelle :

k,=o, 6X*+ 4XY —Y*— 10X + 3 =0,

4

coupant g, = o (point de croisement) et n,=o (point de fissure).

Champ 5. — Forme associée :

To=—fu+ 2l— (u+ B — 2)2+ (o — 38)y — vI"
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Une seule fronti¢re nouvelle :
I =o, 6X* +4XY—Y*—8X—6Y+3=0,

coupant n,=o (croisement) et g,=o (fissure).

Champ 6. — Forme associée :

fez_fs+ 2[—(1_SB—Y)J7—(1+ 218—-7):)'———72].’

Une seule frontiére nouvelle, sur laquelle s’annulent les deux coefficients 7, et m;
comme en outre /,=m ==o0, c’est un axe de symétrie :

aX—Y —1=o0.

La symétrie correspondante pour f, se déduit de celle indiquée au n° 26 pour

g="h=o0 avec g=h=o0; en permutant les troisiéme et quatriéme variables, c’est
(x — 22,y — 2z, —2).
Comme on a
=Ly =2ty —r+y+ = -y, 2 —y. —z+y+2),
Ia symétrie relative a f, est

(—yx—y,—r—y+2)@—22,y —22, —2)(—y, x —y, —x—y+2)"
= (—3x + 2y + 22, y, —b4x + 2y + 32).

Le champ est d’ailleurs symélrique par rapport a 'axe Y=—=o. Les deux droi-
tes Y=o et 2X — Y —1=o0 ¢étant conjuguées, leur point d’intersection est point
fixe de substitution elliplique de période deux.

Aprés avoir déterminé tous les champs qui entourent les sommets (%, g) et (g, n)
du champ 1, il nous reste & déterminer ceux qui entourent le sommet (77, &), ou du
moins, puisque déja deux champs consécutifs 1 et 3 sont déterminés autour de ce
point, a déterminer le champ suivant, limité d’un c6té & 'axe de symétrie 2X — Y=o,
qu’il est inutile de dépasser.

Employons la substitution h=-n, c’est-a-dire
(@—yxz—y+2);

en l'appliquant une fois & f,, on retomberait sur le systéme 3; en I'appliquant deux
fois, on obtient :

fi=f(—y, x—y, x—ay+2)=—2x" +y*" + 2" — hyz + 2zx.
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Le tableau des dix coefficients du systéme est :

I —2 T
I o
—2

La forme associée est :
So=—/F2[(—o+ 38— )& — (2 + 28 — ay)y — 2"

Par suite des égalités n,=—o, [, =m, et de a,=d,, b,=d,, k,=n,, h,=m,,
une frontiére E:o du champ est axe de symétrie, c’est 2X + Y=o0, et un autre
axe traverse le champ, c’est X +2Y —1=o0. Leur intersection est le point de
fissure & ==n,; les deux derniéres limites symétriques des limites déjd connues

h,=o, 71—,/’: o, par rapport & X 4+ 2Y — 1=o, sont, d’aprés f, :

0, X—3Y+1=—0,
o, aX® 4+ 8XY —7Y* —8X +4Y 4+ 1=o0.

R
m =

Les droites 2X—Y =0, X4 2Y —1=0 ne sont pas conjuguces: leur point
d’intersection, point fixe de substitulion elliptique, de période autre que deur par
conséquent, ne peut étre, d’aprés la figure, que celui d’une substitution de période
trois.

11 ne reste plus de vide, a U'intérieur du quadrilatére formé par les axes de symé-
trie rencontrés, qu’'un angle adjacent aux champs 4 et 5. En appliquant & f, la subs-
titution
(@, —y+z2—Yy)

relative au point de fissure (n, k), on a :
f, = —2x® + 2" — 2* 4 2wy

La forme associée est :

fi=—fi+2[—@+2p—yz—(r—F—29)y+(@u—p—y)z]"

Toutes les frontiéres du champ sont connues : en dehors de celles des champs 4
et 5, ce sont les axes de symétrie X+ 2Y —1=o0(h=0) et sX—Y—1=0
(h et g==0), dont VT'existence apparait d’ailleurs & I'examen du tableau des coeffi-
cients. Ces axes, étant conjugués, se coupent en un point fixe de substitution de
période deu.
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La réduction continuelle est ainsi terminée et on posséde les substitutions géné-
ratrices du groupe reproductif; c’est le groupe formé par les quatre symétries :

’—-1 I O I —1 O
S,= o 1 o], S,=|o—r1 o],
o o0 —I o o0 —I
axe Y=o; axe 2X —Y=o;
o0 2 —1 3 —a —a
S;=|1 1—1]|, S,=]|o—1 o],
I 2 —2 4 —2 —3
axe X +2aY—1=—0; axe 2X —Y—1=0.

Sur la figure ont été ajoutés les premiers polygones obtenus par réflexion sur les
axes de symétrie.

Si I'on veut avoir le sous-groupe des substitutions droites seules, celui qui a pour
groupe isomorphe un groupe fuchsien (a8 — By=+ 1), il faut prendre deux de
ces polygones congruents par symétrie pour avoir le domaine fondamental, par
exemple OABC et OEDC.

Les substitutions génératrices sont alors celles des points fixes elliptiques O, C
formant chacun un cycle : A, qui forme cycle avec E. et B formant cycle avec D.

Ces substitutions sont le produit des symétries relatives aux axes qui se coupent au
point fixe. Ce sont :

—I o o —I I o

V,=S88,= o—I o V,=8S=|—1 —1 1

o o I —I —2 2

—4 o 3 —3 1 2
V,=S88,=|—1 —1 1 V,=S88,= 0 —1
—5 o 4 —4 2

Entre €lles existe la relation évidente :

V,V,V.V,=1.

12 3 4

V..V, V, sont de période deux, V, de période trois.

Les angles non euclidiens A, B, D, E sont égaux & g, I'angle C & :%ﬂ.

6
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[30] Réduction continuelle de la forme f,=z'—5x"+ fxy—5y* (A==a1).

Je me borne & indiquer, pour chaque réduite, le tableau des coefficients du sys-
téme associé, la forme associée, les équations des limites du champ et la substitu-
tion faisant passer d'une réduite a la suivante. On suivra I'enchalnement des réduites
sur la planche 1I.

—5 2 o 3
—5 o
J,=2"—5a" + hay — by ,
1 —I
—5

Ji=—/f.+ 2[6a — aB)@ + (— 3 + 5B)y — yz]*s

g.=o0, 3X—b5Y=o0; h,=o0, 5X—2aY=o;
n,=o, 5X'—4XY +5Y'—6X —6Y + 1=0o.
Vu a,=b,,g9,=h,, f, admet la symétrie
(¥, %, 2)
d'axe
X—Y=o.
Réduites aulour du point de croisement g,=h,=o0.
Substitution (x—y, x, 2).
—6 +3 o +3
—5 o0 42
f,=Sf(x—y, x, z)=— 62" — 5y* 4+ 2* + by ,
[ —1
—4

fi=—f, + 23+ B)a + (2f — da)y — v2I:

gj:/l‘:O; 72;:0, X—i—Y::VO;
n,=o0, 5X*—4XY+5Y' +4X —10Y + 1=0.

Vu h,=o et k,=1,, f, admet la symétrie (—x 4y, +y, +2), d’olt résulte, par
transformation, pour f, la symétrie
(=y, —=, 2)
d’axe
X4+ Y=o.
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Réduites autour du point de croisement h,=n,=a.

Substitution (x—y, x, x—y + 2).

fi=Sflx'—y, &, t—y+2)=—5x"— hy*+2'— ayz+2zx 4 hxy

fi=—"/,+ 2[Bx + 38 — )& — (B2 — 2B — y)y — y2]";
h,—=n,=o; n,=n,=o;
g,=o, 5X* — 4AXY +5Y  — 10X + 4Y + 1=0.

L= {e—y, &, x—y+2)=—Ahx* — 2y’ +2"— hyz+azx 4 axy

fi=—fi+2[(—22+ 58 —y)x + (— 32— 3 +ay)y — y2]’;
7{‘:713..—_;0; -’;‘:7;‘:0;
g,=o0,  OX*—/4XY +5Y*—3X—3Y + 1=0;

k. —o, 17X* — 22XY — 25Y* — 2X + 26Y — 5 =o.

h=flx—y, o, x—y+2)=—>5x"—y" + 2" — 4yz + 4y

fi=—/+ 2l(—Bx + 23B)x + (22— 56 + a7)y — v2]";
FSZE‘ZO; Es:r—iﬂ=0;
m,=o, 17X* — 22XY — 25Y* + 8X + 22Y — 5=o0;

o, 5X* — 4AXY 4 5Y* + 2X —5Y + 1=0.

N
Il

5

to=/r,(x—y, x, m—y+z)=—5w’——4y’+z’——2yz—nzm+8acy

I

fo=—fit+2l(—32 =38+ )z + bz — 2B + 1)y — 2"

l=O; nG:ni::O;

o, bX*—4XY +5Y*+ 10X —4Y + 1=o0.

N
I
=1

I

—5 a2 1
—4 —1 3
I —I
—4

—4 1 I
—2 —2 3
S
—5
—5 a2 o 3
—1 —2 1
I 1
—5
—5 4 —1 —2
—4 —1 1
11
—4



L4 TH. GOT.

Réduites autour du point de croisement h,—g,=o.

Substitution (y, —x+y, 2),

So=1y, —x+y, 2)=— 22" — by* + 2" — 2yz + hzx + 2xy

F=—/fi+ 2B+ 38— 2@ + (—ba+2p + 1)y — 2]

—g-::-g-a:o’ 51:-51:0;

l,=o, 7X* — 14XY — 35Y* + 4X 4 32Y — 7 =o0.

Li=[y, —x +7y,2) =—hx’ —hy' + 2* 4+ 2yz + 222 + by

fo=—/,+ 2[ba— 2B —y)x + (—ax 4+ 58 —y)y — vz]";

1

525120; ?]-s_—_;z—lzo;
l.—o, 5X —aY —1=o0;
ﬁszo, 2X —5Y 4+ 1=o.

Réduites autour du point de croisement h, = I, =o.
Substitution (x—y+2, z, —y +2).

/;:f.,(w—y-l—z, Z, ““y+z):—290’+3y’—2’—6yz+ 22X

I 2 —I
—h —1 4
I —a

—I

3 1 o
—4 1 o
1 —3

3

o 1 1
3 -3 o

fi=—/f, +2[Ba+38—2y)x+ (—3a—3B +37)y + (—2a + 58 — ay) z]%;
h,=1,=o; I,=k,=o; m,=m,=o;
g,=o0, X'+ aXY + 15— 14Y + 3=o.

=
Il

, =0, 3X +3Y—2=—o0.

Vu k,=o, h,=I,, f, admet la symétrie (—z+z, y, z), d’oli, par transformation,

pour f, la symétrie suivante; posons

(@—y, ©, x—y+2) (y. —2+y, 2) (€—y+2, 2, —y+2) =T,,
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de sorte que I'on a
fAT9 == jo *
La symétrie de f, est
T,(—x+z, ¥, 2) T;".
On trouve
(—a2x—3y+2z, —3x—2y+2z, —6x—6y+52)

d’axe
3X 4+3Y —a=o.

On a ainsi, avec X + Y=o0 et X — Y=o, une troisiéme droite qu’il est inutile
de dépasser dans la réduction.

fio =S, (x—y+2,2, —y+2)=—2&"—y*—4z* +8yz—2zx+ 22y

Fo=—fu+2[Be+38—an)x + (—a—8B +4y)y + (— 22+ 5B —1y)2]";

Ly=y,=o0;

>
|
)
Il
°

3|
Il
°

10X* — 8XY 4+ 10— X —8Y + 2=o0.

fu=fol@—y 2, 2, —y+2)=—2a'—8y'+2'+6y2—hzw+Bazy

fo=—tu+ 2[Ba+3p —29)@ + (— 2« — 88 + 3v)y + ¥2]";

n,,=9,=0§

|
g
Il
~
ﬂ

-

41

—5 —1 2

fu =l (@ —y+2. 2 —y+2)=— 25— 5y'— ' — 3y2—270 + 8y )
—1

—4

h,=T=o. l,=k,=o, g,y=m,=o.
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Réduites autour du point de croisement 1,=n, =o.
Substitution (z,y, —x + y + 2).

I —4 1 2
—1 5 o
Jo=tu@y, —x +y+2)=ua"—y'— 52"+ 10yz + 2200 — Bxy 5
—5 —1
—_—I
Za:_faa + 2[—‘{@ + (-—0(—8“} + AY)y + (3U' + 3{%_?)2]’;
7:sx:ﬁu—-_—‘o’ ;L-u:ﬁu:o’ Eas:;ﬁm:o’
—5 o 4 1
. b —3 —1
Su=Su(z ¥y, —x+y+2)=—5x* + 4y’ — 22* — 6yz + 8z .
—1
fu=—tu+2[(=32 =38 + )& + (22—58 + 37)y + Ba + 38— ay)2";
=m=o m=G=0;
7.=0,  3X*+4 6XY + 45Y*— 10X — 38Y — g =o0:
Tn_“=o, 13X* — 44XY + 55Y* 4+ 20X — 50Y + 11 =0;
k,=o, 3X +3Y—1=—0.
—2 5 —a —1
—4 —1 o
Jo=Suz v, —x+y+2)=— 20— hy'+2"— 2yz— Lz + 10Xy -
—1
]—;u:_fns + 2[(_37'_ 313 + 2‘()$ + (5°L_ 23 + Y)y_Yz]’;
Z:5=T7=0; Eib=’§u=O; ?&5:6«:0‘
Réduites autour du point de croisement n,, =g, = o.
Substitution (x —y, x, ~y + 2).
4 o —3 —1
-5 1 4
te=1(&—y, 2, —y + 2) =4’ — 5y’ + 2* + 2yz — 6z
1
—4

Taez—fm + 2[(20‘ - 5-6 + SY)“‘ + (3“ “+ 3{‘ - "{)y - 1Z]‘v
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Il“:g6 =0, gm:na =0,

kE =%k —o;

16 13

7:6—_—0, 20X* — 62XY 4+ 25Y* + 34X —22Y + 5 =o0.

fo=Sul&—y, @, —y + 2)=—0"—y' + 2 + hyz — bz — hary

Jo=—S+2[(5a— 28 + a)x + (—2a + 58 —ay)y — yz]™:

ny,=n,=o; gn:gaZO;

k,,=o, 15X* — 33XY 4 15Y* 4+ 14X — 14Y 4+ 3 =0,

—6 +3
2 2 2 "“4_ .

fo=To(® =y, ® =y + 2) =—62" —4y" + 2 + 2yz + By

,—.Ie: _fxs + 2 [(37’ + 318)1" + (—— 50 + 258 "'—Y)y'—' .(Z]’; -

;{18265:0; §l8=§620; ﬁ'ﬂ:-}—l;ZO;

m,=o, 5X—aY+41=o.

Réduiles autour du point de croisement k, =g,
Substitation (z,y, —x + 2).
—1 3
3

./w:fs(z’y' —w+z)=—w’+3y’——z’——6yz+6xy

Fo=—t o+ 2[(20 — 58 + 2y)@ + (—32.— 3B + 3y)y + (« + 86 — 4y)2]";

/L‘w:gazo; nn:mw:O; lm:gu:O;

9,=0, 7X*—14XY+ 21Y*—10X —24Y + 7=o0.

fo=/o(2, y, —x 4+ 2) = —&" + 3y* — 22" + a2z + Gy

|
fo=—"ly+2[(—a—88 + y)x + (—3a— 38 + 3y)y + (32— 3 —ay) 2],

b7
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- —=O0; EOZE:O;
—o, 17X® 4 20XY + 143Y* — 18X — 144Y 4 37=0;
n=o, 11X* + 50XY + 53Y* — 34X — 62Y + 19=o.

Réduites autour du point de croisement n,,—=1,=o.
Substitution (x +y—z,y, ).

—2 —1 1 2
2 ) Py 8 —2 —5
n:fn(w+y_z’ Y .’I?):—Qx +‘8y —2z —4y2+2za:—2a:y . )
1
fu=—VJu+2[Bx+ 38 —29)x + (— o — 8B + 5y)y + (— 20 + 5 —ay)2]";
ﬁ;l:-gﬁ:o: .l_ﬂl—_—gl:O; 2‘_.;!:—’;!0=O;
g,,=0, 3X* — 15XY + 45Y* + 8X — 41Y + g=o.
—1 —4 1 4
4 3 -3
fo=Sulx+y—2, 7, )=— &+ 4y — 22" + 6yz 4 220 — 8xy
—2 —2
I
fo=—"t+ 2l(z + 88— by)x + (22— 5 + 3y)y + (— 32— 38 + 2y)2]™:
Ezs:‘_g_tzo’ Zszl_ﬁ‘oZO; 5,,25“_——0;
k,=o, 8X* — 19XY + 50Y* 4 5X — 44Y 4 10=0.
Réduiles aulour du point de croisemenl - g,,—k,,=—o.
Substitution (x—z, vy, x).
—I —I o 2
4 4 —
Ju=Jul®t—2 3, x)=—a" 4+ 4y’ — 2" + 8yz — axy Z
——I —
8
Jo=—Sfu+2[(—22+ 58 —27)@ + (22— 5B + 37)y + (—o — 83 + 4y)2]";
§l3=kli=0; —13=mll:o; ;1;8:7]0=0; ZSzgiiZO;
—2 3 1 2
4 1 —8
fu=1,(x—z, y, *)=— 22" + 4y — 2* + 2ayz + 2zx + bxy
—1 —1I
7

7;:-—1‘“ + 2[(—3a— 30 + 2v)x + (20 — 58 + 3y)y + (20 — 5B + 2y)2]*%;
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k,=g,=o0; Gay=m,,=0;
o, 2X* 4 32XY + 44Y* — 19X — 47Y + 13=0;
n, =o, 9X®* — 66XY + 135Y* + 32X — 122Y + 27=o0.

—1 4 1 =4

b —3 —5

Su=LulXx—2,y, x)=—" + bhy' — 22" — byz + 220 + 8xy .
—32

Jo=—fut 2[(—a—83 + &) + (22— 5B + 3y)y + (B« + 3f —2y) 2]

/{' = RK,=—=0; g":guzo;

T“—_—o. 6X* — 30XY + goY* + 11X — 80Y + 18 =o,

4 —4 —1
Ju=Su@—2,y, X)=—2a" + by’ — 2" — 8yz + 2wy e
—1
—4

Jeo=—fut 2[(20— 58 + 27) + (20 — 58 + 3y)y + (« + 8f — hy)z]";

n=0; Gaa= kpy=0; My =1, =0;
s =0, 2X —-5Y 4+ 2=o.
Vu h,=1,=o0 sur une méme fronti¢re et h,,=1, = o, cette frontitre est un

axe de symétrie, et la forme f,, admet la symétrie (— x + 2y, y, 2). Désignons par T,,
la substitution par ot on passe de f, & f, . C’est :

=(@—y, &, c-—y+2)'(y, —x+y, 2) (x—y+2,2,—y+2) (2, ¥, —x+2) (x+y—2,¥, ) (x—2,y, )"
=(z, —x—y+2z, —ax—3y+42).
Alors f, admet la symélrie T, (—z+2y, y, 2)T;;. Cest-d-dire
(x, hx — gy+hz, 8x — 20y+9z).

11 sera inutile de dépasser 2X — 5Y + 2 —=o0 dans la réduction.

Réduites aulour du point de croisement k,,=—=m, =o.
Sabstilution (x —z,x+7y—2z,x).

b —5 o

Jo=LWlx+2, 2+y—2, 8)=—4x’+ 4y’ +5z*—10y: — 220+ 2y ' 5 R
1
-5

Jo=—Su+2(0r— 28 + 1)@ + (20— 5f + 3y)y + (—ha + 108 — 59)2]";
7



Do TH. GOT.
h,—I( —o; E”:'/;“:o;

h,, = o, 45X* — 120XY 4 45Y* + 58X — 4oY + g=o0.

i—b o 4 1

4 —5
Su=Sul@— 2 @ +y—2, 8) = —5a" + by" + 22" — 102 + 822 ‘
2 —1

Juo=—fu+2[Ba+ 38— )@ + (22— 5B+ 3y)y + (—72 + 78 — 4y)2]*;

=
=1
o

My =m,,=0;

33X — 102XY + 75Y" + 44X — 68Y + 15 =o0.

=
Il
°

h—4 1

-/w :f“(w—z, :v+y——z, 9”):_37"*'10"—2’—8}'2—*-!&2:3— 2xy 3
—1 _]'__

—4

fo=—rut2[(—20 4+ 58— 2y)x + (22— 58 + 3y)y + (—Dz + 28 —2y)2]";

lszm‘azo.

k,=m, =o; m,=I[,,=o: =k,=o0; A

Réduites autour du point de croisement 71'% _:l:9 —o.
Substitution (x —y+z,z, —y+2).

—I —1I (o] 2

fw =fns(x - )’+ z, 2, "—y+ Z)"_“—m’ + 2)"—[12'+ 6)’2—- 232

foo="fo+ 2[(—20+ 58 — ay) & + (70 — 78 + 4y)y + (—Dx + 28 —y)2]";

hao=mgs=0; la‘):gs=0; kso::nssZO;

Jw=0,  B55X'—86XY + 13Y" 4 54X —30Y + 11 =o0.

j:u: 30(17—y+2, Z, —-y+Z)=-—w’—5y*+zi+6yz——hzx+2xy

fa=—tu+ 2[(—20 + 58 —2y)@ + (7a— 7B + 37)y + yz];
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kh,=g,=o L, =k, =o:

m,=o,  65X*—g4XY + 23Y* + 58X — 40Y + 13=0;
k,=o, 65Y* — g4XY + 23X* —58Y + 40X 4 13=o0;
71;’:0, 5X* — 4AXY +5Y* + 5X —2Y 4 1=o0.

Jo=lu@—y+2z, 2, =y+2)=—a"— 4y’ — 2* — hzx + bxy

fa=—Sut 2l(—220+ 58 —2y)x + (20 —5B + 7)y + (52— 2 + 27)2]";

Ly=m,=o0;

2X —5Y + 1=o.

=1
I
[
2

|

e

L
I
°

Réduites autour du point de croisement n,=1I, =o.
Substilution (x+y—z, y, x).

' 8 —3 —
fss:-fzo(x'l'y_z’ Y, x):—$2+8y2—z’——4yz+6my Z
—I
i 8

Za:_fsa + 2[(21—5B+ 2‘().’E+ (_[‘“—— Ilﬁ =+ 7Y)y+ (“+8|B_[W)Z]’;

ﬁ“:l“:O; —1—332551:0;
d,=o0, 9X* + 39gXY + ¢3Y*— 23X — 100Y + 27=0;
k,=o, X® 4+ .16XY — 125Y* — 12X -+ 114Y — 25 =o.

Le champ est symétrique par rapport & 3X + 3Y —2=o, et, en effet, on a :
a=c, b=d, g=1, k=n.

SJu=lul@+y—2z,y, x)=—20" + 13y* — 2* — fyz + 222

fu=—tu+20B2+3s—27)2 + (—20— 168 + 97)y + (—2a + 58 — 2y)2]";

rlaazgaa:O; lu:ﬁﬂo:(); Eal:—k-”:O;
gu=0,  X'—26XY +85Y' 4 14X —77Y + 17=0.



TH. GOT.
—1 —3 1 3
11 2 —10
So=Lilx+y—z. v, £) =—a'+ 11y" — 2z’ +4yz + azx — 6y
—3 —I
-8

Soo=—Su +2[(x +88—4y)x + (2 — 138 + 7y)y + (—32—38 + ay)z];

85:n!0:O; l3b:li0:O; g35:’)lll:O:

k,=o,

13X* — 2XY + 223Y* — 6X — 216Y + 53 =o0.

Réduites aulour du point de croisement g, =k, =o.
Substitution (x—z, y, x).

So=Sulx—2, y, ©) =—2&" + 11" — 2* + b6yz — axy

fns: —fas + 2[(——27' + 513_ QY)‘T + (V‘_ ]3p + 7‘.’))’ + ('—7'—8{3 + l‘:’)z]’;

So=Sux—2,y, x)=—2%" + 11y* — 2" + 2yz + 2zx + Ly

‘fu'::—_f:n + 2[(—3“— 358 + QY)'I: + (l'— 133 + 7T)y + (27‘—53 + 2‘{)2]’:
:6_31:-’-!;‘:0; Ea'l:l_i‘:O;

I =o, 5X* + 122XY + 131Y* — 66X — 150Y + 43=0

n,, =.o0, 5X* — 88XY + 215Y* + 44X — 194Y + 43 =o0.

-

-fzse ———‘f37(:'v-——z, Ys w):_wS + llyg'— 22%“‘[&}’2 + 2zx + ny

Fu=—Su+2[(—a—8f + hy)w + (2 — 138 + 77)y + (x4 3 —27)2]";

—1 o 2
it 3 —i3
—1 —2

13

2 1 —I
I 1 —if
—1 —I

16

I
1 —a —i2
—2 3

12
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gss:lu:O; /t“,&s:/{“:O;

l,=o, IXN* —8XY + 101Y* + 2aX —96Y + 23 =o0.

1 —3 —g
./tao:fas(w_—z’y’x):—w,{bl[yg_—z%_6yz+3xy 4
—1
5
So=—F0 + 2[(22— 5 + 2y)x + (& — 138 + 77)y + (= + 88 — 4y)z]";
639:5“20; 7;39:;,‘:0; —Ea“:ZB:O:
’Tao:—l—w:—k:s:l:ezo'
Réduites aulour du point de croisement k,,—h,,=o.
Substitution (x, z, —y + z).
—4 1 o 3 ‘
5 o —6 l
So=Su(@, 2, —y + 2) = —ha’ + 5y’ — 2" + axy
—1I I
2
Jo=—Su+ 2102 — 28+ 1)z + (42— 108 + 5y)y + (—22 + 5 — ) 2]";
EAOZE’1:0; ELOZ;,—{I8:0; 540:;1‘28:0; 530:.7‘;02516=7;6:o.
Réduiles autour du point de croisement n,,—=h,,=o.
Substilution (y, —x +y, —x + 2).
h—6 1 1
3 o 3
Su=Luy —x +y, —x + )= b’ + 3y" — 2* + 220z — 127y
—1 o
—4

Jo=—fu +2[(—22+58—=3y)x + (92— 128 + 6y)y + (—2x + 5B — 2y)z|";

n,—m, ,=—0; hu:mMIO; gu:nu:hm:l&m:O;

m, =o, 25X — A8XY 4+ 11Y* 4 26X —16Y + 5 =0.

—5 1 2
So=Suly, —x+y, —x+2)=2x"—5y"—2" + 2yz 4 222 + 4xy R
4|
Jo=—Su+ 2[(— 72+ B — by + (70— 76 4+ 31y + (— 20 + 58 —2v)2]";
El?:;lliz(); 7;4%:.,—{18:0;
F,=o0.  44X*—g4XY + 44Y* 4 49X — 4gY + 13.=0.
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Réduites autour du point de croisement h,—=k, =o.
Substitution (x, y—z, y).

a2 3 —2 3
2 2 —‘A ll _3
fo=Ju(®, y—2, y)= 22" — 4y* — 52" 4 8yz — hza + bay -

fo=—Jtu+2[(—70 + 78 —b4y)x + Ba— 28 + 1)y + (— 72 + 76 — 37)2]";

hAs:ku:'O; l{n:gaoZO; ﬁAs"__’nu:o'
2 1—-3 o
) —1I o o
fu:fns(m’ y—=z y)zﬂwg ""y““ l;Z,'-—ﬁzac + 2y A ;
—17

Jo=—fu+2l(— 72+ 78— hy)@ + (— 3¢ + 58 — ay)y + (— 5z + 28 —7)2]";

I{ =n,—o0,; hu:gso=0; g“:m“:huzl”:o;

1.—=m —o, 2X —2Y + 1=o0.

De [,,=m,,=o et [, et m,, nuls en méme temps sur 2X — 2Y 4 1 =o0 résulte
que cette droite est axe de symétrie. f,, admet la symélrie (x—22, y —2z, —z). Pour
calculer la symétrie correspondante pour f, soit T,, la substitution qui fait passer
de f, & c'est :

4%

T, (#—2, +y—2, @) (%, 2, —y+2)(y, —2+¥, —2+2)* (@ y—2. y)
=(—x—2z, x4y, hx+a2y+2).

Alors T, (x—2z, y—2z, —2)T;, est une symétrie de f,; c'est :
(— 72+ 8y—Ahz, 8x— 7y + 4z, 28w — 28y + 152).

Il sera donc inutile de dépasser I'axe 2X — 2Y 4+ 1=o.

2 —2 ~—1I ) §
—5 1 6
fuo=JSul&, y—2, y)=20"— by — 2" + 2yz — 2z& — fxy
—1 1
—8

ky=Fk,=o0; _g—u‘:lc“:o.



QUESTIONS DIVERSES CONCERNANT CERTAINES FORMES, ETC. 55

2 —3 32 —1
—4 4 3

fo=Ju(®s y—2, ) =22" — b4y — 52" + 8yz + hzox — by 5
—5 —1
[ —1

fio=—tu+2l(—72 + 7B—b1) + (—Bx + 2B — )y + (70— 76 + 3) 2"

AB:-kl&:(); tezga‘):(); n&s:m:u:o'

Réduites autour du point de croisement k,,—g,=o.
Substitution (z, y, —x + 2).

—I —I 2 o]

-5 —1 =
fo=rf(zy —c+2)=—o"—Dby'— 2" — ayz + bz — axy “,
—1 o
—7
Jo=—tq +al(—22 + 58 —29)@ + (— 72 + 76— 37)y + (—ba + 2 —2y)z]";
7;‘1:E34=0; 551:%“:0; 7:-::5;7:2;:_’3“:0'
Réduiles autour du point de croisement n, =1, =o.
Substitution (x+y—-z, vy, x).
—I 2 I —2
\ . \ 13 o —i1d
fo=Snl@+y—2y x)=—x" 4 13y — 22" + 222 4 hxy ,
—a2 —I
[8‘
fu=—"fu+2[(—e—88 + by)@ + (—20— 168 + 9y)y + (32 + 38 —ay)z]";
ﬁ;s.:l—“:O, -k—“:ﬁsszo, Q_ISIEQZO;
I,=o, 5X* 4+ 17XY + 173Y* — 11X — 172Y + 43 =o0.
—1 2 0 —I
16 —1 —17
So=Iu@+y—2y, x)=0a"+ 16y — 2 — ayz + by ,
—1 2
16

o=+ 2[(22 =58 + 27)z + (—3x — 24 +137)y + (2 + 88 — 4y)2]";



(=]
for}

TH. GOT.

n,=1l,=o; l,=—n,=o0;
9.=0, 11X* + 9aXY 4 389Y* — 50X — 400Y + 103 =0;
k,=o, X* 4+ 37XY — 125Y* — 20X + 113Y — 25 =o.
—32 o0 1 I
19 —1 —-18
So=Su@+y—2,9, 0)=—22"+ 19y’ — 2" — 2yz + 2z _, |
16

Ju=—"fu+ 2B + 38— 2a)@ + (— o — 298 + 15yY)y + (—22 + 5 —ay)z)*;

lm:la’ —=.0; /t‘,“:/{“zo;

X*—110XY + 295Y* + 56X — 266Y 4 g =o.

S|
I
St
I
e

)
l
e

—I —2 1 2

So=fo@+y—2y 0)=—2"+17y — 22" 4+ hyz + 220 — 4y

—3 —1
16
Ju=—Ffu+2[(x+ 83 —hy)z + (a2 — 268 + 137)y + (—32 — 38 + 2v)2]";
;l—m=7;7=0’ 51:763:0;
k,=o, 3N 4+ 6XY + 213Y* —H5X — 208Y + 5r=—o.
—1 0 © 1

12 3 —i1d

So=Sfu(x+y—2z.y, )= —x" + 12y — 2° + 6y2

—1 —2
16
Jo=—Vu+ (=224 58— 2)x + Ba— 188 + 97)y + (— = — 82 + 4v)2]";
;;.'S‘l=.l_AB:0; Tu:;;svz(); gnzl—“:o; E"ZE“:E“:T“:O.
Réduiles autour du point de croisement k ,—g,,—o.
Subslitution (z,y, —x + z).
—1 1 0 o
. . . Ig —I1 —I9
So=/lu# y, —x +2)=—a" +19y" — 2" — 2yz + 2xy L,

17
Jo=—"1u+ 2[(22—58 + 27)@ + (—a— 208 + 157)y + (x + 88 — hy)z]";
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7;53:@0:0’ Ess:?f—;u: ’_ina:T :F :l—%:O;

J.,=o0, 7X* 4 70XY + 469Y* — 38X — 472Y + 119=o0.
19
Ju=Su2 ¥, —x + 2)=—a* + 19y* — 22" + 2zax + 2wy

Ju=—Su+2[(—a—88 + )& + (—a—208 + 15y)y + (Ba + 38— ay)2]*;

k,=g,=o0; gu=k,=o;
[o]

l,=o, 3X* + 48XY + 549Y* — 26X — 544Y 4 135 =o0.

Réduite suivante aulour du point de fissure g, =1, ,=o.

54

Substitulion (x—y—z, x—7y, —y).

So=S(l&x—y—2z, x—7y, —y) = 20x 420y’ — 2" + 2yz — faxy

Jo=—Ffu+2[(—20—378 + 197) + (—a + 348 — 177)y + (2 + 88 —4¥)2]";

fu=T.=o; = =, =T, =
T,=o0, 3X'4 132XY—375Y*—68X +338Y—75_o,
7{“:;“:0, X+8Y—' —=0.

Tout l'intérieur du pentagone limité par les axes de symétrie est ainsi recouvert
par les champs de réduclion; la réduction continuelle est donc terminée, et 1’on pos-

séde les substitutions génératrices du groupe reproductif, ce sont les cinq symétries :

o—1 o o 1 o —2 —3 2
S,=|—1 o of, S§,=|1 o ol, 8§,=|—38 —2 af,
o o 1 o o 1 —6 —6 5
axe X+ Y=o, axe X—Y=—o, axe 3X +3Y—2=—o,
I o o —" 8 —4
S,= |4 —9 41, S, = 8§ — 4
8 —20 9 28 —a8 1

axe 2X —HY + a=—o, axe 2X —2Y 4+ 1=o.



h8 TH. GOT.

Sur la figure ont été ajoutés les polygones obtenus par réflexion sur deux des
axes de symétrie.

Pour avoir le sous-groupe des substitutions droites, on formera le domaine
fondamental avec deux polygones symétriques, par exemple OABCD et O'ABC'D'.

Les substitutions génératrices sont alors celles des points fixes elliptiques A, B
formant chacun un cycle, C formant cycle avec C', D avec D' et O avec O'. Ce sont :

—3 —2 2 2 —13 6
V,=SS,=|—2 —3 2, V3:S3S‘= 5 —a22 10],
—6 —6 b 10 —46 a1
—n 8 —4 —8 7 —h4
V,=8S8,=| 12 —7 8}, V,=8S8,= 7 =8 44,
36 —48 23 28 —a8 b

V,, V,, V, et V, sont de période deux, V, est de période quatre, tous les angles du
polygone OABCD sont égaux a 1;—, sauf B égal a %;— (en géométrie hyperbolique).
Enfin, on a évidemment :

VVVVYV =1

1°2°3 &8




TROISIEME PARTIE.

Application de la méthode de Poincaré aux formes ¢(x, y) —2*().

[31] Cherchons l'expression des substitutions d’un groupe fuchsien dérivé du
groupe reproductif de la forme ¢ —2*, en suivant une marche analogue & celle de
Fricke pour le type px® + gy* —rz®. On a :

af =(ax + ky)* + Ay’ — a" =X* 4+ AY —aZ’=F(X, Y, Z)=qaf(x, y, 2) T

en désignant par T la substitution

O o= ey, o=
ayant pour inverse
(T X=ax + ky, Y=y, L=z.

Toute substitution semblable entiére s de f est
s=TST™,

S désignant une substitution rationnelle correspondante, convenablement choisie,
de F.

D’aprés Fricke et Klein (Automorphen Functlionen, S. 534), I'expression générale
de S est la suivante :

a3 + By, Va(xy — 83), Va(ay + 83),
1.3—“[?) l’—(ﬂ’-—*‘/’—}-a’ \/Z(OL’-*— ,e",'—Y’_S’)
) Va ’ 2 ’ 2\/A ,
B VAR Y g
\,/Z ’ 2\/a ’ 2

avec
wd—By=1.

(1) ¢ désigne une forme définie positive (a, k, b) de discriminant ab — k> =A.
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Seulement, au lieu de nous borner, comme Fricke, aux valeurs réelles de

o, 8,+, 3, — valeurs donnant la moitié seulement des substitutions semblables de f, —

nous admettrons aussi les valeurs imaginaires pures simultanées de ces paramétres.
Le groupe automorphe cherché est donc celui des substitutions

el + 8

Y=

L @—fy=1),

, §, v, ¢ choisis de maniére & donner une s entiére.
D’abord, S doit étre rationnelle. L'examen des ¢léments de la diagonale princi-
pale du tableau montre que (x=4=3)* et (3—v)* doivent étre rationnels; nous poserons

A B C D
Ez______a_’ . ".’.___l’ [t )2 — 1’ \/2_____4'
(x+oF=1¢ @—=2y=g G—v'=g E+v'=5

2 2 2 2
les A;, B,, etc., étant des entiers positifs ou négatifs, mais les quatre seconds mem-
bres étant toujours de méme signe.
On en déduit

W V) Ve VR
5\/T,+B,’EEI+'DT
o (Y= VA R
1 I C, : B,
ey 2 Vi)

et I'on doit avoir :

o) 1A, B, €, D‘>_
z.(A B, C, bn)” "

2

|5

[CRE

S
I_;,

®

Soit «;, I'élément de la ligne i et de la colonne & de la substitution S, les éléments
o', de s sont alors :

[ i k(ay, — ko) + o, — kv, o — ko,
%y T A%, y ’
a a
® A
aam ’ gy + Oggs aga 4
as,,, kag, + ay,, Oy, -

11 faut exprimer que les o', sont entiers.

as,,=— aa,, — ko, est entier, de méme ax,, donc leur somme et leur différence;
a(a® + 3%) et a(p® + v°), c'est-a-dire ¢(A + B, et £ €, + D‘) sont des entiers de
o , -a- ~{ =+ = — =+ =
ey 2\A, ' B > 2\C, ' D ,

2 2 2 2

méme parité.
De méme ax,, = ax,, + ka,, doit étre entier, c’est-a-dire que a (23 + By) doit étre
entier, donc aussi aad et afly, car «3 — By est égal & un entier (1). Ainsi

arA By ecC D,
z;(AQ B2> ’ Z(c D)

sont entiers.
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. A D . .
Par suite, a—, a=*, a=>, a= le sont, ce qui permet de prendre tous les déno
A" B, G, D,

2
minateurs A,, B,, ... égaux 4 a. On aura donc

me_Aa \Q_Ba
(e +3)= . (x—29) =% etc.
A, B, C D

. 1 a2 I 1 1 1 A : H
Mais «, = @+p+y+2 ):Z <; + ;‘ - Z) devant étre entier, ceci

N - . 1/A C /B, D . )
joint a la condition (2) entraine —(J + —’> et —<—‘ + —‘> entiers. Puis, comme
a\a «a a\a a,
) I I 1/A C ,
o, + w,,=—a,, + o, est enlier, ;(a + 3)* — 3 B—9) = <;‘ — E’) I'est. Donc,

A, C . .
— el — sont entiers, soient A et C,.
a a

Revenant au tableau des q,,, les six éléments non encore considérés donnent les
relations

a(g'm_*—Aq‘u) == \/ABA Da ’ Ly Ay‘m - \/AAiC: 4
(l‘) (143+a7’31):\/A4,D4 ’ ala_ay'Bi:_\/BiC: ’
( Ao, + au, = \/AA;B“ Ay, —aon,= \/AC;D“

Les premiers membres étant rationnels devront méme élre entiers, et les produits
sous les radicaux devront étre carrés parfaits. Posons

A=aam
en désignant par A™ le plus grand diviseur carré de A. Soient B* ct D* les plus
grands diviseurs carrés de B, et D,. et B,=DB'B*, D, =D'D*; il faudra A'B'D’ carré,
et comme les trois facteurs de ce produit sont sans facteur carré, il faut que lon ait
B'=mJ,, D'=ma,, AN, =A"
Soient de méme A* et C* les plus grands divisecurs carrés de A] et C, et

Al =A"A* C/=C"C [l résulte des conditions (4) que A’A"B’, A'A"C" et A"D’ doi-
vent ¢lre des carrés. Dong, il faut A"=D/, car ni A" ni D' n’ont de facteurs carrés,
et alors A/A"C" =A'D'C"= A’mA,C" entraine C" = mA, = B, par le méme raisonne-
ment. On a donc finalement

A, =marA®, B, =ma,B’,

C,=maj,C, D,=mA,D?,
d’ou les expressions suivantes de a, &, v,  :

<¢,, 3> é\%(A\/I. —l—B\/%)_ é\/75<0\/?2+1)\/§>
G | .

(- ovmeny ) wa(awE o)
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On vérifie immédiatement que ces expressions rendent S, et par suite s, ration-
nelles; il reste & exprimer que les coefficients de s sont entiers.
Les indélerminées m, A, B, C, D, A,, 3, doivent vérifier les conditions

(6) m(ad A*— AB* + ad,C*— A D) =\4a

qui exprime 28 — fy=1, et
AA =A

172

Ces indélerminées sont des entiers positifs ou négatifs, mais comme m, A, et A,
ne figurent dans «, §, . que par les produits md,, mJ,, on ne restreindra pas la
géndralité en supposant A, et A_ positifs, m pouvant étre positif ou négatif; de plus,
m est sans facteur carré('). Seules sont & conserver les solutions qui donnent des

valeurs entiéres aux «',,, dont voici les expressions :

 A"(as A'— AB'—a3,C" + A DY) — 2k(aAC + BD)

I
;I %)= n AaA”
o __ ka'(3,D'— A,B) — F*(aAC + BD) + A(BD—aAC)
Fa =1 2a*A" !
e m A"(AAD — A,BC)— k(AB + CD)
Xy QaAII M
, aAC + BD
%, =M ——,
24
, A"(ar A* 4+ AB*— ad ,C* — A D*) + 2k(aAC 4 BD)
(7) o™= m N ’
Lal
, AB 4+ CD
a'23: m ——;I— ’
2A
, AAD + ABC
Oy, =M —,
2
, m A'A"(AB — CD) + k(A,AD + A,BC)
o . s

2a

|

\ , adA® 4+ A B 4+ ad,C* + A,D?
ap,=m ha .

|

Les valeurs de m positives donnent des substitutions linéaires de { a coefficients
réels, c'est-a-dire des substitutions fuchsiennes, et correspondent & la partie du
groupe reproductif de f seule considérée par Poincaré dans son Mémoire sur Les
fonctions fuchsiennes et larithmétique. Les valeurs de m négatives donnent des

(*) 1 est utile d’observer aussi que m est premier a A', parce que B’ et D' sont sans facteurs
carrés.
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substitutions linéaires automorphes & coefficients «, 8, vy, & purement imaginaires

ou, ce qui revient au méme, des substitutions

{4 p
8 (=
®) Y=ty
ou l'on a :
(9) 01,8,——— ‘BIYI_____ I.

Au point de vue géométrique, les m positifs répondent aux déplacements non
enclidiens, les m négatifs aux symélries, simples ou combinées avec un déplacement.

(32] La discussion des congruences que doivent vérifier les indéterminées pour
que la subslitution soit entiére est compliquée dans le cas d’'un A et d'un a quel-
conques.

En se bornant au cas ou la forme ¢ est primitive, on peut, par un théoréme de
Dirichlet, la remplacer par une équivalente ot @ soit un nombre premier(!) ou le
double d'un tel nombre ('), selon que g est proprement ou improprement primitive.
On peut également, dans les mémes conditions, faire a égal & pg(*) oud 2pg(}), pet g’
étant premiers. Cette hypothése est utile pour la question de I'équivalence des for-
mes «*

v, *—¢,, ol ¢ et g, sont de méme genre. Je vais donc faire la discussion
dans ce cas, qui comprend le premier pour ¢ = 1, mais je me borne aux g propre-
ment primitives; je suppose donc a = pq.

[33] En premier lieu, je dis que m doil élre premier & pq.
En eflet, s’il en était autrement, supposons que p soit facteur commun a m et a.
De I'équation (6) résulte alors I'impossibilit¢ de la congruence

AB* 4+ A D=0 (mod p),

car autrement le premier membre serait divisible par p®, et le second seulement par p.
Or, pour que «,, (formules (7)) soit entier, il est nécessaire que soit vérifiée la
congruence suivante :

kA"(A,D* — AB*) — *BD 4 ABD=o (mod p),
c’est-a-dire, comme on a

A=bpg—k=—Fk" (mod p),
EA"(AD* —AB) —2kBD=0  (mod p).

ou encore, k étant premier a p, puisque p l'est & A,

A"(A,D* — A,B*) = 2kBD (mod p).

() Tous ces nombres pouvant, de plus, étre choisis premiers au discriminant.



64 TH. GOT.

En élevant au carré, on a
A" (A,D* — A B = 4k"B'D* = — 4ABD* = — 4,A'A"B°D?,
C’est-a-dire comme A'=A A,
(A,D* + A,B)'=0 (mod p),

congruence démonirée impossible. C.q. f. d.

Ainsi les seules valeurs possibles de m, qui doit diviser 4a et ne pas contenir
de facteur carré, sont + 1 et 4 2.

Les seuls facteurs des dénominateurs des expressions qui donnent les o';, sont
2, p, q et les facteurs premiers impairs de A", que nous désignerons par ©,. Pour
discuter les congruences & vérifier suivant ces modules pour rendre les o/, entiers, il

n’est nécessaire de distinguer les cas de m=-1 et de m =2 que par rapport
au module 2.

Modules p et q. — De I'équation (6) résulte la congruenc:
(10) ADB* 4 AD*=o0 (mod pgq).
Il y a quatre manieres de la vérifier :
1° B=D=o0 (mod pg):
2° B=D=o0 (mod p), et, en posant B=pB', D=pD’ (B', D' premiers a ¢q) :

(11) AB"+AD"=0 (mod q);
3 B=¢B/, D=¢D’' (B' D’ premiers & p) :
(12) AB"4+AD*=o0 (mod p);

4° B et D premiers a pq.

La congruence du second degré (10), ainsi que (11) et (12). sont possibles, car en
les multipliant par A,A™ — ce qui’est permis, A étant premier au module — elles
reviennent a

(3,A"B')* + AD"=o,
et pour qu'elle soit possible il faut et il suffit que —A soit résidu quadratique du
module, condition réalis¢e par A=bpg — k*.

Avec la solution (1). tous les o', sont entiers (mod pq).

Passons & la solution (2) et cherchons d’abord & rendre «), entier; le numérateur
doit étre divisible par a®; en exprimant qu’il I'est par a, on a, par un calcul précé-
dent, la premiére condition

A"(A, D" — A,B”) = 2kB'D’ (mod ¢),
qui, combinée avec (11), donne
2kB'D'=2A"A,D"” = —2A"A,B" (mod q).
Donc, B’ et D' étant premiers a ¢,

AAN'B 4+ kED'=o0 (mod ¢).
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On aura donc, B, désignant un entier :
AA"B' 4+ ED'=Bg.
Mais on a aussi, par A=bpqg —k* :
AA"A A"+ Kk =bpq.
On déduit de ces deux équations
AA"(bpB' — A A"B) + k(bpD' — kB) =o,
qui entraine, k étant premier a A A",
bpB' — A A"B, =kD,, bpD' — kB, = —A,A"D,,
d’ot 'on tire :
N AAB, + kD,

B'-——-———-——————, D'

_ kB,—AA"D,
bp B P

bp
et les numérateurs peuvent étre rendus simultanément divisibles par bp, car le
déterminant de ces formes linéaires en B, et D, est bpg.

1)

Je dis maintenant que, pour une solution B=pB', D=pD’ de l'équation (6)
ainsi déterminée, o}, a son numérateur divisible par a*. D’abord, il en est ainsi de la
partie —a(k*+ A)AC. Ensuite, on peut remplacer B et D par B et Db, car b peut
étre supposé premier & p et ¢. Puis, B et D étant divisibles par p, il suffit de vérifier
la divisibilité par ¢* de

EA"(A,0°D* — ABB*) + (A — k*)O'BD,
c’est-a-dire :
EA"S (KB, — A A'D )" — kA"A (A A"B, + kD))" + (A — k%) (A,A"B, 4+ kD) (KB, — A A"D))
=—4{k*AB,D, — (A — k*)B,D, =—(A + k*)°B,D, = b°p*¢°B,D, .
C. q. f. d.

En examinant alors tous les autres o',,, on constate que tout facteur a ¢'un déno-
minateur se trouve aussi au numérateur.

La discussion est la méme pour la solution 3°.

Pour la solution 4°, on trouve, par un calcul en tout semblable au précédent,

. " — n
B A B,b+ kD, D kB, bA,A D,

et I'on constate la divisibilité des numérateurs des «’,, par les facteurs a ou a* des
dénominateurs.

Modules @, (facteurs premiers impairs de A". — Pour que le dénominateur A’
disparaisse dans les «,,, il est nécessaire et suffisant que I'on ait :

AB+CD=o, pgAC +BD=o (mod A").

Soit @, un facteur premier entrant dans A" avec un exposant ¢;. Les congruences
précédentes sont linéaires et homogénes en A, D et en B, C et ont pour détermi-

9
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nant B* — pgC* dans le premier cas, D*— pgA® dans le second. Ils ne peuvent élre
tous deux divisibles par ,, car autrement, d’aprés 1'équation (6), pq serait divisible
par ©,. Dongc, soit A et D, soit B et C, sont divisibles par 3, et méme par @,%. De
plus, si le facleur ©; divise A, ou A, (il ne peut les diviser tous deux), I'équation (6)
montre que B*—pgC* ou A* — pgD® respectivement sont premiers & 3, el que par
suile nécessairement A et D dans le premier cas, B et C dans le second doivent étre
divisibles par ©3f%.

Module 2. — Plusieurs cas sont & distinguer, suivant que m=-1 ou =+ 2 et
suivant la parité de A’ et A”.

1°m=-t2.

[. A impair ou impairement pair, donc A" impair. — Les formules (7) montrent
qu’il n’y a pas pour A, B, G, D d’autres conditions de parité que celles imposées par
I'équaltion (6).

Il. A" impair, A" pair. — a,,, o, et I'équation (6) montrent qu’il faut

A=D, B=C (mod 2),
et ces conditions sont suffisantes si A” est impairement pair.

II. A, A", A, pairs. — En examinant ay,, ,, ct prenant I'équation (6) divisée
par + 2 comme congruence suivant le module 4, on trouve :

Si pg=—1 (mod 4), les mémes conditions que pour le sous-cas précédent;
Si pg=1 (mod 4), B=C=o0 (inod 2),

et ces conditions sont suffisantes si A" est impairement pair.
Méme raisonnement si c’est A, qui est pair.

2° Mm=—-1.

I. A impair. — o}, et (6) montrent que A=C, B=D (mod 2), et «,, que A=B,
donc
A=B=C=D (mod 2),

et ces conditions sont suffisantes.
1. A" pair, A" impair, A, pair. — AB et CD doivent étre pairs (x,, et a,), de
méme AC et BD (a.,), donc B et C pairs et, d’apres (6), A=D (mod 2). Ces condi-

tions sont suffisantes.

Méme raisonnement pour A, pair.

1. A" impair, A" pair. — On voit, comme pour I, que d’abord il faut

A=B=C=D (mod 2).
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S’ils sont pairs, cela suffit dans le cas ot A” est impairement pair;
S’ils sont impairs, o,, et «,, montrent que ce cas ne peut se présenter que si
pg=—1 (mod 4) et si
A+B+C+D=> (mod 4).

IV. A’ et A" pairs, A, pair. — o), et (6) montrent que B et C doivent étre pairs et
A et D de méme parité: s'ils sont impoirs, a,, et «,, montrent que I'on doit avoir de
plus B=C (mod 4), et ces condilions suffisent pour A" impairement pair.

[34] Le tableau ci-dessous résume la discussion :

Soit B = p¢B', D = p¢D".

" ] —_ n
Modules p et q : Soit B=pB’, D=pD, B'= AA"B, + ch,’ D — tB, — A, A D,.
bp bp
=t .
(m=z£1 ou =42) » , ., AA'B,+kD, ., kB, —AA"D
.. Soit B=¢B', D=¢D', B=2—2* " D=2 2 1
Conditions by bg
nécessaires el suflisantes. A A"B, + kD B — A A"D
Soit B== 2t 2t — T e
b b
Modules ©fi : Soit A = D = o (mod ©,%), soit B = C = o (mod &,%).
A"=2"I1,8%), Les 1" congruences seules possibles si @, divise A, ;
(m=-+1 ou +2). Les 2™ congruences seules possibles si @3, divise A,.
Module 2 :
(m=r12).
A impair ou impairement pair. Pas de conditions autres que 'équation (6).
A”
A" impair, A" pair. A=D, B=C (mod 2). Suffisant si - impair.
( A, pair, Si pg=1 (mod 4), B, C pairs; si pg=—1 (mod 4), A—D, B— C pairs. ) Suffisant
"
Av, A" 3 ] —
pairs si —
A pair. Si pg=1 (mod 4), A, D pairs; si pg=—1 (mod 4), A—D, B—Cpairs. /| impair.
(m=-1).
A impair. A=B=C=D (mod 2). ‘ Nécessaire et suffisant.
A impairement 3 A, pair. A —D=B=C=o0 (mod 2). —_
pair A, pair. A=D=B — C= o (mod 2). —
Soit A, B, C, D pairs, soit, si pg =1 (mod 4), impairs, avec, dans ce N
A" impair, A" pair. g P P ( )»imp | Suffisant
cas, A + B 4+ C 4+ D=2 (mod 4). A
] —
, ( A, pair. soit A, D impairs, B, C pairs, B= C (mod 4). 2
A', A" pairs y P . Soit A, B, C, D pairs . . . . ( impair
( A, pair. soit B, C impairs, A, D pairs, A=D (mod 4). pair.
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[85] 11 reste & voir quel parti on peut tirer des formules (5) et des équations (6)
du numéro 31 pour la détermination du groupe. Celle-ci dépend de celle des substi-
tutions génératrices ou. ce qui revient au méme, d'un domaine fondamental.

On ne possede pas de méthode donnant la solution compléte des équations (6),
que l'on peut écrire :

a
(1) ad A*— A B+ aAicz—AﬁD*:['—n—.
7

Mais on peut la ramener & celle des équations plus simples du type principal.

Posons

D+A\/E:t, B-|—C\/;—_—u. %:——Il

D—~A\/Zz:to, B——C\/c—t:uo,

en observant que a n’est pas un carré, autrement la forme f serait annulable.
L’équation s’écrit alors :

(2) Att, + Auu,=n.

11 suffit de chercher les solutions ot n est premier & 'entier quadratique u, et
I'on peut faire le changement d'inconnues

t=su + nv, t,=su, + nv,,
ou s, v sont de méme forme que ¢, u (en supposant, pour simplifier, a tel que (1, \/a)
soit une base du corps \/a). (2) s’écrit ainsi :

A ss. + A
3 1 ] 2
® —e

uu, + A (suv, 4 s,uv) + A nvv, =1,
c’est-d-dire une de ces équations d’Hermite, & indéterminées conjuguées, étudiées
par M. Picard, puis par M. Bianchi; seulement le corps quadratique correspondant
est réel. Sa résolution se rameéne, dés qu’on connait une solution particuliére, & celle
.d’une équation du type principal :
(4) wx, + Ayy,=1  (A=44,).

11 suffit en effet de poser, en écrivant, pour abréger, I'équation

Auu, 4+ buv, + buypy + Cov,=1,
u=u'r — (bu, + Cv))y, v=v'ec + (Au, + bv,))y,

o', v' désignant une solution particuliére de (3).

On montre alors, comme M. Picard, dans son Mémoire de 1884, dans les Annales
de U'Ecole Normale, que la solution de (4) revient a la déterminatign — évidemment

compliquée — du groupe reproductif de la forme xx, + Ayy, (avec des substitu-

tions entiéres dans le corps \/a).
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En désignant par
- " - -
x:;1+:-n\/a’ y:“’h‘*‘"‘%\/a

une solution quelconque de (4), et par A', B', C', D' les valeurs de A, B, C, D cor-

respondant & la solution particuliére u', v', on a, pour la solution générale de (1),
les formules suivantes :

A=A'% + D'E + 3,(C, — B'n),
B=D'Z, 4 aC'%, + 3,(D'n, — aA'y,),
C=C% + B'E,—AA"%, —Dn),
D=D'%, + aA’%, — A(B'q, — aClr,).

[36] Pour la détermination du polygone fondamental, on dispose, lorsque le
groupe fuchsien peut étre étendu par la symétrie {'= —1{¢,, de I'élégante méthode
. de Klein. Dans le cas contraire, je montrerai que la méthode du rayonnement,
imaginée par Fricke, convient trés bien aux groupes qui nous occupent. Pour
pouvoir ramener, dans un cas comme dans lautre, les calculs et les constructions
du plan analytique & I'intérieur de U'ellipse, ot ils sont beaucoup plus simples pour
les deux méthodes, je démontrerai, relativement aux symétries, la proposition
suivante :

[37] Si le groupe reproductif droit d’une forme est isomorphe & un groupe fuchsien
extensible par la symélrie = —7{,. le groupe reproductif lolal est un groupe de
symétries et réciproquement; il y a correspondance entre les axes el les circonférences
de symétrie.

En effet, la correspondance biunivoque entre le plan analytique et Uintérieur de
lellipse f(x, y, z)=o résulte des formules

I . )
———3+”7’ = -

X, Y, Z désignant les premiers membres des équations de deux tangentes et de la corde
de contact, par ou I'équation de la conique est mise sous la forme XZ — Y*=o.

Et si la division du plan analytique en domaines fondamentaux est symétrique
par rapport & l'axe imaginaire, ce qui équivaut a la permutabilité du groupe a la
symétrie {'=—1{ . la division de lecllipse est symétrique (c’est-a-dire harmoni-
quement homologique) par rapport & Y=—o. Celte droite est donc l'axe d’une
symétrie du groupe reproductif de la forme. D’ailleurs, il y a évidemment réci-
procité.
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[38] Il résulte de 1& que si 'on ne choisit pas pour Y un axe de symétrie, le
groupe fuchsien associé, par les formules ci-dessus, au groupe reproductif, n’admet
pas la symétric {'=—17,. Mais cela n’empéche pas, comme on va le voir, d’em-
ployer, pour obtenir le domaine fondamental, un procédé analogue basé sur les
symétries du groupe reproductif.

Ainsi que je I'ai fait déjd remarquer, on obtient les substitutions semblables de

de deuxi¢me espéce — celles qui ne répondent pas & des déplacements — en mettant,

dans les formules de Poincaré, ai, i, i, &0 (=, B, v, ¢ réels, «d — fy=—1), au lieu
de «, #, v, <. Soient S et 8' les substitutions de premicre et de deuxiéme espéce, elles
répondent respectivemet & des substitulions :

a4

z ’_——_—) va y\'l» 3_ == »
() (=TT bopids,  @—gr=0)

: R i
¥ pam) L N
( ) C \‘riC + B!i '_/,C + a/

(o, 8, ', & réels, o'3'—@y

Soit P le domaine fondamental, dans la conique, du groupe reproductif total G,
des S et des §, et II son homologue dans le demi-plan analytique imaginaire
positif : I'ensemble de 1] et de son conjugué imaginaire 11, forme. dans le plan ana-
Iytique entier, un domaine fondamental du groupe I', des X et X'. Soil ' le trans-
formé PS' de P par une S’ quelconque et soit 1I'=11%" (X" homologue de §') : je dis que
I'ensemble de IT et I1', forme dans le dermi-plan supéricur un domaine fondamental
du groupe ["des . En effet, d'une part, deux points de ce domaine ne peuvent étre
équivalents par une subslitution ; d’autre part, toul point du demi-plan est équi-
valent & un point du domaine. car tout le demi-plan est recouvert sans plis ni trous
par Uensemble des polygones 11;, II',, transformés de I parles T el de [, par les 2,
puisque les P, P' rccouvrent ainsi la conique : si le point en question tombe dans

un II;, I'équivalence a lieu, car II,=11%,, et, si c’est dans un Il',, comme on

[T
a I, =113, =1I' 7% et quelc produit de deux X' est une ¥, elle est encore
établie.
Supposons maintenant P limité par des axes de symétrie, les symdétries corres-
pondantes sont des S’ et elles ont pour homologues des ¥’ qui laissent invariable une
. r . > r . N7 . Y 1
circonférence orthogonale & I'axe réel — ceci comme toute ¥/, — mais de maniere a
changer chacun de ses poinls en U'imaginaire conjugué, parce que la symétrie §' laisse

fixe point par point la droite correspondante. Son équation sera :

t —alc+ﬁl
‘0~Y,C+a,’

™!

(% — By = —1),

De 1d un procédé en tout analogue & celui de Klein.
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Observons qu’il résulte des considérations précédentes que le domaine fonda-
mental d’un groupe a symétries est toujours limité par un nombre fini de cir-
conférences de symétrie, car, en vertu de la réduction continuelle, le domaine n’a
qu'un nombre fini de cdtés. Dans leur Trailé des fonclions automorphes (p. 540),
MM. Fricke et Klein indiquent la possibilité du contraire; mais ils n’ont pas vu ou
du moins songé & employer la correspondance entre leurs circonférences de syméltrie
et les axes de symétrie dans la conique (cela ressort de la page 541), correspondance
qui rend impossible le polygone limité par une infinité de circonférences de symeétrie.

[39] Comme application, nous allons former le polygone fondamental des deux
formes

2° — ax® 4 2wy — 3y,

2" —bax* 4+ hay — by?,
déja traitées par la réduction continuelle. En appliquant nos formules générales, on
est conduit pour la premiére, mais non pour la seconde, & un groupe fuchsien per-

mutable & la symétrie de Klein; en effet, la transformation T les change respective-
ment en

(eVa+2V5 ) (cVa—yV5 ) —(az—pp,
(25 +yVar) (V5 —yVar) — Gz —ay,

et ax—y—o est bien un axe de symélrie dans la premiére conique, tandis que
5x — 2y =0 ne l'est pas dans la secconde.
[40| Forme z* — 2a" + 2y — 3y* (*) (a=2. A=15). — Les équations (6) sont ici

(1) m(adA*— A B+ 2A,C*—AD")=8.

Pour le groupe fuchsien, m=1 ou 2 seulement. Les congruences nécessaires pour
rendre les o', entiers se réduisent a

B=2B, D=2D, A=C=B'—-D (mod 2) pour m=1,
A—C=B=D (mod 2) pour m=a7a,

conditions toujours remplies par les solutions des équations (1).
Il y a quatre types de substitutions fuchsiennes :

(1) Nos formules ont été établies pour la forme changée de signe, ce qui ne change pas les
résultats.
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1" type (m=1, A, =1, A, =3)).
2A* —HB® 4+ 10C* — D* =38,

(a,a)=£<AiB\/§>, (ﬁ,‘{)=£<i0\/5+\%>.

2

2® type (m=1, A,=5, A,=1).
10A* — B* + 2C* — 5D* =38,

(=1 (A VEi%). <@,~{>=§<iC+D\/§).

3°type (m=2, A, =1, A,=5H).

2A* — 5B + 10C* — D* =4,

@)=-(AV2£BV5), (=7 (ECVio+D).

4 type (m=2, A, =5, A,=1).
10A* — B* 4+ 2C* —5D* =4.

@) =-(AV1io£B), (B7)=1(ECV2 +DVE).

Les circonférences de symétrie ont pour équation générale
1E+ 1) + 225+ =0,

avec la condition «=3§, c’est-d-dire B—=o0, donc respectivement pour les quatre

types :
2A® + 10C* — D* =38,

10A% + 2C* — 5D* =38,
2A* 4 10C* —D* =4,
10A* + 2C* — 5D* =4.

Mais la derniére équation est impossible, car on n’a pas C*=2 (mod 5).

Les substitutions elliptiques sont celles ou l'on a (x+3)°<4; donc A=o ou 1
pour les types 1 et 3, A=—=o0 pour les deux autres; A =—o correspond a des substitu-
tions de période deux (Uinvariant (a4 8)'— 1 étant alors — 1); A =1 & des substi-
tutions de période trois pour le type 1, [(a +3)*—1=0]; de période quatre pour le
type 3, [(x+ 8)*—1=1], mais il n’y a pas de substitution de ce type, I'équation
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étant impossible pour A=1; de méme, dans le type 1, A = o est impossible. 1l n’y
aura donc que des substitutions de période deux (A =o, types 2, 3, 4) et de période
trois (A=1, type 1); ce qu’'on déduirait aussi du n° 5.

L’axe E=o0 est circonférence du premier type (A==12, C=D=0) et le
point i (5=o0, y=1) point fixe du type 2 (C=—2 et A=B=D=0), d’aprés
I'expression des points fixes

_a—34iVh— (a3
(2) {= pw .

On va chercher les circonférences passant par i, puis sur I'une d’elles les points
fixes les plus voisins de i et ainsi de suite, mais les calculs seront plus clairs en géo-
métrie hyperbolique. (Voir planche 1.)

Les points fixes de substitutions elliptiques de période deux et les péles des axes
de symétrie ont leurs coordonnées données par

®) Ja By =+ — 22 + 235 — 38" =n,

n diviseur de 2A =10, positif pour les premiers, négatif pour les seconds. Un axe
a pour équation xf'. + yf's + zf', = o. Quant aux points fixes de période {rois, on
déduit de la formule (2) et des formules de correspondance entre la conique et le
plan analytique, c'est-a-dire

) z\/;—i—y\/g_:mc——y_Z\/;—-y\/g
S -

les relations suivantes entre B, C, D et les coordonnées «, §, v :

d’ou, par I'équation
—5B* 4+ 10C* —D*=6
et le fait que a, 8, -y sont entiers et peuvent étre supposés premiers entre eux,
20— B =—58, =D, +=5C;
de sorte que I'équation aux points fixes de substitution de période trois est :

%) — (22— B)* + 27" — 5*=3o.

10
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Awxes de symétrie passant par O :
vy ==o0, puisque O est le centre;

n==—1 est impossible;

n=-—2 donne §—=o, a==1, et laxe 28 —y=—o0;
n=—=—75 est impossible;

n=—r10 donne f=2. =41 et laxe y=o.

On aurait pu se dispenser du calcul, car O étant point fixe de période deux sur un
axe de symétrie, la droite conjuguée passant par ce point doit en étre un aussi.

Points fixes sur y=o0. — D’abord ceux de période deux :
v'—ax*=n,

. . 2 .
n=1 ou 2 seulement; 5 ou 10 sont impossibles, car <—5—) =—1. Le point le plus

rapproché de O(x==o0,y=1) pour n=r1 est a==2, y=23; pour n=2, c’est a==1,
y =2, ce dernier est le plus prés.
Pour la période trois, (5) se réduit, avec p==o, &

——27.’-!—'{’:15,

impossible & cause de <§> =I.

Axes par « =1, 8=0, y=13. — Leurs péles sont sur la polaire de ce point :
20— B —2y=o;

8 éliminé, (3) devient

10—y +y'=—n,

d’ot n=1 ou 10 seulement. n=10 redonne y=o0, a=1: n=1 donne a=+y=r,
B=o0, et l'axe
2L —y—2z=o0.
Points fixes sur ax —y —z=o0. — Pour ceux de période deux, (3) devient :

10%* — 102y + 2y’ =—n.

Il faut n=12 ou 10. En prenant seulement les points au-dessus de Ox, les plus
rapprochés de « =1, =0, y=2 sont:

pour n= a2, =2, F‘S_—_S, «(.-_—...3;

pour n=r10, a=3, §==1, y=0, qui est le plus rapproché.
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Comme o=1, B==o0, y==2 est solution pour n=2 et que l'équatien était
soluble pour n=1o0, il était inutile de calculer d’autres solutions pour n=2; elles
devaient forcément donner des points plus eloignés. C'est évident par I'équivalence

ou la notion de classe de points fixes.

Pour la période (trois, avec ax— =1y, (5) se réduit &
' — 58 =23o,

. . 5
impossible parce que <§> =—1I.

Axes par a=3, § =1, y=>5. — Leurs pdles sont sur la polaire de ce point :
53 —by=o0.
(3) devient
Y —2fy+ 3 =—n
ou
(=8 + 2t =—n;
n est soit —1, soit —a2. Avec —i1, on retrouve 'axe 22 —y—1=0; avec —3,

=1, y=1, a=1, qui donne l'axe

&4 2y—2z=o0.

Points fixes sur x + 2y —z=—=o0. — (3) devient, par élimination de v,
B+ 32)* — 100" =n;

n=1 et 10 seuls sont possibles. Pour n=10, on retrouve « =3, =1.v==>5; il
est inutile de calculer d’autre solution. Pour n=1, la plus petite solution est « =0,
B=1, y=2, qui est au deld de 'axe 220—7y=o0, et la solution suivante du coté

des = positifs est a =06, =1, y=28; elle est au deld du point fixe a=3, § =1,
T

v =05, de l'autre c6té de I'axe 2x~—y —z=0. Aucune n’est a conserver, ni les sui-

vantes a fortiori.

(5) devient
(B + 32) — 100’ =15,

dont la solution fondamentale est « =1, p =2, par suite y==>5. C’est le point d’in-
tersection de 4 2y —z==o0 avec ax—y=o0.
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Le domaine fondamental est ainsi obtenu. En revenant au plan analytique &
laide des formules (4), on obtient les équations des circonférences de symd trie :
§=o,
E! + ,’]2 — I,
E* 4 q® — 2k \/;+ 1=o,
(VB—V3) &+ 1)+ 22— V5 —Va=o.
Enfin, les coefficients «, B, v, 3 des substitutions elliptiques se déduisent aisé-

ment des coordonnées des points fixes dans la conique, & I'aide de (2) et (4). On

trouve :
A B G D

o, —I

V‘=< > du type 2... o o —32 o
ok ° Point fixe O.
I, -V 2

V,:( - > du type4... o a2 —a o
+Va, —1 Point fixe A.

+Vio—1 V5 | poiien.

I —-\/5—\/;
V,= o 2 du type 1... 1 o —1 —a

HVi—V2 1) pomixec.

\/5 ——\/Io——l
V,= > S du typed... o e |

Le domaine fondamental est ABCDEO(1); la signature du groupe (o, 4: 2, 2, 2, 3).

En portant les valeurs de A, B, C, D dans les formules (7) du n® 31, on retrouve-
rait les substitutions semblables qui ont été déterminées par la réduction continuelle.
[41] Forme z* —5x* 4 4oy — by* (a=5, A=21).

I1'y a ici huit types de substitutions fuchsiennes.

1° type (m=1, A, =1).
5A* — 21B* 4 105C* — D*=120
avec A=B=C=D (mod 2), = 2D (mod 5).

@ty =1 (A=B ;) <,e,~o=§<ic\/;+-§—g).

(*) Yoir planche III.
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2° type (m=1, A,=3).
15A° — 7B* 4- 35C* — 3D* =120
A=B=C=D (mod 2), B=D (mod 5).

(«,8>=§(Av§ils\/§), ® T)——<+C\/7+D\/—>

3 type (m=1, A,=7).
35A* —3B* + 15C* — 7D* =120
A=B=C=D (mod 2), B=—D (mod 5).

(¢ 9)=2(AV7=D \/§) (== (=£CV3+D \/@

4° type (m=1, A,=2a1).
100A* — B® 4+ 5C* — a1D*==120
A=B=C=D (mod 2), B=2D (mod 5).

(«,3)=§(A\/;i\—%>, (Bn{)=§<iC+D %)

5 type (m=2, A, =1).
5A* — 21B* + 106C* — D* =110, B=2D (mod 5).

(2.2 )-‘/-(A+B ) (& v)—‘/_(+c\/u+75)

6° type (m: 2, A= 3).
13A° — 7B* + 35C* — 3D* =10, B=0 (mod 5).

(x, 8>=‘§<Av§i13 @ m):l/g—;- (+cv7+p \/§)

7" lype (n=12, A,=7).
35A° — 3B’ + 15C* —7D*=10, B=—D (mod 5).

( a>=%“;<A\/$iB \/—§> <p,y>=‘/75<ic\/§+n\/§).

8 type (m=2, A, =2I1).
100A* — B* 4 5C* — 21D* =10, B=2D (mod 5).

(a,a)_‘_/~<A\/ \/) (,3,~,):¥/-<+c+1) ;).

5

77
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Ici il n’y a pas d’extension possible par {'=—{,, mais comme le groupe repro-
ductif a des symétries (c’est évident, puisque f(1, 0, 2)=— 1), on aura des cir-
conférences de symétric de deuxiéme espéce. o', §', ¥, &', coeflicients d’une substitu-

tion de deuxiéme espéce, ont les mémes expressions que «, 8, v, $; mais on a
Q’S' — ﬁ’YI: —1,

c’est-d-dire qu’il faut changer le signe du second membre des équations correspon-
dantes en A, B, C, D. La circonférence relative a la substitution

_a"C + ‘B!

=
‘[’C+°

ou l'on a &' + & = o pour que ce soit une symétrie, est
YI(E! + yl) — 2“"5 — BI —o0.
La condition a' 4+ 2'=o0 revient & A =o.
Les équations des types 4, 6, 7 et 8 sont alors seules possibles.

Pour les substitutions elliptiques (« + 8)* <4 :

celles de période deux (x 4+ 8=o0), ou A est par suite nul, peuvent appar-
tenir aux types 1, 3, 4 et 8;

celles de période trois (« + == 1) n’appartiennent & aucun type, ce qu’on
pouvait déduire du critérium de Poincaré;

celles de période quatre [(« + 2)*=2] apparliennent au cinquiéme type. On
voit de suite la solution A=1, B=—2, C=1, D=4.

Inutile de chercher celles de période six, puisqu'il n’y en a pas de période lrois.

Opérons maintenant dans la conique (voir planche II). Nous aurons pour les

substitutions de période deux et les symétries.
(D v — b2’ + fuf — BB ==n,
‘n diviseur de 42.

Pour les points fixes de période quatre on trouve, en partant de

z\/g—}—y\/;__fmc—Qy__Z\/g-—-y\/;
I 14

g+y
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les relations suivantes entre B, G, D et les coordonnées «, §, v :

u—a8 _ B/ vy
—B\/; D C\/QI,

d’ot résulte, par I'équation
— 21B* + 105C* — D*=5

et le fait que a, 8, v sont des entiers premiers entre eux,
5o — 2ff =—21B, =D, y=21C;
I'équation aux points fixes de période quatre est donc

(2) — (ba — 2B)* + 5y’ — 218 =105.

79

Axes de symétrie passant par O, point fixe de période deux (et pas quatre,

o= =o0 ne vérifiant pas (2)),
Y=0,
et on doit avoir
52" — 4af + HB*=—n,

— n diviseur positif de 42. Il suffit d’essayer a partir de n==6, car la forme du

premier membre qui est réduite a pour minimum 5; 6 est précisément le second

minimum, pour a= =1, qui donne laxe x + y=o0. Comme il passe en O seu-

lement un autre axe, conjugu¢ du premier, c’est x —y=—=o.

Points fixes sur & —y —=o. — Pour la période deux, il faut donc
Y'—6a'=n
avec 2y et 6« divisibles par n (n° g).
n=1 donne «=o0, y=1; c'est le point O.

n= 2 est impossible : <—§-> =—1.

n=23 donne pour le point le plus rapproché : e =p=1, y=23, et il est inutile

d’examiner les autres équations.

Pour la période quatre, il faudrait

5y —30x’=105 ou y'—6o’=21,

6
équation impossible, car (—): — 1.

\7
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Axes par a=[3=1, y=23. — Leurs poles a, B, ¥ sont sur la polaire :

¢+ B —y=o.

Mais il est inutile méme de faire la recherche, car il ne peut passer qu'un axe

conjugué du premier, par le point a =@ =1, y=3, point fixe de substitution de
période deux. Cet axe est donc

3z + 3y —2z=o.

Points fixes sur Uaxe 3x + 3y — 2z=o0:
(1) et (2) deviennent, par élimination de v,

— 112’ + 341(3— 1168* = 4n.
— 110 + 3408 — 114> =84.

« et 8 sont de méme parité; d’ou, en posant

o+ B=2u, o — B =20,
3u* — 140 =n,

3u* — 140 = 21.

Pour la premiére, on voit aisément par les résidus quadratiques, que n doit étre
3 ou ar1. Cette derniére valeur donne la seconde équation; en effet, les substitutions
de période quatre sont aussi de période deux. Quant & n=3, elle donne le point
v=o0,u=1, donc a=B=1, yv=23 déja obtenu, et des points équivalents.
Reste & prendre les plus petites solutions de la seconde (pour avoir le point le plus
rapproché de x —y=0); ce sont u =17, v =6, on prendra v = — 6 pour avoir le
polygone au-dessus de « — §=o0; alors on a le point fixe de substitution de période
quatre «.=14, =10, y=o2I.

Auxes passant par «=1,, =10, y==21. — Leurs pdles sont sur la polaire
28 —y=o.
(1) devient
(B—22)' + «*=—n.
n=——1 ou —2, car tout autre diviseur de 42 est divisible par 3 ou par 7 et

qu’une somme de deux carrés ne l'est jamais.
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D’ou les solutions

o=—=o0, ;‘}:[, =2, =1, p_—:g, «{::4;

a=1, =3, y=6; =1, f=1, y=12;

et les polaires correspondantes
22 — Dy + 2z2=o0, x + 8y —4z=o,
22 + 13y — 6z =0, 3x + 3y —a2z=o0.

La derniére est I'axe dont nous sommes partis; celle qui vient aprés, en tournant
dans le sens convenable. est

ax — by + 22 =o.

Points fixes sur ax — 5y + 2az=o0. — Par les mémes calculs on trouve, pour
le point le plus rapproché,
a=—1, =2, y=06
(correspondant & n = 3). point fixe de substitution de période deux.
Puis, pour I'axe passant par ce point, la droite conjugude
ax — 2y — z==0.

Enfin, sur cette derniére, le point fixe le plus rapproché est I'intersection avec
x + y=—o, soit

w=—1, =1, y=h.

point fixe de substitution de période deux correspondant a n=a.
On a ainsi en OABCD un domaine fondamental du groupe reproductif total et en
lui ajoutant son symétrique O’ABC'D’ par rapport & AB par exemple, on a le

domaine du groupe droit.

Dans le plan analytique (voir planche IV), on a les circonférences :

3 + 0% —25V/21—3=0;

7E + ) + 25V — 7 =o0;
(a1 —2V/105) (2 + 7*) + 6V/21 E— (21 + 2V/105) = o;
(31— 3V/108) (2 + ) — 4V/21 5 — (31 + 21/105) = 0;
(V105 —6) (2 +7%)  + 4218+ (V105 +6) =o.

1l
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On calculerait aisémenl les coefficients (o, §', ¥, —2') des symétries de deuxiéme
espéce correspondantes. Je donnerai seulement les coefficients «, B, v, 3 des substitu-
tions génératrices du groupe fuchsien.

—_—2 —2

_ \/; \/g Point fixe A.
iey\/1 —y/2
5 5

Va Va/ — 10
<T’ T<\/2[+%> typeb5...... I o 1 10
o — 1o 3 Point fixe B.
%—<"‘/2‘+7g>’ e
_ / >

Point fixe C.

-
4
=]
@
o]
o
~1
=

N — Point fixe D.
\/2 21 7
V(iny/2). -

2 5 V1o

On a donc un groupe de signature (0, 5; 2, 2, 2, 2, 4).




QUATRIEME PARTIE.

Détermination du domaine fondamental par la méthode de rayonnement.

[42] Dans le cas ou le groupe contient des symétries, nous venons de voir que
la détermination du domaine fondamental était facile. Dans le cas contraire, il est
désirable d’avoir une méthode plus rapide que la réduction continuelle, qui est tres
longue, dés qu’on dépasse les trés petits discriminants.

Je vais montrer que pour les formes 2°— ¢ (x,y) la mélhode de rayonnement
parait remplir cette condition. Voici le principe de cette méthode, dont M. Fricke a
trouvé la premiére idée dans un Mémoire de Dirichlet (Ueber die Reduction der po-
sitiven quadratischen Formen mit drei unbestimmtien ganzen Zahlen, Journal de
Crelle, t. XL). Considérons un point O intérieur a la conique f(x,y, z)=o0 et tous
ses équivalents O, par les substitulions d'un groupe proprement discontinu dans cet
intérieur. Deux de ses points ne sont jamais infiniment voisins (). On peut tracer un
cercle de centre O et de rayon asscz pelit pour que tous les cercles ¢quivalents soient
extérieurs les uns aux autres. En faisant croitre le rayon, il arrivera un moment ou
des rayons se renconlreront sur les lignes des centres; on les arrétera, et, si 'on
continue a faire croitre les aulres, ceux-ci se rejoindront et seront arrétés sur les per-
pendiculaires aux segments 0,0, en leurs milieux. Tout V'intérieur de la conique
est ainsi divisé en polygones égaux équivalents; chacun constitue un domaine fon-
damental, & condition que O ne soit pas point fixe de substitution elliptique. Dans
le cas contraire, si elle est de période n, la partie découpée dans le polygone par deux

. N . 27 . .
demi-droites issues de O et faisant un angle — est un domaine fondamental (*), si
n

le groupe est de premicre espéce (23 — By = 1) ou que, s’il est de seconde espéce
(a8 — By ==1), il ne passe pas d’axe de symétrie par le point O; dans le cas d’'un
groupe de deuxiéme espéce, si O est 'intersection d’axes de symétrie, c’est la partie
du polygone comprise entre deux d’entre eux consécutifs qui constitue un domaine
fondamental.

(1) Longueurs et angles doivent s’entendre au sens non-euclidien.
(2) Fricke lui donne le nom de domaine ou polygone normal.
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Pour appliquer cette méthode aux formes 2z*—g(x, y), je prends pour le
point O le centre de l'ellipse
S@y, )=2—q¢@y)=o0;

c’est un point fixe de substitution de période deux. Soient «;, les coordonnées

i P Vi

d’un point équivalent & O par une substitution du groupe reproductif total. Les
coordonnées de O étant o, o, 1, cette substitution sera nécessairement de la forme

et 'on aura :
(]) f(a'l nz’(z)_l‘

La longueur non-euclidienne d’'un segment MM’ (M de coordonnées x, y, z;
M, ', ¥, 2') est, d’apres les formules de Klein (1),
%MMI —1 fx.r + \/f.r.r’ _f.rxf.r’:c’
f:cac’ — \/facac’ fxacfm’w’

ou l'on désigne, pour abréger, f(x, y,z) par foz et é( Lf+y' \;j—i— z' j) par fea.

Donc,

(2) ﬁOOi:log&\é:i;I:Q log (Yi‘*“\/Y,i—'I)'
—Vyi—I

Elle varie dans le méme scns que ~,. Pour déterminer les points O, les plus rap-
prochés de O, par lesquels on aura le polygone en menant les perpendiculaires au
milieu des 00,, il suffit donc de calculer, par ordre de grandeur croissante des v;,
les solutions entiéres de 1'équation (1), en conservant seulement les points équiva-
lents a O.

Cette équation a évidemment une infinité de solutions, on le voit par le groupe

reproductif de la forme, lequel a une infinité de substitutions; on le voit aussi en la
ramenant a I'équation de Fermal

*—Du'=1,

par la substitution v=¢, a =fu, f=75,u, ¢(z, §,) =D; cetle deuxiéme ccnsidé-

ralion prouve méme qu’il y a une infinité de solutions sur une droite quelconque

(!) Cest le logarithme du rapport anharmonique des deux points M et M’ et des points
d’intersection de la conique avec MM'.
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rationnelle issue de U'origine, donc unc infinité de points-fixes de substitutions ellip-
tiques de période deux, donc aussi une infinité de points équivalents a O.

Pour distinguer des autres ces derniers, voici deux procédés :

Premier procédé. — On réduira, par la méthode de Selling, la forme associée a f
au point a«;, 8,, v, :

722(%: + ¥y ) =Sy, 2).

Pour que le point O, soit équivalent & O, il faut et il suffit que I'on trouve une
réduite identique a celle relative & ce dernier point, & f, si, comme on a avantage &
le faire, on a mis cette forme sous le type réduit a Uorigine.

Deuxiéme procédé. — On appliquera les formules d’Hermite relalives aux substi-
tutions semblables d'une forme quadratique ternaire indéfinie f; ces formules, pour
les substitutions enti¢res, dépendent de quatre indéterminées entiéres, p, ¢, ¢', ¢"
vérifiant une ¢quation du type

3) Pr'+F¥4q,q.q¢)=P,

ou I désigne l'adjointe de f et P un diviseur, positif ou négatif, du quadruple du
discriminant (voir Bachmann, Quadratischen Formen). En écrivant que O, est le
transformé de O par une telle substitution, on aura avec (3) quatre équations : la
condilion nécessaire ct suflisante de 1'équivalence de O et de O, est 'existence d’une
valeur de P et de solutions entiéres p, ¢, ¢', ¢" de ces équations, mais solutions ren-
dant enticre la substitution.

La question suivanle se pose maintenant : on sait, par la réduction, que le
groupe a un nombre fini de substitulions génératrices; donc le polygone normal un
nombre fini de cOlés, c’est ce qui rend possible la méthode précédente; mais a quel
moment sera-t-on str d’avoir oblenu ce domaine normal, c¢’est-a-dire slir qu'aucune
des perpendiculaires suivantes ne traversera le polygone trouvé? La réponse est
facile. Soit A, B, C, elc., le premier polygone convexe oblenu et soit M le sommet ou
l'un des sommets pour lequel ou lesquels £OM est la plus grande, il est nécessaire
et suffisant de poursuivre le calcul jusqu’au premier O, (*) pour lequel on a

€00, > 2COM,

condilion nécessaire et suffisante pour que les perpendiculaires au milieu de 0O, et
de tous les segments suivants 0O,_,, etc., ne rencontrent pas le cercle de centre O
et de rayon OM. Cela revient &

([O Yn} 27:‘1— L,

.

(") D’ailleurs équivalent ou non a O.
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a,, B,, Y, désignant les coordonnées de O,, solutions par conséquent de
f(g'n’ IBn’ Yn) =1,

et ay, By, 7y les coordonnées réduites de M, j'entends par 14 les coordonnées multi-
pliées, s'il est nécessaire, par un facteur convenable pour vérifier

Sy By ) =11

(ceci dans le but de pouvoir appliquer la formule (2)).

[43] Entrons maintenant dans quelques détails utiles pour la pratique de la
méthode.

Coordonnées du milien m; de 00,. — Elles sont de la forme p.x;, 1,8,, %,: suppo-

sons les réduites, alors {Om;, =log (, + \/7{;’— 1), et on doit avoir

2 log (0 + VX2 —1)=log (v, + V4 — 1),

d’ou
=2\ —1,
puis par f(p,;%;, 8, 2) =1,
=1
(e, B) = = P
c'est-a-dire par f(x;, §,,v,) =1:
I
— .
EETOAY

Les coordonnées réduites étant ainsi

*i B \/Yi + 1
Vata+1) Valr+1) 2
sont proportionnelles aux valeurs entiéres simples
(5) w0, B viH1

Ainsi, le milieu non-euclidien de OO, se marquera trés facilement.

Perpendiculaire & 00, en son milieu. — C’est la droite conjuguée de OO, passant
en m,, donc

I I
(6) ;?'ui-’” + ;?'@,-y —(;,—1)=o.

Péle de cette perpendiculaire. — Ses coordonnées sont évidemment

) T e
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[44) Pour traiter des exemples numériques, j'emploierai le deuxiéme procédé;

jai aussi employé le premier, mais les calculs m’ont paru, par la réduction, plus
longs et plus fastidieux.

On détermine les solutions successives de 1'équation
S By) =1

par ordre de grandeur croissante des v,; on ne peut opérer que par tdtonnements
méthodiques; la considération des caractéres génériques permet d’éliminer de suite
une partic des v & essayer; pour une valeur donnée de y I'équation

T =1
n’a d’ailleurs qu'un nombre limité (qui peut étre nul) de solutions.

Une solution «, #, y étant trouvée, il faut voir si le point correspondant est
transformé de O (o, o, 1) par une substitution du groupe, c'est-a-dire si dans les
formules (1) du n° 1 on peut faire 2, —=zx, ,=2<f, v,=7:y(!). Dans ces formules il
faut faire, pour notre forme particuliére,

c=1, g=h=o, F=As"—o(r, —q).

A désignant le discriminant ab — k*.

Alors les formules précitées deviennent, en tenant compte de p* + F =P,

ePa=  apr—as(bqg—kr),
(8) ePp = — apg — 2s(ar — kq),
P(ey— 1) = 29(r, —g) = + 2(ar* — 2k rq + bg*).

Evidemment, comme 3 est positive ainsi que v, il faut prendre ¢ du signe de P,
On aura donc a chercher d’abord s'il existe des valeurs de P pour lesquelles
Py—1) — P&+
R R

si P est positif, si P est négatif est représentable par la forme g.

Pour un y pair seules les valeurs paires de P seront & considérer. Il en est de méme
par les deux premiéres relations si = ou § est impair.

La représentation par r et — ¢ doit d’ailleurs étre telle que ces deux premiéres
relations donnent des valeurs entiéres pour p et s, c’est-a-dire que

__a(ar —kq)—B(bg—kr)
- ey —1

(9) et
og + Br
ey —1

ES —

soient entiers.

(1) e==1.
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Avant de chercher si les équations (8) sont résolubles, il y a intérét & utiliser la
remarque suivante. Le point O, peut étre équivalent & O, soit par une substitlution
hyperbolique, soit par une elliptique de période (rois, soit par une substitution de
deuxiéme espéce, mais non de période deux, soit enfin par une substitution cllipti-
que de période deux, qualre ou six, ou par unc symétrie. Or, dans ces derniers cas,
le point fixe ou le pdle de la syméirie sont le milieu non euclidien de 00, ou le pole
de la perpendiculaire & OO, en ce point : par suile (n° g), les coordonnées
@, B, v, + 1, ou «, B, y,— 1 respectivement, devront vérifier une équation

S B =) =0,

n diviseur positif de 24, multiplié ou non par un facteur carré (le carré du plus
grand commun diviseur des coordonnées). Or, cette vérification ‘est trés facile &
cause de

S, B, v)=1;
elle revient, par soustraction, a

2ty +1)==%n.
Toutefois, si la relation a lieu, il faut encore s’assurer que f'.;, f',;, f'y; =1 sont
divisibles par n.
11 n’y a pas non plus de calcul a faire si la perpendiculaire ne coupe pas la partie
utile déja obtenue du polygone, ce qui se voit rapidement.
[45] Application numérigue. (Voir la planche V.)
S=2"—3x" + 2y — 10y (A =129).

Les caractéres génériques de la forme ¢ (¢ y) sont ici :

) @

Tout nombre représentable par ¢ ne doit d’ailleurs contenir que des facteurs

v

premiers impairs © dont —29 soit résidu quadratique, et cette condition
—2
=)=
©

W==+1, =3, x5, 49, 11, +1i3, +14 (mod ag).

revient a

La plus petite valeur de v est 2, et le point O, (1, 0, 2); et ce point est équivalent
a O, parce que 2(—v, + 1)=— 2, par ou l'on voit que la perpendiculaire au milicu
0. (1, 0, 3) de OO, est un axe de symétrie

Jr—y—z=o.
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Le second minimum de ¢ étant 10, inutile d'essayer y=3, qui donnerait

y—1=38.

vy=~4 donne a=—1. f=+ 1, mais les seules valeurs de P qui pourraient
convenir, 2 et —/4 ne donnent pas s entier. Le point fixe (—1, 1, 4) n’est donc pas de
méme classe que O. Par les diviseurs ou le calcul direct, y =25, 6, 7, 8, 9 ne donnent
pas de solutions.

= 10 donne deux solutions : (—1, 3, 10), (3, 3, 10): O,.

Pour la premiére, les seules valeurs de P qui pourraient convenir : P. =1/ et 116,

P.—=—2et —58 ne donnent pas de solutions du systéme (8). Quant au second
point, il est éguivalent @ O, car 2(—vy, + 1) = —18, qui, divisé par g carré du plus
grand commun diviseur de «,, 8,, —v, + 1, donne — 2, par ot I'on voit que la per-

pendiculaire & 00, en son milieu O, (3, 3, 11) est un axe de symétrie

2x + gy — 3z=o.

Il coupe le premier axe au point B(12, 7, 29).

Pas de solution pour y=11.
v =12 donne le point fixe (7, 1, 12). Mais la perpendiculaire

20x + 3y —122=0

ne coupe pas la partie utile du contour polygonal déja trouvé.

Pas de solution pour vy =13.

Deux solutions avec y =14 : (+5, —3, 14) et (7, 3. 14).

La premiére ne convient pas, par 'impossibilité d'un systéme (8). La seconde
non plus, parce que la perpendiculaire correspondante

18x + 23y —13z=0

passe par B.

Pas de solutions pour y==15 ou 16.

Une solution avec y=17 : (8, 4, 17). Mais la perpendiculaire correspondante

5 4+ 8y —4z=0

passe par B.

Pas de solution pour y=18.

Deux solutions avec y=19 : (4, 6, 19) et (o, 6, 19).
La premiére ne convient pas, par l'impossibilité de (8) pour P=2, 58, ou
—1, —4, —29, —116, seules valeurs qui pourraient convenir.

12
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Le second point, O,, est équivalent @ O, car a(—+y, + 1)=—36 débarrassé du
carré du plus grand commun diviseur de 6 et 18 donne —1, ce qui prouve que la
perpendiculaire & OO,, en son milieu

x—10y + 3z=0

est un axe de symétrie. Il rencontre O,B en A(3, g, 29).
Pas de solutions ensuite avant y =25, qui donne (4, 8, 25), mais la perpendicu-
laire correspondante

x + 19y —6z=o0

passe par A et ne coupe pas la partie utile du contour trouvé.

Méme observation pour la solution suivante (3, g, 28), avec la perpendiculaire

29y — 9z =o0.

Pas de solution avec -f =29.

vy =230 donne le point O,(+7, —8, 30) équivalent & O, car 2(—v, + 1)=—>58,
une des valeurs de n qui répondent aux symétries, et f',,, f's,, f,—1 sontdivisibles
par 58; la perpendiculaire au milieu de OO,

r—3y—z=o0

est un axe de symétrie. 1l rencontre O) B au point C (1, —1, 4) et la symétrique de
& — 10y + 33=o0 au point D(1, —2, 7). On a ainsi un polygone fermé de centre O,
intérieur & la conique, limité par les axes de symétrie trouvés el leurs symétriques
par rapport a O.

[l faut maintenant chercher le sommet de ce polygone le plus éloigné de O, et

pour cela réduire les coordonnées; on trouve pour les v réduits

~

29
[, — —F7—> Y :A,
B \/87 (C

Y o
A \/58 b \/2

Le point D est donc le plus éloigné, et nous savons que nous n’aurons pas besoin
de chercher de solutions plus loin que

~(:2<—7—)—1=l;8.

Vs

y=31 et 32 donnent (8, —8, 31) et (1, —10, 32), mais les perpendiculaires
160 — 44y —15z2=0,
13 — 101y — 312=0

ne coupent pas le polygone.
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Plus de solutions ensuite jusqu'a ¥y =39, qui donne (20, 8, 39); mais la perpen-
diculaire

26x + 3oy —192=0
ne coupe pas le polygone.

Plus de solutions ensuite jusqu'a y=44 qui en donne quatre : (25, —1, 44),
(25, 6, 44), (21, —6, 44), (—1, —14, 44).
Mais les perpendiculaires correspondantes
726 — 35y — 43z =o,
6gx + 35y — 43z =0,
b6gx — 81y — 43z =o,
1 — 139y — 43z=o0

ne coupent pas le polygone.

Pas de solutions pour v =45.
Quatre solutions avec y =146 :
(27, 3, 46), (25, =3, 46), (25,8, 46), (17, 13, 46).
Mais les perpendiculaires correspondantes
26x + y—1dbz=o,
78x — 55y — 45z = o,
6720 + 55y — 45z =o,
38 + 113y — 45z =0

ne coupent pas le polygone.

Enfin y =147 et 48 ne donnent pas de solutions.

Donc le polygone ABCDEFGH, de centre O, est le double(*) d’'un domaine fon-
damental du groupe reproductif total; nous le diviserons par le diamétre AOE, par
exemple, et nous prendrons pour domaine fondamental de ce groupe OABCDE;
de sorte qu’en lui ajoutant son symétrique par rapport & BC par exemple, on aura
en ABA'E'D'CDE un domaine fondamental du groupe droit; il suffira de prendre
son homologue dans le demi-plan analytique pour avoir le domaine fondamental du
groupe fuchsien associé.

Etudions maintenant les sommels du polygone OABCDE. O est point fixe de
substitution elliptique de période deuax : il pourrait I'étre par conséquent de période

(*) On va préciser, dans un instant, que O est point fixe de substitution de période deux et
n’est pas sur un axe de symétrie.
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quatre ou six; nous savons, par les numeéros 6, 7 que c’est impossible, car le dis-

criminant 29 est premier impair et <-_—9?> = —1; d’ailleurs, pour que O firt point
2

fixe de subslitution de période qualre ou six, il faudrait que les sommets du poly-
gone de centre O fussent quatre par quatre, ou six par six équidistants de O (sans
parler des angles des rayons vecteurs), ce qui n’a pas lieu.

Aucun axe de symétrie ne passe par O : c’est déja évident par les considérations
géométriques précédentes; cela résulte aussi de I'impossibilité d'une équation

S B o)=—n,
ou, ce qui revient au méme,
¢(x B) =n,
(n diviseur positif de 24).

Pour les points A, B, C, D, E qui sont points fixes de substitutions elliptiques,
comme intersections d’axes de symétrie, on obliendra la substitution correspondante
en faisant le produit des symétries. Pour calculer ces derniéres, il suffit d’appliquer
les formules d’Hermite (n° 9) en y remplacant «, §, v par les coordonnées (o, 8,, v,+1)
du pdle correspondant. On obtient ainsi :

I 9 -3 2 —1 —I
B,=]2 8 —3 1, B .=]0 —I1 o,

6 27 —r10 3 —1 —2

6 —21 —7 —1 o o

T,=|—8 23 81, T.=1—2 19 6

29 —87 —3o 6 —6o —19

D’ou les substitutions génératrices du groupe droit :

—1 o o
V0= o —1 ol,
o o I
-1 —9 3 -7 —7
VA=Z'AH2AB= o —a8 g/, VB=2ABBBC= —5 —7 4,
o —87 28 —18 —23 14
—9 22 8 —6 21 7
Vc = EBC ECD: 8§ —23 —8, VD= ECDEDE = 10 —43 —14
—32 88 31 —35 147 48

Vo, Vi, Ve et Vy, sont de période deux, Vi de période trois.
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[46] Pour passer au plan analytique, nous employons la transformation
Sy ; x
V34+yVeg Bz—y  z\/3—yVag

On obtient ainsi le domaine représenté planche VI el, par des calculs que nous

omettons, les substitutions génératrices suivantes :

—I
!
Vo, U=—,

° ¢

2 (5 (V)

, v, (= —
SV B (vmr e (-3

V3

= — - V.. ¢ V, Vol
—i(say/ ) -1 —V2 (G /R D

On a un groupe de signature (o, 5; 2, 2, 2, 2, 3).

Les angles du domaine fondamental sont B :%ﬂ, D=D=2.,0=0=C=x
2

(sommets non apparents). Enfin, la somme des quatre angles en AA'EE’ qui
forment cycle est =.

Il serait d’ailleurs plus avantageux pour le tracé de prendre pour Oq un axe de
symeétrie, par exemple en rapportant la conique & la corde BC et aux tangentes & ses
extrémités.

[47] La méthode de rayonnement appliquée au premier exemple, de discri-
minant 5, que j’ai traité, conduit au polygone fondamental & peu prés aussi vite que
celle des symétries. Mais c’est évidemment dans les cas ot il n'y a pas de symélries
qu’'elle serait surlout intéressante. 11 faut pour cela dépasser les discriminants de la
premiére centaine, que contient seulement la table de Cayley; aussi est-il & désirer
que cette derniére soit prolongée (). Observons pour terminer que la méthode
s’applique aux formes quaternaires (2)

x* — o(y, z. t) =0,
ott ¢ est définie; c’est la géomeétrie non euclidienne & trois dimensions qui intervient
alors. On pourrait augmenter encore le nombre des variables, mais on sortirait des
groupes automorphes.

() Jai effectué ce prolongement pour la seconde centaine : pour tous ces nouveaux discri-
minants il y a encore des symétries.

() C’est & elles que se rattache le groupe de M. Picard, qui généralise le groupe modulaire.

3

)

’



CINQUIEME PARTIE. — APPENDICE.

Sur l'équivalence des formes ¢(x, y)— 2* de méme genre.

[48] Un des résultats essentiels du Mémoire de Poincaré est le suivant : la nature
des substitutions elliptiques et paraboliques et le nombre de cycles du domaine fon-
damental du groupe fuchsien relatif & une forme déterminée dépendent de 1'équiva-
lence de cette derni¢re a des formes canoniques en nombre limité. Or, la recherche
de cette équivalence, qui serait autrement trés compliquée, se trouve, dans des cas
treés larges, rendue facile par les théorémes d’Arnold Meyer. relatifs au nombre des
classes contenues dans un genre. Ce nombre est égal & I'unité dans le cas d’une
forme proprement primitive dont les invariants n’ont aucun facteur commun impair
et ne contiennent le facteur 4 ni U'un ni l'autre, et pour décider si deux telles formes
sont équivalentes, il n’y a plus alors qu’a voir si elles sont de méme genre, ce qui est
facile. J'ai ainsi, dans la premiére partie, appliqué ce théoréme a cerlaines formes
2 —g(, y)-

Dans le Mémoire de M. G. Humbert sur Les fonctions abéliennes singuliéres et
Uarithmélique (Journal de Mathématiques. b° série, t. 1X), les théorémes d’A. Meyer
jouent nn réle important, notamment pour la démonstration de cetlle propriété
remarquable : si des systémes de deux relations singuliéres répondenl ¢ des formes
2" — g (2, y) de méme genre arithmélique, les courbes hyperabéliennes associées sont du
méme genre algébrique.

Les démonstrations d’A. Meyer sont assez compliquées entre autres celle du
lemme suivant, essentiel dans sa théorie : si A contient le facleur 2 avec un expo-
sant < 4, il existe une infinité de nombres premiers p el q tels que I'équation

T — pgU* =1
ait une solution fondamentale t, u, telle que ni t—1 ni t+ 1 ne soient divisibles par pq.

Il m’a donc paru intéressant de faire une recherche directe pour les formes du
type simple g(x, y) —2°, (9 forme positive); mais je supposerai de plus la forme
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¢ primitive et méme proprement primitive, alors I'invariant Q (') (c’est--dire le plus
grand commun diviseur des mineurs du discriminant) est égal & —r. J'ai pu, avec
ces restrictions, obtenir, dans des cas assez étendus, une démonstration beaucoup
plus simple. Mais, avant de V'exposer, je dirai quelques mots des premiers procédés
que jai employés, parce que, par unc marche pourtant bien différente, ils con-
duisent aux conditions d’Arnold Meyer. Observons auparavant que pour les formes
JS=vq¢(a,y)—2" que nous ¢tudions, la condition d’étre de méme genre revient a la
méme condition pour les formes ¢. Notre méthode va consister & chercher une subs-
titution enlicre faisant passer d’une forme a 'autre.

[49] 1° procédé. — Soit T la substitution cherchée,
ST=rf.

¢ et ¢, étant de méme genre se changent I'une dans I'aulre par une infinité de subs-

litutions rationnelles. On en oblient une simplement en commencant par remplacer

o et g, par des formes équivalentes ayant méme premier cocfficienl : ce premier coef-

ficient commun ne peut étre un nombre premier, car autrement ¢ ct ¢, seraient

équivalentes proprement ou improprement, cas ou I'équivalence de f ct f, est évi-

dente; — mais d’aprés un théoréme de Dirichlet, ce peut étre un produit de deux
)

nombres premiers p et ¢. Supposons donc ¢ et ¢, ramenées a étre {pg, k, b) et
(pg, Ik, b). On passera de f & f, par la subslitution rationnelle T’ :

ke, —k
I —— o
Pq
T —
o 1 o
o o I

De f1'=/f,=fT, résulle que T'I""" est une substitution semblable rationnelle S
de f. Tout revient donc a délerminer S de fagon que T==ST" soit entiére.

J’ai dit pour cela apporter aux formules générales du numéro 31 les modifications
voulues pour avoir la S, non plus entiére, mais rationnelle seulement, la plus géné-
rale. Je n’entre pas dans le détail des calculs et je me borne & donner la conclusion :
c’est que la démonstration de I'équivalence et celle de la possibilité d’au moins une
des équations

1£3 2 2 a [l
98, A% —pA,B" 4 pg(pa, 0" —gA, DY) = —

se raménent I'une & Tautre. En prenant égale & zéro I'une des indéterminées, 1'on

aurait comme condition suffisante de 'équivalence la possibilité de loujours pouvoir

(') Notation de Stephen Smith.
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représenter soit 41, soit —1 par une forme ternaire indéfinie proprement primitive,
ainsi que son adjointe et de déterminant impair : or, c’est 1 inversement un des
corollaires déduits par Arnold Meyer de ses théorémes.

[80] 2" procédé. — Je cherche directement une substitution entiére
a By
(1) T=|o B
% B o

qui change fen f,.
Posant égaux & A, p,v les mineurs de a, o,, «,, on doit avoir(?), d’aprés I'identi-
fication de fT et de f, (termes en xy et xz nuls),

o x o

() ;\_A:gv——(:p.:gp‘—-bv:F()\,p.,v);

T

et comme f(z, «,2,)=1, on a F(x, p,v)=A.
Supposons v égal a zéro, on aura

(3) AN — Cp,’ — A,

équation qui se raméne a celle d’Arnold Meyer, car ¢ et g pouvant évidemment étre
supposés premiers entre eux, les équations (2) montrent que v doit ¢tre divisible

v

par A, pour que «, et «, soient entiers; (3) devient par suite
4) NW—cAp =1,
c’est, si l'on fait ¢ =pg, 1'équation d’Arnold Meyer.

Mais en écrivant les relations

.Bf./g_"g{(,:)\v IBSY—IBYS:

v, By, —By=v=o,

et les trois égalités restant a satisfaire pour identifier f, a fT :
T _
f(?’ .B.'f‘,):_ I —2' N~ — 9» f(\{‘\l,i‘.rt)"—'”—cl:—.c’

on voit qu’il est possible de les vérifier par y=+vy,=o0, y,=1, d’ou

=%  b——p., =TT
1 hRd — [t S ¢ ’

8, est bien entier si A est une solution fondamentale de (4), cette équation étant sup-
posée astreinte aux conditions d’Arnold Meyer; car alors ona Azz=+1 (mod pgq),
donc aussi

gr=E£g  (mod pq).

(1) Je prends ici f sous la forme x* — (by* + 2gys + c£?), be —g* =A =A.
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Or, la congruence

pt=—A (mod pq)

a seulement quatre racines incongrues (mod pgq), et ces racines doivent étre congrues
a +¢, +g, ¢ étant F=+g,. parce que ¢ et ¢, ne sont ni proprement ni impro-
prement équivalentes. Comme d’ailleurs, par (3), on a

FRr=—A (mod pgq),

il en résulte
gh=c=yg, (modpg),

et comme on dispose du signe de A, on pourra toujours vérifier la congruence relative
au signe +.

Dés lors, la derniére équation f(8.8,, 8,)=—b, sera vérifiée d’elle-méme (par
I'égalité des discriminants) et I'on a obtenu la substitution entiére suivante qui
change fen f :

g9, — gr

—_— 1

c

[541] Voici maintenant comment on peut, dans un grand nombre de cas, sim-
plifier la démonstration d’Arnold Meyer.

Supposons d’abord le discriminant de ¢ et o, de I'une des formes 4n 4 2 ou
4n + 3: alors les nombres premiers p et ¢, dont on peut prendre le produit pour
premier coefficient, peuvent étre tous les deux de la forme 4n 4 3, car les formes
d’un discriminant 4n + 2 ou 4n + 3 n’ont pas de caractére particulier par rapport
au module 4. Il en résulte que les équations

(1) &t —pgu*=—1 et (2) & —pgu’=—+2

sont impossibles et 'on en conclut par un raisonnement connu que la solution fon-
damentale ¢, u de I'équation

T — pgU* =1

est telle que ni {— 1, ni t + 1 ne sont divisibles par pq.
Considérons alors la substitution unimodulaire

t  pqu g,u
{—
S=1lu { g.’_._g ;
Pq
o (o] I

13
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elle change f en f, (1), comme on le vérific par un calcul rapide, et ses coefficients
sont entiers, par le méme raisonnement que dans le deuxiéme procédé.

La démonstration s’applique encore aux discriminants 4n + 1 et 8n+ 4, pourvu
qu’il y ait au moins une classe ambigiie qui puisse représenler des nombres congrus
a 3 (mod 4). Soit, en effet, & une forme de la duplication de laquelle résulte la forme
du genre principal ¢¢,; on peut écrire(2), 4, ¢tant une autre forme, et 7" la forme
opposée :

? =141 =%

Mais on peut multiplier ¢ et ¢, par une méme classe ambigué quelconque. Si
.1

donc ¢ ne représente pas déjh des nombres 4n + 3, c'est-a-dire si <T>:+ 1,
v

on pourra, par hypothése, choisir la classe ambigué a, de fagon que o en représente.
Alors, si les nombres représentés par les formes du genre de ¢ et de o, sont

. —1 L1
congrus a 1, mod 4, et que <——>:— I, On aura aussi <—'——\/:—— 1, et v et ¢,

\ L,
représenteront donc un méme produit pg de nombres premiers 4n + 3; si

<:>: + 1, on prendra ¢, et on aura <——_—l—>:<_—[>=— 1, de sorte que petq
Y ‘ da Yo

seront encore 4n + 3; cela suffit pour que I'équation (1) soit impossible; mais
comme les formes de discriminants 4n 4+ 1 ou 8n 4 4 n'ont pas de caractéres

- 2\ . /—2 oy
particuliers <—> ni (———>, on pourra prendre en outre p et ¢, de maniere a rendre
Y ©

¥

les équations (2) impossibles.

Dans un cas comme dans I'autre, la transformation S pourra encore étre employée.

S'il n’y a aucune classe ambigué pouvant représenter des nombres 4n + 3, elle
pourra l'étre seulement pour les formes ¢ d’un genre représentant des nombres
4n + 3: il existe de tels genres pour tous les discriminants non carrés parfaits.

La démonstration s’applique également aux formes x*—o, ou g est une forme
indéfinie.

La démonstration précédente paraitra sans doute peu naturelle sous la forme
synthétique que je lui ai donnée pour plus de concision; j’y ai cependant été conduit
assez naturellement en cherchant & représenter par la forme 2* + ¢ (y, z) un nom-
bre b, représentable par une forme de méme genre que o (mais non représentable
par o, bien entendu); des raisonnements utilisant les idéaux quadratiques conduisent
alors & la substitution que j'ai indiquée.

() f=at—byt—ogyz—os®,  fi=at—bp—ogys—est,  b=py.
(2) Cf. Arnold Mever, Journal de Crelle, t. CVIII,



QUESTIONS DIVERSES CONCERNANT CERTAINES FORMES, ETC. 99

[52] Faisons une application numérique en prenant les formes de discriminant a9

ax® + axy + 15y,
3x* + 22y + 1074,

formes de méme genre, mais non de méme classe (elles sont réduites et distinctes).
Toutes deux représentent des nombres 4n + 3 et on peut prendre pour produit pg
satisfaisant aux conditions requises pour la démonstration précédente le nombre

15=3.5; on a. en effet :

B (@)=

Les formes f et f, s’écriront alors

f =152+ oaxy + 2y’ — 2%,
f,=15x + 22xy + 10" — 2%,

et voici les substitutions auxquelles conduisent le plus directement les trois procédés
indiqués :
1313 1044 344
1° procédé . . .. ... 16830 13387 4410
25230 20068 6611

2 procédé. . . ... .. o —i146 —10)
0 203 146

—4 —3 1
3 procédé. ... ... . o I o
15 It —4



ERRATA ET RECTIFICATIONS

Page 1. Ajouter en nota : Il ne s’agit, bien entendu, dans tout ce travail, que de
formes a coefficients entiers.

Page 5, ligne 7, supprimer : et les classer suivant la nature de ces derniéres.
Page 15, ligne 1, au lieu de : deuxiéme, lire : derniére.

—  ligne 5, — occeptables, — acceptables.
Page 18, supprimer le nota (1).

Page 20, ligne 6 & partir du bas, au lieu de : une ellipse imaginaire, lire : le pre-

mier membre de 1'équation d'une ellipse imaginaire.

Page 24, ligne 2 a partir du bas, au lieu de : précédent, lire : 16.
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