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QUESTIONS DIVERSES
CONCERNANT

CERTAINES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES

GROUPES FUCHSIENS ARITHMÉTIQUES QUI S'Y RATTACHENT

INTRODUCTION.

Les groupes fuchsiens associés aux groupes reproductifs des formes quadratiques
ternaires indéfinies ont une importance particulière, car ils ont conduit Poincaré à
donner le premier exemple de fonctions fuchsiennes jouissant d'un théorème de
transformation qui généralise le théorème d'addition des fonctions elliptiques ainsi
que l'équation modulaire. Certains de ces groupes fuchsiens arithmétiques (dénomi-
nation de Poincaré) jouent un rôle essentiel dans la théorie des fonctions abéliennes
doublement singulières si remarquables de M. G. Humbert : les groupes fuchsiens
des courbes hyperabéliennes correspondantes sont en effet certains sous-groupes des
groupes fuchsiens arithmétiques dérivant de formes

z% — <p(a\ y)

où cp est positive. Certaines variétés de ces groupes ont été étudiées par M. Fricke.
L'objet principal de ce travail est d'en faire une étude plus générale au point de vue
de la détermination pratique. Mais je me restreins aux groupes sans substitutions
paraboliques, c'est-à-dire à ceux pour lesquels la forme ne peut représenter ration-
nellement zéro : cette condition revient, d'après un critérium de Legendre, à ce
que 9 ne soit pas résidu quadratique du discriminant.

Je supposerai connus les principaux résultats d'Hermite sur les formes quadra-
tiques ternaires indéfinies, le Mémoire de Poincaré, Les fonctions fuchsiennes et

l'arithmétique (J. de Math., 1887), e* ^es points principaux de la théorie des groupes
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fuchsiens, tels qu'ils sont exposés dans le Traité des fonctions automorphes de
MM. Fricke et Klein, notamment l'interprétation non euclidienne de la géométrie
projective; enfin, les théorèmes d'Arnold Meyer sur les formes de même genre.

Le problème principal est celui de la recherche des substitutions génératrices du
groupe fuchsien, car c'est seulement par elles que sa structure peut être mise en
évidence sans trop de complications. Aussi les procédés à employer pour cette
recherche constituent-ils la plus grande partie de notre travail. Elle revient à la
détermination d'un domaine fondamental; mais pour obtenir ce dernier, c'est si l'on
raisonne sur les formes que les calculs sont le plus simples.

La première partie de la Thèse se rapporte précisément à divers procédés destinés
à simplifier cette recherche. Je montre que les formules données par Hermite pour
les substitutions semblables, tout en étant, en général, d'un emploi compliqué, peu-
vent être utilisées assez facilement pour le cas particulier des substitutions elliptiques

et des symétries : les formules du tome LXXYIII du Journal de Crelle, relatives aux
substitutions de période deux, m'ont notamment servi constamment. Je montre
ensuite l'application du théorème d'Arnold Meyer pour l'emploi des critères de
Poincaré relatifs aux substitutions elliptiques, en prenant pour exemple les formes
zl — c(x, y) à discriminant premier. Je termine cette partie en montrant que la
méthode de Poincaré pour la réduction des substitutions elliptiques s'applique aux
symétries et conduit à un résultat qui ressort aussi des formules d'Hermite. (i\Tos i à i3.)

Deuxième partie. — Les seuls procédés mis en œuvre actuellement, à ma con-
naissance, pour la détermination d'un domaine fondamental, étaient la réduction

continuelle et l'extension du groupe Juchsien par symétries.

Le premier a été mené pour la première fois à bonne lin par M. Selling (J. de

Crelle, t. LXXVI1), d'après les principes d'Henni te, mais avec des conditions de
réduction plus pratiques. Toutefois, sa représentation géométrique était, au con-
traire, plus compliquée que celle qui ressort naturellement du Mémoire d'Hermite
et dont l'ouvrage de Fricke et Klein montre l'avantage. Mais comme le travail de
Selling est antérieur à la découverte des groupes fuchsiens par Poincaré, et que les
indications, d'ailleurs très claires, de Fricke et Klein, sont peut-être un peu som-
maires pour les applications, j 'ai cru devoir en donner dans la deuxième partie un
nouvel exposé rapide. Je traite en détail (!) deux formes de discriminants 5 et 21
pour essayer de bien faire comprendre le mécanisme de la méthode, comme M. Picard
l'a fait autrefois pour les formes d'Hermite à indéterminées conjuguées. J'ai d'ail-
leurs calculé la plupart des substitutions qui se rencontrent fréquemment : elles
font l'objet des tableaux I à VI. J'ai également déterminé les conditions nécessaires
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et suffisantes pour que les formes az2 — cp(#, y) soient réduites, et la nature du

champ de réduction On verra par la longueur de la réduction de la forme de discri-

minant 2i, pour laquelle je n'ai même pas reproduit les calculs, que la méthode de

réduction continuelle devient rapidement impraticable, sitôt qu'on a à faire à un

discriminant qui n'est pas très petit. (N°8 i4 à 3o.)

Troisième partie. — \1 extension du groupe par symétrie, imaginée par Klein dans
ses travaux sur la fonction modulaire, conduit, dans un grand nombre de cas, de la
manière la plus rapide et la plus élégante, au domaine fondamental des groupes de
Poincaré : tous les exemples donnés dans les Fonctions automorphes ont été calculés
ainsi. Avant de l'employer pour les formes z" — cp, j'ai établi pour ces dernières les
formules de substitutions semblables qui correspondent à celles de cet ouvrage pour
les formes px~— qy*—rz*. L'application de la méthode m'a conduit à introduire
avec avantage les substitutions gauches; on peut ainsi, avec les mômes formules
générales, étendre le groupe fuchsien directement, si le groupe reproductif contient
des symétries; mais c'est la symétrie Ç' = —£ qui intervient, au lieu de Ç' = — 'Ço.

La correspondance ainsi établie entre les axes de symétrie dans la conique et les cir-
conférences de symétrie des deux espèces dans le plan analytique, permet de con-
clure à la non-existence de domaines fondamentaux limités par une infinité de
circonférences de symétrie, contrairement à une assertion contenue dans les Fonctions

automorphes. Celte partie se termine par l'application de cette méthode aux formes
déjà traitées par la réduction continuelle. (Nos 3i à 4i-)

Quatrième partie. — Un troisième procédé de détermination du domaine fonda-
mental est celui du rayonnement : Fricke, qui l'a imaginé, a tiré un excellent parti
de la notion du polygone normal auquel il conduit. Or, cette méthode, restée théo-
rique jusqu'ici, du moins à ma connaissance, s'applique très facilement aux formes
22 — ©. C'est ce que je montre dans la quatrième partie, en traitant complètement
une forme de discriminant A = 29. (Nos l\2 à 47-)

Cinquième partie. — Un appendice (nos 48 à 52) est relatif au théorème d'A. Meyer,

dont j'ai simplifié la démonstration dans des cas très larges.

En somme, ce travail ne contient ni principes nouveaux ni méthodes nouvelles,
et l'on trouvera peut-être exagérée la place occupée par des questions de détails et
les calculs, surtout étant donné le petit nombre d'exemples nouveaux apportés. Si
j'ai insisté sur la comparaison des procédés et sur certaines simplifications, c'est dans
l'espoir de rendre moins pénible le calcul effectif de nouveaux groupes : il y aurait

(j) Ce que n'a pas fait Selling, qui se borne à donner la figure résumant les résultats.
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en effet intérêt à posséder des exemples plus nombreux et plus variés, et on n'y arri-
vera qu'en abordant des discriminants plus compliqués.

Les procédés que je développe dans la méthode du rayonnement sont sans doute
susceptibles d'être complétés. J'espère pouvoir y revenir et en tirer des applications
aux fonctions abéliennes singulières, qui entraient dans le plan primitif de mon
travail : c'est en effet précisément l'équation

de la méthode du rayonnement qui intervient dans les transformations singulières.
Cette méthode jouerait aussi un rôle dans l'étude de cette équation, considérée
comme généralisant l'équation de Fermât :

x%— D / = i .

Qu'il me soit permis en terminant d'exprimer ma gratitude à l'égard de
M. G. Humbert, à qui je dois l'idée première de ce travail, et de M. Picard, pour le
bienveillant intérêt avec lequel il l'a suivi.



PREMIERE PARTIE.

Questions diverses relatives aux substitutions semblables.

Application des formules d'Hermite à la détermination des substitutions elliptiques.

[1] Je me propose de déduire des formules d'Hermite, pour les substitutions
semblables d'une forme quadratique ternaire indéfinie, les conditions que doit
remplir cette forme pour avoir dans son groupe reproductif des substitutions ellip-

tiques® et les classer suivant la nature de ces dernières. Les résultats ainsi obtenus
sont moins complets que ceux tirés par Poincaré de sa méthode de réduction des
substitutions; mais comme je suis conduit à préciser la forme des expressions
d'Hermite pour les substitutions elliptiques, ce qui peut avoir son utilité, les consi-
dérations qui m'y ont conduit ne sont peut-être pas elles-mêmes sans quelque
intérêt.

Voici la forme donnée par Bachmann aux expressions d'Hermite, la substitution

étant (y.tx + <xj + a3z, ptx -f etc.) et la forme ƒ =

Pa, = p2 —

(0

Pa3 =?=

V(q, /% s) + zp(hr— ks) + q¥q>

2p(gr—bs) + rFq,

2p(cr — gs) -f sFq ;

-F(q, r. s) + 2p(ks — gq) + rF*r,

- cq) + sFr ;

2p(kq—ar)+ q¥s,

y3 =p* — F(q, r, s) + zp(gq— hr) + sF§
9.

p,.q, r, s sont quatre entiers premiers entre eux vérifiant l'équation

où F désigne l'adjointe de ƒ et P un diviseur positif ou négatif du quadruple 4D du
discriminant. Seules sont à conserver les solutions rendant entières les valeurs
desa, B, y, données par les formules (i).
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[2] Déterminons la forme particulière des expressions précédentes pour les
substitutions elliptiques. Ce sont celles dont l'invariant 1, c'est-à-dire la somme des
éléments de la diagonale principale, a, d'après Poincaré, les valeurs suivantes :

Périodes : 2, 3, 4, 6.

I = — 1 , o, i, 2.

3^ p
La valeur de I étant ici — , on en déduit les conditions suivantes :

Périodes : 2, 3, 4 * 6.

p = °' T' T
P P 3P

T' T' T-
F = p î? 1 1

' 4 ' 2 ' 4

P doit toujours être un diviseur de 4D (v. Bachmann). Mais dans le cas de p = o,

il est même nécessaire que P divise 2D. Puis les valeurs trouvées ci-dessus exigent :

Pour la période trois : P divisible par 4, soit P = 4P', et P' diviseur carré parfait

d e D .

Pour la période quatre : P divisible par 2, soit P = 2 P f , et P' diviseur carré

parfait de 2D.

Pour la période six : P divisible par 12, soit P = 12P', donc^) D = 3D', P' divi-

seur carré de D'.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des substitutions de périodes

deux, trois, quatre ou six est donc que les équations correspondantes

F = P, F = 3P', F = P', F = 3P'

aient des solutions entières, rendant la substitution entière.
Dans le cas simple où le déterminant est sans facteur carré, P' doit être égal à 1

si le déterminant est impair, et, s'il est impairement pair, P' doit être égal à 1 ou

encore, pour la période quatre seulement, à 4-
Bornons-nous au cas de D impair. Les conditions nécessaires et suffisantes pour-

ront s'énoncer comme suit :

Période deux : II faut et il suffit que l'adjointe F puisse représenter un diviseur
de D ou le double d'un diviseur de D.

(*) On retrouve ainsi un résultat de Poincaré.
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Période trois : II faut et il suffit que l'adjointe puisse représenter le nombre trois,

avec q, qf, q" impairs.

Période quatre : II faut et il suffit que l'adjointe puisse représenter le nombre un.

Période six : II faut et il suffît que le déterminant soit divisible par trois et que
l'adjointe puisse représenter le nombre trois.

Le fait que les conditions sont nécessaires résulte de ce qui précède, et, qu'elles
suffisent pour rendre la substitution entière, résulte de Bachmann (Quadratischen

For men, chap. TY).

Emploi du théorème d'Arnold Meyer dans les critères de Poincaré.

[3] Les conditions précédentes s'obtiennent plus directement que celles de Poin-
caré; mais, en revanche, ces dernières sont plus simples et plus précises. Comme
elles reviennent à voir si la forme donnée est ou non équivalente à un certain
nombre de formes de types canoniques, les théorèmes d'Arnold Meyer sur l'équiva-
lence des formes de même genre trouvent ici une application.

Je supposerai, pour traiter en détail un exemple, que la forme est du type

où cp est une forme binaire positive, proprement primitive et de déterminant premier
impair; soit :

cp = 6y* •+- 2g yz + cz\ A = bc — g* = I I .

[4] Substitutions de période deux. — La forme ƒ est du type inaltéré par la subs-
titution

S4 (') = ( * , - y , - * )

de période deux. Cherchons à quelles conditions elle admet aussi des substitutions
de la classe de

S4 '=(aj , x — y, x — z).

Il faut et il suffît pour cela qu'elle soit équivalente à une forme :

/o = W* — (2*0+90 f + *9JZ — (*K+9o) z* + 2 / W + 2KXZ-

En égalant les déterminants, on a :

(2a0 + K + k0) (2h0k0 + goho + g Je,) = II .

(j) Je conserve pour ces substitutions les notations du Mémoire de Poincaré.
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Désignant par s l'unité positive ou négative, on peut avoir les deux solutions :

«« + *« + K = U£>

•0o*o+0o*o = I l e .

On voit de suite qu'il faut g0 et hQ + kQ impairs. Puis, d'après Poincaré (loc. cit.),

on a le droit de supposer la forme

(2/f0 -f" go) J
2 — 29o7Z + (2*0 + 0o) Z*

réduite avec les conditions

A la solution (ï) répondent les formes (!) :

' e l l + , - £ , ( 5 + 1 )

eâ, esâ + ~

Elles ont pour adjointes :

/ 2- •6-et(a + e)n

Pour que ƒ et /0 soient équivalentes, il suffît (2) quelles appartiennent au même
genre, et comme elles sont proprement primitives, ainsi que leurs adjointes, et de
déterminant impair, la seule condition est que les nombres représentés par les
adjointes F, Fo aient les mêmes caractères quadratiques par rapport aux facteurs
premiers du déterminant. Elle se réduit ici à

L'adjointe de ƒ étant

F = |

la condition ci-dessus revient à

VnJ
/ii,
f
i

- (v*\

-\TiJ-

— c, —

0 , O

(j) (ei ? £2)— do ï ; mais z2= -\- ï seulement, si g = + ï, pour que / 0 soit indéfinie.
(2) Arnold MEYER, Inaagaraldissertalion, Zurich, 1871.
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A la solution (II) répondent des formes réduites en nombre limité, ayant pour

adjointes :

Ils,

Des dçux nombres impairs

FQ(o, i, i) = g(2II - h9- k0 + 2g,),

l'un au moins n'est pas divisible par II , et la condition d'équivalence de / et /0 sera

par suite

- ©

11 y v 11

si Ao+ fc0 n'est pas divisible par n , et, dans le cas contraire.

u)~\ïi

II n'y aura d'ailleurs qu'un nombre limité d'essais à effectuer, g0, h0, k0 étant
limités par (II) et (III); en particulier |#Q|<<CII.

En résumé :

THÉORÈME. — Pour qu'une Jorme x* — <p(y, z) de déterminant II admette des subs-

titutions de la classe de (x, x — y, x — 2), il faut et il suffit que Von ait l —~ j égal

soit à ( TT ) » soit à ( ——°= ~ j , soit à f — -̂° j , les nombres h0 + k0 et gQ, non

divisibles par II , étant définis par :

[5] Substitutions de période trois. — Pour que ƒ admette des substitutions de
période trois, il faut et il suffît qu'elle soit équivalente à une forme /0 de l'un des
types

/ o = aoa?t+affo(y
t + y2 + z*),

fo= aox% + *9ly% Jcyzjcz* — xy — xz),

/ » = a»x%+*9*(f + ÏZ +z* — *xy—2XZ) >
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qui sont respectivement inaltérées par les substitutions

S,=(^-y-z,y),

S 3 '= (x, x — y — z, y),

S;' = (a?, ix —y — z, y).

Le déterminant de la première est 3a0g
2
0; il ne peut être égal à II que si II = 3,

et alors il faut ao=i, go = —i (et non aQ=i, go=i, ni ao = — i , go = z), en
vertu de la loi d'inertie des formes quadratiques. Mais pour le déterminant 3 il n'y a
qu'une classe de formes cp, la principale; la forme ƒ n'est pas du genre principal et

) qui en fait partie,
i, o , o /

II 4- 2 =
Le déterminant de la seconde est 3a0g

2
0 — ig\y il faut donc gQ = z, ao=—-—-,

Ó

£ étant + i ou — i, suivant que II — i ou II + i est divisible par 3. La forme f0 est

alors :

2 £ ,

Elle a pour adjointe :

/
3,

F . = ' 3

I ,

Elle représente le nombre impair 3, premier à I I . Pour que ƒ et fQ soient équi-
valentes, la condition nécessaire et suffisante est donc :

JT i Q .

Le déterminant de la troisième est 3aogr* — 8g3
0; ilfautdonc go—e, ao=—-—-,

o
•s étant déterminé de la même façon que ci-dessus. On a :

4-8£
2£, 2£

2£n + 4 2£n + ̂
3 ? 3

2 , 2
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La condition nécessaire et suffisante pour que ƒ et f0 soient équivalentes est encore

En résumé :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une forme x% — o(y, z)

— où © proprement primitive — de déterminant premier II admette des substitutions

elliptiques de période trois, est que II soit différent de 3 et que l'on ait f ——i j = f — J :

elle admet alors des substitutions de même classe que {x, x—y — z, y) et (x, 2X—y — z, y),
mais n'en admet pas de la classe (x, — y — z, y).

[6] Substitutions de période quatre. — La condition nécessaire et suffisante pour
que ƒ admette des substitutions de période quatre est qu'elle soit équivalente à une
forme f0 de l'un des types

f0 = aox* — 2ho(f + zt — xy — xz),

respectivement inaltérées par les substitutions

La première a pour déterminant ajfo, il fout donc ao = II , bo = — i ; la forme

correspondante

ƒ. = l i a » - ( / + *')

a pour adjointe

Elle représente i ; pour que ƒ et f0 soient équivalentes, il faut donc et il suffit que
Ton ait

Quant à la seconde forme, elle a pour déterminant 4^o(ao + ô)» ^ n e P e u t être
égal à II . Donc :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une forme x% — cp(y, z)

— où cp proprement primitive — et de déterminant premier U admette des substitutions

de période quatre, est que l'on ait ( — î j = i ; ces substitutions sont de la classe de
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[7] Substitutions de période six. — Pour que ƒ admette des substitutions de pé-
riode six, c'est-à-dire de la classe de

elle doit être équivalente à une forme

Mais on a vu, à propos des substitutions de période trois, que c'était impossible.

Donc :

THÉORÈME. — Une forme x* — <p, — ou <p proprement primitive — et de détermi-

nant premier, n'admet pas de substitutions elliptiques de période six.

Points fixes de substitutions elliptiques.

[8] D'une façon générale, une substitution étant donnée par le tableau de

coefficients

», vt i v

» t V, M, ,

u3 v, w3;

on obtient immédiatement les coordonnées de son point fixe relatif au multipli-

cateur p = i en résolvant les équations compatibles :

{Ui—l)X +VJ + WJ — O,

»8a? + î>j + (wa—i)* = o.

Gomme on a le moyen de déterminer les coefficients u, v, w de toute substitution
elliptique, on peut donc considérer le problème de la détermination de leurs points
fixes comme résolu. Mais pour la détermination du domaine fondamental, il y
aurait évidemment intérêt à obtenir plus directement les coordonnées de ces points
fixes, et c'est ce que nous allons essayer de faire.

[9] Substitutions de période deux. — Soit G le point fixe, intérieur à la conique

La substitution laisse fixe point par point la polaire A de G et conserve la conique.
C'est, au point de vue pseudo-géométrique, une rotation de centre C et d'angle r,
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c'est-à-dire, en géométrie ordinaire, une homologie involutive de pôle G et d'axe A.

Nous allons déterminer les coefficients de cette transformation homographique en

fonction des coordonnées a, p, y du point fixe G. x, y, z et x\ y\ z' étant les coor-

données d'un point quelconque M et de son transformé M', 'kx + Vx', Xy + Xy,

'LZ -j- XV et \x — l'x', ly — l'y', Xz— XV seront celles de deux points divisant

harmoniquement MM'. Écrivons que l'un est le point G et que l'autre est sur la

polaire de G. On a :

lx + Vx' = y., ly -f Xy = p, lz + XV = y,

D'où
1 lxrfr

a P'

Vx' + P'a; __ Pyf + F'y _ Pz' + P'z

a p T

La résolution de ces équations donne aisément :

px'= [>ƒ'« — ƒ(* , p, T)]

ft/V.

Ges relations suffisent au point de vue géométrique; mais il faut, de plus, que la

substitution soit unimodulaire et entière. La première condition entraîne, d'après un

calcul simple,

p=/(*.p.ï)-

Pour la seconde, il faut évidemment a, p, y rationnels; mais on peut les sup-
poser entiers et premiers entre eux, car les expressions de x', y', z' sont homogènes

de degré zéro en a, £, y. Dès lors, il y a des entiers a0, p0, y0, tels que l'on ait

et pour que les coefficients de la substitution, à savoir

«A »A

(S)

-1 +
ƒ '

PA
ƒ '

YA

ƒ '

P/»

"A

f '

fA
/ '

"f-,
ri ^ •

ƒ• ' T
f1 f fr

soient entiers, il est donc nécessaire et suffisant que ~-, -~~r, —4- le soient.
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Or, pour que les congruences homogènes et linéaires

(C) ƒ . = ƒ ' , = ƒ ' , = <) (mod/)

soient résolubles, a, p, y premiers entre eux, il faut que leur déterminant soit divi-

sible par le module; ce déterminant est huit fois le déterminant D de la forme;

mais, comme 2 se trouve en facteur dans les premiers membres de chacune des con-

gruences, il faut même que 2D soit divisible par / .

Symétries. — Le calcul précédent donne en même temps les symétries, car la

seule différence est que le point G est alors exterieur à la conique.

En résumé :

THÉORÈME. — Les coordonnées a, (3, y des points fixes de substitutions de période

deux — rotations ou symétries — sont celles des solutions entières des équations.

ƒ(*. P. Y) = «

(n diviseur, positif ou négatif, de 2D) qui vérifient les congruences (G).

REMARQUE. — Nous avons ainsi retrouvé par une autre méthode les formules

données par Hermite au Journal de Crelle (tome LXXYHI).

[10] Substitutions de période trois, etc. — Un raisonnement analogue à celui que

nous venons de faire pour les substitutions de période deux s'applique à celles de

période trois, quatre ou six. Par exemple, pour la

période trois, on procéderait de la manière sui-

vante pour exprimer que le point G est point fixe :

M et M' étant un point quelconque et son trans-

formé, on écrirait que l'angle MCM' est, en géomé-

trie hyperbolique, égal à —-, puis que la longueur,

non enclidienne, des segments CM et CM' est la
même : cette dernière condition exprime simple-
ment que MM' va passer par le point de concours

des cordes AA', BB'. Mais je ne m'attarderai pas à ce calcul, pas plus qu'à ceux
qu'on pourrait faire dans le même but en exprimant les coordonnées des points
fixes à l'aide des équations

(u4 — i)x + i\y + wtz = o

et les analogues, les u, v, w étant donnés par les formules d'Hermite.
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[11] REMARQUE. — Je ferai seulement une deuxième remarque au sujet des subs-
titutions elliptiques. Si l'on désigne par

l'équation que doivent vérifier les coordonnées d'un point fixe relatif à la période i,

toutes les solutions occeptables de cette équation se déduiront, à l'aide des formules
d'Hermite, d'un nombre limité de solutions fondamentales, nombre égal à celui des
substitutions canoniques de période i.

Réduction des symétries.

[12] Les substitutions semblables gauches peuvent être réduites par la méthode
employée par Poincaré pour les substitutions droites. Deux substitutions, S et S',
seront dites de même classe, si l'une est la transformée de l'autre par une substi-
tution T :

D'après cela, S et S' sont de même espèce, que T soit droite ou gauche : le déter-
minant de Sf est en effet le même que celui de S, vu la relation ci-dessus. Les subs-
titutions gauches sont celles dont le déterminant est égal à —i. Il en résulte que le
déterminant de la substitution associée (*)

ïC + 8

est égal à —i. L'équation aux multiplicateurs a toujours une de ses racines égale

à —i. En exprimant qu'il y a une racine double égale à i, on obtient la condition

qui caractérise une symétrie pseudo-géométrique, c'est-à-dire une homographie

involutive laissant fixe individuellement tous les points d'une droite qui rencontre

la conique; cette condition est :

a -h 8 = o.

Elle revient à dire que l'invariant de la substitution doit être égal à + i .

Ceci posé, S étant une symétrie, il existe trois entiers u,v,w, premiers entre

eux, tels que la fonction linéaire

ux + vy + wz

(J) CL pour les notations : POINCARÉ, Les fonctions fuchsiennes et Varithmétique.
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est reproduite, changée de signe, par la substitution S; d'où l'existence d'une subs-

titution uni modulaire

T==

u v w

u' v' wf

iïr if w"

telle que la transformée de S par T * soit de la forme

— I

1

u.

o
a

c

o
b

d

substitution dans laquelle, par ce qui précède, ad— bc = i et a + d = 2 .
Une réduction ultérieure conduit au type

— 1 o o

1 I O

u. v 1

U suffît d'employer pour la transformation une substitution convenable du
type (x, py + cz, TJ + dz). Car, d'abord, une telle transformation conserve le type
précédent, puis la forme

^(y, z) = cy2 4- {d — a)yz — 6za

étant inaltérée par la substitution (ay + bz, cy -f dz)\ il est naturel de considérer S'
comme réduite, si ^ l'est. Or, le discriminant de ^

(d — ay + kbc = (d + a)" — k{ad — bc)

est nul, d'après ce qui précède; ^ est un carré parfait, on dira qu'elle est réduite
quand elle s'écrira cy1, c'est-à-dire quand on aura :

6 = 0, d~ a = 1.

On a donc le type S' (en écrivant \ au lieu de c).

Mais nous allons voir qu'une réduction plus grande est encore possible.

Déterminons en effet les formes inaltérées par S'. L'identification des coefficients

d'une telle forme /*== ( ' , ' , ) à ceux de sa transformée, montre que v doit être
\g,h,kj

nulÇ1) et que X et ^ doivent vérifier les relations

(1) Donc <& identiquement nulle.
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ou que
— gh)

c'est-à-dire, avec les notations habituelles, il faut que les coefficients 2H et 2K de
l'adjointe soient divisibles par A. De plus, pour avoir une véritable symétrie, il faut
que l'axe, x = o, coupe la conique en des points réels, c'est-à-dire que l'on ait :

A = bc — g* < o.

On pourrait donc énoncer le :

THÉORÈME. — Pour qu'une forme quadratique ternaire indéfinie, non annulable,

admette des symétries, il faut et il suffit quelle soit équivalente à une forme ƒ = (

ayant pour adjointe une forme F = ( ' ' ' ) dans laquelle A soit négatif et divise
\G, H, K/

Mais on peut préciser, encore, en observant que deux substitutions S' que nous
désignerons en abrégé par (X, ̂ ) et (V, JJ/) sont de même classe, dès que

(),,!,.)= (XV) (moda).

Elles peuvent alors, en effet, se transformer l'une en l'autre par une substitution
du type

i o o

u i o

V O I

il suffit de prendre :

— X
v=-

Les classes de symétries sont ainsi réduites aux types (o, o), (1,0), (0,1), (T, I ) .
Mais ces quatre peuvent eux-mêmes se réduire au premier et au dernier type, car le
second et le troisième se déduisent l'un de l'autre par la permutation de y et z, et le
dernier est transformé du second par la substitution

1 0 0

0 1 0
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CONCLUSION. — II y a seulement deux classes de symétries; elles peuvent être

représentées par les types :

o

- l O O

O I O

O O I

S' =

— I O O

I I O

I O I

La première est signalée dans le Mémoire de Poincaré; c'est, au signe près, la

substitution S4 : les formes qu'elle laisse invariables sont celles du type

(0 ax* + by* + zgyz + cz*;

si bc— y2 est positif. So et SA sont elliptiques; si bc— g* est négatif, ce sont des

symétries.
Les formes inaltérées par la seconde (!) sont celles du type

ax* + (ik — g)y* + (2/* — g)z* ihzx + ikxy

et cette substitution So' est une substitution elliptique ou une symétrie suivant que
(zh — g)(2k — g) — g* est positif ou négatif.

Donc, en résumé :

THÉORÈME. — Pour qu'une forme quadratique ternaire indéfinie, non annulable*

admette des symétries dans son groupe reproductif, il faut et il suffit qu'elle soit équi-

valente à lune des formes (1) ou (2), dans lesquelles la forme binaire en y, z soit

indéfinie.

[13] Un nombre limité d'essais suffira donc pour montrer si le groupe d'une
forme renferme des symétries. On procédera d'une manière tout à fait analogue à
celle de Poincaré pour S4 et S4'; toute la différence consiste en ce que les formes
binaires à considérer sont ici indéfinies au lieu d'être définies.

Une forme (1) ou (2) une fois obtenue, il suffira, pour reconnaître si elle est ou
non équivalente à la forme donnée, d'appliquer les tliéorèmes d'Arnold Meyer.

J'ai fait cette recherche pour les formes x*— <p(y, z) de discriminant impair infé-
rieur à 100, en utilisant le tableau des classes de formes binaires établi par Cayley
{Journal de Crelle, t. LX), et le résultat est que pour tous ces discriminants il y a des
symétries (2).

(*) SQ est, au signe près, la Ŝ  de Poincaré. Cette identité de So, S<J avec S4, Ŝ  pouvait
être conclue, a priori, des formules d'Hermite pour les substitutions de période deux.

(2) J'ai depuis démontré que le fait est général pour tous les discriminants impairs. La
démonstration figurera dans un travail ultérieur.
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La remarque suivante fournit d'ailleurs la réponse plus rapidement dans un

grand nombre de cas. D'après le paragraphe 9, il suffit, pour l'existence des symé-

tries, que Tune des équations

ait des solutions entières, car alors les congruences' G sont vérifiées. Dans le cas
actuel, il suffit donc que cp(y, z) puisse représenter des nombres x* + 1 ou x% 4- 2 et
même, plus généralement, que ces nombres puissent être représentés par une forme
quelconque du môme genre que cp. Or, pour les petits discriminants, il est très fré-
quent qu'un genre repiésente 2, 3, 5 ou 6, qui sont précisément des nombres du
type précédent.

M. Selling a indiqué dans son Mémoire un grand nombre de cas d'existence des
symétries, mais il n'a pas prouvé que son énumération fût complète. 11 serait aisé
de montrer qu'elles se ramènent toutes à So et S^.



DEUXIEME PARTIE.

Principes de la méthode de réduction continuelle d'Hermite Selling.
Exemples numériques.

[14] Soit f(x, y, z) une forme quadratique ternaire indéfinie réductible au

type X2 — Y2 — Z2. Considérons x, y, z comme coordonnées trilinéaires d'un point

du plan et supposons le triangle de référence choisi de telle sorte que l'équation

(i) f(x,y,z) = o,

soit celle d'une ellipse, ƒ sera positif à l'intérieur de la conique et les coordonnées

oc, p, y d'un point quelconque intérieur pourront être assujetties à la condition

Désignons par ƒ (xt y, z) la forme

(3) J = \ (*ƒ. + yf\ + zf\r -f(x, y, z).

L'équation ƒ — o est celle d'une conique bitangente à ƒ = o, la corde des points

de contact est la droite

polaire P du point a, [3, Y P a r rapport à / = = o . Ce point étant supposé intérieur

à l'ellipse sera donc intérieur à ƒ = o, pour que l'intersection de P soit imaginaire

aussi bien avec l'une qu'avec l'autre. Mais ƒ (a, (3, Y ) = Î ; f positif pour un point

intérieur, et aussi pour les points extérieurs à l'ellipse ƒ = o, est donc nécessaire-

ment une ellipse imaginaire, ƒ est donc une forme définie positive pour tout point

a, é8, Y intérieur à Vellipse / = o .

Ceci posé, supposons qu'on ait fixé certaines conditions d'inégalités à vérifier par

les coefficients des formes positives pour qu'elles soient réduites : on dira, avec Her-

mite, que la. forme indéfinie f est réduite, s'il existe dans l'ellipse un point a, p, Y pour

lequel la forme définie ƒ (ce, y, z; a, p, Y) est réduite.



QUESTIONS DIVERSES CONCERNANT CERTAINES FORMES, ETC. 21

[15] Rappelons les conditions trouvées par Selling pour la réduction des formes
positives :

Considérons trois vecteurs OA,
OB, OC de même origine et dont
les longueurs et les angles mutuels
sont définis par les relations

ÖB.ÖC. cos (ÖB, 15G) = g,

ÖC .OÂ. cos (ÖC, OÂ) = h,

ÖA.ÖB. cos (ÖA, ÖB) = 5.

ÖB2 = b,

ÖC2 = c,

Ces relations sont résolubles, car a, b, c sont positifs, et les formes (6,^,F),

(c, h, a), (a, k% b) étant définies, car autrement ƒ serait indéfinie, il en résulte que

K/bc Kl ca \ °<b

sont compris entre — i et + , i .

f(x,y,z) est égal au carré du vecteur x.ÔX + J.ÖB + z.QC. Si l'on donne
a x, y, z toutes les valeurs entières possibles, les extrémités de tous ces vecteurs
sont les sommets d'un réseau de parallélépipèdes de côtés équipollents à OA., OB, OC.
Faire une substitution entière unimodulaire sur les variables, c'est remplacer le
trièdre O ABC par un autre OA'B'C' ayant pour points A', B', C' des points du réseau.
Le volume des parallélépipèdes correspondants est le même.

Considérons maintenant, avec Selling, le vecteur OD qui fait équilibre aux vec-
teurs OA, OB, OC. On a quatre trièdres et chacun d'eux représente une forme,
abstraction faite de l'ordre des arêtes ; six formes, si on en tient compte. Dans leurs
coefficients s'introduisent seulement quatre éléments nouveaux, la longueur OD et
les angles de OD avec OA, OB, OC. On pose :

Ö D 2 = ar,

ÖA.ÖD. cos(üA, Ö D ) = 7 ,

ÖB.ÖD. cos (ÖB, Öü) =m,

ÖÜ.ÖD. cos (ÖÜ, OD) = H.
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D*où, en projetant sur OA, OB, OC, OD successivement,

"a + T + T + T= o,
k -{- b -\- g -\- m= o,

(0 - - - _

I + în-f "Ü+ 5"= o.

De là ou de la figure, on conclut : 3 = J ( i , i, i ) .

[16] Conditions de réduction. — Ceci posé, on dit, avec Selling, que le système de

vecteurs en équilibre OA, OB, OC, OD est RÉDUIT, quand aucun de leurs six angles

mutuels n'est aigu : les formes correspondantes sont dites réduites dans les mêmes
conditions, qui reviennent à

Le théorème fondamental de Selling par lequel le choix de ces conditions se jus-

tifie est le suivant :

THÉORÈME. — Dans le reseau parallêlépipédique, il existe toujours un système réduit

et un seul d'origine O.

Je renvoie, pour la démonstration, à la Thèse de M. Charve. Les principes en sont

les suivants : tant que l'un des coefficients (g, ..., /, ...) est positif, on peut, par une

substitution convenable, diminuer la somme a + b -f c -f- d, qui doit cependant

rester positive; ensuite, si un système est réduit, toute substitution autre qu'une

permutation des vingt-quatre formes associées augmente la somme précédente.

On utilise avec avantage dans cette démonstration et dans beaucoup de calculs de
substitutions une façon d'écrire la forme symétrique par rapport aux quatre vec-
teurs. D'abord, elle s'écrit évidemment :

(3) ƒ = — g (y — z)* — h (z — xf — k (x — yf — lx% — my* — nz\

et pour avoir la symétrie il suffit d'introduire quatre nouvelles variables X, Y, Z, T,
en posant

/y» "Y np A , . \ r rP T 7 T1

«A/ —— Jx. —— JL p Y " JL "~~ A , 'C — iu •—— X ,

d'où:

(4) F(X, Y, Z, T) = - g (Y - Z ) 2 - h(Z - X)2

: _ Y)2 — 7(X — T)2 — m(Y — T)a — ïï(Z — T)8.
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Si une substitution
» - 11 rp I 11 f\r I 11 <*r

change ƒ en/ 4 , elle changera F en F4 si Ton pose encore x = \ — T, ..., #4 =
et s'écrira

4— T4

(6)

x=u1xl

Z = w

II4, y4, t̂ 4 vérifiant les relations

(7)

= o ,

O4 4- ̂  + ŵ 3 4- w;4 = o .

Comme F ne contient T que par les différences X — T, Y — ï , Z — T, on pour-
rait remplacer la dernière ligne par

en diminuant de /4, etc., tous les coefficients de la même colonne; mais cette modi-

fication a peu d'intérêt : il suffit de s'en tenir à la seconde forme de substitution,

dans laquelle on pourra même sous-entendre la dernière ligne (T = o).

Une application est relative aux substitutions qui résultent pour les variables des

permutations des quatre vecteurs. La substitution identique étant, en effet, repré-

sentée par

ï o o —ï

o ï q —ï

o o ï —ï

elles répondent simplement à toutes les permutations des quatre colonnes de ce

tableau (combinées si l'on veut avec un changement de signe pour conserver le signe
du déterminant). J'ai réuni dans le tableau I la liste de ces substitutions en y
joignant les permutations correspondantes des coefficients de la forme. Gomme ces
substitutions reviennent souvent pour la transformation de substitutions relatives à
un ordre donné de coefficients, il est avantageux de ne pas avoir à chercher.
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[17] On a, dans la réduction continuelle, à réduire des formes positives dont les

coefficients sont fonctions de variables continues (les coordonnées oc, (3, v du point

intérieur à l'ellipse). 11 est donc nécessaire de déterminer les substitutions à employer

pour réduire de nouveau une forme lorsque, par suite de la variation des paramè-

tres, une ou plusieurs des conditions de réduction cessent d'être remplies. J'ai indi-

qué d'après Selling, dans les tableaux IV et V, les substitutions à employer dans les

différents cas ou, du moins, les types dont se déduisent tous les autres. J'omets les

démonstrations et je me borne à donner, comme exemple, la vérification relative à la

substitution à employer pour réduire de nouveau la forme lorsque (/ s'annule et

devient positif; c'est (a?, x— z, y) et on déduit aisément de (4) les nouvelles valeurs

de g, h, etc. :

— g, râ + #, 11 + g, ~l—~g, fï+'g, W + fiT;

elles sont toutes négatives si "g est positif et suffisamment petit.
Je rappelle aussi le résultat élégant auquel M. Gharve est parvenu par l'analyse

des substitutions : deux substitutions seulement (z, x, y) et (x, x — z, y) sont néces-

saires et suffisantes pour la réduction de toute forme ternaire.

[18] Passons maintenant à la réduction continuelle et reprenons les notations

du n° il\. Soit a, p, y un point M, dont les coordonnées vérifient (2). Si la forme

associée ƒ n'est pas déjà réduite, il existera une substitution ï qui la réduira, e t / T

sera aussi réduite. Lorsque le point M varie, il faut, pour que la forme ƒ T reste

réduite, qu'il ne sorte pas d'un certain champ défini par les inégalités de la réduc-

tion, ƒ étant, pour plus de simplicité, déjà réduite, ou T la substitution identique,

ces inégalités sont les suivantes :

2 2 2

En égalant à zéro les premiers membres rendus homogènes au moyen de
ƒ (oc, p, y) = 1, on a les équations de six coniques et le champ de réduction est limité
par des arcs de ces coniques. Selling démontre qu'aucun champ ne peut être limité
par une seule conique. Il distingue les points d'intersection en deux classes, suivant
que les coefficients qui s'annulent sont ou non ceux de deux différences portant sur
les quatre variables (dans la forme 4 du numéro précédent) et il appelle les premiers
points de fissure, les seconds points de croisement.
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Les frontières aboutissant à l'un des premiers cessent de l'être au delà; celles qui
aboutissent à l'un des seconds continuent au delà.

Soit, par exemple, le point I à l'intersection de

h = o, m = o, ƒ étant supposée réduite dans le voisi-

nage de 1 à l'intérieur de l'angle A1B. La substitution

(—y + z, — x+z, —x)

produit sur les coefficients g, ..., 7, ... la substitution

7-4- S, m—h, h-\-k, n -f h, —Ti, g -\-H

et la nouvelle forme est réduite(•) dans l'angle — tra-

versé par BI prolongé — formé par AI avec IC(m — ~h = 6) — dont le prolongement

traverse AIB : les frontières AI, BI, CI s'arrêtent au point I.

Soit, d'autre part, le point I à l'intersection de

I = o, /r = o, ƒ réduite au voisinage de I à l'intérieur

de AIB. La substitution

{x, y — z,y)

produit sur les coefficients g, ..., /, ... la substitution

S f ï , —S, H + H, T+k, n — H,

et la nouvelle forme est réduite — au voisinage de I —

dans l'angle BIC ayant pour côtés IB et \C(h ~{-k = o), ce dernier ne traversant

pas AÏB. La même substitution faite une fois de plus donne

h, ), g-h,

c'est-à-dire une forme réduite dans l'angle C.ID, ID est le prolongement de kl.

D'ailleurs, en effectuant encore une fois la substitution, on aurait

g, — h , — S , l-\-2\h m-\-2k, n-\-2h

réduite dans DIE opposé par le sommet à AIB, ce qu'on aurait obtenu de suite en

appliquant à ƒ la substitution (x, —y, —z) = {x, y — z, y)3.

Le cube de la substitution relative à un point de fissure et la sixième puissance
de celle d'un point de croisement sont la substitution identique.

Lorsque plus de deux coefficients s'annulent en un point, ou plus d'un le long

Au voisinage de I.
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d'une ligne, les substitutions ne sont plus les mêmes; on les obtient aisément par

un passage à la limite comme Selling ou par les raisonnements de M. Charve,

auquel nous renvoyons.

J'ai réuni dans les tableaux 11 et III toutes les substitutions relatives aux points

de croisement et de fissure ordinaires ; les autres se trouvent dans V ou s'en

déduisent.

[19] Le résultai le plus important de l'analyse de Selling pour la réduction con-

tinuelle est que les coordonnées des points de croisement sont assujetties à certaines

inégalités d'où résulte, si les coefficients sont entiers, Vexistence d'un nombre LIMITÉ

de réduites équivalentes, résultat démontré pour la première fois par Hermite avec

des conditions de réduction toutes différentes.

Calculons en effet les coefficients a, b, c, g d'une forme J' en un point de

croisement h = 7ë= o. On a, en posant pour abréger

a = 2/)2 — a, b = 2g2 — b, c = ir% — c ;

"g = 2qr — g, o = 2rp — h, o = ipq — k\

et la relation ƒ (a, p, y ) = I devient, par une transformation connue, F et A dési-

gnant l'adjointe et le discriminant de ƒ :

F(p,q, r) = A.

On en tire, par une élimination facile (*), les valeurs ci-après, où A est le coefficient

bc — g% de l'adjointe :

l~a~\ - k% , - h% hk
( 1 ) a—\l—» b = = ~ b> c=z z— c ' 9 = z — 9-

V A a -f a a -f- a a -\- a

Pour que ces valeurs soient réelles, ainsi que p, qy r et, par suite, a, p, y, il faut

et il suffit, A étant positif, que l'on ait

(2) o < a\ <; A.

La forme f _ ' ] étant réduite, il en est de même de (b, a, c) et récipro-
\9> o, o) • \ J s v

quement(2) .

(1) En utilisant, si l'on veut, le fait que, ƒ -j- ƒ étant un carré, tous les mineurs de son dis-
criminant sont nuls.

(2) Pour les formes binaires positives, les conditions de réduction de Seliing sont :
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Si l'on fait une substitution

P* h h
Ti Y* Ta

les coefficients ai et A4 de la nouvelle forme et de son adjointe sont :

(Â4, {JL4, V4 désignant les mineurs relatifs à a4, P4, y4).
Chaque fois que les inégalités

(3) o < / ( v , e i , y , ) F ( X 1 , Î V v 1 ) < A

seront vérifiées, la substitution donnera un nouveau point de croisement hl — ki = o

et un seul.

Ceci posé, a et A sont limités par les inégalités (2) et b, g, c, h, k le sont ensuite

h, g, c). Comme il

y a toujours un point de croisement au moins par champ, sauf dans certains

champs exceptionnels n'ayant que des points de fissure, mais qui se trouvent alors,

en nombre limité, entourés par des champs ordinaires, on voit que la limitation

précédente entraîne celle du nombre des formes réduites de discriminant et, a for-

tiori, de classe donnés.

|20] Après avoir énuméré en détail les divers procédés de calcul à employer
dans la méthode de réduction continuelle, je rappellerai sommairement, d'après
M. Picard (Sur les formes quadratiques binaires indéfinies à indéterminées conju-

guées : Annales de l'Ecole normale, 188Z1), le mécanisme de celte réduction. Supposons,
pour plus de simplicité, la forme ƒ (et, par suite, un système de vingt-quatre formes
associées) réduite; lorsque le point M (voir n° 18) franchit une frontière du champ
de réduction, il faut faire sur / , pour la réduire de nouveau, une certaine substitu-
tion à laquelle correspond un nouveau champ adjacent au premier. Parmi tous les
champs adjacents, conservons seulement ceux dont les systèmes associés diffèrent du
système initial. Puis, opérons de même pour chacun de ces champs nouveaux, en
conservant ceux des champs adjacents qui répondent à des systèmes associés autres
que tous les précédents et ainsi de suite. Cette série d'opérations a une fin, puisque
le nombre des réduites est limité. Soit Po le polygone total, d'un seul tenant, formé
par l'ensemble des champs conservés.

En franchissant un des côtés ab de Po, on entre dans un champ p associé à un
système déjà obtenu, ayant par suite déjà un champ de réduction p0 dans Po. So et S
étant les substitutions correspondantes, / S o = / S ; S"1 S est une substitution sem-
blable de /So ; elle change pQ en p, donc un côté aobo de p0 en le côté ab de p;
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aobo appartiendra en général au contour de Po, car au champ p' adjacent à p le long

de ab, et par suite intérieur à Po, répond par la substitution inverse un champ p'

adjacent à p0 le long de aobo : p
r
0 dp', correspondant à un même système réduit, ne

peuvent être tous deux intérieurs à Po, par définition même de ce dernier, à moins

de coïncider; p'o est donc, en général, extérieur, et aobQ côté de Po. Dans le cas d'ex-

ception, S~1SÜ change p' en lui-même. En résumé, chaque côté ab de Po donne une

substitution semblable S0S^! d e / ; cette substitution change Po en un polygone P

qui ne peut avoir en commun avec lui qu'un ou plusieurs champs de leur périphé-

rie. On peut continuer ainsi indéfiniment, les polygones obtenus se rapprochent

indéfiniment du contour de l'ellipse. Dans chaque cas particulier on trouvera ainsi,

après des calculs plus ou moins longs, un certain nombre minimum de substitutions

semblables, dont toutes les autres seront des produits : ce seront les substitutions

génératrices du groupe reproductif.

La substitution semblable qui, dans le cas exceptionnel rencontré, change en lui-

même le champ p', après retournement, est une symétrie, au sens de la géométrie

hyperbolique; p' est traversé par un axe de symétrie.

11 serait maintenant aisé d'étudier les substitutions elliptiques en se basant sur

les réduites et d'arriver à la même classification que Poincaré, On partirait de la

remarque suivante : un point fixe de substitution elliptique, ne pouvant être intérieur

au polygone fondamental, ne peut être intérieur à un champ de réduction que si ce

dernier est traversé par un axe de symétrie (sur lequel se trouvera le point fixe). L»̂

nombre des cas à étudier se trouve ainsi limité.

[21] Tableau des vingt-quatre permutations de Selling. (Tableau I.)

Indices. Variables. Coefficients.

i, 2, 3, 4> oc, y, z, a, 6, a, d; g, h, k ; /, m, n.

1, 3, 2, 4» —oc, —z, —y, a, c, b, d; g, k, h; l, n, m.

2, i , 3, 4' —7» —oc, —Zy 6, a, c, d; h, g, k ; m, l, n.

2, 3, i , 4» J> z, xt c, a, b, d; k, g, h: n, /, m.

3, 2, i , 4» —z, —y, —xf c, b, a, d; k, h, g-, n, m, /.

3, i , 2, 4» zf x, y, 6, c, a, d\ h, k, g; m, n, L

4> 2, 3, i, x, x—y, ^̂ —z, d, b, c, a; g,nfm; /, k, h.

4> 3 , 2, i , —#, —x-\-z, —x-\-y, d, c, b, a; g,m,n\ l, h, k.

2, li, 3, i, —x-\-y, —x, —X'+zt d, a, c, b; h, n, l; m,k,g,

2, 3-, 4, i, x—y, X;—Z; x, d, a, b, c; k, m, l; n, h, g,

3, 2, 4, i , —x-\-z, —oc-\-y, —œ9 d, b, a, c; k, l, m; n, g, h.

3, 4» 2, i, oo-^rz, x, x—y, d, c, a, b; h, l, n; m,g,k.
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Indices.

î, 4, 3, 2,

î, 3, 4, 2,

4, î, 3, 2,

4, 3, î , 2,

3, 4, î» 2,

3, î, 4, 2,

1, 2, 4, 3,

î, 4, 2, 3,

2, î , 4, 3,

2, 4, î, 3,

4, 2, î , 3,

4, î , 2, 3,

Variables.

> y—z,
x—y, —y+z, —y,

—y, x—y, —y+z,

y, y—z, —x+y,

—y+z, —yt x—y,

y—z, — x+y. y,

—x+z, —y+z, z,

x—z, —z, y—z,

y—z, x—z, —z,

—y-\-z, z, —x+z,

z, y z, x z,

z, —x+z, —y+z,

Coefficients.

a, d, c, 6; n, h, l\ k,mrg.

a, d, b, c; m, k, l; h, n, g.

b, d, c, a; n, g, m; k, l, h.

c, d, b, a; m, g, n; h, t, k.

c, d, a, b-, l, h, n; g, m, k.

b, d, a, c, l, k, m; g, rt, h.

a, b, d, c; m, l, k; h, g, n.
a,c,d,b; n, l, h; k,g,m,

b, a, d, c; /, m, k ; g, h, n.

c, a, d, b: l, n, h; g,k,m.

c, 6, d, a\ m, n, g; h, k, L

b, c, d, a; n,m,g; k, h, L

[22] Substitutions qui permutent circulairement les réduites autour des points

de croisement. (Tableau II.)

Coefficients de la nouvelle forme
a, b, c, g, h, k.

a-\-b-\-2k, a, c, —A, g-\-h, —a—k.

b, a + b + ak, c, g-\-h, —g, —b—k.

a-\-c-\-ih, b, a, —k, —a—h, g+k.

c, b, a+c-j-2/i , g-\-k, —c—h, —g.

, 6, dr(1), — m, m + n, —b—g.

i, b, a+b-\-2k9 —b—k, l—g, g-\-k.

-\-ig, d, c, —n, —c—g, m+n.

a-\-b-\-kr a + c + 2/i, c, —c—k, g+h, l—g.

a, b+c + 2g, b, —b—g, —k, h+k.

a, c, b+c-\-2g, —c—g, h+k, —h.

a, a+c-j-2/i, d, l-\-n, —/, —a—h.

a, b+c + ig, a+b-f-zk, m—h, —a—k, h-\-k.

d, a-\-c-\-2h, c, —c—h, —n, l-\-n.

b + c + 2g, a-f-6 + 2/i\ c, g + h, —c—g, m—h.

a, d, a-\-b + 2k, l+m, —a—k, — L

a, a-\-c-\-ih, bJrC-\-2g, n—k, h-\-k, —a—h.

d, 6, a-\-b+2k, —b—k, l+m, —m.

Croisement
et

sens de rotation.

g^

gm+

km*

gm+

mm+

gm»

nm*

h*~

km*

h*~

lm+

h m*

km*

lm+

km*

h,

g>
lu

9'
m,

g>
n,

9>
k,

h,

l,

h,

n,

h,

L
k,

m,

Substitutions
correspondantes.

ce—y, ce, z,

y, —x+y, z,
x—z, y, ce,

z, y, —x+z,
z, —x+y+z, —x+z,
x—z, y—z, x,
y,—x+y,—x+y+z,
x—y, x, —y+z,
xi y z, y,
ce, z, —y+z,

x—y+z, z, —y+z,
x—z, y—z, y,

x—y, ce, x—y+z,

y, — x+y,-— x+z,
x+y—z, y—z, y,
x—y, z, —y+z,
x—z, ce4-y—z, x,

d == a + b + c + 2g + -ih + 2k.
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Croisement Substitutions

sens d é l a t i o n . correspondantes.

mm^k, z ,—x+y, —x+z,

lw+m, y, —x+y+z, z,

m m- l, x—y+z, x, z.

lw+n, z, y, —x+y+z,

n»^ly x+y—z, y, x,

m&-+n, x, z, x—y+z,

nm^ m, x, x+y—z, y,

Coefficients de la nouvelle forme
a, b, c, g, h, k.

b+c+igy b, a+c+2h, g+k, n—k, —b—g.

a, a+b + 2k, b + c + 2g, h—m, —b—g, —6—k.

a + b + 2k, a, a + c + 2h, —a—h, g—/, —a—k.

c, b+c + 2g, a+c + 2h, k—n, —c—A, —c—g.

a+c + 2h, a+b + 2k, a, —a—A\ —a—h, g—/.

a + c+2h, c, b + c + 2g, —c—g, k—n, —c—h.

a+b + 2k, b+c + 2g, b, —b—g, —b—k, h—m.

[23] Permutations circulaires des réduites autour des points de fissure.

(Tableau III.)

Nouveaux coefficients
n, b, c, g, h, k.

, d, a, —l, —a—k, l+m.

'<* 1—<J> 9 + h, —c—h.
, —m, —b—g.

, a, a + b + 2k, —a—k, m—h, h+k.

Sens
de rotation.

g++l,

l++g9

h&* m,

mm+h,

k»+n,
n m) lr
II <®> * r t .

Substitutions
x, y, z.

x—y—z, x—y, —y,

y—z, —z, — x+y,

—z, — x+y—z, y—z,

—y+z, —x+z, —x,
rp 1 -7 rp . rp V —L

—y, x—z, x—y,

c,

c + 2h, —c—/?, n + l, —n.
, a+c + 2h, 6, g + k, —b—g, n—k.

[24] Substitutions à employer pour réduire de nouveau une forme ƒ , lorsqu'on tra-

verse un côté du champ de réduction, sur lequel un seul des coefficients g, h, k,

7, m, n est nul. (Tableau IV.)

Nouveaux coefficients
a, 6, <?, g, h, k.

a + b + 2k, c, b, —g, —b—k, g + h.

c, b+c + 2g, a, h + k, —h, —c—g.

b, a, a+c + 2h, —a—h, g+k, —k.

x+z, d, a+b + 2k, a+c + 2h, g—/, l+n, l+m.

a + b+2k, d, b + c + 2g, m + n, h—m, m + l.

a+c+2h, b+c + 2g, d, n+m, n+l, k—n.

Côté
traversé.

g*
h,

S,
7,
m.

n,

Substitutions
x, y, z.

x} x—z, y,

z, y, — x+y,

—y+z, x, z,

—x+y+z, —x+y, —x

x—y> x—y+z, —y+z,

x—z, y—z, +x+y—z,
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[25] Substitutions à employer si plusieurs coefficients g, h, k, 7, m, n, s'annulent

suruncôté^). (Tableau V.)

i° g = T=o. Si g — 1 passe d'une valeur négative à une valeur positive, on

emploiera (x, x — z, y).

Si g — l passe d'une valeur positive à une négative, on emploiera

(x — y — z, x — yy —y).

a0 J=%= o. On emploiera (—z, —x, y).

3° g = h = k = o. Si h — k et g — k passent d'une valeur négative à une posi-
tive, on fera (y, x — z, —x). Comme il y a toujours deux différences de deux
quantités et d'une troisième positives, il suffira, si ce ne sont pas les précédentes, de
faire une permutation pour se ramener à ce cas.

[26] Champs bornés ou traversés par des axes de symétrie. (Tableau YI.)

i° g = h — o, ~g = n = o sur un côté (rectiligne à cause de g = h — o). La

substitution (—x, —y, z) (de la classe So) reproduit la forme et échange les champs

de réduction de part et d'autre de l'axe de symétrie (g = h = o).

2° a = b, g = h. La forme reste inaltérée par

{y z, x z, z}

et le champ de réduction est symétrique par rapport à x ~\~ y — z = o.

3° g = o, h = n. La forme reste inaltérée par

\ *E> y t & ~r z)

et le champ est limité par l'axe de symétrie x — iz = o.
Tous les autres cas se ramènent aux précédents par des permutations.

Condition pour qu'une forme ax*— ( 6 / -+- igyz + cz%) = ax* — <p(y, z) soit réduite.

[27] Pour appliquer la méthode de réduction continuelle, il y a avantage à par-
tir d'une forme déjà réduite. La condition que doit remplir pour être réduite une
forme du type f=ax* — cp(y, z) dont nous nous occupons est la suivante : il faut et

il suffit que la forme cp le soit. Démontrons-le pour une <p positive (a étant alors
positif pour que ƒ soit indéfinie).

(*) Ce cas étant moins fréquent que les autres, j'indique seulement un type de chaque subs-
titution, les autres s'en déduiront aisément par permutation.
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La forme ƒ définie associée est

a, p, y vérifiant l'équation
/(a, p, r ) = + i(i).

Les inégalités de réduction sont pour la forme/:

2

— a + aa(2aa — cp'p—<p'T)^o, + 6 4- # <p

+ c + 0 — - <p'T ( aaa — (p'p - - <p'T) > o .

(0

Pour la forme définie ©, ce sont(2) (—g, 6 + #, c +

Ces dernières sont nécessaires pour les inégalités ( i ) . En effet, a, ,8, y étant

partout au second degré, on peut supposer, par exemple, a positif. Les 2P, 3e et

4e inégalités (i) exigent alors

cp'p + <p'T

et, par suite» les r% 5e et 6e exigent

Elles sont suffisantes. Car pour vérifier alors le système (i), il suffit de prendre
et Y suffisamment petits et cp'p, ç/v^o.

Remarque. — Les conditions de Gauss pour une forme définie réduite sont

De deux formes réduites opposées, celle où g est négatif est donc a fortiori
réduite au sens de Selling.

Champ de réduction. — II est limité par les frontières h — o> 7e='o, T=o; les
deux premières sont des droites, la deuxième une ellipse*

h = o, g(i -h cy=zo;

k ;=. o, 6,8+^^=°?

T = o, 6,B* + 2^ T + cf~- aaa[(6 + g)[i + (g + c)T] + ^aa = o.

On trouve en effet, d'après les formules du n° 19, que les intersections de ces

trois frontières sont points de croisement, et il n'y en a pas d'autre, ni de points de

fissure.

(*) En posant (3 : a == Y, y • a — Z, f(i, Y, Z) = 0 représente une ellipse, à l'intérieur de
laquelle le point (a, p, y) reste contenu.

(2) Voir Selling, § 1.
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[28] Pour une forme cp indéfinie, le raisonnement précédent ne s'applique plus;

la seconde partie du théorème seule est vraie, d'après les conditions ci-après que j'ai

trouvées pour l'existence des divers points de croisement et de fissure^) :

Points de croisement.

(g, h) ou {g,k) bc<o.

(h, Je) bc ou b(b + c + 2*7) ou c(b + c + 2g) < o.

(<7> m) <7>° et soit 6>o, c<o , c-\-g<Co, a<ia",

Aa

soit 6>o, c<o , c + q>o, a<o, a < — ,
g*

6À
soit 6 < 6 + > + ^ <A2 < ' t

(y, n) conditions à déduire des précédentes par permutation.

{h,T) g>o, b+g>o, c+g<o, -(b+g)Vi

(~k, T) conditions analogues.

[h, n) es

[k, m) bs o.

g>0 I soit 6>o, c+g<o, a"<a<-(b+g)^i

(l m) et | soit 6<o, c + ^ o , — ,ç<a<o,

( 8 0 i t b<o, c+g<o, - (6+fff i + ^
L A J

(/, n) mêmes conditions après permutation.
/ x A 2

[m, n) 6-j-(/>o, c-{-g^>o, 6 + c<o, a<—^ et —.

Dans ces inégalités, a! et a" représentent les racines (a' <</ ) de

gfa» + A (6 + 2̂ )̂ c + A (6 + ^)2 = o.
Points de fissure.

\h,~m) bs <o.

\k,7i) cs<o.

\g, 7) Des conditions suffisantes se déduisent aisément, par exclusion,

des inégalités relatives aux points de croisement, ou encore
du procédé de Selling (IV, 6); les conditions nécessaires

paraissent, au contraire, difficiles à établir.

(J) On a posé
f=zax'i-\-by'2-\-2gyz-\-cz'i) a < o , g2 — bc — A^>o, s = b-\-c-\-2g, a = 26c + bg -j-'cg%

5
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La discussion de toutes ces inégalités montre que pour que la forme soit réduite,
il suffît que l'on ait

bc ou bs ou es négatif;

ce sont précisément (Selling, II) les conditions de réduction de la forme binaire

indéfinie cp(y, z); mais ces conditions ne sont pas nécessaires.

EXEMPLES NUMÉRIQUES.

[29] Réduction continuelle de la forme : ƒ, = z% — 2a?2 + 2xy — 3ya (A = 5).

ƒ est réduite, les conditions du n° 27 étant vérifiées. Les 10 coefficients du sys-
tème des 24 réduites associées sont(') :

—2 1 o +1

—3' o 2

—2

Vu h = o, k = l, ft est inaltérée par

(x — y, —y, —z)

et la limite ï = o du champ de réduction est axe de symétrie (n# 26).

Le champ a été déterminé (n9 27), il est limité par g = o, 7î = o, ïï = o, c'est-à-

dire, comme la forme associée est

par

/; = 2X* — ixy + 3f — z% + 2 [(2a — p)x + (— a + 3fJ)y — yz]*

2y (a — 3,6)^0,

C — P) ==£: O,

La dernière équation doit être rendue homogène à l'aide de la relation toujours
vérifiée par a, (3, y*

(^ En groupant, comme Sdling, dans le tableau

a k h l
b g m

c n
les coefficients de la

forme a b c
, , j et les nombres l, m, n, d liés à ces derniers par les équations (1) du no i5.
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Pour la représentation géométrique, nous prendrons pour coordonnées rectan-

gulaires

De sorte que le champ n° i (voir planche I) est limité par

(9)

00
(»)

X — 3 1

2 X - ^

2X2 — 2XY 3Y55 2X — 4 Y + 1 = 0 .

Les trois sommets sont des points de croisement.

Déterminons les réduites contiguës, en commençant par le point {g, h) :

X=^=Y = o. D'après le tableau II, nous employons hm-+g (et non pas g m-» h* car

nous savons qu'il n'y aura pas à dépasser h = o); c'est

(y, — x + y, z),

JSj> —œ+y, z) = z2 — 3x2 + kxy — 3ya = ƒ,.

Le tableau de coefficients du système associé est donc :

—3 2 o 1

—3 o 1

1 —1

V u a4 = b%, g^z=z /3 se reproduit par

(—y, —x,

et, par suite (na 26), le champ de réduction est symétrique; pour avoir l'axe de
symétrie, il n'y a qu'à prendre le transformé par la substitution qui change / 2 en fi

de l'axe relatif à la symétrie (y, x, z), c'est-à-dire x — y = o. Cet axe est donc :

(x — y) — x=z — y = o.

C'est une nouvelle droite à ne pas dépasser dans la réduction. L'intersection O

de ces deux droites ix — y = o, y = o, conjuguées par rapport à l'ellipse, est donc

un point fixe elliptique de période deux (et non quatre ou six). La symétrie relative

à y = o est d'ailleurs

(y, — x+y, z) (y, x, z) (x — y, x, z) — (x — y, —y, z).

Enfin les frontières du champ de /2 s'obtiennent sans nouveau calcul par le

numéro 27, si l'on tient compte en outre de ce que l'équation de la troisième fron-

tière passant par un point de croisement # = 0, hz^Oy est g + h = o.
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On aura donc ici les limites :

{g) X + 2Y =

(t) X — 3Y =

(n) 2X2 —2XY Y2—4X + 2 Y + 1 = 0 .

Passons au point de croisement [g, n) du premier champ. D'après le tableau II,

employons :

(y, — x+y, — x+y+z).

Nous obtenons les quatre nouvelles réduites / s , / 4 , /B, /6 que nous écrivons

ci-dessous, avec en regard les tableaux des dix coefficients des systèmes associés :

/3 = — 2X* — 2y2 4- z* 4- 2 yz — 2 za? 4- 2 a?y

/, = + sa;2 — 3y* + 2â — 2 xy

2zx

—2 4-1

—2

4-1 —1

— 1

4-2 4-i

—3

- 2 4-3

— 2

— [

4-1

4-1

—2

4-1

4-1

- 2

0

4-1

— i

— 1

4-1

4-2

0

— 1

4-2

4-1

0

—3

—1

4-2

4-1

—2

0

0

4-1

j

Le champ de réduction de / 3 aura un axe de symétrie pour une de ses frontières,
vu m3 = 0, g3 — k3. Cet axe est donné par

m, = o.

La forme associée fz=f^(y, —x-\-y, —x+y+z) étant

on a :
3 = — 2(oc 4- 2p — y) (20c — p — r
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Mais c'est le premier facteur, qui donne Taxe de symétrie,

X + 2 Y — 1 = 0 ;

car, pour un point de 2a— p—y = o, on a H3=-\-i, e t / 3 n'est pas réduite en ce

point.

On connaît en outre les frontières passant par les points de croisement aux extré-

mités du côté gs = o; ce sont respectivement mgi-\-nl-=o et ht-\- ni = of c'est-à-

dire les ellipses

na 2X2 — 2XY + 3Y2 — 4X + 2Y — 1 = o,

prolongement d'une des frontières du champ (2), et

7*3 2X2 — aXY -f-3Y2 + 2X — 6Y4- 1 = 0 .

On sait que, sur la première, c'est n3 qui s'annule; sur la seconde, c'est TiA,

comme on le voit d'après f3.

D'après le numéro 19, cherchons s'il y a sur ces frontières d'autres points de
croisement.

Sur n , = o , on a le point m3 = AI3 = O, car on a

et la forme (63, g3, ~cj est réduite, comme le montrent les valeurs des coefficients.(*)

c, =

qui vérifient bien

Sur ^3 = o, au contraire, il n'y a pas de point de croisement autre que ^ 3 = ^ 3 = o ;

formons en effet les produits

«3 (63C3 — 9l) ' a* (CA — O ' C3 (aA — ll) '

le premier est positif, mais supérieur au discriminant; le dernier est négatif; le

second remplit bien les conditions d'inégalité

(!) Pour les calculer, il suffit de permuter les indices 1 et l\, c'est-à-dire a et d, ou la pre-
mière et la dernière colonne du tableau, puis on applique les formules du numéro 19.
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Mais la forme (c3, rc3, Tij n'est pas réduite, comme le montrent

K i

— 2+V5

/

V

—2

— 2 +v/5
«,-r y

valeurs d'où résulte

- — a<o.
3 ' 3 /—

— 2 + \ / 5

Puisqu'il n'y a pas d'autre point de croisement sur Tî3==.of il y a nécessairement

le point de fissure A2 = ^?3 = o, c'est le point d'intersection avec X + 2Y— i — o .

Le champ est alors complètement délimité. Pour achever ce qui le concerne, il reste

à calculer la symétrie relative à l'axe

X + 2 Y — i = o .

En transformant la symétrie relative à # = o, /i = n, par une permutation (J'in-
dices, on trouve pour la symétrie de fz

(—x, —x + y — z, — z)9

d'où résulte celle de fi par

(y, — x + y, —x+y + z)(—x, —x+y—z, —z)(yf —x+y, —x-
f n v _ _ 7 rp I /y <y

~ — V « / " " ' ~ l t/ " '

Ayant développé en détail les calculs relatifs à ce champ, je serai bref pour les
autres.

Champ 4- — Forme associée :

Une seule frontière nouvelle :

kÂ = o, 6X2 + 4XY — \ 2 — 1 oX -f 3 = o,

coupant JA — o (point de croisement) et nÂ = o (point de fissure).

Champ 5. — Forme associée :
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Une seule frontière nouvelle :

Tn = o, 6X2 + 4XY — Y* — 8X — 6 Y + 3 = o,

coupant ns = o (croisement) et #5 = o (fissure).

Champ 6. — Forme associée :

Une seule frontière nouvelle, sur laquelle s'annulent les deux coefficients Z6 et me;
comme en outre l6 = ra6 = o, c'est un axe de symétrie :

2X — Y — i = o.

La symétrie correspondante pour f6 se déduit de celle indiquée au n° 26 pour

~g = 7i = o avec g = h = o; en permutant les troisième et quatrième variables, c'est

(x — 2Z, y — 22, —z) .

Gomme on a

la symétrie relative à f6 est

(—y, x — y, — x — y + z)(x —- az, y — az, —z)(—y, x — y> —x — y 4- z)~l

= (—3x + 27 + 2Z, y, — l\x + 27 + 3s).

Le champ est d'ailleurs symétrique par rapport à l'axe Y = o. Les deux droi-
tes Y = o et 2X — Y — 1 = 0 étant conjuguées, leur point d'intersection est point
fixe de substitution elliptique de période deux.

Après avoir déterminé tous les champs qui entourent les sommets (h, g) et (g, n)

du champ 1, il nous reste à déterminer ceux qui entourent le sommet (n, 7ï), ou du

moins, puisque déjà deux champs consécutifs 1 et 3 sont déterminés autour de ce

point, à déterminer le champ suivant, limité d'un côté à l'axe de symétrie 2X—Y=o,

qu'il est inutile de dépasser.

Employons la substitution h&-*n, c'est-à-dire

(x — y, x, x — y 4- z) ;

en l'appliquant une fois à fit on retomberait sur le système 3; en l'appliquant deux
fois, on obtient :

fi = /i(—7» oc — y,x—2y + z) = — 2X* + y*-\-z* — liyz + izx.
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Le tableau des dix coefficients du système est :

—2 0 i i

1 —2 i

i o

—2

La forme associée est :

Z = - ƒ, + 2 [(-a + 3g _ y)* _ (a + 2p - aY)y — yz]\

Par suite des égalités n7 = o, /7 = m7 et de a^ = d^ b1=zdn, k^ = niy h1=zmlt

une frontière AI7 = O du champ est axe de symétrie, c'est aX4-Y = o, et un autre

axe traverse le champ, c'est X + 2 Y — 1 = 0 . Leur intersection est le point de

fissure /t7 = nl ; les deux dernières limites symétriques des limites déjà connues

h7 = o, n/=o, par rapport à X + 2 Y—1 = 0, sont, d'après J\ :

m,=:o , 2X2 + 8X Y — 7 Y2 — 8X + 4 Y + 1 = o.

Les droites 2X — Y = o, X + 2Y — 1 = 0 ne sont pas conjuguées; leur point
d'intersection, point fixe de substitution elliptique, de période autre que deux par
conséquent, ne peut être, d'après la figure, que celui d'une substitution de période
trois.

Il ne reste plus de vide, à l'intérieur du quadrilatère formé par les axes de symé-
trie rencontrés, qu'un angle adjacent aux champs 4 et 5. En appliquant à/4 la subs-
titution

(a;, — y + z, x — y)

relative au point de fissure (AI, k), on a :

/ 8 = — 2a?2 4- 2 j 2 — z2 +

—2 o 1

o —3

- 1 1

1

La forme associée est :

T, = - ƒ , + 2 [ - ( a + 2,6 - Y)X - (2x - ,6 — 2v)y 4- (2a - p - y)z]\

Toutes les frontières du champ sont connues : en dehors de celles des champs 4

et 5, ce sont les axes de symétrie X4-2Y—i = o(7& = o) et 2X —Y—1 = 0

(&et<7 = o), dont l'existence apparaît d'ailleurs à l'examen du tableau des coeffi-

cients. Ces axes, étant conjugués, se coupent en un point fixe de substitution de

période deux.
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La réduction continuelle est ainsi terminée et on possède les substitutions géné-
ratrices du groupe reproductif; c'est le groupe formé par les quatre symétries :

— î î o

O I O

O O — I

axe Y = o; axe

î

o

0

2X

— I

— I

O

„ Y

0

0

—I

_ o ;

0 2 — I

S 3 = I I — I

1 2 — 2

axe X + 2 Y — i = o ;

c

2 o o
%J A A

o —î o

4 —2 —3

axe 2X — Y — î = o .

Sur la figure ont été ajoutés les premiers polygones obtenus par réflexion sur les
axes de symétrie.

Si Ton veut avoir le sous-groupe des substitutions droites seules, celui qui a pour
groupe isomorphe un groupe fnchsien (<x8 — p y = + î) , il faut prendre deux de
ces polygones congruents par symétrie pour avoir le domaine fondamental, par
exemple OABG et OEDG.

Les substitutions génératrices sont alors celles des points fixes elliptiques 0, G
formant chacun un cycle : A, qui forme cycle avec E, et B formant cycle avec D.
Ges substitutions sont le produit des symétries relatives aux axes qui se coupent au
point fixe. Ce sont :

— î o o

o —î o

o o i

—4 o 3

— i — î î

—5 o 4

— I

— I

—I

—3

0

—4

i

— i

- a

i

—i

2

o
i

2

2

0

3

Entre elles existe la relation évidente

V4, V3, Y4 sont de période deux, V2 de période trois.

Les angles non euclidiens A, B, D, E sont égaux à - , l'angle C à T ,
2 O
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[30] Réduction continuelle de la forme / ^ z 2 — 5#*-f 4^y—6/ (As=sai).

Je me borne à indiquer, pour chaque réduite, le tableau des coefficients du sys-
tème associé, la forme associée, les équations des limites du champ et la substitu-
tion faisant passer d'une réduite à la suivante. On suivra l'enchaînement des réduites
sur la planche IL

—5 2 o 3

£ = o, 2X — 5Y = o; Ât = o, 5X — aY = o;

n4 = o, 5X2 —4XY + 5Y2 —6X — 6 Y + i = o .

Vu a4 = 6,, gi = hl, ft admet la symétrie

(y, x, z)

d'axe
X— Y = o.

2

—5 0 ó

1 —i

—5

Réduites autour du point de croisement

Substitution (x — y, x, z).

, x, z) = — 6as â - bf

p)x

i = hi=f o.

—6 +3 o +3

—5 o +2

i —i

- 4

n2 = o, 5X2 — 4XY — ioY + i = o .

Vu h^=^o et A:2 = /a, / 2 admet la symétrie (->—as

transformation, pour / , la symétrie

•(—y, —OP, z)

d'axe
X + Y = o.

> +J» +^)» d'où résulte, par
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Réduites autour du point de croisement hl =

Substitution (x — yt x> x — y + z).

, = Q.

—fi(x*— J' x>

$ = o> 5 X 2 - A X Y + 5 Y 2 - ioX + 4Y + 1 = 0 .

— 5 2 1 2

—4 —1 3

1 —1

- 4

- 4 i

— 2

I

— 2

I

2

3

0

—5

5X2 — 4XY + 5Y1 — 3X — 3Y + 1 = 0 ;

17X2 —22XY — 2 5 Y 2 ~ 2 X

&=fi(x — y, x, x —

5 = — / ; + 2 [(— 5a (20c — 5,6

-5 2 o 3

— 1 —2 1

1 1

—5

17X2 — 22XY —25Y2

5X2 —

22Y — 5 = o;

= - / . + 2 [ ( - 3a - 3p + Y) a? + (5* - 2p + T)y -

-5 4 —1 —2

- 4 - 1 1

1 1

- 4

= o, 5X2 — 4XY + 5Y2+ 10X — 4 Y + i = o .
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Réduites autour du point de croisement ht = gk = o.
Substitution (y, —x + y, 2),

/ 7 = /*4(y, — x +• y, 2) = — aar8 — 4 / + z* — ixy

3,8 - (—5x + 2p 4- y)y —

2 1 2 — i

- 4 —1 4

1 —2

2—i4XY —35Y2 4-4X4-32Y —7 = 0.

=/ 7 (y , — a? 4- y f z) = — kx* — kf + z* + ayz 4- ^zx 4-

g = — / 8 4- 2[(5a — a? — r)a? + (— 20c 4- 56 — v)y — r

5 X — 2 Y — 1 = 0 ;

-4 3 1 o

—4 1 o

1 - 3

3

Réduites autour du point de croisement \ = l7 = o.
Substitution (x—y-\-z, z, —y 4- z).

=fn(x — y + z, z, —y + z) = —

- 2 O I I

3 —3 o

— i 3

- 4
3,6 - (— 3 a - 3p + 3T)y + ( - 2a + 50 —

m9 = m8 = o ;

3X4-3Y —2 = 0.

Vu k9=o, ho=l9, f9 admet la symétrie (—x-\-z, y, z), d'où, par transformation,
pour/4 la symétrie suivante; posons

(x—y, x, x—y+z)\y, —x+y, z)(x—y+z, z, —y4-z) = T,,
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de sorte que l'on a

fJ.=U

La symétrie de fk est

On trouve

d'axe

Z, —Sx—sy+nz, —6x—6y+bz)

3X + 3Y —2 = o .

On a ainsi, avec X + Y = o et X — Y = o, une troisième droite qu'il est inutile
de dépasser dans la réduction.

z>

—2 i —i 2

— 4 >

( - 2a + 5p —

m 1 0 = o , 10X2 —8XY+ 10Y2 —X —

=fiù(x—y+zf z,

fn = -Ju + a[(3a + 3,6 - ay)a? + ( - a -

—2 3 —2 1

—8 3 2

1 —2

— 1

—2 4 —I —I

— 5 —I 2

— i 3

* = — A. + a [ O + 3£ — 2 ï ) ^ + (— 3a — 3/3 + r)y + (2* — 5,0 + 2Y) 2]2 ;



TH. GOT*

Réduites autour du point de croisement lit = nlt = o.

Substitution (z,y, — x + y + z).

2zx — Sxy

(3a + 3p-Y)z]*;

I —4 I 2

— i 5 o

—5 —i

[ -Y« + ( -<x-

— 5,8

8zx

(3a + 30 —

—S o 4 i

4 —3 —i

— 2 I

1

T̂4 = o, 3X2 + 6XY + 45Y2 — ioX — 38 Y — 9 = 0;

m 4 4 =o, i3X2 —44XY + 55Y2 + 20X —5oY + 11 = 0 ;

JTu = o, 3X + 3 Y — 1 = 0 .
—2 5 —2 —1

- 4 —1 o

1 2

—1

Réduites autour du point de croisement nia = gi& = o.

Substitution (x — y, x, —y 4* z).

z> —y + z) = 4^2 -— 5y2 — 6zx

4 o - 3
- 5 i

i

—i

4

i

- 4
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/i6 = o, 25X2 — 62XY -h 25Y8 + 34X — 22Y + 5 == o.

=fiXx — ï' #> — J + z) = —x%—f + z*

5a - 2,8 + 2y)^ + ( - 2 a + 5,6 - 2T)y -

= / . T ( « — y» ». — y + z) = — 6*2 — 4 / + z2

( - 5 a + a p - .

8 = 0, 5X — 2 Y 4-1 = o.

-ï —2 * -̂2 5

— 1 2 1

1 —1

5

6 + 3 o 3

—4 1 o

Réduites autour du point de croisement k9=p g9

Substitution (z, y, — x + z).

- » + )̂ = - ^ 8 + 3 / - z8 - 6jz + 6xy

—i 3 o —a

- i 4

I

gi9 = o, 7X2 — 14XY + 21 Y1 — 1 oX — 24 Y + 7 = o.

= —â?a 4- 3y2 — 22* 4- aza

— 3,8

_ ! 3 i —3 !

3 o —6

—2 I

8

(3a -f 30 —
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7 = o , i7X2 + 2oXY+ i43Y2—T8X —

f 5oXY + 53Y2 — 34X — 62Y + 1 9 = 0.

Réduites autour du point de croisement nl9 = 7i9 = o.

Substitution (x + y — z, y, x).
-2 — i 1 2

8 —2 —5

— 1 2

1

3,6 ( - a - 8p + 5T)j + ( - 2a + 5,6

3X2— i5XY + 45Y2 + 8X — 4iY + 9 = 0.

y — z, y, x)= — x* + 4y2 — 2Za + 6yz + 2za? — Sxy

4 i 4

4 3—3

—2 —2

1

8p — 4y)tf + (2a — 5,6 ( - 3a -

8X2 — i9XY + 5oY2 + 5X — 44Y-f 10 = 0.

Réduites autour du point de croisement <

Substitution (x — z, y, x).

1 =Jt*(x — z> y> x) = — x* 4- 4y2 — z% + 8jz — 2xy

-1 —1 o 2

4 4-7

— 1 —3

8

(— 2* + 5,6 4- (2a — 5g + 3T)y + (— a —

/M — tj&—z* y, x) = — ix% 4- 4 / — za 4- 2

L = - L 4- 2 [ ( - 3 a - 3 g -f- aY)a? + (2a -

—2 3 1 2

4 i —8

(2<x — 5p + 2y)z]a;
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7Ta4 = o ,

2X* + 32XY + 44Y2 — 19X — 47Y -h i3 = o;

9X2 — 66XY + 135Y2 + 3aX — 122 Y + 27 = o.

Sxy

- i 4 i - 4

4 —3 —5

- 2 4

5

ti = o, 6X2 — 3oXY + 90Y2 + 11X — 80Y+ 1 8 = 0 ,

. =ƒ..(» —*• y. ») = ~ ^ + 4 / - 22 - 8yz

— i i o o

4 - 4 - i

—i 5

- 4

I86 = r a 6 =o, aX — a=o.

Vu AM = /86 = o sur une même frontière et h%e = l„6 = o, cette frontière est un
axe de symétrie, et la forme fi6 admet la symétrie (— x + 2y, y, 2). Désignons par ïa6

la substitution par où on passe de /4 à /2G. C'est :

(x—y, ac, ce—y+z)2(y, —x+y, 2)(^c—y4-2:, z, — y+z)(z,y, —x+z)(a?4-y—z, y, ic)2(a;—z,y,-x)k

Alors/4 admet la symélrie T2G(—x-|-2y, y, z)ï~g, c'est-à-dire

Il sera inutile de dépasser 2X — 5Y-f 2 = 0 dans la réduction.

Réduites autour du point de croisement /c26 = m2C = o.
Substitution (x — z, x + y — z, x).

- 4 i - i 4

4 —5 o

5 i

—5

• (2a — 5g + 3y)y -f (—4a •
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^,7=^4 = °;

1 = o, 45X2—

— *» œ) = —5»* 4- 82:0;

, = —ƒ« + 2 [(3a + 3,8 - y)x + (aa - 5,8 + 3T)y + (—7* •

—5 o 4 1

4 —5 1

2 —1

— 1

g = o, 33X'—

. oc)=— xl+ky%—z*—

— 68Y +

-z*—8yz

i5=o.

+ 4^» —aasy

—i » i

4

2

- 4

0

1

-f3

~4

C ( - 2 a + 5P —

Réduites autour du point de croisement h

Substitution (x — y + z, z, —y 4-
= /29 =

y 30—ya9vx = —x*

(—3* + 5 p —

—i 1 o 2

2 3—4

—4 1

1

(~5a + 2éö~-

55X2 —86XY+ i3Y24-54X —3oY+ 1 1 = 0 .

— 1 1 —2 2

—5 3 1

1 —2

= —/,. + 2 [(—



QUESTIONS DIVERSES CONCERNANT CERTAINES FORMES, ETC. 5l

m8f = 65X1 — 94XY + a3Yf 4- 58X —4oY + i3 = o;

65Y2

5X2 — — 2Y + 1 = 0 .

— I 3—2 O

—4 o i

— t 3

- 4

7 t t = —

2X —5Y-fi=o.

Réduites autour du point de croisement ïï20

Substitution (x-\-y—z, y, a;).

—z> y>x)=—x* + 8 / — 2 8 —

= ^0 = o.

— I 3 O —2

8 - 2 - 9

— i 3

= —ƒ„ 7 ï ) y + (a + 8,8 —

2 - 2 3 X — iooY + 27 = 0;

33 = of X8-h 16XY— I25Y2— 12X+ u4Y — 25 = o.

Le champ est symétrique par rapport à 3X + 3Y — 2 = 0 , et, en effet, on a :

= c, b — d, g = l, k = n.

—2 o 1 1

z, y, x) = zzx
i3 —2 —11

— 1 2

(—2a— i6éS (—2a

X2— —77Y+ 17 = 0.
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—i —3 i 3

II 2 —10

—2 —r

7 ï)y + (-3a — 38

/735=:o, i3X2 —2XY+223Y2 —6X —

Réduites autour du point de croisement

Substitution (x — z, y, x).

(—a* + 5,8 — (a— i3p + 7r)y + (— * —

1 — I O 2

ii 3 —13

— I —2

i3

ÎXY+ i33Y2—17X —

fzi =ƒ»•(#—z,y,x) = — 2xt + i*y* — z*-\- zyz 4- zzx 4- kxy

—a a i —1

11 f - . 4

I I

l6

o, 5X2+ 122XY4- I3 IY 2 —

.0, 5X2 — 88XY + 215Y2 + 44X — 194Y 4- 43 = o.

—8p + 4y)a? + (a — i3p + 7Y)y + (3a + 3? —

— 1 3 i — 3

II —2 —12

- 2 3

12
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7M = o, 3X2 — 8XY + IOI Y2 + 2X — 96Y + 23 = o.

ƒ» = / 3 8 (^ — z> y> x) = — «*

— I I O O

11 —3 —9

- 1 4

5

Réduites autour du point de croisement Ar87
Substitution (x, z, —y + z).

(4a— 10Ö

= &27 = o .

4 1 o 3

5 0—6

[(5a —

Réduites autour du point de croisement ni0 = /i40

Substitution (y, —x -f- y, —# 4- z).

i = / io ( j ' —x + y' —^ + -) = 4^2 -f 3y2 —

4 —6 i i

3 o 3

—i o

fu = —/4| -f 2 [(—2a 4- 5p — — î ap 4- 6r)y + (—2a 4- 5p —

m41 = o, 2 5X2 — 48XY 4-nY s4-26X — 16 Y + 5 = o.

4 ,=/4 1(y, — œ+y, —x4-2:) = 2^2 —5y2—z2

2 2 1 —^

—5 I 2

— I 1

4

- 7* + 7P - 4Y)« + (7* - 1P 4- 3r)y + ( _

£„== o. 44X2 — 94XY + 44Y1 4- 49X — 49Y 4- i3 .= 0.
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A. =

Réduites autour du point de croisement hé% = /c4a = o.

Substitution (x, y— z, y).

z>y) = 2X* — 4 / — 5z2 + 8yz

3 __2 _ 3

- 4 4 —3

- 5 3

3

( - 7 * + 7 P - ( 5 a - 2,8 + y)y + ( - 7« + 7? -

ƒ44=ƒ«(«• y—z> y) =2X* — f — të

- 7* + 7 P -

2 I — 3 O

— I O O

- 4 7

—7

( - 2a + 5,6 - ( - 5a + 2 p -

T^—m^=o, 2X — 1 = 0 .

De /44 = m44 = o et /44 et m44 nuls en même temps sur 2X — 2Y -h 1 = 0 résulte

que cette droite est axe de symétrie. /44 admet la symétrie (x — iz, y — 2Z, —z). Pour

calculer la symétrie correspondante pour / 4 soit T44 la substitution qui fait passer
d e fi a ƒ** î c > e s t :

TM(x—-z, x + y — z, x)(x, z, —y + z)(y, — x + y, —x + zf(x, y — z, yf

Alors T44(x—2Z, y — 22:, —z)Ti\ est une symétrie de / 4 ; c'est

(—'jX + 8y—t\z, Sx — 7y + 4^, 28a) — a

Il sera donc inutile de dépasser l'axe 2X — 2Y + 1 = 0 .

/« =Li(x> y — ̂ , y) = 2X2 — 5ys ~ z* f 2yz — izx —

—2 —1 1

—5 1 6

— 1 1

—8

(—7* + 7P — (—7* + 7P —
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4 =JA*(X> y—z> y) = ^ ~ 4 / — 5za + 8yz + kzx — 6xy

55

—3 a —i

- 4 4 3
K T

O 1

Réduites autour du point de croisement kAii = g^ =

Substitution (z, y, —œ + 2).

— I — I 2 O

5 i 7

—i o

—7

(-5a + 2 p -

ƒ« =

Réduites autour du point de croisement n37 = Z37 = o.
Substitution (x-{-y — z, y, ce).

y — z> y>x) — — x* + i 3 / —22;2

1 2 ï —2

i3 o —15

2 —I

18

3é6 -

5Xa + 17XY + 173Y2— 11X —

r ~i y ~~~~ v , j j »Â  / —— «A/ ~r~ i \ J Y — " *• ~~~

— I 2 O —I

16 — l — [ 7

— I 2

16

(a
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ff = o , 92XY + 389Y2 — 5oX — 4ooY + 1 o3 = o ;

X f + 37XY — I25Y"— 2OX +

— z,y,x) = —2X2 +• 19 / — z2 — %zx

- 2 0 1 Ï

19 —1 —18

16

f no = —ƒ„ + 2 [(3a -h 3? — 2y)x + (— a - 29,8 + i5T)y + ( -2a + 5p — 2T)zJ8;

^ • = ^ , 7 = ° ; 7 ] o= r . 7=° ; S" M =5 t =o;

^80 = 0, X2 — 11 oXY -h 295V + 56X — 266Y + 59 = o.

ƒ51 —/Bo(^ + y — z> y* x) = ~ ^ 2 + 1 7 / — 222 + 4;F + 2 ^ — l\xy
17

—2 —1

16

= 0, 3X2 + 6XY + 2 i3Y2 — 5X — 208Y 4- 5T =

. =/«(œ 4- y — 2:, y, ^) = —^a +12 ƒ — zs

, = —ƒ„ + a [ ( -2* ( 3 a - i8p ( - a

O O ï

12 3 —15

_-1 —2

i6

Réduites autour du point de croisement

Substitution (z, y, —x 4- 2)

s =ƒ«,(«» y» — » + z) = —a;8 4-19/ — ̂  — 2J2 4-207

— 1 i o o

19 —a —19

— 1 2

l 7

= -fs3 + 2[(2a —5p 4- ( ~ a ~ 2 9 l 3 4- i5T)y 4-
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<7B8 = o , 7X2 + 70XY + 469Y2 —38X — 4 7 2 Y + 119 = 0 .

= — as" + 19ƒ —

(—a — 20?

— I I i

0

— 2

1

— 20

I

2 0

(3a + 3,6—

26X —544Y+ i35 = o.

Réduite suivante autour du point de fissure g^ = /B4 = o .

Substitution (x — y — z, se — y, — y ) .

20 —21 O I

2O I O

— I O

— I

= - ƒ « + 2[(-2a-37f$ + i9i)x + ( - a + 34? — i7ï)y + (* + 8^ — 47) z]f;

T85 = o, 3X2+i32XY —375Y8 —68X + 338Y —75 = o;

^ = ^ = 0, X + 8Y—4 = 0.

Tout l'intérieur du pentagone limité par les axes de symétrie est ainsi recouvert
par les champs de réduction ; la réduction continuelle est donc terminée, et l'on pos-
sède les substitutions génératrices du groupe reproductif, ce sont les cinq symétries :

axe

o

— I

0

— I

O

O

- Y =

s.=

axe

0

o

i

= o,

I

4
8

2 X -

, s,

0

—9

2O

-5Y+2

__

axe

o

4

9

o

i

o

X —

>

o,

I

0

0

S.=

axe

0

o

i

o,

—7

8

28

2X

ss =

axe

8

—1

— 2 8

2Y +

— 2

—3

—6

—3

- 2

—6

3X + 3Y —2

—4

4
i 5

I := c

•

2

2

5

= 0,



58 TH. GOT.

Sur la figure ont été ajoutés les polygones obtenus par réflexion sur deux des
axes de symétrie.

Pour avoir le sous-groupe des substitutions droites, on formera le domaine
fondamental avec deux polygones symétriques, par exemple OABGD et O'ABC'D'.

Les substitutions génératrices sont alors celles des points fixes elliptiques A, B
formant chacun un cycle, C formant cycle avec G', D avec D' et O avec Of. Ce sont :

v.=s.s.=
—3

— 2

—6

~ 7
12

36

— 2

—3

- 6

8

—7

- 4 8

2

2

5

- 4

8

23

= SA= 0

o

y g

y o

O

— I

o

A =

O

O

I

2

5

10

—8

7
28

.

—13

- 2 2

- 4 6

7
—8

—28

6

10

21

—4

4

i 5

Vt, Y2, V4 et V5 sont de période deux, V3 est de période quatre, tous les angles du

polygone OABGD sont égaux à —, sauf B égal à — (en géométrie hyperbolique).
2 4

Enfin, on a évidemment :
V Y J V V . = 1.



TROISIEME PARTIE.

Application de la méthode de Poincaré aux formes <p(œ, y) — z*Q).

[31] Cherchons l'expression des substitutions d'un groupe fuchsien dérivé du

groupe reproductif de la forme <p — z2, en suivant une marche analogue à celle de

Fricke pour le type px% + qy* — rz%- On a :

af = {ax + kyT + Ay* — az* = X2 + AY2 — aZ2 = F(X, Y, Z) = af(x, y, z) T

en désignant par T la substitution

(T) x-ï=H y-Y z-Z
(1) x - a , y-y, z-L
ayant pour inverse

Toute substitution semblable entière s de ƒ est

S désignant une substitution rationnelle correspondante, convenablement choisie,
de F.

D'après Fricke et Klein (Automorphen Functionen, S. 534), l'expression générale
de S est la suivante :

(S)

avec

aP + y8

a2 — (Jf —

2

"Y2

2\/\

«• + ft« + v« + g»

\J a

— pY = I .

v1) 9 désigne une forme définie positive (a, k, b) de discriminant ab — Ara =
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Seulement, au lieu de nous borner, comme Fricke, aux valeurs réelles de
a, 6, y, S, — valeurs donnant la moitié seulement des substitutions semblables de/ , —
nous admettrons aussi les valeurs imaginaires pares simultanées de ces paramètres.

Le groupe automorphe cherché est donc celui des substitutions

<•==£!• <--*=•>.
a, p, y, o choisis de manière à donner une s entière.

D'abord, S doit être rationnelle. L'examen des éléments de la diagonale princi-

pale du tableau montre que (a±:B)2 et (8zhy)2 doivent être rationnels; nous poserons

les A., B,, etc., étant des entiers positifs ou négatifs, mais les quatre seconds mem-
bres étant toujours de même signe.

On en déduit

00

Soit rik l'élément de la ligne i et de la colonne k de la substitution S, les éléments
lo:a'lk de s sont alors :

(3)

11 faut exprimer que les <x'ik sont entiers.

ay.22 = aa22 — ka'2± est entier, de même aa33, donc leur somme et leur différence ;

a(V + B2) et a((S
2 + y2), c'est-à-dire - ( ~ + ïT ) e t " ( TT + T~\ sont des entiers de

même parité.

De même öa11 = aa[1 -h ^^21 ^ ° ^ être entier, c'est-à-dire que a(a$ + Py) doit être
entier, donc aussi aao et apy, car a8 — éBy est égal à un entier (1). Ainsi

BJ et lit~n
sont entiers.
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Par suite, a-r1' a ~ , a-~, a—1 le sont, ce qui permet de prendre tous les déno
K B2 ^ . D 2

minateurs A2, B2, ... égaux à a. On aura donc

(tt + 8 ) '=A (X_ar = 5i, etc.

Mais a33 = - (a2 + fc2 + y2 + o2) = - ( — + — + -± + —l- ) devant être entier, ceci
2 L\\a a a a J

joint à la condition (2) entraîne - ( —- -\—- ) et -( — H -1) entiers. Puis, comme
i \ a a J 2\a a J

ofia + a a a = < 1 + a;a est entier, -(a + §)2 — - (,S — y)2 = -f—— —) l'est. Donc,

A C
— et — sont entiers, soient A' et C'.
a a

Revenant au tableau des aik, les six éléments non encore considérés donnent les

relations

/ a(

((A) (al, + a O = V /A^D L , « t , - a a M = - y / B , C ; ,

( Aa,1 + aa,, = y/AA1'Bl, A * , , — a a , , =

Les premiers membres étant rationnels devront même être entiers, et les produits

sous les radicaux devront être carrés parfaits. Posons

A = AfA'/2

en désignant par A"2 le plus grand diviseur carré de A. Soient B2 et D2 les plus

grands diviseurs carrés de B, et D4, et B1 = B'B*, D1 = D'D2; il faudra A'B'D' carré,

et comme les trois facteurs de ce produit sont sans facteur carré, il faut que l'on ait

B' = mA2, D' = /wA4, A4A, = A'.

Soient de même A*2 et C" les plus grands diviseurs carrés de Â  et C^, et

A ; = T A " A 2 , C; = Cr'G2. Il résulte des conditions (4) que A'A"B\ A'Af'G" et A"Df doi-

vent être des carrés. Donc, il faut A"=D- , car ni Af/ ni D' n'ont de facteurs carrés,

et alors A'A"C" = A/D'G" = A^mA2G" entraîne C'/ = mA2 = B', par le même raisonne-

ment. On a donc finalement

A, = maA4A
2, B4 = mA2B

2,

C4 =

d'où les expressions suivantes de a, (S, y, o :

(5)
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On vérifie immédiatement que ces expressions rendent S, et par suite s, ration-

nelles; il reste à exprimer que les coefficients de s sont entiers.

Les indéterminées m, A, B, C, D, A4, A2 doivent vérifier les conditions

(6)

qui exprime aS — PY

* — A2B
2

Ces indéterminées sont des entiers positifs ou négatifs, mais comme m, A, et A,

n^ figurent dans a, (3, y, o que par les produits m\, ^A 2 , on ne restreindra pas la

généralité en supposant àt et A2 positifs, m pouvant être positif ou négatif; de plus,

m est sans facteur carré( ') . Seules sont à conserver les solutions qui donnent des

valeurs entières aux a.\k, dont voici les expressions :

(7)

a' = / n
^A ' — A2B

2 — aA2C
2 + A,D2) — 2/f (aAG + BD)_ _ _

^D 2 — A2B
2) — k\a\C + BD) -f- A(BD — aAC)

— A2BC) — /<AB + CD)

aAG + BD

/ o 4 = m •
B3 — aA2C

2 — BD)

AB + CD

a' — m
A AD + ABC

a' = m
Af A"(AB — CD) + fcÇA^D + AJBC)

2a

aA A2 + A B2 + aAC2 + AD2

a 33= m — ~—; ! — •

Les valeurs de m positives donnent des substitutions linéaires de Ç à coefficients

réels, c'est-à-dire des substitutions fuchsiennes, et correspondent à la partie du

groupe reproductif de ƒ seule considérée par Poincaré dans son Mémoire sur Les

fonctions fuchsiennes et l'arithmétique. Les valeurs de m négatives donnent des

(*) Il est utile d'observer aussi que m est premier à A', parce que B' et Dr sont sans facteurs
carrés.
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substitutions linéaires automorphes à coefficients a, (3, y, o purement imaginaires

ou, ce qui revient au même, des substitutions

où l'on a :

(9) a'8' —pY = — 1.

Au point de vue géométrique, les m positifs répondent aux déplacements non

enclidiens, les m négatifs aux symétries, simples ou combinées avec un déplacement.

[32] La discussion des congruences que doivent vérifier les indéterminées pour
que la substitution soit entière est compliquée dans le cas d'un A et d'un a quel-
conques.

En se bornant au cas où la forme cp est primitive, on peut, par un théorème de
Dirichlet, la remplacer par une équivalente où a soit un nombre premier(*) ou le
double d'un tel nombre^), selon que *p est proprement ou improprement primitive.
On peut également, dans les mêmes conditions, faire a égal hpqi1) ou à zpqi1), p et q
étant premiers. Cette hypothèse est utile pour la question de l'équivalence des for-
mes x2 — cp, x%— cpt, où 9 et cp4 sont de même genre. Je vais donc faire la discussion
dans ce cas, qui comprend le premier pour q= 1, mais je me borne aux cp propre-

ment primitives; je suppose donc a=pq.

[33] En premier lieu, je dis que m doit être premier à pq.

En efïet, s'il en était autrement, supposons que p soit facteur commun à m et a.

De l'équation (6) résulte alors l'impossibilité de la congruence

A2B
2 + A4D

a = o (mod p),

car autrement le premier membre serait divisible parp2, et le second seulement parp.

Or, pour que a.[2 (formules (7)) soit entier, il est nécessaire que soit vérifiée la

congruence suivante :

/cA"(A4D
2 _ AjB2) — &aBD + ABD = o (mod p),

c'est-à-dire, comme on a

A = bpq — k* = — /c2 (mod p),

/cA"(A4D
2 — A2B

2) — 2//BD = o (mod p),

ou encore, k étant premier à p, puisque p l'est à A,

A"(A,D2 — A2B
2) = 2/dBD (mod p).

(*) Tous ces nombres pouvant, de plus, être choisis premiers au discriminant.
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En élevant au carré, on a

A"2(A4D
2 — A2B*)2 = 4^BSD2 = — 4AB2D2 = — 4A'A"*B2Df,

c'est-à-dire comme A ' = A4Aa

( AtD
2 -f- A2B

2)2 = o (mod p),

congruence démontrée impossible. G. q. f. d.

Ainsi les seules valeurs possibles de m, qui doit diviser l\a et ne pas contenir

de facteur carré, sont ± i et zh. 2.

Les seuls facteurs des dénominateurs des expressions qui donnent les a.rik sont

2, p, q et les facteurs premiers impairs de A", que nous désignerons par %St. Pour

discuter les congruences à vérifier suivant ces modules pour rendre les a.'lk entiers, il

n'est nécessaire de distinguer les cas de m = + i et de m = + 2 que par rapport

au module 2.

Modales p et q. — De l'équation (6) résulte la congruenc?

(10) A2B
2 + AJD'EEEO (mod pq).

Il y a quatre manières de la vérifier :

i° B = D = o (mod pq) ;

20 B = D = o (mod p), et, en posant B = p B ' , T>=pD' (B\ D' premiers à q) :

(11) \Bn + ^D" = o (mod g);

3° B = qW, D = qD' (Bf D' premiers à p) :

(12) AJB'2 + Ajy2 = o (modp);

4° B et D premiers à pq.

La congruence du second degré (10), ainsi que ( n ) et (12), sont possibles, car en

les multipliant par A2A"2 — ce qui'est permis, A étant premier au module — elles

reviennent à
(A2A"B')2 + ADr2 = o,

et pour qu'elle soit possible il faut et il suffît que —A soit résidu quadratique du

module, condition réalisée par A = 6p^ — /r2.

Avec la solution (1), tous les cn!ik sont entiers (mod pq).

Passons à la solution (2) et cherchons d'abord à rendre ô 2 entier; le numérateur

doit être divisible par a2; en exprimant qu'il l'est par a, on a, par un calcul précé-

dent, la première condition

A»(AiD'2 — A2B'2) = 2/cB'D' (mod q),

qui, combinée avec (11), donne

2/rB'D'E=2A'/A1D'2 = — 2A"A2B'2 (mod q).

Donc, B' et D' étant premiers à q,

\\!f B' + kh' = o (mod q).
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On aura donc, Bt désignant un entier :

Mais on a aussi, par A = bpq — k* :

A2A"

On déduit de ces deux équations

AtA" B4) + k(bpDr — /cBt) = o ,

qui entraîne, k étant premier à A2A",

= ArD4, bpD' — fcBt = — AaA"D4,

d'où Ton tire :
feB,-A,A'Dt

Vb r , V ,

bp bp

et les numérateurs peuvent être rendus simultanément divisibles par bp, car le
déterminant de ces formes linéaires en B4 et D4 est bpq.

Je dis maintenant que, pour une solution B=/)B f , D = p D f de l'équation (6)
ainsi déterminée, ô 2 a son numérateur divisible par a\ D'abord, il en est ainsi de la
partie —a(k* + A)AG. Ensuite, on peut remplacer B et D par Bb et D6, car b peut
être supposé premier à p et q. Puis, B et D étant divisibles par p, il suffît de vérifier
la divisibilité par </2 de

fcA^ó'D1 — A26
2B2) + (A — /c2)62BD,

c'est-à-dire :

fcAfA4(fcBt - V ' D J 2 — /^"AJA^'B, -f kVd* + (A - k") (\^rBl + fcDJ^B, - A2A
ffDJ

= —4/ctAB1D1 — (A — /c ' /B^ , = — (A + /c2)2B1D1 = &WBdD4.
G. q. f. d.

En examinant alors tous les autres a'i&, on constate que tout facteur a d'un déno-
minateur se trouve aussi au numérateur.

La discussion est la même pour la solution 3°.

Pour la solution 4°> on trouve, par un calcul en tout semblable au précédent,

A,A"B1 + H), /cB,-A,A"D,
B = 1 , D = -b ,

et l'on constate la divisibilité des numérateurs des ?Jik par les facteurs a ou a* des

dénominateurs.

Modales xôt (facteurs premiers impairs de A". — Pour que le dénominateur A"

disparaisse dans les 0Lr
ik, il est nécessaire et suffisant que l'on ait :

AB + CD — o, pgAG + B D ~ o (mod A").

Soit cJ; un facteur premier entrant dans Ar' avec un exposant er Les congruences
précédentes sont linéaires et bomogènes en A, D et en B, G et ont pour détermi-

9
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nant B2—pqG* dans le premier cas, D2—pqk% dans le second. Us ne peuvent être
tous deux divisibles par vit, car autrement, d'après l'équation (6), pq serait divisible
par x,iL. Donc, soit À et D, soit B et G, sont divisibles par xàt et même par xSfi. De
plus, si le facteur T.̂  divise A1 ou A2 (il ne peut les diviser tous deux), l'équation (6)
montre que B2—pqC* ou À2—pqft* respectivement sont premiers à iài et que par
suite nécessairement À et D dans le premier cas, B et G dans le second doivent être
divisibles par r,1/*.

Modale 2. — Plusieurs cas sont à distinguer, suivant que / T Î = ± I OU ± 2 et

suivant la parité de A' et A".

1 ° m = -f- 2 .

I. A impair ou impair'ement pair, donc A" impair. — Les formules (7) montrent

qu'il n'y a pas pour A, B, G, D d'autres conditions de parité que celles imposées par

l'équation (6).

IL A' impair, A" pair. — a'21, a'23 et l'équation (6) montrent qu'il faut

A = D, B = C (inod a),

et ces conditions sont suffisantes si A" est impairement pair.

III. A', A", A4 pairs. — En examinant a21, a23 et prenant l'équation (6) divisée

par ± 2 comme congruence suivant le module 4, on trouve :

Si pq = — 1 (mod 4), les mêmes conditions que pour le sous-cas précédent;

Si pq = i (mod 4), B = C = o (mod 2),

et ces conditions sont suffisantes si A" est impairement pair.
Même raisonnement si c'est A2 qui est pair.

20 m = - h 1.

I. A impair. — «x̂  et (6) montrent que A = C, B = D (mod 2), et a^ que A = B,
donc

A = B = C = D (mod 2),

et ces conditions sont suffisantes.

IL A' pair, Af/ impair, A4 pair. — AB et GD doivent être pairs (xf
23 et a^), de

même AC et BD (a^), donc B et C pairs et, d'après (6), A = D (mod 2). Ces condi-
tions sont suffisantes.

Même raisonnement pour A2 pair.

III. A' impair, M'pair. — On voit, comme pour I, que d'abord il faut

A = B = G = D (mod 2).
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S'ils sont pairs, cela suffît dans le cas où Ar/ est impairement pair;

S'ils sont impairs, a^ et a^ montrent que ce cas ne peut se présenter que si

pq==—i (mod 4) et si

A-fB + G-fD—2 (mod 4).

IV. A' et A" pairs, A4 pair. — a^ et (6) montrent que B et G doivent être pairs et

A et D de môme parité; s'ils sont impoirs, a23 et a!ot montrent que Ton doit avoir de

plus B = C (mod 4), et ces conditions suffisent pour A" impairement pair.

[34] Le tableau ci-dessous résume la discussion :

Soit B = pqB', D = pqW.

Modules p et q :

( m = ± i ou ± 2 ) .

Conditions
nécessaires et suffisantes.

Modules xàft :

(m =- ± Ï ou ± 2).

Soit B = qBr, D = qT>', B' =

Soit B = A lA \+ * ', D =

* D '
bp bp

bq

kB.— A A"D

P ' = -
bq

Soit A = D = o (mod x^.ei), soit B = G = o (mod xrf^t).

/Les iies congruences seules possibles si cSt divise A4;

\Les 2mes congruences seules possibles si JJL divise Aa.

Module 2 :

(m = zh 2)«

A impair ou impairement pair. Pas de conditions autres que l'équation (6).

A' impair, Af/ pair. A = D, B = C (mod 2). Suffisant si

ƒ A1 pair. S i p g = t (mod 4), B, G pairs; sip<7= — 1 (mod 4), A — D, B—C pairs.

A', Af/ pairs ] ,

i4), A — D, B — G pairs. /A2*pair. S\pq=i (mod 4), A, D pairs; sijog^ —1 (mod

- impair.

Suffisant
. A7

si —
2

impair.

A impair. A = B = G = D (mod 2). Nécessaire et suffisant.

A impairement { A
4 P^ir. A — D = B = G = o (mod 2). —

A ^ D ^ B — C = o (mod 2). —

Soit A, B, G, D pairs, soit, si pq= 1 (mod 4), impairs, avec, dans ce \ ^ ^

D ^ 2 (mod 4)-

soit A, D impairs, B, G pairs, B = G (mod 4).

Aa pair. - - • * ( soit B, G "impairs,. A, D pairs, A = D (mod 4).

P a i r ( A2 pair.

A' impair, A"'pair.

( A. pair.
A', Ar/ pairs s

cas, A -f B -f G -(

Soit A, B, G, D pairs

si —
2
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[35] II reste à voir quel parti on peut tirer des formules (5) et des équations (6)

du numéro 3i pour la détermination du groupe. Celle-ci dépend de celle des substi-

tutions génératrices ou, ce qui revient au même, d'un domaine fondamental.

On ne possède pas de méthode donnant la solution complète des équations (6),

que l'on peut écrire :

(i) al^ — A2B
2 + aAt2C

2 — A4D
2 = —.

Mais on peut la ramener à celle des équations plus simples du type principal.

Posons

m

en observant que a n'est pas un carré, autrement la forme ƒ serait annulable.

L'équation s'écrit alors :

II suffît de chercher les solutions où n est premier à l'entier quadratique u, et

Ton peut faire le changement d'inconnues

où s, v sont de même forme que /, u (en supposant, pour simplifier, a tel que (i, y a)

soit une base du corps y a). (2) s'écrit ainsi :

,«v bjSS^ + A2

c'est-à-dire une de ces équations d'Hermite, à indéterminées conjuguées, étudiées
par M. Picard, puis par M. Bianchi; seulement le corps quadratique correspondant
est réel. Sa résolution se ramène, dès qu'on connaît une solution particulière, à celle
d'une équation du type principal :

II suffît en effet de poser, en écrivant, pour abréger, l'équation

Auu0 + bav0 -h bouov + C ^ = i ,
u = u'x-(bX + C<)J, v = v'x + (A< + bv'Q)y,

a', v1 désignant une solution particulière de (3).

On montre alors, comme M. Picard, dans son Mémoire de 1884, dans les Annales

de l'École Normale, que la solution de (4) revient à la déterminaticm — évidemment

compliquée — du groupe reproductif de la forme xxo + A yy0 (avec des substitu-

tions entières dans le corps y/a).
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En désignant par

x = ?t + ?V a • J = \ + \\/a

une solution quelconque de (4), et par A', B', G', Dr les valeurs de A, B, C, D cor-
respondant à la solution particulière u\ v\ on a, pour la solution générale de (i),
les formules suivantes :

A = A'Ç t+ D'5, + A,(C'7 l l-B'ri,).

B = B'=, + aC'Ç, + A ( (D\ - ak\),

[36] Pour la détermination du polygone fondamental, on dispose, lorsque le
groupe fuchsien peut être étendu par la symétrie 'Ç'= — Ço, de l'élégante méthode
de Klein. Dans le cas contraire, je montrerai que la méthode du rayonnement,
imaginée par Fricke, convient très bien aux groupes qui nous occupent. Pour
pouvoir ramener, dans un cas comme dans l'autre, les calculs et les constructions
du plan analytique à l'intérieur de l'ellipse, où ils sont beaucoup plus simples pour
les deux méthodes, je démontrerai, relativement aux symétries, la proposition
suivante :

[37] Si le groupe reproductif droit d'une forme est isomorphe à un groupe f uchsien

extensible par la symétrie " = — To, le groupe reproductif total est un groupe de

symétries et réciproquement; il y a correspondance entre les axes et les circonférences

de symétrie.

En effet, la correspondance biunivoque entre le plan analytique et l'intérieur de

l'ellipse f(x, y, z) = o résulte des formules

I

Y'

X, Y, Z désignant les premiers membres des équations de deux tangentes et de la corde
de contact, par où l'équation de la conique est mise sous la forme XZ — Y2 = o.

Et si la division du plan analytique en domaines fondamentaux est symétrique
par rapport à l'axe imaginaire, ce qui équivaut à la permutabilité du groupe à la
symétrie Ç' = — Ço, la division de l'ellipse est symétrique (c'est-à-dire harmoni-
quement homologique) par rapport à Y = o. Cette droite est donc l'axe d'une
symétrie du groupe reproductif de la forme. D'ailleurs, il y a évidemment réci-
procité.
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[38] 11 résulte de là que si l'on ne choisit pas pour Y un axe de symétrie, le
groupe fuchsien associé, par les formules ci-dessus, au groupe reproductif, n'admet
pas la symétrie Ç' = —Ço. Mais cela n'empêche pas, comme on va le voir, d'em-
ployer, pour obtenir le domaine fondamental, un procédé analogue basé sur les
symétries du groupe reproductif.

Ainsi que je l'ai fait déjà remarquer, on obtient les substitutions semblables de
de deuxième espèce — celles qui ne répondent pas à des déplacements — en mettant,
dans les formules de Poincaré, aiVpt, ^i, ci (a, 6, v, o réels, a.% — p7 = — 0» a u ^ ieu

de a, p, y, B. Soient S et S' les substitutions de première et de deuxième espèce, elles
répondent respectivemet à des substitutions :

(S) ç' = ^_±4, («,ptT,3réel8, aî —fr=i) ,

Soit P le domaine fondamental, dans la conique, du groupe reproductif total G4

des S et des S', et II son homologue dans le demi-plan analytique imaginaire
positif : l'ensemble de II et de son conjugué imaginaire II0 forme, dans le plan ana-
lytique entier, un domaine fondamental du groupe F, des 2 et £'. Soit P' le trans-
formé PS'de P par une S'quelconque et soit H f =I lX ' (l'homologue de S') : je dis que
l'ensemble de II et H'o forme dans le demi-plan supérieur un domaine fondamental
du groupe F des ^ . En effet, d'une part, deux points de ce domaine ne peuvent être
équivalents par une substitution S; d'autre part, tout point du demi-plan est équi-
valent à un point du domaine, car tout le demi-plan est recouvert sans plis ni trous
par l'ensemble des polygones II., II'oi transformés de II par les 2 et de II0 par les 1/,
puisque les P, P' recouvrent ainsi la conique : si le point en question tombe dans
un II., l'équivalence a lieu, car II i = IIS t , et, si c'est dans un II'ot, comme on
a iro i = II0S

f
i = n ^ l ' " 1 ^ ^ et que le produit de deux 2' est une 2 , elle est encore

établie.

Supposons maintenant P limité par des axes de symétrie, les symétries corres-
pondantes sont des S' et elles ont pour homologues des 2/ qui laissent invariable une
circonférence orthogonale à l'axe réel — ceci comme toute X', — mais de manière à
changer chacun de ses points en l'imaginaire conjugué, parce que la symétrie S' laisse
fixe point par point la droite correspondante. Son équation sera :

De là un procédé en tout analogue à celui de Klein.
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Observons qu'il résulte des considérations précédentes que le domaine fonda-

mental d'un groupe à symétries est toujours limité par un nombre fini de cir-

conférences de symétrie, car, en vertu de la réduction continuelle, le domaine n'a

qu'un nombre fini de côtés. Dans leur Traité des fonctions automorphes (p. 54o),

MM. Fricke et Klein indiquent la possibilité du contraire; mais ils n'ont pas vu ou

du moins songé h employer la correspondance entre leurs circonférences de symétrie

et les axes de symétrie dans la conique (cela ressort de la page 541), correspondance

qui rend impossible le polygone limité par une infinité de circonférences de symétrie.

[39] Gomme application, nous allons former le polygone fondamental des deux

formes

z2 — 2X2 -f- ixy — 3y\

z2 — 5x2 -h kxy — 5y2,

déjà traitées par la réduction continuelle. En appliquant nos formules générales, on

est conduit pour la première, mais non pour la seconde, à un groupe fuchsien per-

mutable à la symétrie de Klein; en effet, la transformation ï les change respective-

ment en

\ft>— ysjii) — (bx — ay)\

et ix — j r = o est bien un axe de symétrie dans la première conique, tandis que

bx — 2y = o ne l'est pas dans la seconde.

[4OJ Forme f — ix* -f zxy — 3 / (*) (a = 2. A = 5). — Les équations (6) sont ici

(ï) m(ü\A* — A2B
2 + 2A2C

2 — A j y ^ S .

Pour le groupe fuchsien, m = ï ou ï seulement. Les congruences nécessaires pour

rendre les oc'ife entiers se réduisent à

B = 2B', D = 2D', A = C = B' — D' (mod 2) p o u r m = i ,

A — G = B = D (mod 2) pour m = 2,

conditions toujours remplies par les solutions des équations (1).

Il y a quatre types de substitutions fuchsiennes :

(!) Nos formules ont été établies pour la forme changée de signe, ce qui ne change pas ks
résultats.
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ier type ( m = i , A4 = i, A2 = 5).

2e type (m = i,. A4 = 5, A 2 = i ) .

2 — B2 + 2G2 — 5D2 = 8,

p, Y) = - (±G y/ïö -f D).
2

f type (m = 2, A4 = 5, As = i).

2 — B2 + 2G2 — 5D2 = 4.

Les circonférences de symétrie ont pour équation générale

avec la condition a = 8, c'est-à-dire B = o, donc respectivement pour les quatre

types :

2A2+ioG2 —D2 = 8,

10G2 — D2 = 4 ,

Mais la dernière équation est impossible, car on n'a pas G* = 2 (mod 5).

Les substitutions elliptiques sont celles où l'on a (a + 8)2<C4; donc A —o ou 1
pour les types 1 et 3, A —o pour les deux autres; A = o correspond à des substitu-
tions de période deux (l'invariant (a + §)2 — 1 étant alors — 1) ; A = 1 à des substi-
tutions de période trois pour le type 1, [(a + B)2 — 1 = 0]; de période quatre pour le
type 3, [(a + 8)2 —1 = 1], mais il n'y a pas de substitution de ce type, l'équation
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étant impossible pour A = i ; de même, dans le type 1, A = o est impossible. Il n'y
aura donc que des substitutions de période deux (A = o, types 2, 3, 4) et de période
trois (A = 1, type i); ce qu'on déduirait aussi du n° 5.

L'axe £ = 0 est circonférence du premier type (A = ± 2 , C —D —o) et le
point i (5 = o, YJ = J) point fixe du type 2 (G = —2 et A = B = D = o), d'après
l'expression des points fixes

( 2 )

On va chercher les circonférences passant par i, puis sur l'une d'elles les points
fixes les plus voisins de i et ainsi de suite, mais les calculs seront plus clairs en géo-
métrie hyperbolique. (Voir planche I.)

Les points fixes de substitutions elliptiques de période deux et les pôles des axes
de symétrie ont leurs coordonnées données par

(3) /(a, p , ï ) = T
1 — 2x8 + 2a(8 — 3(Ô

2=rc,

n diviseur de 2A = 10, positif pour les premiers, négatif pour les seconds. Un axe

a pour équation xf'a 4- yf\ -f- z/r-( = 0 . Quant aux points fixes de période trois, on

déduit de la formule (2) et des formules de correspondance entre la conique et le

plan analytique, c'est-à-dire

z\/2 + J \Â __ 2^ — y ___z\Ji— y y/5
(4) ? + ij, - - ç ~ ' •

les relations suivantes entre B, G, D et les coordonnées a, 8,

— Bv/5 D

d'où, par l'équation

et le fait que a, p, 7 sont entiers et peuvent être supposés premiers entre eux,

20c —p = —5B, p = D, f = 5G;

de sorte que l'équation aux points fixes de substitution de période trois est :

(5) — (ax — p)e + 27* — 5,6* = 3o.



^ 4 TH. GOT.

Axes de symétrie passant par 0 :

Y = o, puisque O est le centre ;

n = —i est impossible;

n = —2 donne p = o, a = ± i , et Vaxe ix — y = o;
n = —5 est impossible;
n = —io donne p = 2. a = + i et l'axe y = o .

On aurait pu se dispenser du calcul, car O étant point fixe de période deux sur un

axe de symétrie, la droite conjuguée passant par ce point doit en être un aussi.

Points fixes sur y = o. — D'abord ceux de période deux :

/i\
n = i ou 2 seulement; 5 ou IO sont impossibles, car f - ) = — i . Le point le plus

rapproché de 0 ( a = o , Y = i ) pour n = \ est a = a, y = 3 ; pour n = 2, c'est a=i.

Y = 2, ce dernier est le plus près.

Pour la période trois, (5) se réduit, avec p = o, à

/ 2 \
impossible à cause de f - ) = i.

Axes par a = i, p = o, y = 1. — Leurs pôles sont sur la polaire de ce point :

2(z — p — 2Y = O;

p éliminé, (3) devient

IO(x — Ï ) i + Yi = —n,

d'où n = i ou io seulement. n = io redonne Y = O, a = i ; AI = i donne a = +y
p = o, et l'axe

ix — y — z = o.

Points fixes sur ix — y—z = o. — Pour ceux de période deux, (3) devient

11 faut /Î = 2 ou io. En prenant seulement les points au-dessus de Ox, les plus

rapprochés de <x = i, p = o, 7 = 2 sont:

pour n= 2, a = 2, p = 3, 7 = 3;

pour n = io, üt = 3, p=3=i, ^=^5 , qui est le plus rapproché.
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Gomme a = i, (S = o, y = 2 est solution pour /i = 2 et que l'équatien était
soluble pour n = 10, il était inutile de calculer d'autres solutions pour n = 2 ; elles
devaient forcément donner des points plus éloignés. C'est évident par l'équivalence
ou la notion de classe de points fixes.

Pour la période trois, avec 2%— P = y* (5) se réduit à

impossible parce que ( ̂  ) = — i .

Axes par a = 3, p = 1, y = 5. — Leurs pôles sont sur la polaire de ce point

5a — 5y = o.

(3) devient

f pY 3p" = — n

ou

b-py + up^-n;

n est soit —i , soit —2. Avec — 1 , on retrouve l'axe ix — y—1 = 0; avec —2,

ji = 1, Y = I » a = 1, qui donne l'axe

x 4- 2y — z = o.

Points fixes sur x + ay — z = o. — (3) devient, par élimination de v,

ft = i et 10 seuls sont possibles. Pour n = io, on retrouve a — 3, p = 1, y = 5; il
est inutile de calculer d'autre solution. Pour 72 = 1, la plus petite solution est a = o r

jâ = i, y = 2, qui est au delà de l'axe ix — y — o , et la solution suivante du côté

des - positifs est a = 6 , p = i, 7 = 8; elle est au delà du point fixe a = 3, |S = i,

Y = 5, de l'autre côté de l'axe ix — y —> z = o. Aucune n'est à conserver, ni les sui-

vantes a fortiori.

(5) devient

dont la solution fondamentale est a = 1, p = 2, par suite y = 5 • C'est le point d'in-

tersection de x + 2y — z —o avec 2# — y = o.
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Le domaine fondamental est ainsi obtenu. En revenant au plan analytique à

l'aide des formules (4), on obtient les équations des circonférences de symétrie :

Enfin, les coefficients a, p, y, o des substitutions elliptiques se déduisent aisé-

ment des coordonnées des points fixes dans la conique, à l'aide de (2) et (4). On

trouve :
A B G D

du type 2 . . . o o —2 o

Point fixe O.

V4 = ( ' n ] du type 4 . . . o 2 —2 o

Point fixe A.

_ ] du type 3 . . . o 1 —r —1

Point fixe B.
2

9 \

V3 = [ ^ _ _ du type 1. . . 1 o —1 —2
/ 5 / \ 1 / Point fixe C.

2 ^

Le domaine fondamental est ABCDEO^); la signature du groupe (o, 4; 2, 2, 2, 3).
En portant les valeurs de A, B, C, D dans les formules (7) du n' 3i, on retrouve-

rait les substitutions semblables qui ont été déterminées par la réduction continuelle.

[41] Formez11 — 5#2 + k^y — 5y2 ( a = 5 , A =

Il y a ici huit types de substitutions fuchsiennes.

iei> type (m = 1, A, = 1).

5A2 —2iB 2 + io5G2 —D2 = 2o

avec A = B = G = D (mod 2), B = 2D (mod 5).

Voir planche III.
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2 e type (m=i, At —3) .

15 A2 — 7B2 + 35G2 — 3D2 = 20

avec A == B == G = D (mod 2), B = D (mod 5).

3e type (jn=i, A4 = 7).

35A2 — 3B2 + 15G2 — 7D2 = 20

avec A = = B = C = D (mod 2), B== — D (mod 5).

4e type ( m = i , A1 = 2 i ) ,

1 o5A2 — B2 + 5G2 — 21 D2 == 20

avec A = B = G = D (mod 2), B = 2D (mod 5).

5e type (m = 2, A4 = 1).

2 — 2 i B a - f io5G2 — D 2 = i o , B = 2D (mod 5).

fr type (m = 2, A d = 3 ) .

i5A2 —7B2 + 35G2 — 3 D 2 = i o , B ~ O (mod 5).

(m = 2, A4 = 7).

35A2 — 3B2 + i5G2 — 7D2 = 10, B = — D (mod 5).

8e type (m=2, A1 = 2i).

io5A2 — B2 + 5G2 — 21D2 = 1 0 , B = 2D (mod 5).
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Ici il n'y a pas d'extension possible par Ç' = — Ço, mais comme le groupe repro-
ductif a des symétries (c'est évident, puisque / ( i , o, 2) = — 1), on aura des cir-
conférences de symétrie de deuxième espèce, a', p', -y', 0', coefficients d'une substitu-
tion de deuxième espèce, ont les mêmes expressions que a, p, y, 8; mais on a

c'est-à-dire qu'il faut changer le signe du second membre des équations correspon-
dantes en A, B, G, D. La circonférence relative à la substitution

r

7 % + 0

où l'on a a ' + §' = o pour que ce soit une symétrie, est

ï ' ( ? + / ) -=»« '? -& ' = <>.

La condition a' + V = 0 revient àÀ = o.
Les équations des types 4, 6, 7 et 8 sont alors seules possibles.

Pour les substitutions elliptiques (a + § ) 2 <4 :

celles de période deux (a + 8 = 0), où A est par suite nul, peuvent appar-

tenir aux types T, 3, 4 et 8;

celles de période trois (a + 8 = ± 1) n'appartiennent à aucun type, ce qu'on
pouvait déduire du critérium de Poincaré;

celles de période quatre [(a + B)2 = 2] appartiennent au cinquième type. On

voit de suite la solution A = 1, B = —2, G = i , D = 4.

Inutile de chercher celles de période six, puisqu'il n'y en a pas de période trois.

Opérons maintenant dans la conique (voir planche II). Nous aurons pour les

substitutions de période deux et les symétries

(1) y' — 5*3 + 4*P — 5pa =* rc,

n diviseur de 42.

Pour les points fixes de période quatre on trouve, en partant de

z\/b + y\/2i 5# — 2j 2y5 — JV21
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les relations suivantes entre B, G, D et les coordonnées a, p, y :

5a— 2p P v 2 1 Y

— B\Ai D Cv/21'

d'où résulte, par l'équation
2 + io5C2 —D2 = 5

et le fait que a, p, Y s o n t des entiers premiers entre eux,

5a — 2p = — 21B, p = D, Y = 2iC;

l'équation aux points fixes de période quatre est donc

(2) — (5a — 2 p)3 + of — 21 p2 = io5.

Axes de symétrie passant par 0, point fixe de période deux (et pas quatre,

a = p = o ne vérifiant pas (2) ),

et on doit avoir
5a2 — 4*p + 5p2 = — n,

— n diviseur positif de 42. Il suffît d'essayer à partir de AI = 6, car la forme du

premier membre qui est réduite a pour minimum 5; 6 est précisément le second

minimum, pour a = p = 1, qui donne l'axe x + y = o. Gomme il passe en 0 seu-

lement un autre axe, conjugué du premier, c'est x — y = o.

Points fixes sur x — y = o. — Pour la période deux, il faut donc

avec 2y et 6a divisibles par n (n° 9).

n= 1 donne a = o, y= 1 ; c'est le point 0 .

n = 2 est impossible : ( •« ) = — 1.

n = 3 donne pour le point le plus rapproché : a = p— 1, y = 3, et il est inutile

d'examiner les autres équations.

Pour la période quatre, il faudrait

5y2 — 3oa 2= io5 ou y2 — 6a2 = 21,

équation impossible, car ( - ) = — 1.
7 /
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Axes par a = |3 = i, y = 3. — Leurs pôles a, (J, Y sont sur la polaire

— Y — ° *

Mais il est inutile même de faire la recherche, car il ne peut passer qu'un axe
conjugué du premier, par le point CL=$=T, Y = 3, point fixe de substitution de
période deux. Cet axe est donc

3# + 3y— 2Z = o.

Points fixes sar l'axe Sx + 3y — iz = o :

(i) et (2) deviennent, par élimination de y,

a et p sont de même parité; d'où, en posant

oc - f $ = 2U, a — èB = 2V,

3M* — i4^ 8 = 2 1 .

Pour la première, on voit aisément par les résidus quadratiques, que n doit être

3 ou ai. Cette dernière valeur donne la seconde équation; en effet, les substitutions

de période quatre sont aussi de période deux. Quant h n = 3, elle donne le point

D = o, u = 1, donc a = p = i , 7 = 3 déjà obtenu, et des points équivalents.

Reste à prendre les plus petites solutions de la seconde (pour avoir le point le plus

rapproché de x — y = o) ; ce sont u = 7, v — ± 6, on prendra u = — 6 pour avoir le

polygone au-dessus de a — p = o; alors on a le point fixe de substitution de période

quatre a = 4» ,8 = 10, v = 2 i .

Axes passant par a = 4, p = 10, 7 = 21. — Leurs pôles sont sur la polaire

2p — r = o.

(1) devient

(P —ax) t + a" = —n.

ft = — 1 ou —2, car tout autre diviseur de 42 est divisible par 3 ou par 7 et

qu'une somme de deux carrés ne l'est jamais.
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D'où les solutions

a = o, p = i, 7 = 2; a = 1, p = 2, Y = 4 ;

<x=i, p = 3, Y = 6; a = i , p = i , T = 2 ;

et les polaires correspondantes

ix — 5y-j-2z = o, x + 8y — 4z = o,

25e 4- i3y — 6z = o, 3a? -h 3y— 22: = 0.

La dernière est l'axe dont nous sommes partis; celle qui vient après, en tournant
dans le sens convenable, est

ix — 5y 4- iz = o.

Points fixes sur ix — 5 y 4- 2Z = o. — Par les mêmes calculs on trouve, pour
le point le plus rapproché,

(correspondant à n = 3), point fixe de substitution de période deux.
Puis, pour l'axe passant par ce point, la droite conjuguée

ix — 2j — z = o.

Enfin, sur cette dernière, le point fixe le plus rapproché est l'intersection avec
x 4- y = o, soit

a = — 1 , p = i , 7 = 4,

point fixe de substitution de période deux correspondant à n== 2.
On a ainsi en OABCD un domaine fondamental du groupe reproductif total et en

lui ajoutant son symétrique O'ABC'D' par rapport à AB par exemple, on a le
domaine du groupe droit.

Dans le plan analytique (voir planche IY), on a les circonférences :

(21— 2y/ io5)( f 4- V) 4- 6 \ A i ? — (21 4- 2 \ / i o 5 ) = o ;

(21 — 2 \ / i o 5 ) ( ^ 4-ïi2) — 4 \ / 2 1 1 — (21 + 2\/io5) = 0 ;

- 6) (£2 4- rf ) 4- 4 V^7Ç + (\/îÔ5 4-6) = 0 .
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On calculerait aisément les coefficients (a', p\ y', —%') des symétries de deuxième
espèce correspondantes. Je donnerai seulement les coefficients a, Ö, Y> 8 des substitu-
tions génératrices du groupe fuchsien.

A B G D

0, — 1 \ type 4 o o —2 o

1, 0/ Point fixe O.

type 3 o 2 —2 —2

Point fixe A.

— , ^—(^21+—=) .
2 2 v V5 y \ type 5 i o i io

Point fixe B.

2 \ JU 2

3l/|f
V 5 type 3 o 6 4 4

Point fixe G.

type 8 o 7 4

Point fixe D.

i o ,

On a donc un groupe de signature (o, 5; 2, 2, 2, 2, 4)-



QUATRIÈME PARTIE.

Détermination du domaine fondamental par la méthode de rayonnement.

[42] Dans le cas où le groupe contient des symétries, nous venons de voir que
la détermination du domaine fondamental était facile. Dans le cas contraire, il est
désirable d'avoir une méthode plus rapide que la réduction continuelle, qui est très
longue, dès qu'on dépasse les très petits discriminants.

Je vais montrer que pour les formes z2—<ç(x,y) la méthode de rayonnement

paraît remplir cette condition. Voici le principe de cette méthode, dont M. Fricke a
trouvé la première idée dans un Mémoire de Dirichlet (Ueber die Réduction der po-
si tiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten ganzen Zahlen, Journal de

Crelle, t. XL). Considérons un point O intérieur à la conique f (oc, y, z) —o et tous
ses équivalents 0. par les substitutions d'un groupe proprement discontinu dans cet
intérieur. Deux de ses points ne sont jamais infiniment voisins (1). On peut tracer un
cercle de centre 0 et de rayon assez petit pour que tous les cercles équivalents soient
extérieurs les uns aux autres. En faisant croître le rayon, il arrivera un moment où
des rayons se rencontreront sur les lignes des centres; on les arrêtera, et, si Ton
continue à faire croître les autres, ceux-ci se rejoindront et seront arrêtés sur les per-
pendiculaires aux segments OtO& en leurs milieux. Tout l'intérieur de la conique
est ainsi divisé en polygones égaux équivalents; chacun constitue un domaine fon-
damental, à condition que 0 ne soit pas point fixe de substitution elliptique. Dans
le cas contraire, si elle est de période n, la partie découpée dans le polygone par deux

demi-droites issues de 0 et faisant un angle — est un domaine fondamental (2), si

le groupe est de première espèce (a§ — fty = r) o u (\ue^ s ü e s t de seconde espèce
(a$ — 8v = ± i), il ne passe pas d'axe de symétrie par le point 0 ; dans le cas d'un
groupe de deuxième espèce, si 0 est l'intersection d'axes de symétrie, c'est la partie
du polygone comprise entre deux d'entre eux consécutifs qui constitue un domaine
fondamental.

(*) Longueurs et angles doivent s'entendre au sens non-euclidien.
(2) Fricke lui donne le nom de domaine ou polygone normal.
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Pour appliquer cette méthode aux formes z8 — y{x, y), je prends pour le

point O le centre de l'ellipse

ƒ (a?, y, z) = z% — cp (x, y) = o ;

c'est un point fixe de substitution de période deux. Soient v.., p., y. les coordonnées

d'un point équivalent à O par une substitution du groupe reproductif total. Les

coordonnées de O étant 0,0, 1, cette substitution sera nécessairement de la forme

et l'on aura :

La longueur non-euclidienne d'un segment MM' (M de coordonnées x, y, z;

M', x'y y', z') est, d'après les formules de Klein (*),

, Jxx' ~r~ \/Jxx' Jxxjxrx!

fxx' — \/fxx' — fxxfx'x'

où l'on désigne, pour abréger, f{x,y,z) par fxx et -(xr~--{-yr-^- -\-z'—j par fxx>-
2 \ ÙX c j 0 -/ J

Donc,

7~' l = 1 log

Elle varie dans le même sens que *{r Pour déterminer les points 0^ les plus rap-
prochés de 0, par lesquels on aura le polygone en menant les perpendiculaires au
milieu des OOt, il suffît donc de calculer, par ordre de grandeur croissante des ^.9
les solutions entières de l'équation (1), en conservant seulement les points équiva-

lents à 0.

Cette équation a évidemment une infinité de solutions, on le voit par le groupe
reproductif de la forme, lequel a une infinité de substitutions; on le voit aussi en la
ramenant à l'équation de Fermât

parla substitution *( = t, a = pou, p = pou, cp(a0, po) = D; cette deuxième considé-
ration prouve même qu'il y a une infinité de solutions sur une droite quelconque

(l) C'est le logarithme du rapport anharmonique des deux points M et M' et des points
d'intersection de la conique avec MM'.
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rationnelle issue de l'origine, donc une infinité de points fixes de substitutions ellip-
tiques de période deux, donc aussi une infinité de points équivalents à 0.

Pour distinguer des autres ces derniers, voici deux procédés :

Premier procédé. — On réduira, par la méthode de Selling, la forme associée à ƒ

au point ai9 ,St, Y* :

7=\{xfH + yƒ'h + zf'J-f(x, y, z).

Pour que le point 0L soit équivalent à 0, il faut et il suffît que Ton trouve une
réduite identique à celle relative à ce dernier point, à ƒ, si, comme on a avantage à
le faire, on a mis cette forme sous le type réduit à l'origine.

Deuxième procédé. — On appliquera les formules d'Henni te relatives aux substi-
tutions semblables d'une forme quadratique ternaire indéfinie/; ces formules, pour
les substitutions entières, dépendent de quatre indéterminées entières, p, q, qr, q"

vérifiant une équation du type

(3) p* + Y(q,q\q'f) — P,

où F désigne l'adjointe de ƒ et P un diviseur, positif ou négatif, du quadruple du
discriminant (voir Bachmann, Quadratischen Formen). En écrivant que 0̂  est le
transformé de 0 par une telle substitution, on aura av3c (3) quatre équations : la
condition nécessaire et suffisante de l'équivalence de 0 et de 0̂  est l'existence d'une
valeur de P et de solutions entières p, q, q', qu de ces équations, mais solutions ren-
dant entière la substitution.

La question suivante se pose maintenant : on sait, par la réduction, que le
groupe a un nombre fini de substitutions génératrices; donc le polygone normal un
nombre fini de côtés, c'est ce qui rend possible la méthode précédente; mais à quel
moment sera-t-on sûr d'avoir obtenu ce domaine normal, c'est-à-dire sûr qu'aucune
des perpendiculaires suivantes ne traversera le polygone trouvé? La réponse est
facile. Soit À, B, G, etc., le premier polygone convexe obtenu et soit M le sommet ou
l'un des sommets pour lequel ou lesquels SOM est la plus grande, il est nécessaire
et suffisant de poursuivre le calcul jusqu'au premier O^1) pour lequel on a

condition nécessaire et suffisante pour que les perpendiculaires au milieu de 00H et

de tous les segments suivants OOn_t_1, etc., ne rencontrent pas le cercle de centre 0

et de rayon OM. Gela revient à

(4) Y , , > 2 Ï M - I >

(*) D'ailleurs équivalent ou non à 0.
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<xM, |3W, YW désignant les coordonnées de On , solutions par conséquent de

/ K > P„. Y„) = i»

et aM, j3M, YM les coordonnées réduites de M, j'entends par là les coordonnées multi-
pliées, s'il est nécessaire, par un facteur convenable pour vérifier

ƒ(%' PM> YM) =
 1

(ceci dans le but de pouvoir appliquer la formule (2)).

[43] Entrons maintenant dans quelques détails utiles pour la pratique de la
méthode.

Coordonnées du milieu m. de OOr — Elles sont de la forme \it%if \xt^if \; suppo-

sons les réduites, alors (iOmt = log (X. + y X2
t — 1 ), et on doit avoir

2 log (\ + S/l] — I ) = log (v. + V7* " O >

d'où

puis par / ( ^ a , , j^p,, X.) = ï,

o \ Yi ~ l

c'est-à-dire par f(iif $i9 ^) = i :

2(Ti + i)

Les coordonnées réduites étant ainsi

h—. Ji±±.

sont proportionnelles aux valeurs entières simples

(5) aif ,6,, T J + I .

Ainsi, le milieu non-euclidien de 00^ se marquera très facilement.

Perpendiculaire à 00 . en son milieu. — C'est la droite conjuguée de 00^ passant

en mi, donc

(6) l-^'Hx + ï-fay — ( T i - 1) = 0.

Pôle de cette perpendiculaire. — Ses coordonnées sont évidemment

(7) «,. k> Yi—i-
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[44] Pour traiter des exemples numériques, j'emploierai le deuxième procédé;
j 'ai aussi employé le premier, mais les calculs m'ont paru, par la réduction, plus
longs et plus fastidieux.

On détermine les solutions successives de l'équation

par ordre de grandeur croissante des yf; on ne peut opérer que par tâtonnements
méthodiques; la considération des caractères génériques permet d'éliminer de suite
une partie des y à essayer; pour une valeur donnée de y l'équation

y2 —<p(a, p ) = i

n'a d'ailleurs qu'un nombre limité (qui peut être nul) de solutions.
Une solution a, (3, y étant trouvée, il faut voir si le point correspondant est

transformé de O (o, o, 1) par une substitution du groupe, c'est-à-dire si dans les
formules (1) du n° 1 on peut faire a3 = sa, p8 = £p, y3 —c^ 1 ) . Dans ces formules il
faut faire, pour notre forme particulière,

c = i , g = h = o, F = As* — cp(r,—g),

A désignant le discriminant ab — k*.

Alors les formules précitées deviennent, en tenant compte dep2 -f F = P,

ePa = apr — 2s (bq — kr),

(8) sPp = — 2pq — 2s(ar — kq),

P(sy— 1) = 2'f(/% —q) = + 2(ar2 — 2k rq + bq*).

Évidemment, comme <p est positive ainsi que y, il faut prendre s du signe de P,

On aura donc à chercher d'abord s'il existe des valeurs de P pour lesquelles
P(Y—i) __p(v-f-i)
— si P est positif, — si P est négatif est représentable par la forme <p.
Pour un y pair seules les valeurs paires de P seront à considérer. Il en est de même
par les deux premières relations si a ou éS est impair.

La représentation par r et —q doit d'ailleurs être telle que ces deux premières
relations donnent des valeurs entières pour/) et s, c'est-à-dire que

a (ar — kq) — (B (bq — kr)
eP ey —

(9) e t

sy

soient entiers.

(1) 6=±I.
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Avant de chercher si les équations (8) sont résolubles, il y a intérêt à utiliser la

remarque suivante. Le point Ot peut être équivalent à 0, soit par une substitution

hyperbolique, soit par une elliptique de période trois, soit.par une substitution de

deuxième espèce, mais non de période deux, soit enfin par une substitution ellipti-

que de période deux, quatre ou six, ou par une symétrie. Or, dans ces derniers cas,

le point fixe ou le pôle de la symétrie sont le milieu non euclidien de 00. ou le pôle

de la perpendiculaire à 00^ en ce point : par suite (n° 9), les coordonnées
ai> P»» Tt + T» o u ai> Pi» Ï Î — l respectivement, devront vérifier une équation

n diviseur positif de 2A, multiplié ou non par un facteur carré (le carré du plus

grand commun diviseur des coordonnées). Or, cette vérification est très facile à

cause de

A < V P*> Y , ) = * ;
elle revient, par soustraction, à

Toutefois, si la relation a lieu, il faut encore s'assurer que f'H9 / 'p., fr
yi± 1 sont

divisibles par n.

Il n'y a pas non plus de calcul à faire si la perpendiculaire ne coupe pas la partie
utile déjà obtenue du polygone, ce qui se voit rapidement.

[45] Application numérique. (Voir la planche V.)

/ z=2 2 — 3x* -h zxy—ioj2 (A = 29).

Les caractères génériques de la forme cp(# y) sont ici :

Tout nombre représentable par <p ne doit d'ailleurs contenir que des facteurs
premiers impairs 16 dont —29 soit résidu quadratique, et cette condition

revient à

T3 = ± I > ± 3 , ± 5 , ± 9 , z t 1 1 » :fcî3, dz i4 (mod 29).

La plus petite valeur de y est 2, et le point 04 (r, o, 2); et ce point est équivalent

à 0, parce que 2(—y4 + 1) = — 2, par où l'on voit que la perpendiculaire au milieu
0^(i, o, 3) de 004 est un axe de symétrie

§x — y — z = o .
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Le second minimum de 9 étant 10, inutile d'essayer y = 3, qui donnerait

v2—1 = 8.

Y = 4 donne a = — 1. p=+ 1, mais les seules valeurs de P qui pourraient

convenir, 2 et —4 ne donnent pas s entier. Le point fixe (—1, 1, 4) n'est donc pas de

même classe que 0. Par les diviseurs ou le calcul direct, Y = 5, 6, 7, 8, 9 ne donnent

pas de solutions.

Y = 10 donne deux solutions : (—1, 3, 10), (3, 3, 10) ; 02 .

Pour la première, les seules valeurs de P qui pourraient convenir : P. = 4 et 116,

P. = —2 et —58 ne donnent pas de solutions du système (8). Quant au second

point, il est équivalent à 0, car a(—Y9 + 0 — — *8> qui? divisé par 9 carré du plus

grand commun diviseur de a2, p4, —y« + I» donne —2, par où l'on voit que la per-

pendiculaire à 002 en son milieu 0^(3, 3, 11) est un axe de symétrie

ix + 9J — 3z = o.

11 coupe le premier axe au point B(i2, 7, 29).

Pas de solution pour y = 11 •

Y = 1 2 donne le point fixe (7, 1, 12). Mais la perpendiculaire

20x 4- 3y — i2Z —o

ne coupe pas la partie utile du contour polygonal déjà trouvé.

Pas de solution pour Y = I 3 .

Deux solutions avec Y = i4 * ( + 5 , —3, i4) et (7, 3, i4).

La première ne convient pas, par l'impossibilité d'un système (8). La seconde

non plus, parce que la perpendiculaire correspondante

\%x -h 23y— i3z = o

passe par B.

Pas de solutions pour y = i5 ou 16.

Une solution avec 7=17 : (8, 4, 17)- Mais la perpendiculaire correspondante

5x + 8y — kz = o

passe par B.

Pas de solution pour y = 1 8 .

Deux solutions avec Y = 19 - (4» 6, 19) et (o, 6, 19).

La première ne convient pas, par l'impossibilité de (8) pour P = 3 , 58, ou

— 1, —4, —29, —116, seules valeurs qui pourraient convenir.
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Le second point, O3, est équivalent à 0, car a(—Y8 + 0 — — 36 débarrassé du

carré du plus grand commun diviseur de 6 et 18 donne —i, ce qui prouve que la

perpendiculaire à 00 3 , en son milieu

x — i oy + 3z = o

est un axe de symétrie. Il rencontre O^B en A(3, 9, 29).

Pas de solutions ensuite avant Y = 25, qui donne (4, 8, 25), mais la perpendicu-

laire correspondante

x + 197 — 6z = o

passe par A et ne coupe pas la partie utile du contour trouvé.

Même observation pour la solution suivante (3, 9, 28), avec la perpendiculaire

29J — QZ = o.

Pas de solution avec Y = 29.

Y —3o donne le point O4( + 7, —8, 3o) équivalent à 0, car a(— Y4 + 1) = — 58,

une des valeurs de n qui répondent aux symétries, et / '«4 , / 'p4 , /'ï4—1 sont divisibles

par 58; la perpendiculaire au milieu de 004

x — 3y — z = o

est un axe de symétrie. Il rencontre O'4B au point G (1, — 1, 4) et la symétrique de

x — loy + 33 = o au point D(i, —2, 7). On a ainsi un polygone fermé de centre 0,

intérieur à la conique, limité par les axes de symétrie trouvés el leurs symétriques

par rapport à 0.

Il faut maintenant chercher le sommet de ce polygone le plus éloigné de 0, et

pour cela réduire les coordonnées; on trouve pour les Y réduits

TA V/58 'B V V C D V ^

Le point D est donc le plus éloigné, et nous savons que nous n'aurons pas besoin

de chercher de solutions plus loin que

Y = 3i et 32 donnent (8, —8, 3i) et (1, —10, 32), mais les perpendiculaires

16x — 44 y — 15z = o,

i3a?— 10 ly — 3iz = o

ne coupent pas le polygone.
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Plus de solutions ensuite jusqu'à -y = 39, qui donne (20, 8, 39); mais la perpen-

diculaire
%6x + 3oj — 19Z = o

ne coupe pas le polygone.

Plus de solutions ensuite jusqu'à -y —44 qui en donne quatre : (25, —i, 44)»
(25, 6, 44), (2ï, - 6 , 44), (—1, —14, 44).

Mais les perpendiculaires correspondantes

72a?— 35y — 43z = o,

69a? 4- 35y — 43z = o,

69a?— 8iy— 43z = o,

na? — 139 y — 43z = o

ne coupent pas le polygone.

Pas de solutions pour y = 45.

Quatre solutions avec Y = 46 :

(27, 3, 46), (25, - 3 , 46), (a5, 8, 46), (17, i3, 46).

Mais les perpendiculaires correspondantes

26X -f- y—i5z = o,

78a: — 55y — libz = o,

67 x + 55y— 45z = o,

1 I 3 J — 45z = o

ne coupent pas le polygone.

Enfin Y = 47 et 48 ne donnent pas de solutions.

Donc le polygone ABCDEFGH, de centre O, est le double(l) d'un domaine fon-

damental du groupe reproductif total; nous le diviserons par le diamètre AOE, par
exemple, et nous prendrons pour domaine fondamental de ce groupe OABCDE;
de sorte qu'en lui ajoutant son symétrique par rapport à BG par exemple, on aura
en ABA'E'D'CDE un domaine fondamental du groupe droit; il suffira de prendre
son homologue dans le demi-plan analytique pour avoir le domaine fondamental du
groupe fuchsien associé.

Étudions maintenant les sommets du polygone OABGDE. O est point iixe de
substitution elliptique de période deux : il pourrait l'être par conséquent de période

(!) On va préciser, dans un instant, que O est point fixe de substitution de période deux et
n'est pas sur un axe de symétrie.
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quatre ou six; nous savons, par les numéros 6, 7 que c'est impossible, car le dis-

criminant 29 est premier impair et f — - J = — 1 ; d'ailleurs, pour que O fût point

fixe de substitution de période quatre ou six, il faudrait que les sommets du poly-
gone de centre O fussent quatre par quatre, ou six par six équidistants de O (sans
parler des angles des rayons vecteurs), ce qui n'a pas lieu.

Aucun axe de symétrie ne passe par O : c'est déjà évident par les considérations
géométriques précédentes; cela résulte aussi de l'impossibilité d'une équation

ou, ce qui revient au même,

/ (a , p,o) = — n,

cp(a, (6) = n,

(n diviseur positif de 2A).

Pour les points À, B, C, D, E qui sont points fixes de substitutions elliptiques,

comme intersections d'axes de symétrie, on obtiendra la substitution correspondante
en faisant le produit des symétries. Pour calculer ces dernières, il suffit d'appliquer
les formules d'Hermite (n° 9) en y remplaçant a, (6, -y par les coordonnées (0 ,̂ $if Y*+ I )
du pôle correspondant. On obtient ainsi :

I

2

6

6

—8

29

9
8

27

—21

23

- 8 7

- 3

—3

—10

—7
8

—3o

^BC —

^ D E ^

0

3

—1

—2

6

— 1

— 1

0

l9
— 6 0

0

—2

0

6

—*9

D'où les substitutions génératrices du groupe droit :

— I O O

O — I O

O O I

A '"AH ^ A B

V = 2 S —
C ^ B C CD

- 1 - 9 3

o —28 9

o —87 28

— 9 22 8

8 _ 2 3 —8

—32 88 3i

y — 2 s __
D CD DE

- 7 - 7 5
- 5 —7 4
-18 —23 14

—6 21 7

10 —43 —14

-35 147 48

, VA, VC et VD sont de période deux, VB de période trois.
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[46] Pour passer au plan analytique, nous employons la transformation

g + Tf _ g I
z v/3 + y\/*<è ~ Sx — y ~ z v/3 - y y/29

On obtient ainsi le domaine représenté planche VI et, par des calculs que nous

omettons, les substitutions génératrices suivantes :

v A . *,'=

On a un groupe de signature (o, 5; 2, 2, 2, 2, 3).

Les angles du domaine fondamental sont B = —, D = D' = — , 0 = 0 ' = C = 7:
3 2

(sommets non apparents). Enfin, la somme des quatre angles en AA'EE' qui
forment cycle est z.

Il serait d'ailleurs plus avantageux pour le tracé de prendre pour 0^ un axe de
symétrie, par exemple en rapportant la conique à la corde BG et aux tangentes à ses
extrémités.

[47] La méthode de rayonnement appliquée au premier exemple, de discri-
minant 5, que j'ai traité, conduit au polygone fondamental à peu près aussi vite que
celle des symétries. Mais c'est évidemment dans les cas où il n'y a pas de symétries
qu'elle serait surtout intéressante. Il faut pour cela dépasser les discriminants de la
première centaine, que contient seulement la table de Cayley; aussi est-il à désirer
que cette dernière soit prolongée^). Observons pour terminer que la méthode
s'applique aux formes quaternaires (2)

X* — cp(J, Z, t) = O,

où cp est définie; c'est la géométrie non euclidienne à trois dimensions qui intervient

alors. On pourrait augmenter encore le nombre des variables, mais on sortirait des

groupes automorphes.

(1) J'ai effectué ce prolongement pour la seconde centaine : pour tous ces nouveaux discri-
minants il y a encore des symétries.

(2) C'est à elles que se rattache le groupe de M. Picard, qui généralise le groupe modulaire.



CINQUIEME PARTIE. — APPENDICE.

Sur l'équivalence des formes ç(#, y) — z2 de même genre.

[48] Un des résultats essentiels du Mémoire de Poincaré est le suivant : la nature
des substitutions elliptiques et paraboliques et le nombre de cycles du domaine fon-
damental du groupe fuchsien relatif à une forme déterminée dépendent de l'équiva-
lence de cette dernière à des formes canoniques en nombre limité. Or, la recherche
de cette équivalence, qui serait autrement très compliquée, se trouve, dans des cas
très larges, rendue facile par les théorèmes d'Arnold Meyer. relatifs au nombre des
classes contenues dans un genre. Ce nombre est égal à l'unité dans le cas d'une
forme proprement primitive dont les invariants n'ont aucun facteur commun impair
et ne contiennent le facteur 4 ni l'un ni l'autre, et pour décider si deux telles formes
sont équivalentes, il n'y a plus alors qu'à voir si elles sont de même genre, ce qui est
facile. J'ai ainsi, dans la première partie, appliqué ce théorème à certaines formes
22 — cp(#, y) .

Dans le Mémoire de M. G. Humbert sur Les fonctions abéllennes singulières et

l'arithmétique (Journal de Mathématiques, 5e série, t. IX), les théorèmes d'A. Meyer
jouent nn rôle important, notamment pour la démonstration de cette propriété
remarquable : si des systèmes de deux relations singulières répondent à des formes

z* — cp(#, y) de même genre arithmétique, les courbes hyperabéliennes associées sont du

même genre algébrique.

Les démonstrations d'A. Meyer sont assez compliquées entre autres celle du
lemme suivant, essentiel dans sa théorie : si A contient le facteur i avec un expo-

sant <^4, H existe une infinité de nombres premiers p et q tels que l'équation

ait une solution fondamentale t> uy telle que ni t— i ni t+ i ne soient divisibles par pq.

Il m'a donc paru intéressant de faire une recherche directe pour les formes du
type simple cp(sc, y)— z2, (cp forme positive); mais je supposerai de plus la forme
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9 primitive et môme proprement primitive, alors l'invariant Q (1) (c'est-à-dire le plus
grand commun diviseur des mineurs du discriminant) est égal à —T. J'ai pu, avec
ces restrictions, obtenir, dans des cas assez étendus, une démonstration beaucoup
plus simple. Mais, avant de l'exposer, je dirai quelques mots des premiers procédés
que j'ai employés, parce que, par une marche pourtant bien différente, ils con-
duisent aux conditions d'Arnold Meyer. Observons auparavant que pour les formes
/=<p(#, y)— zl que nous étudions, la condition d'être de même genre revient à la
même condition pour les formes 9. Notre méthode va consister à chercher une subs-
titution entière faisant passer d'une forme à l'autre.

[49] 1erprocédé. — Soit ï la substitution cherchée,

cp et <p4 étant de même genre se changent l'une dans l'autre par une infinité de subs-
titutions rationnelles. On en obtient une simplement en commençant par remplacer
? e^ 9i P a r ^ e s formes équivalentes ayant même premier coefficient : ce premier coef-
ficient commun ne peut être un nombre premier, car autrement cp et cp4 seraient
équivalentes proprement ou improprement, cas où l'équivalence de ƒ et /4 est évi-
dente; — mais d'après un théorème de Dirichlet, ce peut être un produit de deux
nombres premiers p et q. Supposons donc <p et cp4 ramenées à être (pq, k, h) et
{pq, ki9 64). On passera de ƒ à/4 par la substitution rationnelle T' :

T ' =
O 1 O

O O I

De fV =fi=/T, résulte que TT' 1 est une substitution semblable rationnelles
de f. Tout revient donc à déterminer S de façon que T = ST' soit entière.

J'ai dû pour cela apporter aux formules générales du numéro 3i les modifications
voulues pour avoir la S, non plus entière, mais rationnelle seulement, la plus géné-
rale. Je n'entre pas dans le détail des calculs et je me borne à donner la conclusion :
c'est que la démonstration de l'équivalence et celle de la possibilité d'au moins une
des équations

4
qui A.' —pAsB

 l -j- pq(pk G — q\ D') = —
m

se ramènent l'une à l'autre. En prenant égale à zéro l'une des indéterminées, l'on

aurait comme condition suffisante de l'équivalence la possibilité de toujours pouvoir

(*) Notation de Stephen Smith.
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représenter soit + 1, soit —1 par une forme ternaire indéfinie proprement primitive,
ainsi que son adjointe et de déterminant impair : or, c'est là inversement un des
corollaires déduits par Arnold Meyer de ses théorèmes.

[50] 2e procédé. — Je cherche directement une substitution entière

a p
( 0 T = a, p,

«. P. Y.
qui change ƒ en fc

Posant égaux à X, [A, V les mineurs de a, a4, a4, on doit avoir (1), d'après 1*identi-

fication d e / T et de fx (termes en xy et xz nuls),

O.

AA gv — c\)< g\)< — óv F(X, JA, v) '

et comme /(a, a4, at) = i, on a F(X, JJL, V) = A.
Supposons v égal à zéro, on aura

(3) AA2 — cp.* = A,

équation qui se ramène à celle d'Arnold Meyer, car c et g pouvant évidemment être
supposés premiers entre eux, les équations (2) montrent que u doit être divisible
par A, pour que %i et a2 soient entiers; (3) devient par suite

(4) X 1 — c . V = i ;

c'est, si l'on fait c=pq, l'équation d'Arnold Meyer.
Mais en écrivant les relations

et les trois égalités restant à satisfaire pour identifier ft à / T :

on voit qu'il est possible de les vérifier par Y = y4 = o, y2 = 1, d'où

462 est bien entier si X est une solution fondamentale de (4), cette équation étant sup-

posée astreinte aux conditions d'Arnold Meyer; car alors on a X=|=± 1 (mod pq),

donc aussi
9^^\~±g (modpg).

(*) Je prends ici J sous la forme x2 — (by2 + 2gyz + cz2), bc — g* = A = à.
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Or, la congruence
p2 = — A. (mod pq)

97

a seulement quatre racines incongrues (mod pq), et ces racines doivent être congrues
à ±9, ±9^ 9 étant s\E±gr parce que cp et cp4 ne sont ni proprement ni impro-
prement équivalentes. Gomme d'ailleurs, par (3), on a

%\* = — A (mod pq),

il en résulte

et comme on dispose du signe de À, on pourra toujours vérifier la congruence relative
au signe 4-.

Dès lors, la dernière équation /((8, p4, fit) = — bi sera vérifiée d'elle-même (par
l'égalité des discriminants) et Ton a obtenu la substitution entière suivante qui
change ƒ en ft :

X [f. O

A

X

[51] Voici maintenant comment on peut, dans un grand nombre de cas, sim-

plifier la démonstration d'Arnold Meyer.

Supposons d'abord le discriminant de cp et cpf de l'une des formes l\n -\- 2 ou

4ft + 3; alors les nombres premiers p et q, dont on peut prendre le produit pour

premier coefficient, peuvent être tous les deux de la forme l\n -f- 3, car les formes

d'un discriminant l\n + i ou 4^ + 3 n'ont pas de caractère particulier par rapport

au module 4- II en résulte que les équations

sont impossibles et l'on en conclut par un raisonnement connu que la solution fon-

damentale t, u de l'équation

est telle que ni t — 1, ni t -\~ 1 ne sont divisibles par pq.

Considérons alors la substitution unimodulaire

S =

t pqu

u t

o o

pq
i
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elle change f en JiQ)t comme on le vérifie par un calcul rapide, et ses coefficients
sont entiers, par le même raisonnement que dans le deuxième procédé.

La démonstration s'applique encore aux discriminants l\n -f- 1 et Sn -f 4» pourvu

qu'il y ait au moins une classe ambigue qui puisse représenter des nombres congrus

à 3 (mod 4)- Soit, en effet, à une forme de la duplication de laquelle résulte la forme
du genre principal cpcp4; on peut écrire(2), -j^ étant une autre forme, et «ĵ "1 la forme
opposée :

Mais on peut multiplier t|> et ^ par une même classe ambiguë quelconque. Si

donc 6 ne représente pas déjà des nombres Un 4- 3, c'est-à-dire si ( i = 4- i>
\ <!* /

on pourra, par hypothèse, choisir la classe ambiguë a, de façon que la en représente.

Alors, si les nombres représentés par les formes du genre de cp et de <p4 sont

congrus à i, mod 4, et que ( ) = — i, on aura aussi f ) = — i, et cp et crt

représenteront donc un même produit pq de nombres premiers 4 ^ 4 - 3 ; si

( —— j = 4- i, on prendra 6a, et on aura l j = f - — J = — i, de sorte que p et q

seront encore 4 ^ 4 - 3 ; cela suffit pour que l'équation (i) soit impossible; mais

comme les formes de discriminants Un 4 i ou Sn + 4 n'ont pas de caractères

particuliers f - j ni f j , on pourra prendre en outre p et q, de manière à rendre

les équations (2) impossibles.

Dans un cas comme dans l'autre, la transformation S pourra encore être employée.
S'il n'y a aucune classe ambiguë pouvant représenter des nombres t\n + 3, elle

pourra l'être seulement pour les formes cp d'un genre représentant des nombres
Un 4- 3; il existe de tels genres pour tous les discriminants non carrés parfaits.

La démonstration s'applique également aux formes x* — cp, où cp est une forme
indéfinie.

La démonstration précédente paraîtra sans doute peu naturelle sous la forme
synthétique que je lui ai donnée pour plus de concision ; j 'y ai cependant été conduit
assez naturellement en cherchant à représenter par la forme xl 4- cp (y, z) un nom-
bre bi représentable par une forme de même genre que cp (mais non représentable
par cp, bien entendu); des raisonnements utilisant les idéaux quadratiques conduisent
alors à la substitution que j'ai indiquée.

cz\ A = œ* — by* — 2(ityz — c±z*, b=pq.

(2) Cf. Arnold MEYEIX, Journal de Crelle, t. CVIII.
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[52] Faisons une application numérique en prenant les formes de discriminant 29

2cc2 -f 2xy 4- i5y2,

3sc2 4-

formes de même genre, mais non de même classe (elles sont réduites et distinctes).
Toutes deux représentent des nombres kn -f 3 et on peut prendre pour produit pq

satisfaisant aux conditions requises pour la démonstration précédente le nombre
i5 = 3 .5 ; on a, en effet :

Les formes ƒ et ft s'écriront alors

ƒ = i5a?a 4

fi = i5cc2 4-

5

4- 3ya — z*>

4- 1 0 / — z%,

et voici les substitutions auxquelles conduisent le plus directement les trois procédés

indiqués :

{"procédé

2e procédé.

5e procédé.

I3I3

i683o

25230

— i

o

o

— 4

o

i5

io44

i3387

20068

9

—146

2O3

3

1

11

344
44ÏO

6611

7
—100

i46

1

0

-4



ERRATA ET RECTIFICATIONS

Page i. Ajouter en nota : II ne s'agît, bien entendu, dans tout ce travail, que de

formes à coefficients entiers.

Page 5, ligne 7, supprimer : et les classer suivant la nature de ces dernières.

Page i5, ligne 1, au lieu de : deuxième, lire : dernière.

— ligne 5, — occeptables, — acceptables.

Page 18, supprimer le nota (4).

Page 20, ligne 6 à partir du bas, au lieu de : une ellipse imaginaire, lire : le pre-
mier membre de l'équation d'une ellipse imaginaire.

Page 24, ligne 2 à partir du bas, au lieu de : précédent, lire : 16.
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