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PERTURBATIONS SINGULIERES POUR UNE CLASSE D'HEQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINHAIRES

par Jacques Louis LIONS

Introduction.
Soit &= Jo,1[, x,y¢8. On chcrche une fonetion Pe(x,y,t) définie dsns O ei

pour t >8,, solution de 1'équation aux dérivées partielles non linéaire
oF 1 \ dFe
(1) ST € AP + 2P + IO P.(x,g,t) S (g,y,t)dg = £

ou f est donnée.dans O X {t >0} (1) et ol ¢ est >0, avec la condition aux
limites

(2) P. =0 sur 3¢ X {t>0},
et la condition initiale
(3) Pg (x,y,0) =0 .

On verra au N°1 - par un procédé détourné, inspiré de la théorie du Contr8le Optimal

)8

pour les systémes distribuds — qu'il existe une solution unique du probldme, vérifiant(
(4) Ps(X:.Vst) + Pe(Y:X’t) =0 .

)

Le but essentiel de cet article est 1'étude du comportement de P, lorsque e = 0 .

On montrera (N°2 et 3) que, dans une typologie convenable, P converge vers P , solu-

tion de 1'équation analogue & (1) avec e = O , les conditions aux limites donnant lieu

? =R

2 un phénomdne particulier : P satisfait 3 des conditions sux limites NON HOMOGENES,

On étudie en fait dans les N° ci-apres un cas plus général ol le nombre de variables
d'espaces est 4 (au lieu de 2) et on peut d'ailleurs considérer des situations analo-

gues a un nombre de variables PAIR quelconque.

L'équation (1) a été étudiden raison d'une certaine analogie avec les équations de

Navier Stokes, lorsque le nombre de Reynolds augmente indéfiniment.

(1) De fagon parciculiere; cf., 1°1

(2) Pour f donné comme au N°1 ci-aprés.
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Le plan est le suivant :

1. Equation aux dérivées partielles du type "Riccati-differential".

2. Un probléeme linéaire de perturbation singuliere.

3« Perturbations singuliéres non linéaires.

4, Variantes

1. Equation aux dérivées partielles du type "Riccati-differential"

1.1. Un probléme linéaire.

Soit Qc R (1) et € > 0. On cherche u;,us dans axJ0,T[ telles que

reLt:t auz
(1.1) el A +6a-3-c-l-.—_f1,
9 o)
(1.2) —-;—:;-eAug+u2+—;;—1&-=fg,
ol
2

(1 03) fi€L (Q X]O:TD:

avec les conditions aux limites

(1.4) u; =0 sur T x]o,T[, T =20,
(1.5) u,(x,0) =0, ugx(x,T) =0,
Remargue tel

Le probléme (1.1) «oe (1.5) est inspiré (mais techniquement différent) des situa-~
tions rencontrées dans le contrdle optimal des systimes distribués [3].

On vérifie sans peine que le probléme (1.1) ... (1 .5) admet une solution unique,
avec (%)

(1.6) w,el* (0,5 H () ;

pour cela on note les estimations a priori suivantes. On posera (3)

(1) Pour fixer les idées.

(2) Ht)(Q) = espace de Sobolev [7] d'ordre 1 des fonctions nulles sur T «

(3) Toutes les fonctions considérées scnt & valeurs réelles.
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) (x) ax, (3,¥) i
= r \Py¥) = pdx,
ol =[, olx or¥) = o

2 2 (30 \2
-1l e

et de facon générale ui(s) désignera la fonction x - ui(x,s) . Multipliant (4 1)
(resp. (1.2) par u, (resp. ug) on en déduit

(1.7) -12- Eul (T)I2 + [uz (O)lé] + € rz E‘ul (t)”2 + ]lue(t)(ﬂ it +
J

Tfaue Bu ]
+r u'+|u' dt+fri u+-——1-4u dx 4t =
‘O'Qtaxl 1 OX, | 2

U

T
=fr [(g,m) + (£,m)] 8t .

BNt 2
Mais fdrg = w +\ dxdt..ff (n yu )dx dt = 0

de sorte que (1.7) donne

it 2 2
(1'8) r |u' + |11| % §r _:!f! 'D ! E at ,

0 L = o_* 5

T o2 g T e
(1.9) e fo \lulﬂ + ‘|u2‘|J!dt§_fo Ufl[ + If'

On oonsidére maintenant la variante suivante du probléme précédent. On cherche

u, u solutions de
1 2

ou ou
(1.10) _Lat - sAul + u1 +-a"x—l- =0,
e o
— =
(1.11) - F T shu ry gt =0,
(1.12) ul(x,o) =0, u(x,T) =k(x) (kx donnée)

La oondition (1.4) étant inchangée.
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Sous 1l'hypothese

(1.13) ke ()

le probleme (1.10)(1.11)(1.12)(1.4) admet une solution unique avec (1.6). En effet
on introduit une fonction & telle que (')

if@ e I°(0,T;8(Q) N B (a)), %%e 1° (0,751 (Q)),
(1.14) I 8(1) =

et on 80 raméne au probléme précédent en les inconnues u et u, ~% .,
On va maintenant "découpler" le probléme (1.10)(1.11)(1.12)(1.4) par le méme procede
que dans [3], Chap. 3.

1.2. Découplage du probléme linéaire

On considdre dans l'ouvert QX Jo,s[, 0 < s < T, le problime :

(1.15)

¢, et g, =0 sur T Jo,s[ .

Pour thi (0) ce probléme (évidemment analogge & (1.10)(1.11)(1.12)(1.4) admet ume

solution unique telle que

0,12 (0,555, (),

(1.16)
1‘ —= ¢ 12(0,5;H7 () (2),

Alors ¢&(s) est défini de fagon unique et dépend continlment de h dans ﬂlﬁ(ﬂ).

(1) Une telle fonction existe et peut &tre choisie de fagon que l'application k ~ &
soit lindaire et continue dans les topologies convenables. Cf. par ex. [5]e

(2)F (@) = dual e B (q)
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Done
(1.17) ¢, (8) = P(s) ga(s) = B(s)h, P(s) ¢ £(H (2);1°(a)).
Si maintenant l'on prend dans (1.15)
h=u_(s) ol {u ,u,} est la solution de (1.10)(1.11)(1.12)(1.4),
on a évidemment :
qpl(respa @2) = restriction de ul(resp. u, ) a axJo,s[

et par conséquent ml(s) = (s) de sorte que (1.17) donne 1'identité fondamentales

(1.18) u (s) = P(s) u,(s)

valable Vse[o,T]

On va maintenant, par un calcul d'identification, obtenir une équation satisfaite

par P.

Remarque 1.2

En fait AR P dépendent de £ ; on les notera U Pe plus loin lorsque l'on

28’
fera & = o.

1.3. Equation du type "Riccati-différentiai'.

On effectue le calcul de manidre formelle, les vérifications se faisant par les

mémes procédés que dans [3], Chap. 3. On utilise (1.18) dans (1.10) ; aprés avoir
vérifié la différentiarilité de P en % , on obtient :

(1.19 {gi)u +P(C‘,;3-EAPRB ’Dug+ =0.

Utilisant (1.11) dans (1.19) il vient :

(1.20) \gi)u +P[-—5Au +u, +::11—15-—5AP11 +Pug+a?: =0
et utilisant encore une fois (1.18) dans (1.20), il vient :
(1.21) [—'a-——s(PA+AP)+2P+P§£+§—j§u—O

' dt om 3% 2 "

et (1.21) est une identité devant avoir lieu Vu, (car dans (1.15) on peut prendre

h quelconque) d'ou 1'équation en termes d'opérateurs:

(1022) %:%—8(PA+AP)+2P+P°%§ :—S;II
1



1.6 J.L. Lions, Perturbations singulidres ...

Soit maintenant

(1.23) P(x,y,t) = noyau de 1'opérateur P(t) (cf.[6] pour la théorie des
noyaux) .
Alors (1.22) entratne

(1.24) é'l?-—-e (A +A)P+2P+IP(X,§ t)

3t (§,Y9t)d§ = "> 6(x=y) .

%, %

Remarque 1,3.

Ce qui précéde vaut, en particulier, si 1l'on prend (O = Jo,1[ ; on trouve alers

1'équation (1) de l'introduction, avee f = -§§'6(x—y).

Remarque 14,

On peut, plus généralement, considérer le systéme

Bu1 ou,,
(1 25) 33 "¢ Au1+-ui + g;: + Mu2 =0,
Buz au.1 v ~
STE—-EAU. +u3+aX -IIul-—O,

1

les autres conditions étant inchangées, ol

(1.26) Mo(x) = [ M(x,y)o(y) dy ,
Q
M(x,y) = M(y,x) = fonction réguliére dans () x J « On arrive alors i 1'équation
-
A
(1.27) %—% - el + Ay)P + 2P + quP(x,g,t)_-aﬁ_ (£,7,t2d°E =
1
- [ [ P(xg,%) Mg, §) (g,y t)de dg =
OXQ
= -2 5 (xy) - H(x,y)
- axl ?

Remarque 1.5

Les équations "de Riccati" rencontrées dans la théorie du contrSle optimal sont de
1
la forme (') (cf. [3])

(1.28) -2—% —ea, + 8 )P + 2P + jQP(X,g,t)P(g,y,t)dg = 8(x-y) .

(1) € n'étant pas nécessairement "petit" !
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Remarque 1.6

On peut, plus généralement, remplacer -A par un opérateur elliptique symétri-
que (1) a coefficients variables soit A d'ordre quelconque ; on arrive ainsi a

P QP
(1.29) g—t + E(Ax + Ay)P + 2P + JFQP(x,g vt)gé’l (g 9Yat)d§ = - 3‘31_ 8(x=y) .

1.4, Conditions aux limites et propriétés de P .

Puisque uw, =0 sur I x Jo,T[ , on doit avoir
J‘Q P(x,y,t)u,(y)dy = O p.p. si xeI ,
et donc
(1.30) P(x,y,t) =0 si x€I' , ye , t>0 (%) .
En outre (1.22) et (1.24) impliquent que
Phog = APy ¥ geb(Q)
aton ()
(1.31) P(x,y,t) =0 s8i x€Q , ye[' , t>0 .
Notons dlailleurs que
(1.32) P(x,y,t) + P(y,x,t) =0 .
En effet cela revient & montrer que, V h , k2 (Q) , ona :
(1.32 vis) (Ph,h) + (Ph,h) =0 .

Or soit @ , @ la solution du systéme amalogue & (1.15) avec L au lieu
de h . Premant le produit scalaire de la 12re équation (1.15) avec @, et in-
tégrant par parties, il vient :

(1) La symétrie n'étant utile que plus loin.

(2) Dans le cas de (1.29) si A est d'ordre 2m , le probléme de départ étant
celui de Dirichlet, on a :

J
& P(x,y,t) =0 xI ,y€Q, t>0, O=j=m .

J
on,

J
(3) Et, dans le cas de la note (2) précédente, a—-j P(x,y,t) = 0 , xeQ , yeT,
t>0, 0=j=m1 . Bny



1.8 - J.L. Lions Perturbations singuliéres ...

3%Q
0= (g (s), B(s)) + [ @ (-5 - ef% +§) dx at +
QxJo,s[
. °% % ax at
“QxJo,s[ 0%y
%, L 3%,
et comme --a?—eA%+cpe=..-a;l— y
On en déduit
(155 (a(ohd ()= BB = [ (oo 22
. s), s)) = s)h, = — - % dx dt .
A axle,sl ox T Am %

La propriété (1.32 bis) en résulte,

Condition initisle :

la condition wu (o) =0 donne

(1.54) P(z,y,0) =0 .

EN RESUME, on a montré 1'existence d'une fonction P(x,y,t) vérifiant (1.24),

(1.30) (1.31) et (1.34), L'opérateur P(t) : @ - naP(x,y,t) o(y)dy étant liné~
aire continu de H(Q) - I?(Q) , et dépendant différentiablement de + dans 1'espace

£(H(Q);12(Q) muni de la topologie de la convergence simple forte. En outre

P(t) € ,['.(LQ(Q);Le (Q)) et 2épend continfment de t dans cet espace muni de la
topologie simple forte.

En effet si dans (1.10)(1.11)(1.12)(1.4) on prend k€ IP(Q) , On se ramene au

probléme (1.1)e..(1.5) avee fi € Lz(O,'I‘;H-'1 @), ce qui suffit (tant que 1'on ne
fait pas € = 0).

UNICITE : partent d'une solution P , on résout

--ST_E-AHE + u, +§-£;—(Pue) =0,
(1.35)

(D) =%, u =0 sur IxI0,I[

qui admet wne solution unique car



J.L, Lions, Perturbations singulidres ... I.9

d 2% l
](52: (Pu, )pu, )| = {(Py, -az)! = o |ullu .
On définit ensuite
(1.36) b =Py .

On a
Bﬁ1 Bue
5t -edth 0 s

3P oy,
= "a—-—eAP+P)uz+P(-13Au2 + U, + 3 Puz) X1

|
TS

=0

ot comme @ (0) =0 et & =0 sur IxJ0,7[, ona: @ =u, {w,u,} solution
de (1.10)(1.11)(1,12)(1.4) . Donc si P et P* gont deux solutions éventuelles
du probléme, on a la méme solution u, pour (1.35) et

Su,
- 37 " ehw, + +-£——(P*u2)=o ,
1

(1.37)
\ uw(T) =k, w, =0 sur Ix]O,T[ .
Donc

So—(Puy- Pr,) = 0
1

Puy~ P*u, = m(x,) .

Mais Pu,, P*u, sont seuls sur I, donc m(x,) doit 8tre nulle sur I ce

qui n'est possible que si m =0 ., Donc

Pu, = P¥u, Dp.p.
donc
Pk = P*k Yk
donc
P =DP* ,

On a donc obtenu 1l'existence et 1l'unicité de P .
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PROBLEME OUVERT :

Peut—on faire une étude directe de 1'équation (1.24) (et considérer des deuxidmes

membres moins particuliers) ? Pour une telle étude dans le cas des équations de
Riccati du contrble optimale (Remarque 1.5), of. [1] [2] [8].

2. Un_probleme linéaire de perturbation sginguliére.

Notre objet est maintenant d'étudier le comportement de P = P
On étudie pour cela d'abord le systéme (1.1)...(1.5)e

lorsque ¢ >0 .

2.1. Résultat relatif au systéme (1.1)...(1.5).

On supposé Q ocomme sur Fig.1 (pour simplifier 1'exposé) et on désigne maintenant
par e, W, la solution de (141)eee(1.5)

X,

////f — I
G > =
1 g, 1

0 > X

Soit par ailleurs w, u, la solution (1) de

(2.1) g'ii+%+§‘%'=fﬂ
(2.2) *%ii+%+-:-u;i-=fa,

( w +u =0 sur I;x]J0,T[
(2.3)

1 w -u =0 sur L,x]J0,7[
(2.4) w (x,0) = 0, w (x,T) =0 .

On va montrer que, lorsque s - o ,

( Ye 7Y

(2.5) \‘ SR

L sx— @ 37 dams 12 (QxJo,T[ ) faible,

(1) Les démonstrations qui suivent montreront l'existence et l'unicité de la solu-
tion du problime (2.1).
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3 3 5
9131?("13*“28) ot & Tz;l(“le‘uas)"elsiil‘(ul +u) et

(2.6)

'ke’?‘ 5—1—; (@ =w) dans IP@QxJ,7[ ) faible

ol 6 (resp. 8,) est nulle au voisinage de T} (resp. r).

2.2, Estimations a priori (I)

Nous avons, d'apres (1.8) (1.9) :

g we (resp. Ve Uje) demeure dans un borné de I2(QxJ0,T[ )
(2.7) {
| (resp. de I? (0,732 (Q))) lorsque ¢ 2 o
N S
Prenons ensuite le produit scalaire de (1.1) (resp. 1.2)) avec T

o,
(respe - 3T ) (1), il vient aprés intégration sur Q x]JO,T[ :

du, ® du, 2 i o~
(2.8) r:[‘-é—;l—‘ +‘§—~E~| Jd‘t + ELHU" (T)“z + H% (0)”2] +
. 3 -

[ dw, d e du, |
T U 0ny Y O
Xz_,r ~r£ax’_5t _Brﬁat )dth'

0°n

Mais, par intégration par parties (on vérifie que c'est loisible) X =0 de

sorte que (2.8) demme

auie
3t

demeure dans un borné de I?(QxJo,T[ )
(2.9)  °©

|
\_ lorsque & >0 .

1) On écrit u; au lieu de uje o
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2.3. Estimations a priori (II)

On pose
aup: auge
(2.10) Be Th-F% 0 &e =H F
D!'aprés (2.9) on a
(2.11) g ¢ borné de IF(axJo,T[ ) .

On éerit (1.1) (1.2) sous la forme

ey oy = ox.  Bie

—eluy, 4 Lot 33 <8

d'olu 1l'on déduit que

6]
medlne + e ltlne ) v (ne +ne) =ge + g

(2.12) I 3
—eb(ye —ue )ty - we) "5';1_ (We ~we) =ge - ge o

dtol 1l'on déduit (t jouant alors le r8le de paramdtre) que

o)
Ty (e +we) et 8 ox, (“18 - ‘*38) defieurtmt duns un
(2.13)

L borné de IP(QxJO,T[ ) lorsque € - o ,

On en déduit aussitdt le résultat (2.5)(2.6).

3+ Perturbations singuliéres non-linéaires.

3.1« Découplage du probléme limite,

Le raisonnement fait au n°1 s'adapte aussitdt & la situation du systéme (2.1).
(2.4) avec une différence sensible dans les conditions sux limites. Plus précisé

ment, on considére le probléme

d 3
! Y
(3.1) 3Tt +'a—X:' = 0 ,
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(3.3) w +w =0 suwr T,xJ0,7[ ,u -w =0 sur T,xJo,o[ ,
(3.4) w (x,0) =0, w(x,T) =k(x) .

On a alors
(3.5) | o =Py,

et P satisfait & :

dP oP d
(3-6) 5‘% + 2P + fQP(xygst) 'a—g';' (§,Y1t)d§ = - é?l_ 5(X‘Y) B

Comme w (0) = 0 1la condition initiale est

(3-7) P(X9y’°) =0,

Conditions sux limites.

On doit avoir

ul(x,t) + uz(x,t) =0 si xel, donc

r P(x,y,t) (y,t)dy + w(x,) =0 si x ¢ I, , done
Q

(3‘8) P(X,y,t) = - 5(X—y) si x ¢ rl y ¥ € Q

et de méme le condition w -w =0 si x ¢ I, donne

(3-9) P(nyst) = 6(X"Y) si X ¢ Fg y ¥ € Q.
Par ailleurs

(3'10) P(X:Y:t) + P(y,x,t) =0 ,

En résumé, il existe P solution de (3.6)(3.7)(3.8)(3.9)(3.10)P étant contim

de [0,T] =» £(18(Q) ;12 (Q)) muni de la topologie de la convergence simple forte.

Ltunicité, trés probable, n'est pas démontrée de fagon satisfaisante.
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3.2« Convergence lorsque € = 0 o

On a maintenant le résultat s lorsque e = % , Pe(x,y,t), solution de (1.24)
(1.30)(1.31)(1.34) converge vers P(x,y,t), solution de (3.6)...(3.10) la conver
gence ayant liesu ay sens suivant @

(3011) /.,r Pe (X1Y9t) h(Y)dy -> r P(X,ypt) h(Y)dy ’

0 Q
<

Yhe B(Q) , Vte [0,
| dans I (Q) faivle

En effet, d'aprés ce qu'on a vu, on se réduit & la situation du N°2 et (3.11)
résulte de (2.5).

Remarque 3.1.

Bien que P, satisfasse & la condition HOMOGENE (1.30), on obtient & la limite
pour P des conditions NON HOMOGENBE (3.8)(3.9) .

Remarque 3.2.

Dans le cas de la dimension 1 (Q = J0,1[ ) , (cas des équations (1)...(4) de

1'Introduction) on obtient & la limite

%;E- 2P+ Ur:)P(x’gft) %g' (g’.Vat)d§ = -"g‘; 5(X - y) ’

P(O’.V)t) = - 6(y) ’
P(1,5,t) = s(y)

P(x,y,t) + P(y,x,t) =0

4. ¥ariantes.

On peut appliquer les mémes méthodes en partant d'autres problémes linéaires de
perturbation singuliére.

Par exemple, si 1l'on considére Q cE et le probléme

ouy ¢ g Oke
(4.1) EER TR AU Pl S
Ovgy n ow ¢

(4:2) e el et T onm— g
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avec wyg =up =0 sur ' xJ0O,T[ , w(0) =0, we(T) =0,

ol les b, sont des constantes réelles, on est conduit & 1l'équation

OPg n Bpe
(4.3) Py e(AX + A )Pe + 2P, + X bi J‘ Pe(x,g,t) -a-g- (g,y,t)dE =
y i=1 Q i
n
D
== ¥ b, — 8(x ~y)
i=t T O%
avec
(4°4) Pe(st:t) =0 si xcl,yeQ, te ]O,T[ )
(4‘05) Pe(x:yyt) + Pe(yyxyt) =0,
et la condition initiale
(4.6) Pe(x,y,o) =0 «
Le probléme limite lorsque ¢ = o est
oy Ou,
(407) <+ -+ }%b""'—zf ’
ot o s 1 Bxi 1
n a‘ﬁ
(4.8) s PR INE -G
i=1 i
avec les conditions aux limites 3
n 1
W+ =0 s Tb, ces n <O (")
i=1
(4.9)
n
u -y, =0 ssi 2 b, cos ni>0

1i=1

et w(o) =0, w(T) =0 .

1) Les cos n, désignent les cosinus directeurs de la normale & I’ dirigée vars

1textéricur de Q .
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Le découplage de ce dernier probléme conduit &

)3 n op a 3
(4.10) st +2p+ A j‘nr(x,g,t) S, (€,5,8)d = = = b, 55— 8(x-y)

i=t i

aveo

P(x,y,t) == 8(x =y) si xeT et Eb cos n, (x)<0, YeQ

i=

(4.11)

x,y,t) = 6(z-y) si x el et Zb cosn(x)>0, yeQ

i=t

et
(4-12) P(xayyo) =0 .

On peut également considérer des problémes lindaires d'ordre supérieur, par

exemple
oy ¢ 3
(4.13) =% +EAzu],E + ¢ -S-X-;-Auae =f,
el
Ye =
(4.14) - at+eAuae + Uy = 5=, My =1,

avec les conditions aux limites

du, du
(4415) We s e » 3 0 G- =0 aw Ix]or[,
(4-16) ulE(O) =0 , UEG(T) =0 o

Le découplage conduit a

(" 3p,

5o+ o(03F + (3P4 2B - F P (x,E,t) 351 B¢ P(E,¥,1)d5 =

(447) 3

fe)
k = axl AX 5(X‘Y)

avec
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(4.18)  Pelzyyyt) =57~ (,3,%) =0 si xeT ,ycQ, te 10,2,
X

(4.19) Pe (%,5,t) + Pe(y,%,t) =0

et

(4.20) P (x,y,0) =0 «

Le probléme limite pour {w,¢,u,¢} est

d
W d
3t TW "'a—xl_AuE =1 5
(4.21)
Buz 3
-3t Tt _5}:‘3"1 =1,

avec les conditions aux limites

W,y =0 sur rxJo,T( ,

(4.22) La(vﬁug) 3w, ~u,)

= i < = i >0
™ 0 si cosn <O, . 0 si cosnm

et w (0) =0, u(r)=0.

Le découplage conduit a

o
(02)  Sp+ e - [ B(ug) 5o & P(Ey,0)8 =5 4, o(xey)

avec les conditions aux limites

/ P(x,y,t) =0 si xeT, €2, t>0,

fe) 9 . 1
(4-24) g-i— (X’y’t) = "S;l' é(x-y) si xeT, eos e <0,¥yeQ ( )
< X
3P e .
S (5yt) =5-8(x-y) st xeT,e0sm >0,75¢€0
X
\

3 3 o
1) J‘Q Fy §(x-y) oly)dy = SE- (x) par aéfinition
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et la condition initiale
(4.25) P(x,y,0) =0 .

Voici un exemple conduisant 2 un systéme de 2 équations (par le méme genre de
méthode, on construira des exemples de systimes & un nombre quelconque d'équa-
tions).

On congsiddre, avec Q c R° 1le problime

r au

5-;;15- t-:AuIE +u18+;£-§-=f1 R
auze o)
(4.26) | - =T -chu +u + a—}-{;—(ula+ uae) =£ ,
auae 0
g =t ehw  tu +§;1-u25 =f3 ,
avec
u, =0 sur Ix jo,7( , ule(o) =uae(o) =0, uaE(T) =0 .

On a, cette fois, les identités (pour le probléme associé o f, =0,
u, (o) = uae(o) =0 , uze(T) =Xk) :

u =P u ,u_ =Q u
1€ £ 2€ 3¢ € 2E

ce qui conduit au systéme en Pe et Q‘e :

—

dP d
5T - o4, + AP, + 2P, +J‘Q P (x)8,t) 3¢= (P_(5,y,%) +

+Q,(gy,)]as = - 55 8()

(4.27)
)

£

5o - e(a + Ay)Qe +2q + jQ Qe(x.g.t) gﬁ%‘ [Pe(§:¥:t) +

+ Qe(g,y,t)3d§ = - £&— 6(x=y) »

"

avec
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rPE =Q =0 sur 3(q xq)xJo,7[ ,
(4.28) ;' Pe(X,y’o) = Qe(x:Y’o) =0.

du, du,

1
= ° 37 dems P(axJo,7[ ),

On vérifie que lorsque & 2o, u, = u,
i

i=1,2,3, ou u, est la solution de

Ir Oul B
! +u1+5———-f ’
g =
‘ ou,
(4429) :; 3T +112+a (g +u,) =1, ,

S -
L +u3+x1u2—f3

avec les conditions aux limites

w +w,2+u =0 sur I, (notations du N°3)
(4.30) (

! ~% 24 =0 sur L

et
w (0) =y (o) =0, w(T) =0.

les identités w =Py , U= Qu (pour le probléme correspondant avec fi =0

et u, (T) = k) conduisent i

(S—f + 2P + f (x,€,t) 57— 551 [p(g,y, t)+Q(E,y,t) Jag = ‘ij 8(x-y)

(4.31) \l

kat ¢ 20+ [ Qx5 3 [P(E,:8)4(Ew, ) 108 = = 52 o(x-y)

avec les conditions aux limites

(4.52) ( Blxy,t) + alxy,t) = - /2 8(x~y) si xe¢l, ,¥eQ,
4-32 ¢
\ P(X:y,t) + Q(X’Y)t) =/2 8 (X—y) g X ¢ I‘z sy Y e Q

et

(4.33) P(x,y,t) = Q(x,y,0) =0 .
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Remarque 4.1
Des développements asymptotiques (cf. [9] [4]) relatifs, par exemple au probléme

(4.1) (4.2) doivent conduire, aprés découplage, & des développements asymptotiques

pour P€ , mais nous n'avons pas surmonté jusqu'ici toutes les difficultés tech-

niquese.
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