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Sminaire H. CARTAN, 9-01

E.N.S., 1957/58 27 janvier 1958

SKRIES D' ZISENSTEIN

par Roger GODEMENT.

1, Définition des séries d'Zisenstein.

Dans cet exposé on désigne par [+ 1c groupc modulaire de Siegel, par f une
représentation holomorphe irréductible de GL(n , C) (1) dans un espace vectoriel
complexe FP de dimension finie, enfin par t}- un maltiplicateur de [ (i.e. une
représentation de | dans un espace FP‘ de dimension finie, représentation dont

le noyau est supnosé d'indice fini dans Y" ). On se¢ propose, moyennant des hypo~
théses sur le vlus haut poids

i=n X,
(1.1) o(n) = T Am 7

de P de construire & 1l'aide de 1éveloppements en série des formes modulaires

d'espéce (‘ru; P ), i.e. des fonctions holomorphes f(z) , & valeurs dans

(1.2) F= Hom(FF » Fo) oy

et vérifiant
a b

c d)é‘:‘.

(1.3) £(z) = plez + ) £(z) tL(M)"l pour M= {

Le principe général est le suivant. Dans 1'cnsemble des fonctions f(z) & valeurs
dans F , fzisons opérer le groupe [' cn attachant 3 tout Me L' 1'opérateur

L M 3
V”F( 1) donné par

(1.4) L\L F(1\1)"1 : £(z) = plez + )7L £0m) r(M) ;

alors, pour toute fonction f(z) , la série

t—

(1.5) ﬁ"’r L, 00 £6a)

représente une forme modulaire d'espéce ( (- ; E) , si toutefois la série en

Jtsstion veut bien converger ... S1 par exemple la fonction f(z) est déja

—

(l) Dens les expcsésde R. GODAMENT, les lettres sculignéss d'un trait rectiligne
ont le méme signification que les lettres soulignéss A'un trait ondulé dans les
zutres exposés de ce Séminairce : clles apoaraitraicnt en caractérss gras en
iypogrephie.



9-02

invariantc par un sous-groupc infini ijC de [ , il fzufra évidemment remplacer
la sorme (1.5) par

< '
(1.6) T LT" (1) £(z)
“2ns laquelle on somme sculement sur les classes M.fb modulo _{B ce qui ne

veut naturellement pas Aire que cette molification soit suffisante pour faire
converger la série (1.5).

1
L'étu'e des séries (1.5) pour un groupc discontinu 1" arbitraire ne nous intéres—

sera pas pour le moment, c'est la théorie bien connue des séries de Poinecaré qu'on

peut faire pour tout groupe “iscontinu dans toute variété analytique complexe ;

b
voir le Séminaire H. CuRTuN 1953/1954, Txposé 1 ; voir aussi le présent Séminai-
re, ixpcsé 10 .

i)
Tous utiliserons au contraire ici la structurc Au grounc 1 , et nlus parti-

=1
culiérement la présence dans § du sous-groupe des translations entiéres ; cela

est justifié par le fait que si, dans la sériec (1.5), on somme A'abord sur les
translations entiéros, on remplace la fonction f£(z)

par une fonction périodique

M), Ae sorte qu'on est alors
N . ™ . .
remené 3 une série (1.6) avee ! o = groupe des translations entiercs., Or toute

fonction f(z) quasi-périodique est unc somme Ac fonctions f£(z)
i.e. provortionnclles a

(ou quasi-périodique : il faut tonir compte de

"$1lémentaires”,

(1.7) exp (2771 Tr(sz)) s

’

on est donc ramenéd, hecuristiquement tout au moins, & étulier los séries (1.6)

qui correspondent & des fonctions (1.7) : ce sont les sérics d'Eisenstein (appe-

1lées souvent, en hllemagne, séries de Poincaré).

Pour préciser les coefficients dont nous affecterons les fonetions (1.7) =-ce
point est capital, melgré les apparcnces, si l'on veut parvenir & des séries

convergentes- partons A'une fonction f£(z) et calculons la somme
'L (1) £(z) = £' (2
2L, 60 £) = 1)

C

el

ddcrit 1'ensemble des translations entiéres ; on a Zvidemment

Al
£1(z) = 2 £(z + n) w(n)
o n Aécrit 1l'ensemble des matrices symétriques entiéres, et ol 1'on pose

1 n
pw =)
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comme dans les précédznts exposés. De 13 résulte aussitdt que

(1.7) £'(z + n) = £'(z) Wn)7?

H
par suite il est rzisonnable d'affecter 1'exponenticlle (1.7) A'un coefficient
W tel que la fonetion ainsi obtenue vérifiec (1.7) ; or

(1.8) £'(z) =‘exp(ZTTi Tr(sz)).0 , (w & Hom(FF , F%)

vérifie (1.7) si et seulement si l'on a

(1.9) W o }A—(n)"l = exp(2%1i Tr(sn))® ;

’

si w# 0 cela signifie déja que le caractdre n —> exp(~ 271 Tr(sn)) intervient

dans la représentation n —> P(n) » donc que la matrice s est rationnelle ;

An

et (1.9) exprime alors que «@ est nul sur les composantes irréductibles de
sutres que n —y exp(- 271vi Tr(sn)) .

Choisissons donc une solution @ # 0 de (1.9) et considérons la fonction (1.8) ;
elle est 4éja "invariante" par le sous-groupe de Iﬂ formé des translations en-—
tieres ; mais il peut arriver quc les Mel qui laissent fixe (1.8) forment
en fait un sous—groupe beaucoup plus grand ; cc sous-—groupe est formé des M

tels que

exp(27i Tr(s.Mz))w= exp(27i Tr(sz)) E(cz +d) owWo P(M)~1

.
s

si en varticulier ¢ =0, i.e. si

u  un n = n' ontiére
(1.10) M= (0 ) avec {
a

u entiérc unimodulaire
la relation précédente s'écrit
exp(2771 Tr(u'su(z + n))o = exp(271 Tr(sz)) p(i) o @ > W(M) ™
et sera vérifide (dans le cas wW# 0) si ot seulement si 1'on a les rclations
(1.11) u'su = s
(1.12) ;R(E) o &o r&M)_l = exp(27ri Tr(sn))w ;

ces conditions impliquent sur ) des restrictions tout & fait séricuses dans

1z cas ou s est une matrice positive non définis comme on va 1z voir,

Si u=1 dans la matrice (1.10) il est clair que (1.12) se réduit a (1.9) ;

il suffit donc d'examiner le ces ou n =0, i.e, ot 1l'on a

(u 0
M= 1y ¥ avec u'su=s ;
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posant comme dans les exposés précédents {~(M) = tqu) 1la relation (1.12) s'derit
alors

?(ﬁ) oW oEL(u)—l = W

i.e.

w pour u'su = s

p(u') o o t»(u)

ou, en remplagant u par ‘u'

]

1"

(1.13) () o wo p(u')

W pour usu' =s , i.e. u €U(s) ,

groupe des unités de s . Or les golutions de cette dquation ont &té dtudides
dans 1'exposé 7 , n® 4 ; on a vu alors que (1.13) est vérifié par f(s) si f est
une forme modulaire d'espéce (H HES ) » et les raisonnements exvosés alors s'appli-
quent évidemment & la situation présente sans changement. On trouve ainsi le résul—

tat suivant en supposant (ce qui ne restreint pas la généralité) que

)

0 0

avec slv} O de degré r « n : considérons dans FF le sous—espace F&r)
formé des vecteurs a qui sont invariants par f(g) pour

1

r €12
’ det(gzz) =1 ;

0 8y

(cf. exposé 8 , n°® 1) ; alors (1.13) implique que  applique F, dans le sous—

espace FPr de F@ . Bien entendu cela ne suffit pas & entrainer (1.13) ; en

fait U(s) contient comme sous-groupe d'indice fini le groupe

1r u12 u12 entiere
U _(s) : matrices u = avec
0

®
Uy u,, € SL(n -r , 2)

et comme p(u) o = W pour u & Uco(s) d'aprés ce qui précéde on voit que (1.13)

exige encore que l'on ait

(1.14) o t.v(u') = (0 pour u' é U@(S) H

mals comme le noyau de + est d'indice fini dans ' , ceci n'impose qu'un nombre
fini de conditions & & , et finalement on voit que si .o appligre FP- Aans

F}r les u & U(s) pour lesquels la condition (1.13) est vérifide forment dans
U(s) un sous—groupe d'indice fini.
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On est donc conduit pour toute matrice s3>0 & introduire dans £ 1le sous-grou-—
pe

u n n=n' entiére
[;D(s) : matrices ( v) avec
0 u u e Ucn(s)

(qui, lorsque s est définie, se réduit au sous-groupc EZD» des translations
entiéres) ;3 pour définir les séries d'Eisenstein assocides &

application

s on prend une

L s F)‘_ —_ F()
vérifiant (1.9) et

P(u) ol o T(u') =W opour u < U(D(s)

’

ce qui implique, comme on l'a wvu, que & applique F, dans Fé?) dans le cas
non défini ; alors la fonction exp(27i Tr(sz))w est invariante par le sous—
groupe [lo(s) , et ceci fait on pose

B, (2) = exp(27ri Tr(s.iz)) plez + A7 o wo P

oo (8) « M.

ce sont, par définition, les séries d'Eisenstein.

En ce qui concerne la restriction s >0 il va de soi qu'elle a pour but de
rendre les séries convergentes ! Comme on le verra le comportement des séries
précédentes est trés différent suivant que s ost définie ou non, le premier
cas étant beaucoup plus simple que le seccond. Comme on va le voir, dans le cas
s> 0 les séries d'Eisenstein, dans la mesure ou elles convergent, convergent
gu sans dec 1l'espace Bgé(fL; F) ; 1'explication de cec phénomene sera Jdonnée dans
le prochain exposé, quand nous aurons montré 1l'existencc (pour o > 2n) de

fonctions holomorphes non nulles intégrables dans le demi-plan de Siegel. Par
contre le cas ol s

n'est pas définiz n'a pas ét# suffisamment 4tudié jusqu'a
présent pour que toute obscurité en soit disparuc, et il y a lieu de croire qu'on

pourrait grandement améliorer les résultats que nous donnerons a ce sujet au
n°® 4 .

2. Séries d'Tisenstein cas ou s est 4éfinie.

Le théoreme fondamental dans ce cas est le suilvant

(VI
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7 .
THEOR4E 1. — Soient s une matrice rationnelle >0 et ¢u un homomorphisme

dge F, dans F, vérifiant
= ¢ P

(2.1) w o p{n) = exp(- 271 Tr(sn))w

pour toute matrice n = n' entibre. Soit I = lc sous-grounc de [ = sp(n » 2)

formé des translations entieéres. Si l'on a

{kn > 2n
la série
‘ -1
. 2> e (2904 VRO
(2.2) As;aﬁz) o \(cz +d) " exp(27i Tr(s.Mz)aLH(H)

converge et représente une Spitzenform d'espece (‘»; E) .
Posons
. 1/2
(2.3) J?(M , 2) = P(CZ +d) IP(z) = P(y / )

¢n choisissant sur F% un produit scalaire adapté a P et cn posant

(2.4) T, ) = T, 0%) 5,00, 2) IP(Z)~1 ,

ce qui remplace le "acteur d'automorphie” J,(M , z) par un facteur d'automorphie

équivalent, on constate immédiatement que les opérateurs JH,(M , z) sont uni-
taires

(2.5) Jé(M , z2)" Jb(M , z)=1.
Comme (2.2) s'éerit encore sous la forme
TIp@)™ g, 2)7 1,() exp(2mi Tr(s.tia) e pl1)

(on supprime 3 nouveau, pour 1'agrément de la dactylo, le signe o qui indique le

produit de deux homomorphismes), on voit qu'en posant

(2.6) y(z) = IP(Z) exp(2™i Tr(sz)).
]
on est ramené A étudicer la convergence de la série
\ i
/ . -1 a2y
(2.7) @n'ﬁ J%Ul, 2) " (=) (M) = ply™ ") “sufz)'

Comme il s'agit, au facteur Q(y+l/2) prés, de fonctions holomorphes, il suffit
vour établir que (2.7) converge uniformément sur tout compact de prouver que
1'intégrale
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[WEY: -1 (1 \V

g ;L::b 17300, =)™ qtz) L) ||
zmodl" '

(ob dz = det(y)_n~1 dx dy est la mesure invariante du demi-plan de Siegel) con-

verge ; or puisque los facteurs Jé(M , 2) et t»(M) sont unitaires celle-ci
s'derit

[ el g ) e

@

S ”lfs(yl/z) o] exp(- ZTTTI'(S.Y)) det(y)-n_l dx dy
z modl“cD

H

:g 50 II‘\?’(yl/Z)cJH exp (- ZFTr(sy)) det(y)-n—l iy s
y

a

on cst ainsi ramené & une intégrale de Siegel, et la réponse ost donnde par le
théoréme 2 dec 1l'cxposé 6 .

Le fait que (2.2) représente une forme moduluire d'espece (tk; P) est trivial.

De plus la démonstration précédente prouve la convergence de 1'intégrale

(.1/2 .
gz L I B @) e

de sorte qu'on a
1
LR TASSAREE

le fait que Es.uj soit une Spitzenform résulte alors du
H

LEMME de Satake. - Soit L 1le groupe modulaire de Siegel ; pour tout multipli-

b

cateur tk de [ et toute représcntation holomorvhe irréductiblc P de GL(n ,_9)
on a

‘3@?( 13 ?) :S[‘(‘l 3 p) dés que p.* >2n .

Comme ce résultat ne pcut s'obtenir qu'en faisant usage, au moins partiellement,
de la théorie de la "compactification" de Satake, nous l'admettrons ; il sera

bien cntendu démontré (et préecisé de fagon & avoir, pour Do < 2n , une descrip-
tion compléte de 1'espace ;%§(§L; P) cn termes de 1'opérateur ©) quand les pré-
liminaires requis auront 4té cxposés.

THEOREME 2 (PITHRSSON). - Soit f£(z) unc Spitzenform d'espéce (p-; P) ; on
2 alors la relation




(2.8) ST, B 2o = Tr [WF Hyds) £(s)]

ou

Hos) = g ply) exp(- 71 Tr(sy)) det(y)™ ! ay .
y» O
On a cn eoffet

T el .5; o T Bsel2)” py) £(2)) ez
et comme

B, 22 = [pGYP) B ()1

S;w SHN

= () () * 7301, 2)

en vortu de (2.7) il vient

<, B >0F g S me(p(n ™ 40m)* 104, 2) o(r2) £(a)) @

z mod " n@'M y
= . N * _l
jz modr:f"oo.M Tr (iz) 1(,(Mz) JF(M y z) £(z) w007 az

g S :Tr(‘\?(l-lz)* I, (Mz) £(iiz)) dz
7 modr' I"OO.M ?

puisque f est une forme d'espece (P’; ?) 3 finalement

<t Es;«f[‘: S‘Z nod I Tr(y(z)*‘ I?(Z) £(z)) dz

d'ol

(2.9) <f’E$&%=

-n~1

J Tr(w® p(y) £(z)) exp(- 271 Tr(s3)) det(y) ™! ax dy .
z mod [

Or puisque @ vérifie la relation
N.F(n) = exp(- 27i Tr(en))w

il est clair qu'en posant
w(n) = g’ﬁG&‘T ﬁ(s) exp(- 271 Tr(sn))

("décomposition spectrale" de la rceoréscntation n — P(n)) on a

w.ﬁ(s) =W
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et donc

Fl.(s)(\)i.e = 03* 5

puisque ﬁ(s) est un opérateur dc projection orthogonale, donc hermitien. Il
vient alors dans (2.9)

N
H
-
(e}
1

s jzmodr' Tr (" p(y) £(z) f(s)) oxp(~ 271 Tr(s7)) d

S exp(— 4™ Tr(sy)) det(y)—n"l dy
y>»0

S Tr@* o(y) £(z) fi(s)) exp(- 2mi Tr(sz)) dx
x mod 1 '

1

g Tr (e Q’(y) £(s)) exp(~ 47 Tr(sy)) det(y)‘n"l dy
y» 0

Tr (" H, (45) £(s))

en vertu de 1l'exposé 6 , n® 3 , formule (4) . Ceci achéve la démonstration du
théoréme.,

COROLLAIRE, ~ Supposons <>n,> 2n ; alors toute Spitzenform d'osvece (P H f)

est une sombinaison linéaire des sérics d'Eisenstcin E,. (s >»0, wo F(s) =) .
)

@
I1 suffit de montrer qu'une Spitzenform f orthogonale aux séries d4'Eiscnstein
est nulle ; or on a alors

Tr(HP(AS) Fe)) =0

pour toute matrice s>>0 et toute application @ dec F, dans F. vérifiant
Wo P(s) = ) ; comme parmi ces applications figure f£(s) (Exposé 7 , formule
(2.4)) il vient

Tr(2(s)” Hylds) £(e)) =0 ;
comme HP(4S) est hermitien > 0 (Zxposé & , théoréme 3) il s'ensuit que
%(s) =0, d'ol le corollaire.
REMARQUE 1. — Bien que la relation

<f, B 20= Tr(H,(4s) ts™)

établie lorsque f est une Spitzenform, ait cncorc un scns pour toute forme
roduleire f (ceci parce que ES’Q ast une Spitzenform, de sorte que le produit

b
scalaire figurant au premier membre converge toujours), il ne faut pas espérer
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1z démontrer pour f quelconque ; s'il en était ainsi en effet on aurait
?(s) = 0 pour s>>0 dés que f est orthogonale aux Spitzenformen, ce qui est
d4ja faux dans 12 cas classique d'une variable (n = 1) ; en effet, dans ce cas,
la relation f(s) = O pour s>>0 signific que la séric de Fourier de f se
réduit & son terme constant, i.e. que f est constante, et donc identiquement

nul’ 2 puieque 0B3> 2n = 2 ; comme il est bien connu que la séric d'FEisenstein
(2.10) Zi(ez + A)F (k> 2)

est une forme modulaire de poids k qui n'est pes identiquement nulle ot qui

niest pas une Spitzenform (on suppose pour simplifier le multiolicateur p trivial),
il existe nécessairement une forme mocdulaire de poids k , non nulle, orthogonale

atx Spit:anformen (pour la simple raison que les formes linéaires sur un espace de

dim'nsion N constituent un espuce de dimension N ...) ; d'ol le contre-exemple

»

cherché.
Noter qus pour n=1 et p trivial, le quotient
> . kd .
%o s ?)/'SF(Y" ?)
est de dimension 1 -. appliquer 1'opérateur %? , i.e. associer a chaque
fe_ﬁir(tbg F) le terme constant de sa série de Fowrier. On en déduit que toute

forme modulaire de poids k est somme d'une Spitzenform et d'une fonction pro-
portionnelle & la série d'Eisenstein (2.10).

RELARQUE 2. — Le théoréeme 2 permet d'exprimer la fonction-noyau de 1l'espace des

Spitzenformen (Exposé 8 , n® 2) en fonction des séries d'Eisenstein. Nous allons
le montrer en supposant F, = 1 pour simplifier les calculs. NDans ce cas il est

clair que dans (2.8) s est une matrice >0 demi—cntiere, et @ un vecteur
arbitraire dans Fo ; de plus

Es~a)(z) = Es(z)ﬁ)

Es(z) = .E:iicz + d)_l exp(2mi Tr(s.Mz))

W
w
chk
fo

ine série d'opérateurs dans F, . Enfin, (2.3) s'derit

i
\ < ply) £2),E (2)00> da = <7(s) , Hy (45)0 >
2 mod

34 corme 60 est arbitraire cela veut dirs encore que l'on a

{ B (2)" ply) £(2) dz = H,(4s) £(s) .
z mod M
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Or on a aussi 1'idantité
f(Zl) =3 f(a) exp(2 i Tr(szl)) ;
8%

il vient donc

HP(4S) f(zl) = E::;; exp(2mi Tr(sz )) j ES(Z)*Q(y) f(z) dz ;

sz> z mod I
:n désignant par KF(ZI > Zn ) la fonction-noyau de § (E) QE(f) (lemme de
Satake), qui est earacterlsee par la relation

L (s
f(zl) = & i KP(Z1 y 2) V(J) f(z) dz

et le fait d'étre une Spitzenform par rapport & Zy oy il est clair qu'on trouve
|

(2.10) Kg(z1 , 3) = ‘S‘-;:ﬁ HP(4s) 5 (2)" oxp(271 Tr(sz,))

On remarquera que cette formule, si elle met en évidence le fait que Kr(z1 ,~z)*

est une forme modulaire par rapport & 2z , n'explique pas du tout pourquoi

r‘ . . ~ \
K;’(zl , 2) st aussi une forme modulaire par rapoort 2 2y ees Ce mystere sera

éclairci dans 1'Exposé suivant, grdce & une certaine formule sommatoire.

3. Indications sur les coefficients de Fouricr des séries d'Eisenstein (s>>0) .

I1 sst bien connu (HECKE) que les coefficients de Fourior des séries (2.10)
sont donnés par des formules ayant une signification arithmétique simple (le

coefficient de exp(2arinz) dans le développement de (2.10) ost égal &

am

& un facteur trivial prés). Pour n = 1, on peut se vroposer plus généralement

de développer en série de Fourier les sérics

(3.1) (z) = : (cz + a)~ exp(2 Nis.Mz)

b4
YT
oLl

£
to®
i.e. les séries d'FEisenstein étudides au numéro orécéd:nt ; ce probléme a £té
résolu depuis longtemps par PETERSSCN, ¢t ne présente pas de difficulté parti-
culidre ; il n'en est pas de méme vour n quelcongue comme nous zllons le voir,

2t i1 sereit extrémement intéressant d'obtenir dos résultats aussi explicites
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que possible dans le cas général, non senlemont perce que des résultats expli-
cites pourraient éwentuellement &tre do quelque utilité en théorie analytique des

nombres, mais cussi et surtout parce que, comme on le verra plus loin, on ne sau-

rait résoudre le cas général sans étudier d'abord certaines fonctions spdeicles

qui, pour n =1, se réduisent aux fonctions de Bessel {, , et n'ont encore

fait 1'objet d'aucune investigation pour n "queleconque.

Considérons donc, pour n quelconque, la série

Es;w(z) = L——-‘: Jo (3 2)71 exp(27i Tr(s.Mz)) -, )
'mo i
posant
g, (2) =7 A(t) oxp(27ri Tr(tz))
S0 t0
il vient
ae) = | B, (2) W) exp(- 21 Tr(tz)) dx
x mod QD )

= R M’ _16 1 Tr(s.Mz) — 3 2) ). 1) dx
Jx mod%g‘_ﬁ Tp(i 5 2)7" exp(2771 Tr(s.Mz) - 271 Tr(tz))o M) f(t)

pour simplifier cette sommation, on décomposec la sommation 4tenduc aux classes

E;.M en sommations partielles, en mettant en évidence les doubles classes

QD.M.Q; ; mais il faut prendre quelques précautions dues au fait que k$ possé~
haul
de dans J  un normalisateur non trivial ! De fagon précise, bloquons en une

néme somme les termes de la série précédente qui sont de la forme f.(D.MMCD
(svec M donné, M(Déi 25 variable) ; comme la relation

h —_ T
f;.MMw = Foo.zv‘

signifie que Mé‘l'.;zo'm\{oa , 1.e. que

(3.2) M € M

on voit que
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st par suite il vient
2 .

(33 A(t)= Fao’M‘rc;n . modf‘m SR J?(m‘im,z) exp(ZWiTr(s.PMmz—tz))u V.(MMm)iKt)dx.

K
@
Or on a trivialement

)

JF(MMCO , 2) = Je(M , Mooz) ;

d'autre parton a
~ y N (1 n
Y(Mco) p(t) = exp(- 2mi Tr(tn) Ht) pour M00 = )

de sorte que

’

exp(~ 2mi Tr(tz))a@p(ef ) {(t) = exp(- 271 Tr(t.M  2))w.r(M) ft) 5

le terme général de la série (3.3) s'éerit done

( N - _ -1 _ | \ .
j A JP(M » M 2)7 exp(2mi Tr(s.MM | z - Ball 2))eap (M) filt) dx
X mod Mgy @ @
:j Jp (M, 2)71 exp(27ri Tr(s.iz — t2)Jo. (1) f(t) ax
x mod I, (M)

et on a en définitive la formule

) To,2) 7! exp(2mi Tr(s.Ma—ta) oy (M) F,(t) ax | .

Pour aller plus loin il faudrait calculer les intégrales figurant dans ces
formules, probléme non trivial comme on va le voir, et qu'on ne sait résoudre
complétement que pour n = 1 . En fait nous allons d'aberd raisonncr dans le cas

général, mais en feisant sur la matrice

v . (a b)

c d

1'nynothése que c est inversible ; si n = 1 cette hypothese est toujcurs

s s r ' . N -
vérifiée, sauf pcur les classes i .M, 1. correspondant aux matrices ¥ = + 1

o
st M= - 1 et la contribution de cecs classes dans (3.4) se calcule trivialement.

Corme ¢ est supnosé inversible, il est immédiat de vérifier que [;)(M) se

réduit & 1'41ément neutre de :oo s tcut revient donc i calculer 1'intégrale
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(3.5) I= J J?(M , z)"1 exp(2mi Tr(s.Mz - tz)) dx (z = x + iy)

étendue & toutes lcs matrices x = x' réelles. Dans ce qui suit on ne supposcra

pas M entiére, et on supposera seulement s ot t définies positives (non

nécessairement rationnelles).

Tout d'abord 1l'hypothésc ¢ inversible permet d'derire

M:(a b>: (1 xl) .(o -c

) (1 Xy

. :I‘« M

c d 0 1 c 0 01) 1% M

avec x; ot %y symétriques réelles : il suffit de résoudre

(3.6) a=x,¢ , d=c¢ X, .

(et les solutions Xy s Xy sont symétriques en vortu des id-ntitds
alc = c'la , cd' = de!
vérifides par toute metrice symplectique). On a
Jf)(M y 2) = JP(Ml My M, , z) = JF(MO » M, z)
car Jf(M ,2)=1 si M est une translation. Donc

I :jJY(MO » M, z)"1 exp(27i Tr(s.Ml My M,z - t.2)) dx

b

-1 . ~1
= 2 Y \ - .
jJ&KMb s 2) exp(~7T1.Tr(s.Ml %) A t.Mé z)) dx
comme on a évidemment
exp(27i Tr(s.M; z)) = exp(27i Tr(sxl)) oxp(27r1 Tr(sz))
il vient
I = exp(R7ii Tr(sx1 + txz)) J J?(Mb , z)_l exp(2 mi Tr(s.}% z — tz)) dx
dtol
exp(- 2mi ‘I‘r(sxl + tx2))I =

1

:‘j y’»‘(cz)"1 exp(2 mi Tr(- stz~ ¢l tz)) dx

exp(- 271 Tr(sx, + tx,)) I¢e) =

:’{exp(— 271 Tr(sdz ™t ¢t + t2)) F(z)—'1 ax .
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Effectuons maintenant dans cette intégrale (qui ne dépend pas de Im(z) = y) 1le

changement de variable

2=t gly gl ol

avec une constante g & GL+(n ’ _1_2_) que nous choisirons plus loin ; il vient

immédiatement

exp(- 27ri f[‘r.-(sx1 + txz)) I.'r»(c) =

= |det(cg) |1 ,f exo(-277i Tr(gsg' ‘g‘l + g'"lc'_ltc-lg"lzg)),? (c:g‘:'lgc)df; ;
comme s et t sont ~70 et c

que 1l'on ait

inversible, on pcut cheisir g de telle sorte

e

i.e.
(3.7) glgsg'g = o7l el
d'ailleurs (3.7) s'éerit

(72 & )" (572 g @) = (M2 THT (/2 o7
et signifie donc que
(3.8) 51/2 g' g = ktl/z ¢! avec k & 0*-_(n) .

Cela fait, il vient

exp(~ 271 Tr(sx + txz))I o(c)ldet(cg) |n+1

Jexp(— 274 Tr(gsg' (T +371)) ele'e' 77! ge) 4t

en sorte que I s'exprime & 1l'aide de la fonction

(3.9)

(3:10) JP(S) = J‘exp(w- 217i Tr(s(z + Z—l)) f“(z)—l dx .

k R . 2
Supposons maintenant n= 1, \;(z) =2z (k entier > 2) ; la fonction pre-
cédente s'éerit
+ @ _ _ iy+ @ _ -x
J exp(—~ 2mis(z + 2 1)) 2% ax :; exp(- 21is(z + z 1)) z dz ;
) iy- o
en observant que, vu s >0 , la fonction exp(- 277is(z + z—l)) est bornée

dans tout demi-plan - ® <y <Yy, on transforme immédiatement 1'intégrale
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précédente en 1'intégrale amlogue étenlue au cercle |z]| = 1 , prise dans le

sens négatif, de sorte qu'il vient
2
-i SO exp(- 41mris.cos 8) exp((1 - k)i®) de

2T
= - i jo exp(- 47Tis.cos &) cos((k - 1)8) ae

.k
= - 2T .Jk_l(— 47rs)

en vertu de la forrnule classique

™
! J .
Jn(z) __§;{E . exp(iz.cos 8) cos n9.,de®

’

valable pour n entier 20 , et 2z complexe quelconque. Ceci fait nous pouvons

poursuivre le calcul jusqu'au bout dans le cas n= 1 3 la formule (3.9) s'derit
en effet alors

exp (- 27ri(sx1 + txz)) 1c¥ Icgl2 = - 2mif Icgl2k Jk_l(~ 4Trg2 s)
et comme (3.7) donne (pour n = 1)
g2 = Ic]—l \/t/§

il vient, aprés des calculs triviaux,

k-1
as + dt

N k| =1ty 2 . st
I=-2mife|™Q) ° . expri =7, (-4 ‘.‘j?)

en tenant compte des relations (3.6). En portant dans (3.4) on obtiendra le résul-

tet final pour les cosfficients de Fourier des sérics d'Eisenstein ; si 1'en note

que les classes EED.M.EED pour lesquelles c¢ a une valeur dcnnéc s'obtiennent

en faisant varier les entiers a et 4 module c¢ , on trouve

k~1 2T4as+dt
g . .k = -1 ST\ i -1
(3.11) A(£)=$(s, -2 () * .3 |e] Jk—l(“‘m{lz)é e ¢ sop(M) )
c c” a,d mcod ¢
ad:l nod c

avec

i si s=1t
S(S,t):< .

C si s#+t
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Le résultat précédent est di & PETERSSON,

Pour ot trivial, auquel cas s et t sont entiers, on voit apparaitre dans
cctte expression les sommes de Klcoustermann

v——q

oxp(2 1 222 db)

’
a nca c

b4
ad=1(mod c)

qui jouent un r&le important dans certaincs questions de thécrie analytique des
nombres,

Notons que, malgré la ccmplexité apparente de la formule donnant les coefficients
de Fourier A(t) , ceux—ci possiédent des propriétés remarquables du point de vue

arithmétiques. En effet écrivcns (on se borne auv cas ol r. est trivial)

n= o
Es(z) = 2{; A(n) exp(2: inz)
=
et
+@® el
(3.12) DS(O() =s Es(iy) vy o dy
0

A \ . k/ s r'd
ou ® est un parametré complexe ; comme la fonction y /2 ES(ly) cst bornée, car

ES est une Spitzenform, 1'intégrale converge au moins pour
Mlo) > k/2

comme on sait d'avance que

A(n) = 0(n¥?)

(Exposé 7 , corollaire 3 du théoréme 1) on peut intégrer terme & terme et il

vient

€3]
D («) = > aln) i ” oxp(= 2m )yt ag = (2m™% f("‘)Z—A(;:) ’
) 0 n

de sorte qu'a un facteur "trivial" prés D_(x) est la série de Dirichlet ayant

pour coefficients les A(n) . Mais en utilisant le fait que f est une forme
modulaire, i.e. 1'équation

- . £k .
£(ayh) = Gy)" £y
qui permet de ramener 1'intégrale (3.12) & une intégrale étenduc a 1l'intervalle

(1,+ o[ , onconstate aussitdt que DSGA) est en fait une fonction cntiére
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de « , satisfaisant 1'éguation fonctionnelle

.k
Ds(k —x) =i DS(‘D\) R

ce qui implique certainement, comme on 1'a dit, des propriétés arithmétiques pour

les coefficients A(n) ... On montrera (pcut-&trc) dans un exposé ultériecur

comment on peut associer des sériecs de Dirichlct possédant une équation fonction-

nelle 3 toute forme modulaire (pour le

groupe de Siegel, et pas sculement pcur
le groupe Sp(l , Z) bien cntendu).

En ce qui concerne le calcul des coefficients de Fourier dans le cas général,
on voit que la premiére chose & fzire est d'étudier la fonction (3.10); il fau-
drait méme, pour obtenir des résultats généraux, prendre dans la formule £3.10)

une représentation multiforme de GL(n , C) , afin d'introduire dans la situation

un paraméire complexe arbitraire &, on peut méme soubgonner que les repré-
sentations irréductibles

ds dimension infinie de GL+(n , R) , ou de son revéte-
ment universel, devraient

intervenir dans la question. Pour f de dimension 1 ,
les fonctions (3.10) ont

été étudides par C.S, HERZ, qui a pu généraliser quelques—

uncs des propriétés classiques des fonctions de Besscl usuelles ; mais le cas

étudié par Herz est évidemment beaucoup trop étroit pour qu'on puisse en déduire une
idée des phénomeénes généraux.

Pour obtenir des résultats complets, il faudrait encore sans doute mettre en

évidence dens la formule (3.4) obtenue plus haut non seulement le sous—groupe
f;} , mais sussi son normalisateur dans oSp(n , Z) , et en particulier le sous-grou-
pe des matrices

u 0
(3.13) : ( V) , u entiére unimodulaire ;
\C u

c'est 13 que réside en effet la principale différence entre le cas n =1 et
le cas général. En particulier considérons dans A(t) 1les classes f;adﬂ.f'

@
pour lesquelles le coefficient ¢ de M est nul ; il est visible qu'elles

correspondent biunivoquement aux matrices (2.13), et que pour ces dcubles classes

on a ilo(M) = ;; ; par suite on trouvera déji dans A(t) le série

(3.14) > 1 f(u') exp(27i Tr(u'suz - tz)yé.g(m) h(t) ax
u Jx nod 1 '

s 1 . « o PO .
si 1'on suppose pour simplifier que g est trivial, cette somre s'éerit

2 L{ pu) exp(273 Tr((usa' - t)2)) dx
u mod 1
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et coome s et t sont entiéres clle se réduit &
N

(3.15) ) (u)
usu'=t ?

bien que cette somme soit finie (puisque s »»0), il est peu probable qu'on puisse

le calculer trivialement; pour ¢ de dimension 1 on trouve au lieu de (3.15) le
nombre de solutions de 1l'équation usu' =t .

4, Séries d'Eisenstein attachées & une matrice s non définie.

Nous allons maintcnant étendre le théoréme 1 au cas ol la matrice s > O n'est

pas définie : on peut donc, par une substitution entiére unimodulaire, supposer

Sl 0
(4.1) s = ( 0>

0

avec sl>> O de degré r<n . Comme on 1'a vu au n° 1 , les sérics d'Eisenstein

correspondantes s'obtiennent corrc suit (on suppose donnés un multiplicateur I
ge = Sp(n , Z) et une représentation pde GL(n , C))

L s T , . . o
on considere dans F% le sous-espace Fé ) formé des vecteurs a qui vérifient

x

pour '
1r gl2 .

(4.3) g = € CL(n, C) 3
0 By

(on rappelle que si r< n - 1, on ne peut avoir (r) #0 que si
Ay = eer =6, =0 cf. Exposé 7 , n® 4 et Expose 8, n° 1) ; cela dit, on

5
considére dans Sp(n ’.E) =T 1e sous—-groupe

~ u x x = x' entiére
(4.4) I" (s) ¢ matrices M= ( V,) avec {
® 0 u uev_(s) ,

ol UkD(s) est le sous—groupe de SL(n , Z) formé

1r ul2 ] 12 entiere
(4.5) u= ( ) avec

0 Uyo \\uzg entisre unimodulaire

zs matrices

(on rappelle que U(D(s) est d'indice fini dans le groupe U(s)

s) ; on sait que 1l'on a

des unités de

(4.6) exp(2 i Tr(s.Mz)) = exp(2771i Tr(sz)) pour 1f € Iln(s) :

H



enfin on choisit une application lindaire

vérifiant les conditions suivantes :

(4.7) ) appligue F“L dans Fér) 3 Ccﬁ(u') = si ue U(D(s) H
1 n _
(4.8) @dop(M) = exp(~ 271 Tr(sn))w pour M= Qo 1} el -

(ef. n° 1, formules (1.9) et (1.14) ) ; cela fait, 1'expression

exp(277i Tr(s.Mz)) JV(M , z)“l(QV(M)

ne change pas lorsqu'on nultiplie M par un facteur M & i;(s) ,» et 1'on pose

N ' .
(4.9) Es;¢>(2) = f - exp(27mi Tr(s.Mz)) Jf(M > )

@

1 W f"(M) .

THEOREME 3. - La série (4.9) converge normalement sur tout compact pour

%, >n+r+1

et représente une forme modulaire d'espéce ( w3 P) .

La démonstration de ce théoréme est assez différente de celle du théoréme 3 ,

et comporte quelques calculs ; "on" s'excuse de las exposer en détail,

Introduisons comme au n® 2 les fonctions

IP(Z) - f(yl/z) , 30, 3) = 1,(m) 7,01, 2) IP(z)-l ;

b

on trouve, comme au n® 2 ,

o2 B, () =y exp(emi Te(s)) THe , 2)7 T ()

I CHN) érTETTﬁ

(¢ 9]

de sorte qu'il vient

N\

(4.10) ||f(yl/2) ES;LJ(Z) ll<'f;‘(‘7‘§ “fKMZ) L

to
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ol
(4.11) {(z) = exp(271i Tr(sz)) Ig(z)a) ;

Soit A wune partie compacte du demi-plan de Siegel ; pour établir que la série

converge normelement sur A il suffit, puisqu'il s'agit de fonctions holomorphes,

' I~(M ) dz m/. .
T ;s;,;q SA I‘i’ z) || Jf'(‘D(S)\f(A) H‘f( )1l az

d'établir que

®
est fini 3 .
Considérons l'ensemble [ (4) , réunion des 11(4) pour Me[' ., Comme A est
compact il existe une constante finie c¢ telle que
ze['(4) implique dot(y) < c

(Exposé 3 , propositicn 1 lorsque A se réduit & un seul ocint; le cas d'un
compact queleonque se iraite de méme) 3 considérant Aans le demi-plen de Siegel
Sn 1'ensemble

(4.12) Sn(c) : z €8 tels que det(y) < ¢

’
lequel est évidemment stable par fzo(s) , il suffit donc d'établir que 1l'intégrale

I = - (2) || 4z = [ lo(x + 1y) || dot(y) ™! ax ay
It s o T JYrq)(s)\sn«:) AR

gst finie.

Le scus-groupe g;(s) est une cextension du groupe [:n des translations

ontiéres par le sous-grcupe des matrices

u 0
(4.13) (0 V) avec Uu ¢ Ucn(s) .
u

On a d'autre part

Sn(c) = Yn(C) x Xn

(2) Le symbole ~ signific que les dsux membres scnt simultanément finis ou
infinis (ce qui résulte Au foit que les Me [ tels que M(A)n A ne soit pss
vide sunt en nombre fini). )
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olt Xn est 1l'espace des matrices x = x' réelles, et Yn(c) 1'espace des
y=y'>>0 de déterminant < ¢ ; comme flo opdre uniquement sur le facteur
X , que les matrices (4.13) opérent sur Yn(c) par y —> uyu' , et que la
fonction ll?(z)ll est invariante par [;o(s) , i1 est cleir que

I=" det(v) -1 w
JUCO(S)\Yn(c) et (y) dy jgn\Xn”‘f(X iy) || ax .
Or
llg(x + iy) || = exp(- 27Tr(sy)) || 4,“(y1/2)wll

ne dépend pvas de x ; donc

1= (.1/2 ; _ i 1
IUCO(S)\Yn(C) H T(y )O” exp( 27TTI‘(S‘))) dOt(y) ay .

Posant
y=¢g's , geG,(n,R =0,

il vient donc

(4.14) (@)@l exo(- 272r(gse')) det(g) ™! ag

I=
jG/Um(s)
det(g)<c

en changeant le nom de la ccnstante c .

Considérons maintenant dans G , pour la déccmposition en blecs (r , n -r) ,

les sous~groupes sulvants :

h1 hlx x réelle
T : matrices t = ( ) avec h € GL+(r » R)

0 h, hy< G, (n~-r, R)

1]
—
—
=
ka
e

X ¢ matrices x

h, © h) < GL+(r » R) = Gy
H: matrices h avec

5 h, < GL,(n-r,R)= G,
On a U(n(s) < T ; d'autre part

G = 0+(n).T’
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et 12 foncticn figurant dans (4.14) cst invariente & gauche par 0+(n) ; done
(&xposé 5 , appendice, formule (4 21))

I= S [Ip(t)d ] exp(~ 27w Tr(tst')) det (£) ™01 d. t,
/U _(s)
®
det(t)<c
ol dr t est la mesurc invariante & droitc de T ,

Tenant compte de la décompcsition

T=HX , HnX=e ,

on trouve tout d'abord par des caleuls faciles la formule A'intégration que
voici ¢

(4.15) IT £(t) a, ¢ =JJ

ou dh ot dx

f(hx) det(h )™ 7T det(h,)™T an dx
Hx 1 2

sont les mesures invariantes (et méme bi-invariantes) dc H et
X (cf. Exposé 5 , Appendire). D'autrec part on sait que

lr u12 u12 entiere
avec

UCD(s) ¢ matrices (
0 u

22 Uy, € SL(n - r , Z)

est extension du groupe des a5 entigres par U2 (que nous identifiercns a

un sous—groupe de H ) ; il résulte de 13 et de (4.15) qu'on a la formule

.16 £(t) a t = f(nx) det(h,)® 7T det(h,)™ ah 4

AU

ol U12 est le groupe des x € X entiéres, et ol U22 est le sous-groupe de H

1 0
U22 : matrices ( ) avec Uy, € Sl(n - r , E) .
0 Usn

La formule (4.16) ne figure malheureusement pas dans 1'appendice & 1'Exposé 5 .
I1 vient donc
I= ﬂ Hy(hx)wn exp(~ 27 Tr(bxsx'h')) clet(hl)"r“1 det(hz)""‘r“1 dh dx .
H/U

/U,

det(h)€ c
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Ory, « applique ﬁ* Jans le sous-—espace Fér) de F? par hypothése ; on
a done '

pPlx)w = ¢
et comme X/U12 est compact il reste

- |

H/Usp
det(h) g c

; -r-1 -r-n-1
H?(h)wH exp(- 27‘(Tr(hl s; h})) det(hl) det(hz) dh

(tenir compte du fait que Tr(hxsx'h') = Tr(h1 5, h!)

1 est indépendant de x). Po-
sons maintenant

h 0

0 1

) 1r 0

= ¢h) 5 F = ¢ ;
py (hy) ‘ (0 h) PACOY

n-r 2

il vient donc, avec des notations évidentes,

7

I=) llp,(n)) fz(hz)u)Hexp(—mrTr(hlslh'l))det(hl)—r_ldet(hz)_n'r"ldhldhz 5
Mt % (Hy/0,)
det(hl)det(hz)gc

mais comme « applique Fﬁ dans Fér) on a
0.8
Yz(hz)w = det(h2) n(l) H

donc

X —n-r-1

-r-1 ( n
(4.16) 1 =[ H‘sl(hl)LJHexp(-—sz‘Tr(hlslh'l))det(hl) dh, JH2/U det(hz) dh
/H
1 2
det(hz)éc/det(hl)
L'intégrale suivant H, se calcule en posant
h, = }wgz (A>0, g, € SL(n -—r , R) ,
ce qui donne
-1/(n-r)
c.det(h) (n-r) (¢ _-n-r-1)-1 N
dg2 S aa-

0]
SL(n—rZB)/SL(n~r£§)
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il ne peut y avoir convergence que si
&, >n+ T+ 1

et puisque SL(n —r , R)/SL(n - r , Z) ect de volume fini 1'intégrale précédente
est proportionnelle &

n+r+1-«
det(hl)

en conséquence il vient

n-&
— ) - [ n
I= J(H H?l(hl)a’l)].exp( ZWTr(hl s hl)) det(hl) dh, .
1
Or comme & applique F}L dans Fér) , et comme on sait (Exposé 7 , n® 4 et
Exposé 8 , n® 1) que

fi induit une revrésentation irréductible de

H1 = GL(r , E)

dans F(r) 1'intégrale orécédente est une intégrale de Siegel du type étudié

dans 1'exposé 5 ; pour décider dc sa convergence il est nécessaire et suffisant
de connaitre le plus haut poids de la représentetion de H, dans F%r) ;5 or

1

celui-ci, on le sait (Bxposé 7 , n® 4) est la restriction i H, du ploe haut

poids de la représentation ? de GL+(n » BR) dans FF , lequel est égal &
A 0\1 O(I‘ D(n
() T B T () T

donc, dans le plus haut poids de ?l , le déterminant de hl figure avec 1l'expo-—

sant &, * dh ; par suite I converge si et seulement si 1l'on a

(o + —_ —
p T YD OLn>I‘ 1

(Zxposé 5 , théordme 2) ; comme & est un entier 2> 0 , cette condition est

absorbde par la condition X > n+rTo+ 1 d4ja trouvée, et ceci termine la dé-
nonstration du théoréme 3 .

5. Exemples.

On se borne jusqu'a nouvel ordre au cas d'un multiplicateur r, trivial, de
sorte que la constante <2 figurant dans les séries d'3Zisenstein s'identifie &

un élément de 1l'espace F, .

¢

(2). - Prenons tout d'abord § de dimension 1 , i.e.

¢(g) = aet(e)*
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il est évidemment inutile alors de mettre en évidence le vectsur w et les séries
d'Fisenstein se réduisent a

< -
(5.1) E_(2) = exp(27i Tr(s.Mz)) det(cz + a)™° .
55 s).M
Historiquement, c'est Ze cas o s = 0 qui a d'abord été étudié ; le sous-groupe
Qm(s) est alors formé de toutes les matrices

' . \
(u un) n=n entiere
avec
Vv
0

u u contiére unimodulaire

et on trouve les séries

(5.2) S det(cz + d) 7

2

la sommation étant étenduc 3 tous lezs couples (c , d) , distincts modulo

SL(n , Z) - pouvant figurer dans une matrice ¥ & Sp(n , Z) , il est facile de les

caractériser directement ... D'aprés le théoréme 3 la série (3.2) converge pour
k>n+1

résultat dd & H. BRAUN., Notons qu'a cdté de cette série e fonctions holomorphes,

dans laquelle k est un paramétre entier, on peut considérer la série de fonctions

non holomorphes

(5.3) >, | dst(cz + a) |7
dans laquelle s est un paramétre complexe ; célle—ci converge bien entendu vour

@(s)> nv 1,

résultat qui englobe lc oprécédent. Les séries (5.3) sont un cas trés particulier
d'une espéce plus générale dc sérics d'Eisenstein qu'on est amené & considérer

pour construire des "fonctions sphérigques® non holc :orphes invariantes par
Sp(n , 2) .

Nous rontrerons dans le —rochain exposé comment on calcule la série de Fourier
de (5.2)= le probléme dans ce cas peut en effet se résoudre complitement ; il
en résulters que les séries (5.2) ne sont pas idsntiquement nulles, et en fait,

zdmettent un "torme constant" non nul (ce qui est du reste évident directement).
Les séries (5.1) ont été 3tuilifces par MEAS ; elles convergent pour

k > 2n si s>>0

k >n+r+1 si ré(s)=r4«&n.
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On ignore la nature de leur développement en série dec Fourier.

(b). — Prenons meintenant pour f la plus simple des représentations de dimension
> 1, a savoir la représcntation
k
- Ple) = det{e)” ¢
n
d2 GL(n, C) = GL(C") dans 1'cspace Ff = En de dimension n . Le plus haut
poids da f’ est visiblement
AL
1" n
l.e.

OL:]_,()L = sl = X =0

les formes modulaircs d'cspece g sont lecs applications holomornhes de Sn dans

n . o
¢ vérifiant

—

f(Mz) = det(ez + d)k {cz + d) £f(z) vpour Me r.

Si 1'on nart d'une matrice

avec Sl>> O de degré r on doit cette fois introduirc dans les séries d'Eisenstein

un vecteur eFrr) 5 si (ey) l<icy ©St la base canonique de c? i1 est

cleir que 8 appartient au olus haut poids de f , donc que F r) est soustendu

P
(gll 0 )
g = ;
0

1
n-r

par lss vecteurs ge, avec

donc F(Fr) est le sous—espace de Qn engendré par les vecteurs de base

€1 9 cor s , ce qui donne essentiellement r possibilités pour le vecteur

e
~+Tr
© ; on a donc & considérer r séries d'Eisenstein, a savoir

(5.3) Es-i(z) , exp(27i Tr(s.Mz))det(cz + d)—k (cz + d)"1 e,

N (1¢igmy
Ioo Uo7

e

ces séries convergent pour

k > 2n si s>>0

k>n+r+1 si rg(s)=r«n
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Noter qu'ici le cas 8 = O ne saurait se présenter, attendu que 1l'on a toujours

F%» =0 si p est de dimension >1 ; le cas le plus simple est donc celui
ol s est derang r = 1, ce qui donne une série (5.3), convergente pour k> n + 2

et dépendant d'un entier s > 1 arbitraire. "On" ignore si ces séries sont diffé-

rentes de O ; mais,comme on verra dans le prochain exposé que pour 0; suffi-
samment grand 1l'espace QYF(?) n'est pas réduit & O, il est certain que certaines

séries (5.3) ne sont pas identiquement nulles !

(¢)s - Prenons pour F 1'espace des matrices symdtriques complexes
Sz = gz'

(la notation &z a pour but de suggérer qu'on va se placer dans l'espace fibré

des vecteurs tangents au demi-plan de Siegel ; ce fibré est bien entendu trivial)
et feisons agir GL(n , C) sur F par

k
(5.4) pg) : Jz — det(g)* 2. &g
on obtient une représentation irrdéductible dont le plus haut poids est
2 ik
TAPEFANSEE

les formes modulaires d'espéce. P sont les fonetions f(z) , & valeure symétri-
ques complexes, holomorphes, et vérifiant

£(z) = det(ez + a)¥ (cz + d) £(z) (cz + d)' .
Ici le vecteur appartenant au plus haut poids de f est la matrice

gZ:(l o>

0O ©

(1 = matrice unité 2 une ligne et une colonne), de sorte que F(r) est formé

f
%z 0
1
SZ:( )
0 0

des matrices

avec Szl symétrique de degré r , ce qui permet d'expliciter si l'on y tient

les séries d'Eisenstein dans ce cas : pour

e

0] 0
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avec slﬁ>0 de degré r on trouve les séries de la forme

E exp(27i Tr(s.Mz)) det(cz + d)_k (cz + d)—l.(g g) .(cz + d)'_l
fgo s).M

ol a est une matrice symétrique complexc quelconque de degré r ; il y a donc
au olus (pour s et k donnds) r(r + 1)/2 séries lindairement indépendantes.

La série précédente converge pour les valeurs habituelles (k> 2n si s> 0,
sinon k >n + 1 + 1).

On remcrquera que pour k = C 1le représentation f correspond au fibré des

veotocurs tangents au demi-plan de Sicgel (il suffit d'examiner comment le stabili-

setour du point 2z = i du demi-plon opére sur les vecteurs tangents en i), et

les formes modulaircs correspondent alors aux champs de vecteurs (sur le demi-
plan de Siegel) qui sont invariants par Sp(n , Z) ; les séries 4'Eisenstein

ne sont évidemment d'zucune utilité pour les étudier. I1 y a du reste lieu de
penser qu'il n'existe aucun chemp de vzcteurs (holomorvhe) invariant ... Il est
triste de constater qu'on ne peut pas déduire ce résultat (s'il est exact) des
théorémes généraux, & savoir du théoréme 3 de 1l'exposé 8 ; en prenant la repré-
sentation (5.3) lc théoréme 3 de l'exposé 8 donnec en effet les renscignements
suivants E&%P(P) =0 si k< ~2, ct /f’r(?) =0 si k<0 ; cequine suffit
pas & résoudre le probléme posé.

Si 1'on veut construire sur le demi~plan de Siegel des champs de vecteurs|§é£g»
morphes invariants par Sp(n ,_g) il n'y a évidemment aucune difficulté ; il

L]

suffit de diviser une série d'Eiscnstein correspondant & la représentation de

\ k
sia

par une forme modulaire non nulle de poids k (i1 on existe dés que k >n + 1 :
série de H. Braun).

plus haut poids

(d). — On laisse au lecteur, A titre d'excrcice (et aussi parce que le rédacteur

n'a rien de varticulier 2 2n dirc ...), lc soin d'exeminer les reorésentations
de plus haut poids

Ai_l Aﬁ ;

¢e sont les contragrédientes des représentations £tudides dans (¢) ; pour k = O

les formes modulaires sont donc les forres différenticlles holomorphes de degré

1 sur le demi-plan de Siegel invariantes par Sp(n , Z) ; noter (Exposd 7 ,
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théoréme 3) qu'une telle forme « vérifie forcément @?6@@3)) =0, i.e. q?@D)
¢st une Spitzenform. On aimerait connaitre 1l'interprétation de ce phénoméne dans
1o compactificotion de Satake. Le méme résultat vaut naturellement pour les

iifférentielles méromorphes invariantes qu'on obtiendrait comme quotient de deux

séries 4'Eisenstein associées aux représentctions

2 k k
An—.l An et An .
I1 resterait a sevoir si, en prenant k assez grand, ce procéd? brutal conduit
4 toutes les différentielles méromorphes de degré 1 . La méme question se pose

d'ailleurs pour toute représentation $ : une solution méromorphe de

f(Mz) = P(cz + d) f£(z)

peut-elle toujours s'obtenir comme quotient de demx formes modulaires (holomorpheg)
correspondant aux représentations

dot(e) fle) ot ast(e)®

avec k assez grand ? Pour P de dimension 1 la question vient d'étre résolue
affirmativement par BAILY, grice & lo compactification de SATAKE (cf. les exposés
ultérieurs) 3 il y a donc lieu de croire qu'il en est de méme pour f quelconque ;
tout revient d'ailleurs & construire une forme modulaire non idsntiquement nulle,

de poids k assez gramd, et multiple d'un diviseur donné invariant par Sp(n ,_E) ’

3 savoir le diviscur défini par la fonction donnée £ .
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