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Equations de Navier-Stokes dans le plan avec
tourbillon initial mesure

Thierry Gallay
Institut Fourier
Université de Grenoble I
BP 74
F-38402 Saint-Martin d’Heres

1 Introduction et résultats

Le but de cet exposé est de présenter quelques avancées récentes sur deux questions
différentes (mais intimement liées) relatives a '’équation de Navier-Stokes incompressible
dans le plan R?: le comportement asymptotique en temps, et l'unicité de la solution
lorsque le tourbillon initial est une mesure finie. Il s’agit de travaux en collaboration avec
C. Eugene Wayne [11] et avec Isabelle Gallagher [7].

Si u(x,t) € R? désigne le champ de vitesse du fluide, supposé homogene et incom-
pressible, et p(z,t) € R son champ de pression, I’équation de Navier-Stokes dans R?
s’écrit :

ou .
%—l—(u-V)u:VAu—Vp, divu =0, (1)
ou v > 0 est le coefficient de viscosité cinématique. Sans restreindre la généralité, nous
supposerons dans toute la suite que v = 1.

Pour des raisons liées a la contrainte d’incompressibilité, 1’étude du comportement
asymptotique en temps des solutions de (1) est plus aisée a réaliser sur I’équation satisfaite
par le tourbillon w = rotu [8], [9], [10]. Celle-ci est particulierement simple en dimension
deux d’espace, ou w = d1us — douy est une quantité scalaire :

Oow

— 4+ (u-Vw = Aw . 2
(V) &)
Le champ de vitesse u se reconstruit a partir du tourbillon w par la loi de Biot-Savart
1 _ 1
u(x,t):—/ uw(y,t)dy, r € R?, (3)
21 Jro |7 —yf?
olt zt = (21, 22)t = (=29, 21). L'équation (2) complétée par (3) est une équation non

locale formellement équivalente au systeme (1).

Une propriété importante de I’équation de Navier-Stokes, valable en toute dimension,
est son invariance d’échelle: si u(zx,t) est une solution de (1) et si w(x,t) est le tourbillon
associé, alors pour tout A > 0 les fonctions uy, wy définies par

uy(z,t) = Az, %), wi(z,t) = Nw(Ax, Nt , (4)
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sont encore solutions de (1) et (2) respectivement. Il est donc naturel de chercher a
résoudre le probleme de Cauchy dans des espaces fonctionnels dont les normes soient
invariantes sous la transformation (4). Dans l'espace R?, les exemples les plus simples
sont

u €GP0, +00), LURYY , full = sup (s )¢

w € C([0, +00), LUARY™) - fw]| = sup (-, 1)l =

ot d = d(d —1)/2. Lorsque d = 2, le choix de l'espace d’énergie L?(R?)? pour le champ
de vitesse conduit aux solutions classiques de Leray [17]. Par ailleurs, le probleme de
Cauchy pour le tourbillon est globalement bien posé dans L'(R?), comme le montre le
résultat suivant, du a M. Ben-Artzi:

Théoreme 1.1 [1], [2] Pour toute donnée initiale wy € L'(R?), I"équation (2) posséde une
solution globale unique w € C°([0, 00), L*(R?)) N C°((0, 00), L>=(R?)) vérifiant w(0) = wy.
En outre,

/RQW(I,t) dr = /RQWO(:C) de, t>0. (5)

Enfin, pour tout p € [1,+00], il existe Cp, > 0 tel que

ool < S0l s ©)
t  p

Il est essentiel pour la suite de réaliser que les solutions de I'équation de Navier-Stokes
fournies par le théoreme 1.1 ne coincident pas avec les solutions de Leray. En particulier,
siu € L*(R?)? et si w = Oyug — ouy € L'(R?), il est facile de vérifier que l'on a toujours
fRQw dz = 0. Comme l'intégrale du tourbillon (qui n’est autre que la circulation de la
vitesse a l'infini) est une quantité conservée, il s’ensuit que si le tourbillon initial n’est
pas de moyenne nulle la solution donnée par le théoreme 1.1 n’est jamais d’énergie finie.
Cette inadéquation des espaces fonctionnels pour le tourbillon et le champ de vitesse est
propre a la dimension deux. En dimension trois, si w(x,t) est une solution de I’équation
pour le tourbillon dans L??(IR?)3, le champ de vitesse obtenu par la loi de Biot-Savart est
bien une solution de (1) dans L3(R*)?. Dans ce cas, on ne gagne donc rien en généralité

a étudier I’équation pour le tourbillon.
Les exemples les plus simples de solutions d’énergie infinie sont les tourbillons d’Oseen

Wz, t) = %G(%) L u(n,t) = %m(%) , (7)

ou a € R est un parametre (appelé nombre de Reynolds de circulation) et

_ L e o Li( _ —|§|2/4> 2
G(S)—47Te , v(é”)—27T|£|2 1—e , £eR.
On remarquera que [5,G(§) d€ = 1, de sorte que [p.w(z,t) dz = a. En outre, w(z, ) est
A symétrie radiale dans R?, ce qui entraine que le terme non linéaire u - Vw dans (2) est
identiquement nul. Enfin, [v% ()| ~ 1/|¢] lorsque |£] — oo, de sorte que v& ¢ L?(R?)2.

Notre premier résultat montre que ces solutions autosimilaires décrivent le comporte-
ment asymptotique en temps de toutes les solutions de (2) dans L'(R?).
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Théoréme 1.2 [11] Siwy € L'(R?), la solution w(z,t) de (2) donnée par le théoréme 1.1

vérifie

L
ot o = [powo(z) da. Siu(z,t) est la solution de (1) obtenue a partir de w(x,t) par la loi
de Biot-Savart (3), alors

u(x,t) — % ’l)G(%) ’

En particulier, I'équation (8) avec p = 1 affirme que la solution w(z,t) est non seule-
ment bornée dans L', comme le montre (6), mais converge dans cet espace vers 'unique
tourbillon d’Oseen accessible au vu de la loi de conservation (5). Ce résultat a été démontré
pour des données petites par Y. Giga et T. Kambe [13] (voir aussi [8]), et pour de petites
valeurs de la circulation « par A. Carpio [5] (voir aussi [12]). L’énoncé ci-dessus relaxe
completement les hypotheses de petitesse sur la donnée initiale.

Le théoreme 1.2 a des conséquences importantes. Tout d’abord, il implique que
les tourbillons d’Oseen sont les seules solutions autosimilaires de I'équation de Navier-
Stokes a deux dimensions dont le tourbillon soit intégrable. Ce résultat était attendu et
avait été partiellement démontré par une analyse directe de I’'équation elliptique satisfaite
par le profil de la solution autosimilaire [20]. Remarquons au passage que la condition
d’intégrabilité sur le tourbillon est cruciale. En adaptant a la dimension deux les méthodes
de M. Cannone et F. Planchon [3], on peut en effet construire de nombreuses autres so-
lutions autosimilaires pour lesquelles le tourbillon décroit comme 1/|z|* & linfini. Par
exemple, si ¢ : S — R est une fonction continue et de moyenne nulle, alors pour tout
e > 0 suffisamment petit I’équation (1) possede une solution autosimilaire u(z,t) telle
que u(z,0) = ex|x|?¢(x/|x]). Mais si ¢ n'est pas identiquement nulle, le tourbillon
correspondant w(zx,t) décroit trop lentement a l'infini pour étre intégrable.

Une autre conséquence du théoreme 1.2, ou plutot de sa démonstration, est que les
tourbillons d’Oseen sont des solutions stables (au sens de Liapunov) quelle que soit la
valeur du nombre de Reynolds de circulation. Contrairement a ce qui se produit dans
de nombreux écoulements, ’augmentation du nombre de Reynolds ne donne pas lieu a
des instabilités hydrodynamiques. En fait, une analyse détaillée de I'opérateur linéarisé
autour du tourbillon d’Oseen montre que la rotation rapide a des effets stabilisateurs, dans
la mesure ou la partie réelle des valeurs propres a tendance a décroitre lorsque |a| — oo
[11], [19].

Enfin, on remarquera que les théorémes 1.1 et 1.2 restent vrais si 'on remplace (2) par
I’équation de la chaleur 0;w = Aw. Ceci ne doit pas laisser croire que le comportement des
solutions des deux équations est similaire. En fait, si la donnée initiale wq est “grande”,
les expériences numériques indiquent que la solution w(x,t) de (2) passe par un long
comportement transitoire “turbulent” au cours duquel ’écoulement s’organise autour de
tourbillons isolés qui interagissent et se recombinent entre eux. En régime asymptotique,
lorsque I’écoulement a cessé d’étre turbulent, tous ces tourbillons se réunissent en un seul
grand vortex qui s’étale par diffusion comme une solution de I’équation de la chaleur.
C’est ce régime asymptotique, et non le comportement transitoire, qui est décrit par le
théoreme ci-dessus, lequel ne saurait donc étre invoqué pour justifier la “cascade d’énergie
inverse” en turbulence bidimensionnelle.

=0, pour 1<p<oo, (8)

Ly

. 11
lim ¢2 ¢

Lq:O, pour 2<qg<o0. (9)
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L’espace L'(R?) n’est pas le seul cadre naturel dans lequel on puisse étudier les so-
lutions de I’équation (2). Un autre choix possible est espace M(R?) des mesures (de
Radon) réelles finies sur R?, muni de la norme de la variation totale:

| = sup{ [ oauloe o), ol < 1} |

On rappelle que M(RR?) est un espace de Banach qui contient L!(R?) comme sous-espace
fermé. Sa norme est invariante sous le changement d’échelle p — puy, ou (uy, ¢()) =
{p, d(-A71)) pour tout ¢ € Cy(R?). On dit qu'une suite {p,}nen dans M(R?) converge
faiblement vers p, et on note fi, — i, si {in, @) — (i, @) pour tout ¢ € Cy(R?). Con-
trairement a L'(R?), M(R?) est stable par convergence faible.

Le probleme de Cauchy pour I'équation (2) dans M(RR?) a été étudié par G.-H. Cottet
[6], par Y. Giga, T. Miyakawa et H. Osada [14], ainsi que par T. Kato [16]. En régularisant
I’équation ou les données initiales et en passant a la limite, ces auteurs établissent que,
pour toute donnée initiale u € M(RR?), 'équation (2) posséde une solution globale w €
C°((0,00), LY(R?) N L*(R?)) vérifiant ||w(-, )| < ||p]| pour tout t > 0 et w(-,t) — pu
lorsque t — 04. En outre, un argument de type Gronwall montre que cette solution est
unique si la partie atomique de p est suffisamment petite. Par exemple, T. Kato précise
dans [16] que si 1 = ady avec |a] < 0.5749, alors 'unique solution est le tourbillon d’Oseen
w(z,t) = (a/t)G(z/V1).

Le probléeme de I'unicité de la solution de (2) & donnée mesure et celui du comporte-
ment asymptotique en temps de cette méme solution sont étroitement liés, comme I'a
observé A. Carpio dans [5]. Plus précisément, on sait montrer le résultat (8) pour toutes
les solutions de (2) dont la circulation « est suffisamment petite pour que I'unicité de la
solution de (2) avec donnée initiale i = ady soit connue. Le lien entre ces deux problemes
est un argument de renormalisation classique, dont l'origine exacte m’est inconnue, mais
qui semble assez ancien (voir par exemple [15] pour une application de cet argument &
I'équation des milieux poreux). Soit w(z,t) une solution de (2) donnée par le théoreme 1.1,
et notons o = [pow(z,t)dz. Si {\;}nen est une suite de réels positifs convergeant vers
Iinfini, on sait que wy(z,t) = A2w(\,x, \2t) est encore une solution pour tout n € N. Les
bornes a priori sur la solution ainsi que les propriétés de régularisation de 1’équation (2)
permettent alors d’extraire une sous-suite convergeant vers une limite w(z,t). Ainsi

(sous—suite)

wp(x,t) = )\iw(/\nac, )\it) wo(z,t) (10)

n—od
et la convergence est uniforme sur R? x [, 1/¢] pour tout ¢ > 0. D’autre part, comme
w(-,0) € L*(R?), on a également

(cv faible)
_—

wn(z,0) = Nw(A\,z,0) ado(z) .

n—oo
Il n’est pas difficile de vérifier que w(z,t) est une solution de (2), que ||@(-, )| < Claf
pour tout ¢ > 0, et que w(-,t) = adp lorsque t — 0+ [12]. Si |a] est suffisamment petit,
les résultats d’unicité mentionnés ci-dessus impliquent que w(x,t) = (a/t)G(x//t), quelle
que soit la suite A\, — oo et indépendamment de la suite extraite. En posant d’abord
t =1 puis \, = v/t dans (10), on obtient donc

tw(Vtx,t) T aG(z) uniformément en x € R* |
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ce qui montre (8) avec p = oo. Le résultat pour p = 1 s’obtient en remarquant que la
convergence dans (10) a aussi lieu dans L*(R?) pour chaque ¢ > 0, et les autres valeurs
de p s’en déduisent par interpolation.

Les techniques développées dans la section 2 permettent de s’affranchir de I'hypothese
de petitesse sur la circulation o non seulement dans le calcul du comportement asympto-
tique des solutions, mais aussi dans le probleme de I'unicité de la solution avec tourbillon
initial adg. On a en effet le résultat suivant :

Théoreme 1.3 [11] Soient T >0 et a € R. Siw € C°((0,T), L'(R?*) N L>=(R?)) est une
solution de (2) bornée dans L*(R?) qui vérifie w(-,t) — ady lorsque t — 0+, alors

w(z,t) = %G(%) , v eR*, te(0,7T).

Ainsi, les tourbillons d’Oseen sont également les seules solutions de I’équation de
Navier-Stokes dans R? avec une masse de Dirac (a I'origine) comme tourbillon initial.

Pour terminer, il est naturel de se demander si cette propriété d’unicité s’étend a toutes
les mesures finies. La réponse est encore affirmative, et ce résultat s’obtient en combinant
les méthodes utilisées dans [14] et [16], qui fonctionnent lorsque la partie atomique de la
mesure est suffisamment petite, avec le théoreme 1.3 qui permet de traiter les grandes
masses de Dirac. Au vu du théoréme 1.2 et des résultats d’existence contenus dans [6],
[14], [16], on obtient I’énoncé final suivant, qui résume et généralise tout ce qui précede :

Théoreme 1.4 [7] Pour toute mesure initiale p € M(R?), I"équation (2) posséde une
solution globale unique

w € C°((0,00), L' (R?*) N L®(R?))
telle que ||w(-,t)||Lr < [|p]| pour tout t > 0 et w(-,t) = p lorsque t — 0+. En outre,

/ w(z,t)dr = « def w(R?) | pour tout t >0,
R2

et
T

wlat) =5 6(7)]

Ce résultat montre que le probleme de Cauchy pour 'équation (2) est globalement
bien posé dans l'espace M(R?), et décrit de surcroit le comportement asymptotique en
temps de toutes les solutions. Comme le montre ’argument de renormalisation ci-dessus,
I’affirmation concernant le comportement asymptotique est une conséquence de la pro-
priété d’unicité dans cet espace. A ce jour, le théoreme 1.4 est pour I’équation de Navier-
Stokes le seul résultat d’existence et d’unicité a données quelconques dans un espace
fonctionnel suffisamment grand pour contenir les données initiales de certaines solutions
autosimilaires.

. 1—1
lim ¢t >
t—o00

, =0, pourtout p € [1,00] . (11)
Ly
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2 Variables autosimilaires et fonctions de Liapunov

Dans cette section, on prépare la démonstration du théoreme 1.2, qui affirme que les
solutions de (2) dans L' (R?) convergent vers les tourbillons d’Oseen lorsque ¢ — co. Il est
naturel d’introduire les variables autosimilaires & = 2/v/t et 7 = log(t). Plus précisément,
si w(z,t) est une solution de (2) et si u(xz,t) est le champ de vitesse associé, on définit de
nouvelles fonctions w(¢, 1) et v(§, 7) par

x 1 x
—, lo t), u(x,t :—v<—,lo t>. 12
7i g(t) (z,1) 7\ g(t) (12)
Ce changement de variables n’est pas défini en ¢ = 0, mais cette singularité n’est qu’appa-
rente: comme I’équation (2) est autonome, on peut aussi bien choisir ¢ = 1 comme “instant
initial”, auquel cas w(&,0) = w(&, 1) et v(£,0) = u(£, 1). Le tourbillon transformé d’échelle
w(&, T) vérifie I'équation

w(x,t) = %w(

1
Orw+ (v-Veow = Agw + 5 (&-Veow+w, (13)

qui est encore autonome grace a l'invariance d’échelle. Le champ de vitesse transformé
d’échelle v(&, 7) s’obtient toujours de w(§, 7) par la loi de Biot-Savart. Ainsi, 'unique effet
du changement de variables (12) est de remplacer dans (2) le laplacien par 'opérateur de
Fokker-Planck £ = A+$(£-V)+1. Dans [8], [9], [10], on montre que le spectre de £ dans
des espaces L? a poids est partiellement discret, et que cette propriété permet de calculer
le comportement asymptotique des solutions de (13) au voisinage de l'origine a un ordre
arbitrairement élevé. On s’en tiendra ici a 'espace L'(R?), et on s’efforcera de déterminer
le comportement asymptotique de toutes les solutions, sans condition de taille.

Comme le changement des variables (12) pour le tourbillon est une isométrie dans
L'(R?), il suit directement du théoreme 1.1 que 1’équation (13) définit dans cet espace
un semi-flot global {S(7)},>0. Pour tout 7 > 0, 'application non linéaire S(7) est une
contraction dans L'(IR?) qui préserve l'intégrale:

1Sl < flwoll et /S(T)w0d§ _ / wod€ Vg € L'(R?) .
R2

RQ

En outre, la famille {aG},er des tourbillons d’Oseen est une ligne de points d’équilibre
du systeme. La démonstration du théoreme 2 se ramene donc au probleme suivant : étant
donné wy € L'(R?) et a = [p,wod§, montrer que S(T)wy — aG dans L'(R?) lorsque
T — 00.

La solution de ce probleme utilise plusieurs ingrédients :

2.1 Compacité asymptotique

Soit wy € L'(IR?), et notons w(7) = S(7)wy la solution de (13) pour la donnée initiale
wp. Alors la trajectoire {w(7)},>0 est non seulement bornée, mais encore relativement
compacte dans L'(R?). Cette propriété remarquable est la justification principale, dans le
présent contexte, de I'utilisation des variables autosimilaires. Remarquons au passage que
les solutions {w(-,t)}+>0 de (2) données par le théoreme 1.1 ne sont jamais relativement
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compactes dans L'(R?) (si leur circulation n’est pas nulle), car le théoréeme 1.2 montre
précisément qu’elles sont “évanescentes” lorsque t — oo. La compacité des trajectoires
de (13) résulte de deux effets distincts :

o Leffet régularisant. Si w(z,t) est la solution de (2) donnée par le théoreme 1.1, alors
[Vw(-, )| < C1t73/2 pour tout t > 0, ot C; > 0 ne dépend que de ||wpl|z1 [16]. Traduite
dans les variables autosimilaires, cette propriété implique pour la solution de (13):

sup [Vaw(&, 7)| < —

— >0 14
e GRS .

ona(t)=1—e".
e Le confinement asymptotique. Si w(x,t) est comme ci-dessus, alors pour tout 3 € (0,1)

on a 9
|z —y]

lw(z,t)] < CQ/W%exp(—ﬁ py
ot Cy > 0 ne dépend que de § et de |lwp||z:. Cette estimation, due a E. Carlen et M. Loss
[4], dit essentiellement que les solutions de I’équation pour le tourbillon avec viscosité 1
ne diffusent pas plus vite que celles de 1’équation de la chaleur avec viscosité 1/5 > 1.
Traduit dans les variables autosimilaires, ce résultat devient

o) dy, w B, £>0.

1 € —ye P
w(&, 1) < C —— ex (— -
wi&, 7)< Q/RQ a(T) p(—F da(T)
La forme du second membre suggere que les solutions de (13) sont asymptotiquement
confinées, de facon gaussienne, lorsque 7 — oc.

)Iwo(y)!dy, (eR?, 7>0. (15)

En combinant (14), (15) et en utilisant le critere de compacité de Riesz, on montre
sans peine que {w(7)},>1 est relativement compact dans L'(R?), ce qui est le résultat
cherché.

2.2 Ensemble w-limite

Soit w(7) = S(T)wy comme ci-dessus, et soit {2 I'ensemble w-limite de la trajectoire
{w(7)},>0 dans L'(R?):

Q= Ufwn) = {w c LI(R2)’3¢n — 00t w(r) —— w} .

Alors ) est un sous-ensemble non vide, compact et connexe de L!(R?) possédant en outre
les propriétés suivantes :

e () est invariant: S(7)Q2 = Q pour tout 7 > 0;

e () est attractif: distp(w(7), Q) — 0 lorsque 7 — oc.
Si w € Q, alors W est une fonction réguliere qui vérifie [L,wd¢ = a def Jpowod§. En
outre, il suit immédiatement de (15) que

lw(&)] < Cs(p, ||U)0||L1)€_B|£|2/4 , EeR%.

On a des bornes similaires pour toutes les dérivées de w, donc €2 est un sous-ensemble
borné de I'espace de Schwartz S(R?). Le but est de montrer que Q = {aG}.
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2.3 Fonctions de Liapunov

Pour tout w € L'(R?), on note

o) = [ ule)]de (16)

[ Jw@nae=| [ wieael} -

En d’autres termes, une fonction w € L'(R?) appartient & ¥ si et seulement si elle
est (presque partout) de signe constant. L’ensemble ¥ est positivement invariant sous
I'évolution définie par (13): S(7)% C X pour tout 7 > 0.

Si wy € LYR?) et w(r) = S(7)wy, il suit du principe du maximum que ®(w(7)) <
®(wp) pour tout 7 > 0. En outre, ®(w(1)) = ®(wp) pour tout 7 > 0 si et seulement si
wy € Y. Par le principe d’invariance de LaSalle, on en déduit que ’ensemble w-limite de
la trajectoire {w(7)},>0 est inclus dans X.

En particulier, si a = fR2 wo d€ = 0, alors 2 est constitué de fonctions de signe constant
et de moyenne nulle, donc Q2 = {0}, ce qui est le résultat cherché. On peut donc supposer
désormais que o # 0 et méme, quitte a remplacer w(&y, &, 7) par —w(&s, &1, 7), que a > 0.
Dans ce cas, {2 est constitué de fonctions strictement positives, et méme minorées par une
gaussienne.

On définit également

Y= {w € L'(R?)

Pour tout w € S(R?) tel que w > 0, on définit & présent

_ w(g ))
Hw) = [ w(eos(F) de (1)
En théorie cinétique, H représente I’entropie relative de la distribution w par rapport a
la gaussienne G. Son utilisation dans le présent contexte est motivée par une analogie
formelle entre I’équation (13) et certains modeles cinétiques simples comme 1'équation de
Vlasov-Fokker-Planck.
Soit wy € S(R?) positif et non identiquement nul. Si w(7) = S(7)wy, il n’est pas
difficile de montrer que 7 +— H(w(7)) est différentiable et que

w(&,7)
G(¢)

%H(w(ﬂ) - —/ng(g,ﬂ]wog(

2
) ’ de < 0. (18)
Au moins formellement, on a en effet :

%H(w(ﬂ) = /R2<1+log%>87wd§ = AQ<1+log%>(£w—v-Vw)d§.

En utilisant I'identité Lw = div(GV(%)) et en intégrant par parties, on trouve
w wy G_/w w
/RQ (110 g ) (L = - /RQV@O%) V(G = - /]sz’V(loga)
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D’autre part, comme v - Vw = div(vw), une autre intégration par parties montre que

/R2(1+log%>(v‘vw)d§ = /R2(1+log(47rw))(v-Vw)d§+ Wg@.w)dg

= —/RQU-deﬁ—%/RQ(ﬁ-v)wdf.

Or, les deux dernieres intégrales sont nulles. C’est évident pour la premiere, puisque
v-Vw = div(vw). En ce qui concerne la seconde, en utilisant la loi de Biot-Savart (3) et
le théoreme de Fubini, on obtient

e v@nuere = o [ RQ&-%w(n)w(é)dndé
e S e dnag =0,

ce qui termine la démonstration de (18).

Comme w(&,7) > 0 pour tout & € R? et tout 7 > 0, il suit immédiatement de (18)
que H(w(r)) < H(wp) pour tout 7 > 0, et que H(w(r)) = H(wy) pour tout 7 > 0 si
et seulement si wg = aG pour un « > 0. Par le principe de LaSalle, on en déduit que
I’ensemble w-limite de la trajectoire {w(7)},>o vérifie @ = {aG} ot a = [, wy dE.

2.4 Un lemme de rigidité

Les fonctions de Liapunov du paragraphe précédent permettent de démontrer le résultat
suivant, qui caractérise les trajectoires complétes relativement compactes de (13).

Proposition 2.1 Soit {w(7)},er une trajectoire de (13) relativement compacte dans
L'(R?). Alors w(t) = aG pour tout 7 € R, ot ov = [pow(€, ) d&.

Remarques. On a observé ci-dessus que toutes les trajectoires positives {w(7)},>o de
(13) dans L'(R?) sont relativement compactes. Il n’en va pas de méme des trajectoires
négatives, pour lesquelles la compacité est une hypothese tres restrictive. La quantité «
intervenant dans I’énoncé de la proposition est bien entendu indépendante de .

Démonstration. Comme la trajectoire {w(7)},cr est relativement compacte dans I’es-
pace L'(R?), elle converge lorsque 7 — +o0o vers son ensemble w-limite 2 et lorsque
T — —o0 vers son ensemble a-limite A. En utilisant la premiere fonction de Liapunov ®
et le principe de LaSalle, on trouve que Q C ¥ et A C X, de sorte que ®|g = P[4 = |a].
Comme @ est décroissante le long des trajectoires, il s’ensuit que ®(w(7)) = |a| pour tout
7 € R, ce qui entraine que w(7) € 3 pour tout 7 € R.

Si a =0, alors w(7) = 0, ce qui est le résultat cherché. Si a # 0, quitte a remplacer
w(&y, &, ) par —w(&, &1, T), on peut supposer que a > 0. Dans ce cas, la fonction
w(&, T) est strictement positive (et méme minorée par une gaussienne), et la borne (15)
implique que w(&, 7) < C3(B, o) e PE/4 pour tout 7 € R. Des estimations analogues pour
les dérivées permettent de conclure que la trajectoire {w(7)},cr est bornée dans S(R?).
En utilisant la seconde fonction de Liapunov et le principe de LaSalle, on obtient alors
Q= A= {aG}, de sorte que H|q = H|4 = alog(a). Comme H est décroissante le long
des trajectoires, il s’ensuit que H(w(7)) = alog(a) pour tout 7 € R, ce qui entraine que
w(T) = aG pour tout T € R. O
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3 Démonstration des principaux résultats

Démonstration du théoréme 1.2. Soit w € C°([0, 00), L'(R?)) la solution de I’équation
(2) avec donnée initiale wy, et notons o = [p,wodz. Siw(g,7) = e"w({e™/?, e"—1), alors
w € C°([0,00), L'(R?)) est la solution de I’équation (13) pour la donnée initiale wo = wy.
Soit © C L'(R?) I'ensemble w-limite de la trajectoire {w(7)},>0. Alors Q est non vide,
compact, invariant sous I’évolution définie par (13), et Q attire w(7) lorsque 7 — +oo.
En particulier, pour tout w € €, il existe une trajectoire complete {w(7)},cr de (13)
dans © telle que w(0) = w. Par la proposition 2.1, w(7) = aG pour tout 7 € R, ce qui
montre que Q = {aG}. Ainsi, w(7) — oG dans L'(R?) lorsque 7 — +00. En revenant &
la fonction originale w(z,t), on trouve donc

« X
lim [[w(z.t) — 750( )|
dim |jew(a, t) t+1G<\/t+—1>

ce qui équivaut a (8) avec p = 1. D’autre part, en interpolant entre (8) avec p =1 et (6)
avec p = 0o, on obtient (8) pour tout p € (1,00). En utilisant alors I'inégalité de Hardy-
Littlewood-Sobolev si 2 < ¢ < oo ou le lemme 2.1(b) dans [8] si ¢ = oo, on en déduit
(9). Enfin, en utilisant les résultats précédents ainsi que I’équation intégrale vérifiée par
w(z,t), on montre sans peine que (8) est également valable pour p = co. O

L

Démonstration du théoreme 1.3. Au vu du théoreme 1.2, on peut supposer sans perte
de généralité que T' = oo. La solution w(x,t) de (2) possede la représentation suivante :

wlet) = [ Tuwtiysoly.)dy, s €R, 2520,
RQ

ou I', est la solution fondamentale de I'opérateur linéaire dépendant du temps 0,—A~+u-V,
et u(x,t) est le champ de vitesse correspondant a w(z,t) par la loi de Biot-Savart (3).
Par hypothese, il existe K > 0 tel que ||w(-,t)||z: < K pour tout ¢ > 0. L’estimation de
E. Carlen et M. Loss utilisée dans le paragraphe 2.1 implique que, pour tout 5 € (0, 1), il
existe une constante Cy > 0 (dépendant de K) telle que

) Co [z —yf?
Tu(z, t;y, s) < PR eXp(—ﬂm) ; (19)

pour tout z,y € R? et tout ¢ > s > 0. D’autre part, un résultat de H. Osada [18] (voir
aussi le théoreme 3.1 dans I'article [14]) établit que T, est une fonction héldérienne de ses
arguments. Plus précisément, il existe une constante v € (0,1) (qui dépend seulement de
K) et, pour tout 7 > 0, une constante Cy > 0 (qui dépend seulement de K et 7) telle que

Tule,tiy,5) = Dule,tiy's )| < Cu(ly =y + s = 572) (20)
pour tous les z,vy,y" € R? et tous les t,5,8’ > Otelsquet —s >7ett—s > 7. En
particulier, étant donnés x,y € R? et t > 0, la fonction s — I',(z,t;y, s) se prolonge par

continuité en s = 0, et ce prolongement (encore noté I',) vérifie les estimations (19), (20)
avec s = 0.
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Fixons & présent x € R? et ¢ > 0. Pour tout s € (0,¢) on a
wlat) = [ Puletiy 0wl dy
R2

+/@mewn@wmwmwm
RQ

Au vu de (20), la seconde intégrale dans le membre de droite converge vers 0 lorsque
s — 0+, car [|w(-, s)||;1 < K pour tout s > 0. D’autre part, comme y +— I',(z,¢;y,0) est
une fonction continue qui tend vers zéro a 'infini, et comme par hypothese w(-, s) converge
faiblement vers adqy lorsque s — 0+, la premieére intégrale converge vers al',(x,t;0,0).
Ainsi,

C
w(z, 1) = |a|[Tu(z,t0,0)] < @e—ﬁ'ﬂﬂ'wﬂ , zeR, >0,

Posons w(&,7) = e"w(&e™?, e7) pour tout & € R? et tout 7 € R. Alors w € C(R, L'(R?))
est une solution de (13) qui vérifie |w(&, )| < Chlal e PEP/4 pour tout € € R? et tout
7 € R. On a une borne similaire pour la dérivée Vw(€, 7), ce qui implique que la trajectoire
{w(7)},er est relativement compacte dans L'(R?). Par la proposition 2.1, w(¢,7) =
/G (&) pour un o € R, de sorte que w(z,t) = (o//t)G(x/vt). Comme w(-,t) — ady
lorsque t — 0+, il est clair que o = «, ce qui conclut la démonstration. O

Remarque. Il est frappant de constater que les théoremes 1.2 et 1.3, qui concernent
des aspects a priori tres différents de 1’équation (2), découlent tous deux directement de
la méme proposition 2.1, qui décrit la structure des trajectoires completes relativement
compactes dans les variables autosimilaires. Ce lien profond est di a I'invariance d’échelle
de I"équation (2), qui permet d’écrire ce systéme comme une équation autonome dans
les variables z/v/t, log(t). La démarche ci-dessus, qui relie les théoremes 1.2 et 1.3 & la
proposition 2.1, est une formulation “moderne” de ’argument de renormalisation présenté
dans I'introduction.

Esquisse de la démonstration du théoreme 1.4. I’existence de la solution est
démontrée dans [6], [14], [16], et son comportement asymptotique est décrit par le théo-
reme 1.2. La seule affirmation nouvelle est donc 1'unicité.

Soient T, K > 0, u € M(R?), et soit w € C°((0, c0), L'(R?) N L>*(R?)) une solution de
(2) vérifiant ||w(-,t)||L1 < K pour tout ¢t > 0 et w(-,t) — p lorsque t — 0+. En procédant
comme dans la démonstration du théoreme 1.3, on obtient la représentation

wle.t) = [ Tulatin0)duy), 2R, 0<t<T, (21)
]RQ

ou I', est la solution fondamentale de I'opérateur linéaire dépendant du temps 0,—A~+u-V,
et u(z,t) est le champ de vitesse correspondant & w(x,t) par la loi de Biot-Savart (3). On
rappelle que I',, vérifie les bornes (19), (20).
Comme u € M(R?) est une mesure finie, 'ensemble E,, = {z € R? | u({z}) # 0} des
atomes de p est au plus dénombrable, et 'on a
Il <37 lu({zh)l < Jiel) < o

z€Epp
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Par conséquent, étant donné € > 0, il existe un entier N € N et des points z1,...,2nx € Epp
deux a deux distincts tels que la mesure p admette la décomposition

N
po= Y b+, (22)

=1

otua; = p({z}) # 0 et ||pol|pp < €. Evidemment, dans le cas général ot 'ensemble E,, est
infini, on a N — oo lorsque € — 0. Dans la suite, € > 0 est fixé et sera choisi suffisamment
petit a la fin de 'argument.

En remplacant (22) dans (21), on obtient la décomposition suivante de la solution :

N
w(z,t) = Zwi(x,t)+cbo(x,t) , veR*, t€(0,T),

=1

ou
wi(m,t) - azru(xuta 2270) ; (:Jo(l’,t) = / Fu('rvta y70) dIMO(y) .
R2

Par construction, @y € C°((0,T), L}(R?) N L>(R?)) est une solution de I'équation

9%
S0 u Ve = Ay, (23)
ot

qui vérifie ||0o(+, 1)1 < K + ||pllpp pour tout ¢ € (0,7T) et wo(-,t) = po lorsque ¢ — 0+.

En particulier, comme |[|z]|pp < €, on montre que, pour tout p € (1, +o0],

limsup '~ ||@o (-, 8)||» < K'e (24)
t—0+

ou K’ ne dépend que de K et de p. D’autre part, pour tout i € {1,..., N}, la fonction
w;(z,t) est une solution de la méme équation (23) qui vérifie [p.w;(x,t) dz = o; pour tout
t€(0,7T) et wi(-,t) = a;0,, lorsque t — 0+. Au vu du théoréme 1.3, il est raisonnable de

penser que w;(x,t) est proche d'un tourbillon d’Oseen lorsque ¢ est suffisamment petit. 11
est donc naturel de décomposer encore, pour i € {1,..., N},

. el o 2
wilz,t) = tG( G ) +adi(zt), R, te(0,T).

Si on pose w;(z,t) = t~ w;((z—2;) /v, log(t)), on obtient pour w;(£,7) une équation
d’évolution non autonome qui se réduit a (13) lorsque 7 — —oo. En utilisant cette
observation ainsi que la proposition 2.1, on montre que w;(-, 7) — a;G dans L'(R?) lorsque
T — —o0o. En revenant aux variables originales, on trouve que, pour tout p € [1, +0o0],

1
tlir&tl_ﬂ]@(-,t)“m =0, ie{l,...,N}. (25)
Intuitivement, ce résultat signifie que, lorsqu’on soustrait de la solution w(z,t) le tour-
billon d’Oseen (a;/t)G((z—2;)/v/t), on élimine totalement la contribution de la masse
de Dirac «;0,,, dans la mesure ou le reste w;(z,t) se comporte comme une solution de
I'équation (2) dont la mesure initiale ne comporterait pas d’atomes.
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La fin de la démonstration, dont on trouvera les détails dans [7], consiste a écrire
les équations intégrales vérifiées par les restes w;(z,t), i = 0,..., N, et a leur appliquer
un argument de Gronwall classique montrant 'unicité de la solution. La condition de
petitesse nécessaire a cet argument est fournie par les relations (24) et (25), ou l'on
rappelle que € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit. La difficulté principale de cette
approche est que les équations pour les restes contiennent des termes de transport dus aux
tourbillons d’Oseen, et que les estimations de tous ces termes doivent étre indépendantes
de N, puisque (en général) N — oo lorsque € — 0.
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