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Le probleme de 1'hypoellipticité des opérateurs différentiels a
coefficients variables a été étudié par plusieurs auteurs depuis son intro-

duction par L. Schwartz (17,

Les résultats obtenus pour les équations d'ordre quelconque ne

donnent aucun résultat essentiel pour celles d'ordre 2.

L'hypoellipticité des équations du 2eme ordre fut étudiée pour
la premiere fois par L., HYrmander dans [2]. Pour les opérateurs du 2eme

ordre du type

ro,
(1) Pu = ZX%u+iX u+cnu
j=1 ! °
o
S |
Xj(x,g) = 15163 (x)@1 , El = -1 S;I , X = (xl,...,xm) ,
Jj=0,1,...,r, les coefficients a%, ¢ étant réels et de classe Cm(ﬂ), Q

ouvert de Ifl, il démontra 1'hypoellipticité en supposant que l'algehre
de Lie engendrée par les epérateurs X,1-++,X  so0it de rang m en tout point
de (). Pour cela il utilisa certains théoremes concernant les algebres de

Liec et des normes particulicres lides aux opérateurs Xo, X ,...,Xr

1
Utilisant certains résultats de la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels, nous donnons une autre démonstration du résultat de Hbrman-
der et c(ertains théoremes plus généraux concernant l'hypoellipticité de
l'opérateur P et la régularité locale des solutions faibles de 1'équation
Pu=f. Nous démontrons aussi, pour ces équations, des estimations a prori
semblables aux estimations de Schauder pour les équations elliptiques.
Par 1la meme méthode,des résultats analogues peuvent étre démontrés pour

les équations générales de 2éme ordre :

+ 2 hk(x) 2u c(x)u = £(x)

. k,j D u
(2) lu = £ a ") =
3xjaxk K axk

Jok

~ - . . @© ~ .
(ol les coefficients sont de classe C dans (2) et pour des équations d'ordre
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supérieur. Ces résultats sont contenus dans [3], [4], [5]. Les notations

que nous utiliserons sont celles de [17, [6]. -

Le théoréeme 1 réduit la démonstration de 1'hypoellipticité d'un
opérateur A d'ordre n a‘'celle d'estimations a priori pour des fonctions c”

a support compact.

Soit H® l'espace des distributions de /8'(an) telles que

128 ya 2.
L= L e 2 1800 Pas <o
Si A est un opérateur pseudo-différentiel de symbole a(x,§), nous noterons

A(J) et A(j) les opérateurs pseudo-différentiels de symbole S%—a(x,g)et

Sja(x,f) respectivement. J

Théoreme 1 : Soit A un opérateur différentiel linéaire d'ordre n, a
@
coefficients dans CO(Q) et supposons que. les conditions suivantes soient

satisfaites :

1) Pour tout compact KC, il existe une ¢onstante 5, = sO(K) telle que

pour tout N>0 assez grand on ait

I scE M) Caul? + ) avee

\1ECZ(K); -N<s_, C(K,N) constante dépendant de K et N.

2) Pour tout compact KCQ, tout s € R et tout §>0, il existe une cons-

tante C(K,s,5,N) telle que pour tout 'N>0 assez grand on ait

2 2 . 2.
Jflllf\(j)ulls < 8llaullg, ; + C(K,s,6,N) [lufly

avec -N<s+s 3 u€C (K).
o 0



2a) Pour tout compact KCOWM, ou M est un ensemble fermé, borné et MCQ,
pour tout s €R, il existe une constante C(K,s,N) telle que, pour tout

>0 assez grand nous ayons

b=

m . 2 3
jfl'“‘(‘])“”q < o(K,s,) tw]®_+ 2y

avec "":‘J_(K)>0, —N<S+SO,UEC:(K)-

3b) Pour tout compact Kc (Q,pour tout s € R, tout §>0 et tat N>0 assez

grand
m . 2 )
; 2 " 2
El'x\('—’)u‘zs < offaulll+ (K, s,8,N) [luf|Zy

avece @ u,ECZ(K); —N'<s-+so; C(K,s,5,N) constante >0.

Alors l'opérateur différentiel A est hypoelliptique, c'est-a-dire que, si

u(?IkQ) telle que Au EHTOC(Q) nous avons l'inégalité :
; H | ;)_ 2 2
(3) lou ' < ¢ (o Aufl+ llo,ul|"} :
i s+s_ ?q 1 s 17y
avec 9, 0, GC:(M): ¢q :1 sur le support de ¢ ° de plus soit p=1'sur M

soit supp o NM=14 ¢  <s+ s,
Le théoreme 1 peut etre démontré, en utilisant les techniques usuelles des

"‘mollifiers" (i.e. 1'approximation de u par une suite de fonctions

(oo}
c (Q)).
Y < o(‘))
Nous utiliserons une classe d'opérateurs pseudo-différentiels

ainsi définie

l'opérateur A est de la forme
- 3 - £
fu = (20 ] alx)d ()0 ae , we (M)
R™

A est appelé opérateur pseudo-différentiel ; la fonction a(x,£) est appelée

symbole de l'opérateur A. Nous supposons que le symbole a(x,Z) de 1'opéra-



[.4

teur A satisfait les conditions suivantes

a) a(x,§) = a;(§) +ay(x.3)
ou al(g) est une fonction de C (R™), ag(x,g') une fonction indéfiniment
différentiable de (x,g) et pour tovt & la fonction az(x,g), comme fonction
de x a son support contenu dans un compact Ko r™ (i.e. a2(x,§) =0 pour

x €R"-K, zeRr").

b) Il existe 0 € R tel que, pour tous multi-indices a«, B, et pour tout
(x,2) € R®x R", nous avons :

o
‘ 3

ae”

a,(5) | sc (1+ 5121 el)

’

3% .8 i 2 ubo
1527 B me(xe D= o (e 121D (o-la])

C dépendant de o et C de a et B.
o o,
11 est facile de voir que A opere de /8dans£.

Pour une telle classe d'opérateurs pseudo-différentiels, nous avons
(4) HAuHs s Cs”uns+0' ,  Cg = constante

avec uéz et scR.,
Si 1l'opérateur A a pour symbole a(x,5) avec o= Ty 1'opérateur B a pour sym-

bole b(x,&) avec 60=0,, nous noterons (AB)N 1'opérateur qui a pour symbole :

2
o
l I _(;1_’_[_5__& a(x,g)]D:b(x,?
alsN-1 """ 0o¢f

On sait alors que pour tout uex on a

(5) ABu = (AB)Nu+’l‘Nu



ou ’I‘\T vérifie 1'inégalité
L

(6) HTNuHS s CN,s “u”s+61+62«N , (CN,s constante >0) .

De la relaiion (5) on déduit que

[A,B] =AB--BA = (AB)Nu-' (BA)Nu +T)u

ou T} vérifie une inégalité analogue a (6).

Notons Esu un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est de la forme
- 2 . >
(7) o(x)(1+ (527 on seR et gecT(®)

Il est évident que le symbole de 1l'opérateur E_ satisfait les conditions
a) et b) avec 0=s. On peut alors montrer gue ;our tout domaine borné G de
R" pour tout N1 assez grand et pour s, s, €R il existe C >0 dépendant de
S,oS4 G et N1 telle que :

| ¢ «©

(8) full ¥ uec (6)

si p=1 sur G.

Utilisant certaines propriétés des opérateurs pseudo-différentiels, on peut
démontrer les théoremes suivants (Th. 2 et 3) qui nous seront utiles par la

sulte.

Théoreme 2 : Soient A, B deux opérateurs pseudo-différentiels de symboles

réels qui satisfont aux conditions a) et b) avee. G=1, Alors pour tout

s;20 et s€R il existe une constante C(s,sl);>0 telle que
- 2 ’2 2 2
0 Iwsni® s otee) s i+ l? ]

S+2

pour toute u € ,4 .
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Théorveme 3 : Soient p (x,%), j=1,...,N les symboles des opérateurs

2 ’

pscudo-difidrentiels P, j= 1,...,N2, satisfaisant aux conditions a) et b)
avec 0 =1, Supposons q;m l'on ait :

Nz
(10) z :pj *D)l +1zCo(l+ |= l , Co = censtante >0,

j=t
pour tout x dans un compact Gl' Alors il existe C>0 telle que pour tout
u(EC:(G), ot G CIntérieur de Gy on a :

N,
’ ! :‘,' el r: 2 ‘2
(L1) ;,u;[l+q;(, { o (P . u|g + Hu,lq} .
L+ =1 J 8

Nous allons maintenant étudier plus en détail le cas de 1'équation (1).

Nous montrevons c¢nsuite comment on peut obtenir des résultats analogues
pour les dquations génédrales (2).

Comme nos raizonnements sont locaux, nous pouvons supposer que les coeffi-
. 3 . ™

cisnts do 1'¢quation (1) sont dans Co(Q).

Nouns wllons wmaintenant donner des inédgalités d'énergie.

Théoreme 4 : Pour tout compact K de Q et tout s -0, il existe une cons-

tavte C. >0 telle que @

K,s
[P o 2 ]: ' 13 Z g, ‘: a "L
(12) ”Xoungwyé+'3%1“X i g‘CK’ {|PuH + |l Qs} , ¥ u€cCo(K).

Pour démontrer cette indgalité nous utiliserons 1l'opérateur E  dont le sym-
o ~

hole c¢st défing par (7) ou o GCo(Kl), KCK1CQ, o =1 sur K, et nous conside-

rerons l'expression ﬁ'e(PEqu,Equ).

Utilisant 1'indgalité (8) et 1'inédgalité :
(13) PA ul® <o (iPa]®+ [ul®) u €Co(K)
: Mg = Vg, gV IT R TR ’ ’

qui est valable pour tout opératé"gr Aq pseudo-différentiel pour lequel

&= s, nous obtenons 1'inégalité
r o
(14) TOX allT g
j=t 9 7

e (HPuE} +Ilu||2 , u€Co(K).
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| ! PN . . .
Pour évaluer gIXou!iq ¥ on considere le produit scalaire

f_PESu,E*_" E 1 XOEqu) ou E: est l'opérateur adjoint de l'opérateur Es au

[

2 2
sens (Equ,v) = (u,E"S*v), ¥u ved et 1'identité

(15) (PE_u, E¥ E

2

. 2
onsu) = 1HE_l XoEsu“0+ (¢ Eu,E* E X E_u)

ool

[
oo

+ 7 (X.E u, X* E%
: s 0T

E, X Esu).
j=r -

2
L'estimati'n désirde résulte de (15) en utilisant (5), (8), (13) et (14).

L
2

Considérons maintenant le systeme des opérateurs {XO,XI,...,Xr}
défini par 1'équation (1).

Pour tout multi-indice I= («a cxt) ou a1=(),1,...,r pour 1=1,...,t

1,-.‘,

nous posons H

-
I|= Z A
1=1 1
ou )\1 est égal a 1 si (x1=1,...,r et }\1=2 si a1=0. A tout multi-indice
I = (al,...,at) nous associons l'opérateur

XI = adxo, ,...,aan ° Xa
1 t-1 7t

ou AdA.B = [A,B]=AB - BA, pour tous opérateurs A et B. Le lemme suivant
donne une estimation de l'opérateur X

I

lemme 1 : Pour tout compact K de Q, tout k entier 2 1 et tout s20 il

existe une constante CK,s,k>O telle que
2 | 2 2
(16) £ [xpulf £C cPall+ flafl® 3, wecalk) .
T sk I s+21_k—1 K,s,k o 2ks

Cette inég:lité se démontre par récurrence sur k. Pour k=1 et 2, le
lemme 1 résulte du théorime 4 et de 1'inégalité (9). Supposons le vrai pour

k=k . En utili<ant 1'inégalité (9), on montre que (16) est vraie pour
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k=k +1 i X_=[X,,X. Jou |I,|=k ,j=1,...,r. En effet en utilisant (9)
o I J I1 1

0
avec A:XJ,, i=1,...,1r, B=—-XI et sl=21‘k°-‘1 on obtient :
1
r 2 r 2 ; 12
£ XXy Tl sClz [Kaii+ = K v +wliS)
P R A ML) R o T TE R

I1 suffit alors d'utiliser l'hypothese de récurrence et le théoreme 4.

Dans le cas ou XI= [XO,XI ] avec |I ko-l, nous considérons 1l'identité :
1

1|=

- ¥ T L . T
[P’XI ]_aXJLXJ’XI ] [XJ,EXJ’XI ]]+1[X0’XI 4 v[c)XI ]

1 1 1 1 1

que nous appllquonq a la fonction E U On multiplie scalairement le résultat

par E F*LX X ]E uou p est égal a 2 -1, 11 apparait alors un terme de la

1
Torme E(Eer XI JB uH qui est la quantité désivée, modulo des commutateurs

que nous pouvons estimer par (8). La majoration de IE [X XI ]E u;[ s'obtient

en utilisant (5), (13) et 1l'hypothése de récurrence.

Définition : Le syteme {Xo,...,Xr} est dit systeme de rang m au poirit X,

si il existe un entier R(x0)>0 tel que :

(17) X X (x,8)| >0 , ¥ gfo
lIISR(X)

ou XI(xO,i) est le symbole de l'opérateur XI

Lemme 2 : Supposons que pour tout X €K, ou K est un sous-ensemble compact
de Q, le systeme des opérateurs {Xo,...,Xr} est de rang m. Alors pour tout

s €R il existe une constante C(K,s) telle que

C(X,s) 2 HXuH lla|

(18) hl?, = 1 2]

ou R(K) = sup lR(x) |.
. x €K
Ce lemme résulte aisément du théoreme 3.

L'estimation (18) et l'estimation de 1'énérgie (12) nous permettent d'utiliser



le théoreme 1 en vue d'établir le théoreme principal suivant

E’_héoréme 5 : On suppose que pour tout x €, le systeme des opérateurs
{Xo""’xr} est de rang m. Alors pour toute distribution u €' (Q) telle que

Pu EHiqoc ,on a l'estimation suivante
- ( n2 [ e
(19) lowli, . ) £C Liv Pulls+ o qull

ou K compact de Q, y=Const<s+e(K), les fonctions o, 9, EC:(K), 9, =1 sur
un voisinage du support de ¢, €(K)=Const>0 et ou C est une constante dé-
pendant de K et y. De plus l'opérateur P défini par (1) est hypoelliptique

dans 3.

Le théoreme de Hbrmander [2] affirme que P est hypoelliptique sous
les hypothéses du théoréme 5. Afin de prouver le théoreme 5 nous montrons
que les conditions du théoreme 1 sont vérifiées avec M=@. D'aprés (18) et
(16) pous avons, grace aus hypothése du théoreme 5 : il existe une cons-

tante /telle que pour tout uEC:(G) (ou GCInt(K) est compact)

Cn2 2 2 2 W2
(20)  uliy  zel = Kpufp s [P sc{Pal]+ fluliGR(K)

|1 |<R(K) (t+1- 2)1~R(K)} '

On choisit t tel que

R(K) 1-R(K) ) 2
t+1l > 2 (t+1-2 ) "1\t<“1+,2R'(T{7*1 .

Nous posons L+ 1=¢c3 alors il résulte de (20) que
. T - a2 o2 ™
(21) j;u.i!e §_C(I&,N){HPu|I0+ ;‘uH‘N 1 uECO(G)

ou N est positif et arbitrairement grand. Utilisant l'estimation de 1'éner-

gre on obticent

, 2 _ 2 022 ®
(22) X wil_, + 2uxJuHE/g;C{ilPul%Owunl_Nx , wec (6) .




De plus il est aisé de vérifier :
m r

i N na

(23) = 2 Y sof T X+ ul®) wec®G) .
-1 s-1 j=1 j s ] 0

Reportant dans (21) et (22) Equ au lieu de u il vient
2 o 2 2 2
' ‘\ .
(24) ulils, + ]_Elwcjuitsﬂ/g s C{PalS+ [l Y .
I1 résulte de (23) et (24) que

(25)

m : ¢ ¢ T
= RGN eyl ) s etipal e i)
J:

g-&
2
et ainsi les conditions du théoreme 1 sont vérifides. Le théoreme 5 est

démontrd.,

Remarquons que l'estimation (19) est encore vraie si les coeffi-

cients de P sont de classe CY(K) ol p dépend de R(K) = sup R(xo).
x €K
o

On peut construirc aisément des opérateurs de la forme (2) qui ne
peuvent pas s'écrire sous la forme (1) avec des coefficients Cm, D'apres
Hilbert, il existe un polynéme B(x,y) non négatif, de degré 6, qui ne peut
pas étre représenté comme une somme finie de carrés de polyndmes. Il e=t

aisé de voir que la fonction indéfiniment dérivable

(26) {S(x,y,z) = ZbB(?£ %)"'Bl(x’y,z)

7 ’
~ - @ . . . ’ . b '] -
ou Bl est une fonction C , nulle ainsi que toutes ses dérivées jusqu'a 1'ordre
i au point x=0, y=0, z=0, ne peut pas s'écrire comme somme finie de carrés
- o -
de fonctions C (cet exemple nous a été fourni par H#rmander et Palamodov).
On vérifie facilement que 1l'opérateur

2 2 2

Lu = ‘L'g(x,y,z)[a2 + 62 + 82]+ Qlu
ox oy oz

N 1 . . . .
ou Q@ est un opérateur différentiel du premier ordre, ne peut pas se metire
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sous la forme (1). Il est donc intéressant de considérer 1'équation géné-

rale (2). Ecrivons (2) sous la forme

m i :
(27) Lus=- S‘E.(ak’J@u)+iQu+~u
j=1 ) :

le-

510 k

opérateurs de symboles respectifs aé’ , Sjb
J

te de l'énergie qui est analogue a l'estimation (12).

. K moo s .
ou Quija((bk- ax‘].)gk u. On pose L°(x,g) = Z a ’Jgk Sj et LO(J), L )
J
(

Lemme 3 : Pour tout =0 et tout compact Kc{i il existe C(K,s) tel que

I j 2 2 na
(28) th°(J)U'!s+“1’(().j)““s-1}+”Q“”

J

L

B

o2
) }_;C(K,s) {”Lu”ii* 5%‘1”25 }
)

1

pour tout u EC:(K).

Afin d'établir (28) nous utilisons entre autres le résultat suivant. Si pou

tout x € R" et tout < R" on a z ak'](x) € 2. 20, alors on a
. *k 73
k,3=1
m k,j 2 2 m . 2 2
da DV k,j o°v 3TV
(29) £ 2B (x) 2| s akrd Qv
k,j=1 °% A% 0% 4 k,j,s=1 8% 0%q 3% ;3%

pour tout VEC(Z)(RH() , ou la constante M dépend seulement des dérivées
kj

secondes des a v. .

On considere le systeme des opérateurs {QO,Ql,...,szl ou Q0=Q , QJ.:LO('])

pour j=1,...,m et Q.=—'l§‘u_l1 L((’j—m) pour j=m+l,...,2m. Pour tout multi-

indice I= (cxl,...,ak ol a; =0,1,...,2m pour 1=1,...,k on pose

k
1) = = »
1=1 1
ou A1=1 si ocl=1,2,...,2m et Ak=2 si oc1=0. Pour tout multi-indice [ on
considere l'opérateur Q. =adQ_ ,.. ,adQ_ o ¢ .
1 % k-1

Par une démonstration analogue a celle du lemme 1, on peut démontrer



1'inégalité suivante :

(30) % e 'u§§2 s_.c(K,s,k){!}Lu;?Jr ‘fufl2 }
\I‘Sk 1 214&s-1 ' ° 2ks— .

pour tout uEC:(K), SER, s20 et k21,
Considérons l'opérateur QI obtenu a partir de Qo”"’Q°m’ En vertu de la
propriété (5) des opérateurs pseudo-différentiels, pour tout multi-indice I

Ly
1topérateur QI peut etre mis sous la forme

0
(31) Qp = Q7 *+ T,

R 0 s
ou TI est un opérateur d'ordre =20 et QI est un opéraleur pseudo-diffdren-

tiel de symbole q;(x,g) avec 0=1,

Définition : Le systeme {Qo,...,Qoml est dit systeme de rang m sur le

compact K si il existe une constante C0:>0 et un entier R(K) >0 tel que :

(32) 1+ z |q§(X,§)|2 2Co (1+13]%) ¥ xeK; seR” .
|T|<R(K)

} soit de rang m sur le

Théoreme 6 : Supposons que le systeme {Q yee e, Q)
rieoreme b 0 2m

compact K de Q. Alors pour tout s € B il existe une constante C(K,s) >0 et

9

e(K)>0 tels que si u€dD(Q) et vérifie LuEHlm_(Q) on a :

'

G2 ' 2
(33) i|<Ptll%s+€(K) < C(X,s) {[io,Lull + o u;

25
ty S

ou ¢ et Py EC:(Kl), K1 étant un compact contenu dans l'intérieur de K,
9, =1 sur le support de g et y <s+e(K).

De plus si le systeme {Qo"ﬂ"Q2m1 esl de rang m sur tout compact de (
alors 1l'opérateur L est hypoelliptique dans (.

Ce théoreme peut étre démontré & l'aide de (32), (11), (30) et (28).

Nous allons voir que les résultats des thforemes 5 et 6 sont encore
. N . ¢ o
vrais sous des hypotheses plus faibles sur les opdérateurs tXh,Xl,...”xr; et

{QQ’QL""’QOm} respectivement.
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So1t M une réunion finie de variétés régulieres fermées de dimension m-1
ncluses dans . So1t M un sous-ensemble de M. Soit xo € M. Supposons qu'au

voisinage de X, M peut eétre représentée par une équation:
@(xl,...,xn) =0 aveec grad ® £ 0 .

Théoreme 7 : Supposons qu'en tout point de Q\M le systeme {XO,Xl,...,Xrl
s01t de rang m et qu'en tout point X, de M on ait :
r

% ja
=1 ;=1 J

M B

2
1
(34) 28
1

+ IPs| £ 0 .
Alors l'opsrateur P donné en (1) est hypoelliptique dans Q au sens : si
€T (Q) et Pu c¢(q) aiors uGCw(O). De plus s1 u €2 (Q) et pPucb¥(Q).

o©

pour tout ¢ €C (), alors pu KHS(Q)et 11 existe une constante Cli>0 telle

qll‘?
3 1 i e 2 i 2
(35) ‘W‘”h SC1tw®1Pu“S~+H¢1tu3 R

ou o, ch GC:XQ). 9y =1 sur le support de ¢ 3 soit suppo NM=¢ |
so1t @ =1 sur Mjy<s et C, dépend de y, s, 0.
Théoreme 8 : Supposons que le systeme {Qo""’QZml soit de rang m sur

tout compact K de O\M et qu’en tout point X, de M on ait :

(36) PLER 0f 2% L |Lg|£ o

alors 1'opérateur L donné en (2) est hypoelliptique dans O et 1'inégalité

(35) est encore vraie avec P remplacé par L.

Les théoremes 7 et 8 se démontrent de la méme maniere ; nous ne
vccupons que de celut relatif a l'opérateur P.
Tout d'abord remarquons que s1 M est réduite a un point xO,alors les conda1 -

tions (34) et (36) peuvent remplacées respectivement par :



r m l
(37) 5% ja (x )]0
g=0 l=1 ) '
m . ) .
(28) by ;la“'l\(x )|+ lbk(-\' )“’”
k=1 o °

Remavguons aussi que les condrraons (34) et (26) <out cssenlielles pour la

R . . . \Y
validité des théoremes 7 et 8. En effet la fonction lxi est solution de

1'dquation
. 2 ;
(39) rCAu+ (vt (v-2))u =0

et 311 est clair que pour v pon envier, 1'équalion (39) n'est hypoellipiique

dans aucun domaine O contenant l'origine.

~

Nous ddémontrens le théoveme 7 de la manlere sulvante
Ay voisinage dun point Yo de M, nous derivons l'équation (1) en coordonnées

locales (v ,“.,ym) de tolle maniere que dans ce voilsinage. . coincide avec

1

I *hyperplan vy T 0. On recouvire M par un nombre finu d'ouverts o
AY

k=0,...,N, dans chacun desquels la itransformatiou c1-dessus est possible,

Yosons Gk ':—Ol a {iyl i :__i*"». On a alors:pour tount o assez graund 1l existle
b <

b0 dépendant de u© tel que

¢ LO) g = EP 5’ . ¥ uc€ ¢ (G
o Y O o

k.P) !

b

(‘.l indépendante de .
L inegaliie (10) s'obtieni par iniderations par parties.

De la méme maviere on peul obtenir 1'indgaliteé

| C.
IF . 11 H)(J) :'1 < _.;:" : ) o, W ¢ ccc
(41) ”P(J)u”-l + F uil £ 1 wp n £ ()(Gk\{ ).

Uiilicant alors une partition de 1'uniicé, on peut obtenir des inégalités
analogues a (40) et (11) pour des fonctions u de classe Cm, a support
countenu dans un B-vorsinage de o, ou = i(ua).

On peut alors montrer que sons les hypotheses du théoreme 7 les conditions

1), 2) et 3b) sont caiisfartes.
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D'apres 1'inégalité (25) utilisée dans la démonstration du théoreme 5 on a
pour tout compact K de Q, ¥ N assez grand, ¥ s ¢ R et ¥ >0, 4 CN:>O,
C(K,s,B)>0 et ¢(K,B)>0 tels que

i) n2 02 o2 i 2 TR
(42) Jfl{l}P(J)ul‘S+ “P(J)ulis—l}.*’ ”u”S g‘.C(K’saﬁ){”PuHs_€+CN”u lS—Nz y

¥ uc€ CO(K-GB)

ou GB est un P-voisinage de M.

De (40), (41), (42) et en utilisant une partition de 1l'unit¢, on
il eviste

peutl montrer que ¥ u, N assez grands / deux constantes C2(u,N), C, indépen-

1
dantes de . et N telles que

m
2 2
(43) Hu”0+ z ”P(J)uﬂ_1+

C
| i) o 1 . i
|mblﬁ §f—quﬁ+CguJUHuﬁN
j=1 j "

(T =

1

¥ u EC:(K).
L'inégalité désirée découle de (43) en remplacant u par E u et en utili-
sant (8).

N.B. Je tiens a remercier MM. Brezis, Derridj et Zuily qui m'ont aidée

dans la rédaction en francais de ce papier.
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