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I.1
Le problème due l’hypoellipticité des opérateurs différentiels à

coefficients variables a été étudie par plusieurs auteurs depuis son intro-

duction. par L. Schwartz 

Les résultats obtenue pour les équation. d’ordre quelconque ne
donnent aucun résultat essentiel pour celle-.; d’ordre 2.

L’hypoellipticite des équations du 2ème ordre fut étudiée pour
la première fois par L. H8rmander dans , Pour les opérateurs du 2ème
ordre du type

,

j = 0,1,... ,r, les coefficients al c ét.ant réels et de Q
n , , t 

J 
, , , , ·

ouvert de Rn, il démontra l’hypoellipticitc en supposant que ltalgèl)t--e
de Lie engendrée par les opérateurs X o ,...,X 

r 
soit de rang m en tout point

o r

de 2. Pour cela il utilisa certains théorèmes concernant les algebres de

et des normes particulières liées aux opérateurs X , X.,...X .o r

Utilisant certains résultats de la théorie des opérateurs pseudo-

différentiels nous donnons une autre démonstration du résultat de H6rman-

der et (ertains théorèmes plus généraux concernant l’hypoellipticité de

l’opérateur P et la régularité locale des solutions faibles de l’ équation
Pu = f. Nous démontions aussi, pour ces équat-iont3, des estimations a priori

semblables aux estimations de Schauder pour les équations elliptiques.
Par la même méthode ,das résultats analogues peuvent être démontrés pour
les équations générales de 2ème ordre :

(où les coefficients sont de classe dans û) et pour des équations d’ordre
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supérieur. Ces résultats sont contenus dans -[3], [4], (5 ~. Les notations

que nous utiliserons sont celles de ~1 ~, [6].

Le théorème 1 réduit la démonstration de l’ hypoelliptïcité d’un
ce

opérateur A d’ordre n à celle d’ estimations a priori pour des fonctions C

à support compact. 

Soit Hs l’espace des distributions de ,8’(mm) telles que

Si A est un opérateur pseudo-différentiel de symbole a(x,§), nous noterons
A et A. les opérateurs pseudo-différentiels de et

U/ o.
respectivement. 

J 
.

Théorème 1 : Soit A un opérateur différentiel linéaire d’ordre n, à

coefficients dans et supposons que les cond,îtion.s suivantes soiento

satisfaites : : . : , ,

2 ~ Pour tout compact KCQ, il existe une constante s - s0(K) telle que
pour tout N &#x3E; 0~ assez grand on ait : 

"

:

constante dépendant de K et N.

2) Pour tout compact tout s E R et tout -8 &#x3E; 0, il existe une cons-

tante C(K,s,8,N) telle que pour assez grand on ait :

avec
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°ia) Pour tout compacte KCOBM, où)’1 est un ensemble fermé, borné et 

pour tout s il existe une constante C(K,s,N) telle que, pour tout

B. &#x3E; 0 graud nous ayons t

3b) Pour tout compact KCO,pour tout s E R, tout ô&#x3E;0 et tat N &#x3E;0 assez

grand: :

avec constante &#x3E; 0.

Alors l’opérateur différentiel A est liypoelliptique, c’est-à-dire que, si

telle que (n) nous avons l’inégalité :

0:.

: cp, &#x3E; sur le support plus soit cp 1 ’sur M

soit supp O fl M = 21 : , s + 0 .0
Le 1 peut être démontre, en utilisant les techniques usuelles des

"mollifiers" (i.e. l’approximation de u par une suite de fonctions

u .

n 0

Nous utiliserons une classe d’opérateurs pseudo-nifférentiels
ain.si définit : :

l’opérateur A est de la forme

A est appelé opérateur pseudo-àifférentiel ; la fonction est appelée

symbole de l’opérateur A. Nous supposons que le symbole a(x,e) de l’opéra-
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teur A satisfait les conditions suivantes :

où est une fonction a2 (x,~) une fonction indéfiniment
différentiable de (x, ¡¡;) et, pour la fonction a2(x, s), comme fonction

de x a son support contenu dans un compact KCUID (i.e. a2(x,g) = O pour

b) C1 existe tel que, pour tous multi-iioedices a, Ç3, et pour tout

nous avons :

C dépendant de a et et 0.
a a ..

Il est facile de voir que A opère de-S dans A -
Pour une telle classe d’opérateurs pseudo-différentiels, nous avons :

avec u E ~ et ..

Si 11 opérateur A a pour symbole avec 0’=0’1’ , l ’ opé rateur B a pour sym-

bole b(x, ~) avec c 0’ = 0’2’ , nous noterons 1~ opérateur qui a pour symbole: -.

On sait alors que pour tout u E on a :
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où TN vérifie l’inégalité* : x

De la rejai-jon (’5) on déduit que

où TN vérifie une inégalité analogue à (6).
Notons E u un opérateur pseudo-différenti,el dont le symbole est de la forme

Il est évident que le symbole de l’opérateur E satisfait les conditions

a) et 1» avec Cf==s. On peut alors montrer que pour tout domaine borné G de

nID pour tout N assez grand et pour s, 81 E R il existe C&#x3E;0 dépendant de

R, s1&#x3E; G et N telle que : "

si sur G.

Utilisant certaines propriétés des opérateurs pseudo-différentiels, on peut

démontrer les théorèmes suivants (Th. 2 et 3) qui nous seront utiles par la

suite*

: Soient t A, B deux opérateurs pseudo-différentiels de symboles
réels qui satisfont aux conditions a) et b) Alors pour tout

et s E R il existe une constante C(s,s.) 1&#x3E; 0 telle que

pour toute u E .
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-. Soient p (x,). j=l.,N, les symboles des 1
2013201320132013201320132013 

i 
. 

. .

psoudo-l ’i.1° ï li*;n.l;î&#x3E; 1 s p j1 3= 1,...,N,, satisfaisant aux conditions a) et b)
J 

avec 1. Supposons qnc 11 oii ait : :

Co = constante 1

pour tout x dans ion compact Gl. Alors il existe C &#x3E; 0 telle que pour tout
00 _

f ou de (rl on. a : 
’

maintenant étudier plus en détail le cas de l’équation ( 1 ) .
Ncm8 ensuite comment on peut obtenir des résultats analogues

pour les équations (2).
Comme nos raisonnements sont 1&#x3E;caux, nous pouvons supposer que les coeffi-

cirnib  i n (l) sont dans 

allons maintenant donner des inégalités 

z Pour tout compact K de n et tout s il existe une cons-

C... &#x3E;0 telle ’

cette nous utiliserons l’opérateur E 
s 

dont le sym
0153 S

est -1 k par (7) où cp = 1 sur’ I, et nous considè

rerons s 11 ’) .
Utilisant l’inégalité (8) et J’inégalit6 : :

qui est pour tout opérateur A pseudo-différentiel pour lequel
à = S, y nous 
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Pour évalupj on considère le produit scalaire
1 0 !ts-/2

l’opérateur adjoint de l’opérateur Eg au

sens : et l’identité : s

L’estimati n désirée résulte de (15) en utilisant (5), (8), (13) et (14).

Considérons maintenant le système des opérateurs (X 1) 1 * * ) r
défini par l’équation (i).
Pour tout muiti-indice 1= (a.y...,a ) où oc1= 0,1,...,r pour 1= 1)...Yt
nous posons :

où est égal à 1 si a- == 1,... ~ r et Âl=2 si A tout muIti-indice

1 ==  , ... , oc nous associons l’opérateurI = (a) ... la e

ou Ad A . B = [A, B] = AB - BA, pour tous opérateurs A et B. Le lemme suivant

donne une estimation de l’opérateur XI- 
’

I emme 1 : Pour tout compact .K de Q, tout k entier ~ 1 et tout il

existe une constante telle que
, &#x3E;

Cette inégalité se démontre par récurrence sur k. Pour k = 1 et 2, le

lemme 1 résulte du théorème 4 et de inégalité (9). Supposons le vrai pour

k = k . En utilisant l’inégalité (, y on montre que ( lfÙ ) est vraie pour
o
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En effet en utilisant (9)

on. obtient :

Il suffit alors cI’utiliser l’hypothèse de récurrence et le théorème 4.

Dans le cas ]Xr 1 ] avec nous considérons l’identité :

que nous appliquons à la fonction E u. On multjplie scalairement le résultat

par ,XI JE u où p est égal à 
s 

2 - 1. Il apparaît alors un terme de la
s 

Il ’J 

’ ’ ’ ’

forme LE X qui est la quantité désirée, module des commutateurs’ 

p" o 1 
S "o 

" " 

que nous pouvons estimer par (8). La majoration de JE ,X JE.ui12 s’ obtient
pOl S 0

en utilisant (5), (13) et l’ hypothè se de récurrence.

Définition : : Le système (X ,...,X ) est dit système de rang m au point x
o r o

si il existe un entier R(x )&#x3E;0 tel que i
o

est le symbole de l’opérateur XI.

Lemme 2 : Supposons que pour tout X EK, où K est un sous-ensemble compact

de Q, le système des opérateurs est de rang m. Alors pour tout

s ER il existe une constante C(K,s) telle que

où R(K) = sup )R(x) ).
«ÉK

Ce lemme resuite aisément du théorème 3.

L’estimation (18) et l’estimation de l’énergie (12) nous permettent d’utiliser
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le théorème 1 en vue d’établir le théorème principal suivant :

Théorème 5 : On suppose que pour tout le système des opérateurs

J est de rang m. Alors pour toute distribution telle que

Pu E Ils . suivante :
loc

où K compact de 0, les fonctions cp, cp, sur
0 1

un voisinage du support de cp, et où C est un.e constante dé-

pendant de K et y. De plus l’opérateur P défini par (1) est hypoelliptique
dans ii.

Le théorème de Hormander [2 J affirme que P est hypoelliptique sous

les hypothèses du théorème 5. Afin de prouver le théorème 5 nous montrons

que les conditions du théorème 1 sont vérifiées avec M= 0. Diaprés (18) et

(16) nous avons, s grâce aiis hypothèse du théorème 5 : il existe une cons-
C, 00 

) )tante/telle que pour tout (où GCInt(K) est compact) :

~~ tel quel

Nous posons t + 1:= e ; alors il résulte de (20) que

où N est positif et arbitrairement grand. Utilisant l’estimation de 11 éner-

gl e on i : 

’
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De plus il est aise de vérifier :

Reportant dans (21) et ~~2~ ~ u au lieu de u il vient

Il résulte de (23) et (24) que

et ainsi les conditions du théorème 1 sont vérifiées. Le théorème 5 est

démontra. 

Remarquons que l’estimation (19) est encore vraie si les coeffi-

cients de P sont de classe C (K) oà 4 dépend de R(K)

On peut construire aisément des opérateurs de la forme (2) qui ne

peuvent pas décrire sous la forme (1) avec des coefficients Coo. Diaprés

Hilbert) il existe un polynôme non négatif, de degré f , qui ne peut

pas être représente comme une somme finie de carrés de polynômes. Il ec;:t

aise de voir que la fonction indéfiniment dérivable

oû 81 est une fonction C , nulle ainsi que toutes ses dérivées l’ordre

G au point x = 0, y = 0, z = 0, ne peut pas s’écrire comme somme finie de carres

de fonctions CCO (cet exemple nous a été fourni par H6rmander et Palamodov).
On vérifie facilement que l’opérateur

où Q1 est un opérateur différentiel du premier ordre, ne peut pas se mettre
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sous la forme (1). Il est donc intéressant de considérer Inéquation géné-
rale (2). Ecrivons (2) sous la. forme

1
opérateurs de symboles respectifs Qn. a l’estimation suivan

te de IlénergÎe qui est analogue à 1’Ïestimation. (12).

Lemme 3 : Pour tout s ¿O e t- tout compact il existe C (K, s) tel que

pour tout 
0

Afin d’établir (28) nous utilisons entre autres le résultat suivant. Si pou
m ..

pour tout où la constante M dépend seulement des dérivées
k i

secondes des 

1 LO(j)On considère le système des opérateurs loo où Q =Q , 1 omo J

pour j = 1,...,m et Q . = E1L(j B pour j = m+l,... ,2m. Pour tout mult,l -

indice 1 = %l oÙ-,ocl= 0,1,... 2m pour 1= 1,... k on pose

où -==1 si a, = 1, 2, ... ,2m et Àk=2 si oc = O. Pour tout multi-indico 1 on

considère l’opérateur

Par une démonstration analogues à celle du lemme 1, on peut démontrer
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l’inégalité suivante :

pour tout d

0

Considérons l’opérateur QI obtenu à partir de 0 ... ,Q0 . En vertu de la
1 o Jm

propriété (5) des opérateurs pseudo-différentiels; pour tout multi-indice 1

l’opérateur QI peut être mis sous la forme : : 
4

où T est un opérateur et Qe) est un oph’aieur 1 1

tiel ce symbole avec ô = 1.
i

t Le sytôme Q0 y... ,Q2m1 est diit, système de rang m sur le
- o -m

compact I( si i 1 existe iine constante C o &#x3E; 0 er, un eni.i,er &#x3E; 0 tel q11e :

Théorème 6 : Supposons que le système (Q ~..,Q~ ~ soit de rang m sur le

compact K de Q. Alors pour tout s E Il il oxisL( ’u)o constante C (K, s) &#x3E; 0 et

c(K) &#x3E; 0 tels que si et vérifie L11 E1JIs on a :’ ’ ’ ’ ’ tZ." 10 (Il 
"

ou cp K étant un compact contenu dans l’intérieur de K,1 o 1 1 
’ ’ ’

(p. sur le support de cp et 

De plus si. le système [Qo) . ,.. ’q 2m 1 de rang tri sur tout compact de Q

alors l’opérateur L est hypoelliptique dans Q.

Ce théorème peut être démontre à l’aide de (l12) , (11), (30) et (28).

Nous allons voir que les résultats des théorèmes 5 et G sont encore

vrais sous des hypothèses plus faibles sur les opérateurs Il 3~1, ... ,~~ r ; -1 e ~

~~o,c~~, · . · ,~~~m~ respectivement.
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i finie de variétés régulières fermées de dimension m-1

~ 2 . M Soit x o f M. Supposons qu’ au

voisinage peut être représentée par une quation:
o

Théorème 7 ~ Supposons qu’en tout point de le système
de rang m et qu’en tout point x 0 de M on ait: »

en (~~ est hypoelliptique dan.s Q au sens : si

t i F T-’ ( 4q, ) 
. 

alors u De plus si a É %’ ) et Qp u s .
pour , alors existe une constante C, 1 &#x3E; 0 telle

que

(Q)  s = sur le support soit xoù w &#x3E; -,r,1C0 * i sur Je support de l]); soit supp D n ki = # ,
sur À/l 1 1.s et C. dépend de y , s , T.

Théorème 8 : Supposions que système (Q ,... ,Q2 1 soit de rang m sur
20132013201320132013201320132013 .. 

0 
J 
2m

tout compact K de et. tout point x o de M on ait t

alors L donne Pt) (2) est hypoelliptique dans Q et llînégalité
est encore vraie avP&#x3E; P remplace par L.

Les théorèmes 7 et 8 se démontrent de la même manière ; nous ne

que 1P celui relatif à l’opérateur P.

Tout. d’abord remarquons que xi ~~l est réduite à un poin.t x,alors les condi-

tions pl, (;}G) peuvent .1 remplacées respectivement par t
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. 
i que 1  , a ( 1 % li ) (’ j 1 ( / 1  1 ) « &#x3E; ii t pou (’ la

vandito de. 7 e t 8. 1 la 1 x 1 
" 

solution &#x3E; de

5

1 pst. clair que non entier, 1 ( 1 1 tJ ) n’est, 

dans aucun domaine 1. 

Nous i de 1 a itiatiiêre :

voisiiiag(, 0 
de : , nous écrivons 1 équation (i) e Il coordonnée

ue o Q manière que P s fa coïncide o avec
. l . m

J 
- (1 " On par i- un i nombre i’ 1 xt c i 

1B == 0" ~ ;0 . , N, la transformation &#x3E; "

.-0 
K :i LI:v 1 B "- l’ 1" # ii a i,~)it 6 ;w;, l 1 

&#x3E; J que

C l do ..~.

( 1 () ) ¡ par "

Do même 0 r t 1. obtenir l ’ &#x3E; ri ’ g i 1 1 t  ’ 1.1

alors une partition de on peut obtenir des 

à ( /1 () ) et. (11) p o u r des u de C ~ , ¡ à support t

u n de Bff. t où ~3 ~ f) ( J ) .

On peut t montrer que Les hypothèses i théorème T 

1 ), 2) et sont 
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D’après l’inégalité (25) utilisée dans la démonstration du théorème 5 on a : t

pour tout compact K de 0, V N assez gran.el, ¥ sER et ¥ &#x3E;O, -3 C &#x3E; 0 ,

où G0 est un P-voisinage de ~. 
’

De (40), (41), (,12) et en ii-tilisan-b une partition de l’unité on

il existe
peut montrer que V .J., N assez grands / deux constantes Ci inrlépen-
dantes de 4 et N telles que :

L’inégalité désirée découle de (43) en remplaçant u par Eu et en utile-
sant (8).

N.B Je tiens à remercier Brezis, Derridj et Zuily qui m’ont aidée

dans la rédaction en français de ce papier.
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