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DIMENSION DES ANNEAUX DE POLYNﬁMES, IT.

par Paul JAFFARD ‘

Cet exposé fait suite & 1'exposé n° 22,

4. Une égalité fondamentale,

~

Pour étudier la dimension de l'anneau de polyndmes A(N).,.on est amené A
étudier la longueur maximele des chatnes 4'idéaux premiers ayant pour extrémités
C{A(N) et ,}BA(N) ’ <{ et ¥ Aésignant deux idéaux premiers de A tels
que ﬁCF; '

Nous ne nous préoccupcrons que des chaines de la forme :

(6) \poc )p1 € e cfiﬂs

telles que @
fv\ .\.i\
. , 3{‘- (N)
I,iw_({ © <1 <s-1) ot P =¥a

Nous noterons )\(<¥A(N) , 75 A<N)) la borne supérieure des longueurs de ces
chalnes particuliéres (notons que, quoique tous les iddaux intervenant dans ces
chaines reposent sur <{ , sauf le dernier qui renose sur %j s 1'idéal ¥)
‘n'est pas nécessairement un sur-idéal premier immédiat de <{). Enfin, nous
introduirons un nouveau symbole Q;V(<¥, ¥>) qui aura la signification
suivante : c'est la borne supérieure des nombres d tels que la spécialisation
canonique A/<ﬁ —_— A/$9 puisse se prolonger en une spécialisation du corps
des fractions Ae A/<? ‘sur une extension de degré de transcendance d du
corps des fractions de A/f) .

THEOREME 9. = 0n a 1'8galité :

(7) X(("A(N),«pA(N))=1+inf v, (%, %)

)
v
Remarquons d'abord que 1'on peut passer au quotientv(dans A(N)) par <¥A‘N) ,

O . o . .
(dans 4 par w{) et par suite, pour simplifier 1'écriture, on peut supposer



25-02

4 intégre et ¢ = (0) . Tous les idéaux de la chaine (6) renosant, sauf le

dernier, sur (0), lc théoréme 1 montre que :
A©) , ¥y <1 a,

Montrons maintenant :

NORE LU IFS TR SRR S

Soit s = >\((O) Q}/n )) o Par Aéfinition, il cx1ste unc chatne :

NS e

tellequejo(.a-(O) (0 <41 &s~1) et s=:pA(I‘I)°

Con51derons la suite des homomorphismes canoniques ¢

(&) (N)-~> A(N)/:p S — N N)/P s N)/WD

Les 8 - 1 premi¢rs. acomomorphismes laissent invariants les 41éments de A et
le dernier induit sur 4 1'homomorphisme &4 — ,/}f Désignons par fli la

fermeture algébrique du corps des fractions de J(N./iﬁ. o Bn appliquant plusieurs

fois le théoréme du prolongement Aes s“e01allsat1ons ( ) , on voit que la suite (8)
peut se prolonger en une suite de- spécialisations (faisant intervenir évidemment

des corps projectifs)

(8") a

>'(\" ‘-; e e e —"""}.':L .

0 s

~ A
En effet, A(N)/%w‘ (N)/ %j neut se prolonger en 113~1 N ils,

ot A(N)/¥) I (N)/f) . aqui s'éerit A(N)/ \ _p —>£*,_; peut se prolonger
en {1 g2 —> il -1 et ainsi de suite ...

(W)

Si L est le corps des fractions de 4 » on en 'déduit une suite de spécia-
lisations :

LzLO--—% Ll.eooc \IJS

(Li' dtant un sous;corps de ﬂi)-

.1 . .
() qui peut s'énoncer ainsi :

A étant un sous-anneau d'un anneau B » toute spécialisation d¢ A dans un corps

rojectif k., npeut se nrolcnger en une sndcialisation de B dans le corps
proJecfl fl » L1 designant la fermelure algdbrique du corps ¥ .
ctf, 4, o+ = Foundations of algebralc geometry, — New York, American mathe~

matical Socicty, 1946 (4mer. math, Soc. Coll. Publ n® 29 )),
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Désignons par K 1le corps des fractions de & . La spéeialisation Li -3 Li+l
induit la snécialisation triviele 4 — 34 si i < s -1, Aonc elle induit
encore sur K 1la spéecialisation triviale K 3K (Cn voit en effet immédiatement
qu'une spéeciclisation triviale sur un anncau intégre 4 est encore triviale sur
son corps des fractions K ¢ si x =K est tel que x . 50 , ot si x = a/b

(a y, b €4), ceci entratne a —30 , donc, si x # 0, la spéeialisation ne

peut 3tre triviale sur ).

Enfin Ls 1> LS spécialise K sur un sur-corns K' Au corpns des fracticns
k de A/T; .
Désignons par

n' le rang de la spécialisation L — Ls-l

' ' n "o " 3 nd13
n : ‘ induite K -3 K .
n" " n n 1 5 L
- S-jl e 8
n" " " " induite K —K' .

L'indgalité (4) permet A'écrire :

s

d.t. [L ot K] « 4.4, [L : K] = (n' =n') .

Mais A,t. [L : K]j=N (ﬂ'aores la Aéfinition Ae A( )),' n'> s -1
(pulsqu aucune des spécialisations L —> L,

i+l
J ?/ ! = 4
f +1) et m O . Par suite on a :

n'est triviale en vertu Ae

) d.t.[sltKJ T“S”"l'
L'inégalité (4) permet A'écrirc égelement :

d.to [L H K'] ‘:\/ﬂ..ta [LS-l H K] - (n" - m") .

S
Mais on peut dcrire :

A.t. [LS : K']:ﬂ.t. [LS : k]~ d.t. [K' 2 k]

A.t., [LS : k] ~d.st, [K' s k] £ dut. [LS_1 : K]- (n" = ") .

Cl'est~a-dire :-

.

(10) Wb (K'Y : k] 3 avte [T kI - dute [L_, ¢ K]+ (a" - mn)

Mais L contient 1'anneau 4 II)/"() (N)/r A(N) qui est isomornhe &

‘1'anneau de nolyndmes (A/o}v)(N) . Par suite d.t. [L : k] > N . En remarquant
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. oy 2 ' N
également que n" -m" > 0 ot en tenant comnte Ae 1'indgalité (9), on voit

que (10) entrainc :
(11) Ate [K' t k] > NwN+8~-1=8~1

donce s < 1+ A.te [K' ¢+ k],

l'ais, nar Aéfinition :
Gte [K' e k] 25 ((0) ,%)
A'ol 1'indgalité :
A ((0) ,pa(N)) <14 Sv((o) ¥ .
Nous avons -onc dérmontré 1'indpalité :
| A©) , Xa™)y £ 14 ane (v, SV('(o) A
Soit maintenant

M=inf (W, S(0) , ).

Désignons encore par K 1le corns des fractions de & et nar k celui de A/TQ
Puisque M < 'S ((O) ’ ¥\) » on peut trouver une snécialisation £f : K—K!
de K sur un sur-corrs K' e k tel que d.t. [K' : k]=M nrolongeant

1'homomornhisme canonique & “m}A/fo .

Soient X; , «e. , %% Aes éléments de K' algébriquement in‘énendants sur k
1 M .
Aas &1éri : o N = %! - <
et 8010?5) 19 +++ s X Aes élénents de K tels que F(xi) x] (1 <cigM),

Soit 4 = A [X1 > eee s XM] . Considérons la suite A'homomornhismes
A[Xl, see KM] __?.A [Xl ’ X2 9 ese }{]\{].—.9. s .._.) A [Xl y X2 9 oo XM] .

aucun de ces homomorrhismes n'est trivial, car si on désigne par Ay le sous-

anneau de K engendré par 4 ot Xy s eee s Xy (A = 4) , on v01t que le

i
i-idme homomorphlsme spéeialise a4 [Xi s Xipp 0 eee s XM] sur

[X s1 2 vee s Kyl etosi X; = a/b (pi » by ¢ 4) , 1'é1ément non nul
bi X o-~a; de 4, [, fel P tre XM] a pour image O Aans cet homomorphisme,

Enfin #) 1ndu1t sur A [xl y eee s XNJ 1'homomorphisme :

A [xl y eee s XM] — A/$? [x' I XM = A/} [Xl 3 see XM]

(I1 n'est nas trivial car # (0)).

Soit la suite des homomornhismes
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A[Xl,..., ] — a[x 1,&2,...,K ] —=ee — n[xl,xq,...,x J R h/f>[X1,..., X, ] e
()

Dans 1'anncau &°/ on considére la chaine A'idéaux nromicrs ;
D . o 5 ()
s=@c (B e B e Be G = Fu

ol Cg; est le noyau Ao & [Xl y see s KM] = A [xl TR AP XM] .
s ( b . .
On a A'wutre part 'kgflw s=(0) si i< M

{ -M
Coome M £ N, on a “ans l'anneau (\) (M) (n-14) la suite A'idéaux @

~A ‘ e | oy, (W)
;po (O)C{fﬁ\- "'(fM ”+l 7\/“

2 . \f
4éfinie oar/:fg ‘é? A(k) .
. N i *
Comma fr G a= () (© < 1 ¢ N) onen déduit 1'indgalité

M+ 1 < A(() ,va(N)) .

, .
Le théoréme 9 est donc comrletement Aémontrs.

5. application aux anncaux de dimension valuative finie,

Soit i un anncau de Aimension valuative finie égale & s et soit une chaine

maximale de valuations de A ¢

(12) Vo < Vy < ees SV

Si on Aésigne par <1 5 le centre de v, sur i, ona les inclusions :

(13) % < ql A qs .

i {
Dans la chaine (12) ne gardons que les valuations vy telles que <Ti~l # (fi o

On en déduit une nouvelle chaine :

1) )
(12" Wo LWy < eee KW

dont les centres forment mointenant une chaine sans rénétition @
"o | ; >

La valuation LA Aéfinit une spécialisation ‘r}i du corns Ades fractions K
de 4 sur un corns K, ( ; induit sur 4 1'homomorphisme 4 . A/¥3i
Comme Wy est nlus fine que Wi g9 On voit que kri est le nroduit de 1)1 1
ar une snécialisation W, : K, . __vK. .

P ’ _ W i i-1 7 i

Comme la chafne (12) est maximale, Vo = Vg est le valuation nulle, donc
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{)O = (0) et ‘PO est 1'apnlication identique de K sur lui-méme (K = KO) .
Désignons par r, le rang de 1o snécialisation :fi (¢! st la Aifférence :

rang de w, moins rang Ac wi~1)'

Désignons par ki lc corns “es fractions de A/'fg.1 et nar k{ le corns
image de par la snécialiscti Y, Ona A/F, ¢ k, = k! =K, On
image de k, ; ver la snécialisction ?1 (On ¢ /f&l 1 ! 1) .

notera di le Aegré de transcendance A.t. [ki : ki] et on nosera

A=dAd, + «os + dm .

1

La spéecialisation ‘?. : K, -—— K. est le nroduit d'une certeine spéeiali-
: Fi i-1 i ’
sation de rang 1 (A'un corps Ki 1) ner une snéeialisation de rang ry - 1

de K, sur K! . (4'une monidre nlus précise, si w, = v , K! est
i-1 i-1 Tl i X, i-1

i
l'image de K par la spéeialisation Aéfinic nar V4 l).
i

Scialisatio ! isse 1 i e -annea
La spécialisation Ki—l .-f>Ki~1 laissc invariant lc sous-anneau A/f&iul
de Ki«l s donc égalemcnt son corps de fraction ki~1
4
}l{i-l — }71-1 —
1]
Kiqg— K — K

| | k,

1
RANRET S e L

La spécialisation Kiml‘*“> K{hl étant de rang ry - 1, le théoreme 4 montre que :

— A ! ° - A .
rg -~ ledct (K] r kAt [K ek ]

. : )
La corollaire du théoréme 4, annliqué a K; 1 —> Ki » mentre que ¢

At [Ki s k!] <At [KD Ltk

i i-1 i-L]'

D'ol, en tenant compte Ac ces deux indgalités :

ce

- a . 1t
ry =L+ At [K o2 k] g .t [Ky 3¢ % ;7.

Soit, en tenant comnte Ae :

o Lo P .' = e Us . o — %
det [Kl kl] d.t [Kl ki] A.t. [ki : ki]

oo

—~ ‘< "? 9 1 N . .
ro ~ 1< d.t. [K, e ki_l] + d.t, [ki ki] - d.t. [Ki : ki]

ou

oo

14 ' . - <\ doc . :- ~ le U
(14) ory sl At [Ky ok T - dit [K sk T d
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Les indgalitds (14) sont valables ncur 1 & 1 < nm.

Si nous lcs additionnors, ceci donnc @
i ’

S .
(15) 1/m1m ro-m £ At [Ky kg - At [K k 1+ A,

1

(0) , cna A/{OO =i et ky=K;=K.Donec .t [Ky : kgl=0.

v A . : - s = v Lo valuation v_ cst
Posons r' = A.t. [Km : km] et surposons que W op * L s

2
Corme ‘IF' 0

la comnosée de la veluation W et A'une valuation "¢ rang h . Par suite, clle
définit une spécialisation nroduit ’e W nur une soéeinlisation %ﬂ Ae

' ' ' L . ! o
rang h . Cette Aerniére laisse km inveriant (puisque vy ot Veh ont méme

centre #%n sur &). On a donc (ccrcllaire 1 du théordne 3) @

h < At [K &k T

L'inégalité (15) nermet donc A'dcrirc :

m——F
N
S . =n &4 -h o
lgignm
St |
11 résulte immédiaterncnt Aes définitions que s = . r, + h .
l£ign
On en conclut donc @ =
(15") s = ﬂimv A £d+mnm.

Mais les Aéfinitions de A, ot o Ehv($gi~1 , f)i) nontrent que
(1 - C_/ N7 7&_
Gy = Cv(Ki—l ’ 1)

et nar suite @

<
(16) - din_ 4 = £/, (1+5 (f‘z. . ,f)?‘.)) .
v I<ign vy} i- i

Choisissons un nombre N tel que @
N> Qup. v({l—l")cl)

I1 suffit A'ailleurs nour cela que N > Aim_ & : en effet, si

-
¢ \ A
=2 (Fig s F0) s

il oxiste par Aéfiniticn uns spéeialisation de ki { Sur un sur-corps kg de ki

~

tel que © = A,t. [kg : ki]A, prolongeant 1'homonornhisme A/f7i 1~_.ﬁgﬂ/f>i .

. . . 3 (. 3 .
On peut alors construire une snécialisation dec rang © Ae kg qui laisse ki
invariant ot, par le théorime .les nrolongements des spécialisations, on en Aéduit

une spécialisation "¢ rang Y de KX restant finic sur 4 . Donc S\éé.dimv A,
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Ceci posé, le théoréme 7 montre alors que @
: (W) )y C o X3
X(pi—-l W 0y a )= 0,00 )
I1 cxiste donc une chaine A'iléaux premiers e A(N) , soit

(0) -ff 30 C e c‘f\)s, =, L)

de longueur s' = ;> L1+ 5 (*91 12 f )) .

Si A(N) = A [Xl 9 eee XN] on neut considérer la choine 1'idéaux premiers de
longueur N :

A N v\ AN . AN , - ' )

/{>mﬂ( ) . (/pmu( ),xl) < (Pmu(“),xl,,c )< ... @ (Jf’)ma(‘ 2 X KgyevasXy) o

() |

On en déduit Aonc 1 existence dans 4 A'une chaine Ae longueur

s!' + N > 8+ N=N+ dimv A,

Le théoreme 8 montrant que Aim A(N)fgl N+ dim_ 4 , ona done :
ain AN = aim A Cw s ain 4,
v v
ceci implique en outre s' = s, c'est-a-dirc que 1'inégalité (16) est en fait

une égalité.,

On neut donc énoncer lec :

/ \
THEOREME 10. -~ A <tant un anneau intégre de dimension valuctive finie, pour tout

n ,;,ﬁmV A, 0ona:

aim &) = Al an) _ n+ dim_ 4 .

6. Chaines spéciales,

(%)

premiers (sans repetltlon) de la forme :

(17) )p %«//’ jp

remplissant les conditions suivantes :
o~

Dans l'annceu de polyndmes A aprelons chaine snéciale toute chaine d'iddaux

Si JO = ﬂ Lk , il existe un entier j < i tel que :p :'FA(N)* -
théoréme 9 permet d'évaluer & nartir de A la longueur maximale des chalnes spé-
~ cliales Ae A(N) . 11 permettra donc A'évaluer la dlmen31on de (N) sl nous sommes

() M

certains de 1' ex1stence A'une chaine sréciale de 4 de longueur dim A



25-09

C'est cette existence qui fait 1'objet Au théorine suivant

/N N - .
THZOREME 11. ~ I1 oxiste dans 1'anncau A(I) une chaline spéciale dont la

A(N)

longueur est égale & la Aimension de

Montrons d'abord le @

A ’V)/\
, . ] , ) .
LEM'E 1. - Soit un idéal rremier m/ de A(N) tel que 4vjﬂ A= {ﬁ » désignons
par le corps des fractions de 4/ et par K le corps des fractions de
( - . 12 . AN,
)/%9 La longueur maximale Jes chaines A'idéaux nreniers de A( ) joignant

1@ (N) :fj est dgale &4 n - At. [Kt k],

On peut, en nassant «u quotient par (\A( ") , sunposer %> = 0 ., Comme t¥;i?A

est alors égal & (0) , le raisonnement employé Aans la démonstration du théoréme 1

N e
montre que l'ensemble -~  Acs idéaux premiers e A( ) contenus Jans J
corresnond blunlvoquement (av>c congervation de 1! inclusion) A l'ensemble .~ !

des iddaux de k(N) contenus Aans (N) (a (x)
N)) Cette longueur maximale est donc égale (d'aprés le théordme 2) &

n-4.,t. [L: k] si L Aésigne le corps dcs fractions Ae 1'anneau k(N)/¥3'

i () ()

multipl%;g?ivement clos &% =4 - 205 et étent 1'i78al nremier correspon~
v

gst un sous-anneau Ade

Or, étant 1'anncau Acs fractions ;i A rel-tivement & 1'ensemble
4

SYEEEN . ‘LS e N
dant a s 1lec corps L s'identifice au corns des fractions Ae ( / ( )s

clest-a~dire &4 KX . D'ol le lcrme.

(2) On a en effet le résultat suivent s

Soient un idéal nremier <'un anneau B et S un sous-ensemble rmultiplica-

tivement clos e B tel que S/) (7 =@ . Le corps des fractions de 1'anneau

AS/ S s'identifie cancniquement au corns Aes fractions Ade &/ (%.

Ona 4 < ag ot <¥ =4 (}<{S . Donc 4/ A( est un sous-anneau de AS/<?S et
le corps des fractions F de 4/ e¢st un sous-corns Ju corps des fractions G
de AS/(?S . Soit x/y € G (X ot y Aésignent lss classes Aans As/&is des
éléments x et y de 4 ) On peut écrire x=2a/s, y=b/s (a , beh et
s € S). Je dis que 1l'n a dans G: a/b=x/y ‘

oce

I1 suffit de vérifier b X = a § ce qul résulte 1mmeﬂ1atement des egalltes

S

Mais & ot b s'identifient & des &léments de A/<{ , donc a/b est un
élément de F y Aol F =G,
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Yontrons mzintenant le

LEMIAE 2. - Soit Adans 1(N) une chaine Aec la forme :
’? ,‘ ) C .QQCX’}
telle que {/lf}hzc?; si 0€i%Ss-1

%J ' o= ¥‘
q\)o q‘ ()
il oxiste Aans A(N)

= _ =

a %’IJO , finissant a )o , dont tous les termes rencsent sur 0‘ ou ’}J et

— S ")(. m— e—
(M)

passant par 1'idéal A

une chafne de longueur supdrieurs ou égale & s , commengant

Remarquons A'abord que, les idéaux gf\)o 3 sus ’q\Js 1 renosant sur q ’
g
le théoréme 1 entraine :
(18) : s L M4+ 1.
Enfin on peut toujours surmoser, cn ajeutant g'il le faut le terme <\( A(N) au

Aébut Ae poc 7{OIC. ﬁ s que p \(A(N) .

Considérons la suite des homomorphisnmes :

ACP VRN ¢ N ‘U}O 3

Elle peut se nrolonger en une suite Je spécialisations :

~ -

»,.‘ e ’,\j)
v O._> _,._.> es e -—-9)18_1 ———%«\S

0,

o

A - —~
ol f.f'ti est un corps extension zlgébrique Au corps Aecs fractions de A(N)Mi
(procédé utilisé Aans la ddmonstration Au théordéme 9). Ces spéeialisations

induisent sur A/K{ la suite de spéeialisations :

A/o( — A/O{ —_— e _...>A/(,r W>A/J}<>
Désignons par k, le corps des fractions de 4/< :(, rar k  le corps des fractions

de A/-)U et par ké le corns image de ko dans la upecmllsa'bion

./ PR
ou, ce qui revient au méme, 37
D'autre part, Aésignons nar :

o 9
n' le rang de la spéeialisatio Zﬁo ﬁ(
g D sation — I _
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" ang ‘e lo snécinlisation % 0=
n" le rang ‘e lo spdcinli \3_1~—g> A

< n n 1 induite sur ko par i%b -—ﬁ>§§é_l (n' = 0)
" i " Az A,
m" " n -)/“5__1 ___> - ’S

Le théorere 4 nermst A'éerire les deux inépgolités

s P e A .

(19) At (45 k] LAt (3R 0 kD= (nf - ')
L7 oh

(20) Qte (22 0 kT € A [ 30, 2 k)= (a" = n")

\ o
g | . | N
- Corme fFL% = C{A(N) , l'anneau A(N)/jigv cst isomorphe 3 (A/<7)(') et par
~r I
3 . L. - ! N 3 A 2ed i i = By
suite 4.t. [sz : kO] = N . D'autre nart, aucune des snécialisations 1ni*1_u> 311
n'étant triviale, ona n' > s~ 1. Comme n' =0, 1'inégalité (19) nernct

A'écrire
[Wee
b, [, t kgl g N=-s+1,

D'oli, en reportaht Aans 1'inégnlité (2C) :

Tt [’i; : k; ] L Nes+1- (n" -~ m") .

Ce qui s'éerit cncore :

At [é;'"fs Pk D= At [k sk IS Nes+ 1 (a" -,

A'oli, en tenant corinte Ac 1'inégalité 0 < n" - n"

S
(21) s < l+ At [k ek ]+ (Wert, [2 0k ])
S S S S
P ) N

D'aprés le théordéme 9, il cxiste une chatne cormengant A ;:)O s finissant
5 v N .
a ¥;A( ) » Jont tous les termes, sauf le dernier, rerosent sur y et de
longueur 1 + inf (M, C)V( ﬁi, ¥’)). simsbh v(<7 ;ﬁ? ) » 1o chaine obtenue
en ajoutant ’ g &1lafin e -~ répond & la question en raison de 1'inénalité
(18).

Supposons maintenant gxr(<7’ X)<¥ ., La chatne _ a une longueur
N Pos s f: ¢ £ 2
1+ S&( o, f/) , et, nor deflq}tlon, r:v( kﬁ} }7) étant sunérieur ou égal
a d.t. [ké : ks] , la chaine (2 une longueur supérieure ou égzle &
L+ aut, [k k

-

Je

P \
D'autre part, le lemme 1 aprliqué & l'anneau 4 ot & l'iiéglx%(é montre qu'il
v (M)

existe unc chatne (' commengant & ﬁﬁ A

I &, g
I\ dot’. [VK‘ES ° ks_l .

S
. N .‘:){(\
s se terminant & "INy et “e longueur

’ R 4 ) /:)
L‘lnegallte'(Zl) montre alors que la chaine formée en joignant les chatnes (
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et _ ' rérond A la question, D'ol le lerme.

Revencns maintconant 2 la Aémonstration Au théoréme 11. Il suffit “e montrer

. . ()
que si on sc “donne un chaine 3'ifdnux nrericrs 7o & :

At peniera
(22) ESIRE S o]

e AN,
N . - .
telle que 5rjo = (f$é L) A(J)M, il oxiste une chalne‘g?é01ale de longueur au
~ / 3 3
moins égule 4 s cormengant a ™5 ¢t finissant par 7 g *
Soit

(23) /Q{OC %C“‘CO(V

la chafne Aes idéaux premiers de & Aéfinie par le chaine (22). Montrons le

théordne par récurrence sur t .

Si t =0, la chatne (22) cst une chainc snéciale ot le thdordme est Aans ce
cas trivialement vrai. Supposons le théoreme démonpré pour t < n et sunnosons
t =n . Soit a 1le nlus petit indice x tel que ?F)X N i # <7O . Considérons

la chalne :

D
.- . O(‘_ LAY ’a-l“ a'
D'anrés le lerme 2, il existe une chaine Ae longueur ’,> a s
v; {)
%\ :K/’ C C oaae NV =N
a a
. (’\T) + 3n s A% ) 3 nd °
telle que 1 S?lu un “es idéaux e la chalnc, p Per exemple., La chaine :

! VV\]; ? { *\1 \p
' 4 — r ; o r -
& { b | b+l e a l,sw»l s

»

repose sur la chaine :

('T SRR
‘2"" LN ] - t

qui est do longucur t - 1 =n -~ 1 . D'aprés les hynothéses dec récurrence, il
. . " 3 ’ by
existe une chgine spdciale C" longueur sunérieurc ou <gale A celle de C?'
(  AONE ! {
commengant & PN, et finissant & - L s SO

‘t |
< ) " " ~ A ) /
C" e 7 :;K) Coee Ct{} :;r) .
b 1 c S
On voit a2lors que la chaine spéeciale :

~ o w .
’~ 1 - 1 ,-\//\’ B M N
< = - P ) . -~ /] ¢ (N) _'f‘p . _ _*)

est dc longueur superluuro ou eﬁ°le & s , ce qui Aémontre le théoréme par
récurrence.

[
.
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7. Comnmortenent asymptotique de la dimension.

4M

Ae caractdres intrinsdques Ac 1'anneau & . Tous los résultats que nous énoncerons

Les théorémes 9 ot 11 nermettent A'exnrimer la Adirmension e a nartir

étant triviaux lorsque dim 4 = o , nous supnoserens Aésormeis Ainm 4 < co

. 3
Indiquons d'abord quelques notations et guelques Adfinitions. Toute chalne C;

J . . .. .
Ae A(h> Aéfinit unc chaine (s~ns répétition) Ac & sur laquelle elle sera Aite
reposer,
(‘i \\‘ . /'i
Si I et ! sont Aeux i%daux consécutifs ﬂ'une chaine {_ , on dira que

la chaine /(\ g;ﬁest un maillon Ae la chaine g, ( un maillon est toujours de
longueur 1). Nous apnellerons poids Au naillon Qﬁ’”:¥9 le nombre ts ( {) %f\

(un poids nout @ priori &tre infini). Nous désignerons per [ l'ensomble des chafnes
de 1'anncau # ., Si (?‘i T’ est une chaine de 4 ot si n est un entier<> 0
quelconque, hous désignercns nar yDn((?) 1lc nombre “es maillons de la chaine C?

dont le poids est supéricur ou égal & n .

Enfin nous Aésignerons par /\( C?, n) la longueur maximele des chalnes spéciales
de n( n) reposant sur la chaine (® A 4. Le théortmo 11 pormet A'éerire
1'8galité :

(24) dim A(n) = sup A\ ( C?, n) .
CeT

On a d'autre part le :

/
THEORAME 12. — On & 1'égalité :

(25) ALC, m) = (O + GO+ PO+,

Désignons par %fn((?) le nombre des maillons de la chaine (3 Aont le poids
est égal & n . Ona : '

PolO) = {(0) - §q () st n <o

ﬁ)q:(C?) 11m y () (1imite atteinte pour un nombre fini).

On voit immédfiatement & partir du théorsme.9 que 1l'on a 1! eg%llte :

Al G, n) lro (O) + 2+1(C) +oaee F n\f’n 1(?) + (n + 1)2,___; Lf’i(c) +n .

On & donc :

A(C, n)

$o(O) - ¢,(C) + 2f(C) -2 %(GM e n (O -0 (O
flos 1) 2L (9O - (@) +1m (C)+n

ngi <oc

PolC)+ Y1(O) v o v P4 (C) + Y (C) s m

1+1

1
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D'ol 1'égelité (25) ot le théoréme 12.

Les égalités (24) et (25) Aonnent une expression de la “imension de 1'annecau

{n)

de polynémes cn fonctions 1e nombres éfinis intrinséquenent A partir de

1'anneau & .

/A
THEOREME 13. — Si A est un annecau ¢ dinmension finie, il oxiste un nombre N

tel que pour tcut n » N on ait 1'égelité :
Ain A(n) =(1+T)n+ o

~ o .
TT et ' étant dos constantestelles que 0 £ 7T £ © ot Tr< Aim 4 .

Posons
aF (&) = ¢S (‘Pn(Cf)) .

Clest un nombre fini inféricur ou dgal A Aim 4 . L'indgelité 7P (C) = n+1(/0)
entratne sun (<f ) > p.sup (F +1(“’)) et par suite,

7 (f) (A > kfn+1(li)

Donec ¢9 (a) tend vers une limite T lorsque n augmente inéfiniment. Cette
limite est atteinte pour n = = ). ’

. ) .
‘Donec si n 2,)’ » toute chaine _ de 4 n'a pas rlus de 1 maillons Ae

poids é;— n et il y a au moins une chaine ayant exactement W maillons dont

le noids est 3 n (3) (Ceei ontraine T £ im 4).

n étant un entier > Y , notons T;l 1l'ensemble les chaines 'de A ayant

exactement 1] maillons ¢ poids > n . Ona alors :
I n £ m > 1. (n > Y) .
Posons

d= sup [(A(C,n+1)-A(C,n) J.
Cel” -

L'inégnlité

JL.((_/), n + 1)(../\.(:, n) + 4

entraine
_sup -A-((j', n+1) £ sup MC,n) +a.
Cefl Cer
(3) T n'est pas nécessaircment égal é} o sur P (11mGD f;((-)) : i1 est possible

. . N - I/ . . .
a priori que quelle que soit la chalne & , chacun e ses maillons ait un poids
fini, mais qu'il existe Aes chalnes ayant des maillons de poids aussi grand qu'on
le veut, :
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Si on compare A 1'indgalité (24) on obtiont alors :
(26) aim a1 _aim 10 < s [ (Cyne ) = MO, 0] (Vo 3 0) .

(PR

Or 1'4galité (25) permet Afécrirc :
A(C,ne 1) = ALC, n) =1+ { (O,
Coome n > Y entraine t{»’n(C) < TU , on en AéAuit :
(27) aim 20 g 200 < g (Y £ n) .
Pour tout n > Y , posons
p(n) = AP A(Z, V)

(¥)

entraine P (n+1) < (’(n) . Comme P ne peut prendre que des valeurs entidres

—

P (n) est un entier inféricur ou 4gal & Aim A . L'inclusion rn+1 c !

positives ou nulles, on en A4duit 1l'existence A'une limite :

= lim P(n) .
' n—->wo '

Cette limite est atteinte vour un certein nombre YA ('\,«, P V).si n 2 Moy
on notera r;x le sous-ensemble Ae rn Aéfini par la condition :

Cﬁf;&:)%C & i-'n' et ..A(C\,)}): r},

I1 en résulte que vn}r&, on a rl;,l_yi ot F‘;l:;'\";ﬂl.

~~

Soient n > ,A ot (¢ r;l . On a
LPn(C) = \{)\; (C)) Tr .
Donc, par anplication répétée de 1'égalité (25) :

A(Con) = MC, V)= (= Y) (1+T)

oo

]

et comme Ce F'z'l entratne A( O, V) = ? on.a 1'égalité :

(26) ACC, 0 =1sT)@=Y)sp  yy; Cegh.

Posons : A
L'égalité (28) montre que

0 &AM (n) < din a(n) (n V) .

N\

L'indgalité (27) permet alors A'écrire :



R5-16

0 £ dim A(n+1) - A(n+1) < 4in n(n) -~ a(n) (v g ).
Par suite Ain A(n) ~ A(n) tend vers une linite a > O lorsque n —> ,
cotte linite étant atteinte nour un certain nombre N,
On a Aonc nour tout n » N : dim A(n) = 4(n) +a
ou t
(29) . " Ain A(n) =(1+7T)n+ % (n > W)

'
en désignant nar » la constante P +a~Q+T)V |

I1 nous rsste & montrer que 11 < O .
Y)

= ¢ = _sup ACC, VY .
On a | “ f %( o S (ACC, V)
Mais C e r;) g:::-‘“’: o exactement T maillons Ae poids » YV .

Le théordme 9 montre alors immédiatement qu'il existe une chaine sndciale de

A(y) renosant sur (C et de longueur > T(VY+ 1)+ Y . Donc

sup (A(C, YN 2 (T+1) Y+ T,
Ce T

c'est—-a~dire F > +T})\7 + T, Comme 0 £ a, il en résulte bien
- ‘
o > 1T,

REM4RQUE. - On neut montrer qu'en fait a =0 . De nor sa Aéfinition, on voit
que a » O . Raisonnons rar 1'absurde et sunmosons a > O . Ceci entraine que

1'ensomble [ " des chofnes (O telles que A (N) < A( (', ¥) n'est ras vide.
si C ¢ [n , on a nécessairement C % (“N , donc @
A(C, me 1) < ACC, ™)+ (T+ 1) = aim a0

~ D
et par suite B Cl)é (v avec .A.(C’l , N+ 1) = dim A(N+l)

. o] . AN I .
mais ( S N) < Aim A(I\) (puisque Gl £ T'") entraine
. +1). .
M (31 y N+ 1) - —A-(C)l , N) >din§1 11(1\:'1)'-— Aim A(N) =T +1 s
ce qui est absurde. .

THEOREME 14. - Les notations étant celles du théoréme 13, et A étant supposé
intégre, une condition nécessaire et suffisante pour que T =0 est que A soit

de dimension valuative finie. On a alors & = dimV A .

D'aprds le théoréme 8, il suffit de montrer que 7' = 0 entraine dim A <o .
Supposons T =0 . Il existe un nombre N fini tel que pour toute chaine
q.c p de longueur 1 de A .on ait _Sv( q y p ) £ N . Raisonnons par
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1'absurde ¢t sunncosons -ﬂimv n = .

in renrenant 1la Aémonstration Au théordme 1C 2insi que ses notations, on voit
que n £ Adima ot A, LN (1 €i 2m) . Donc 1 < NAina et 1'indgalité
(157") : Aim s £ A+ entraine o < (M + 1) Aim 4 , ce qui cst absurde.

-

D'ol le théorsme,
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Séminaire P, DUBREIL
M,-L. sDUBI:?.EII.;—-~J.A,COTIN et C. PISOT
(.LGEBRE et THEORIE D35 NOMBRES)
usnnde 1957/58

..DDENDUM .UX EXPOSES 22 ET 25

par Paul JuFF.RD

Nous allons, Aans ce qui suit, étenlre la notion dec Aimension valuative 2 un
anneau & qui n'est plus nécessairenent A'intégrité (mais toujours cormutatif
et muni d'un élément unité) et montrer que les nropriétés Ae la dimension valuative,

démontrées pour les anncaux intégres, sont encore vraiss dans le cas général.

LEMME 4, -~ Si f) est un idéal premicr de 1'anneau intégre 4 , on a :

. . ~\ . o .
Aim &/ < Aim 4
v -l/ I Mg v *9

Soit s un entier fini < dimv i/ P . Désignons par X le corps des fractions

e A, et k 1le corps des fractions de A/'P. . Par Aéfinition, il cxiste une
spéciaiisation l{) de k de rang s finie sur 4/ p . L'homomornhisme canonique
A ...._>A//P peut se prolonger en une spécialisation de K sur un surcorps L
de k et la spdcialisation L? peut se prolonger en une spécialisation *{1'

de L sur un surcorps de ’uif‘(k) . On voit alors que tf' ‘1" est une spécialisation
de K restant finie sur A et dont le rang est supérieur ou égal 3 8 . Onen

déAuit donc le lemme.

REMARQUE. ~ Si ﬁ £(0) , dim 4/ < dim 4+ 1.
En effet dans ce cas \*) n'est pas triviale et ! \{/ 2 unrang > s + 1,

Soient & un anncau quelconque (commutatif avec élément unité) et P 1'ensemble

des idéaux premiers de A . On considére le nombre s (fini ou non) Aéfini par :

s = {?L:ipP (dimv A/p) .

D'aprés le lemme, si A4 est intégre, ona s = An & . Que A soit intégre ocu

non, nous dirons que s est la dimension valuative de l'anneau 4 et nous
éerirons : ’
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RS . )
THEOREME 5'. - La Aimension A'un anneau & cst toujours inféricure ou égale

3 sa Aimension valuative.

En effet, on a 1'égalité évidente :

Aim A = sun Aim A4/ K

FEP

L'4galité Aim A/}’)_{: dim 4/% (Théoréme 5) entraine donc Aim 4 < Aim A .

/ \
THROREME 7', - Si 4 est un anncau de Adimensicn valuative d , 1l'anneau de

polvnémes a[x] A& une varisble sur 4 , & pour dimension valuative d + 1,

Si X est un idéal premier de 4 , on a (théoréme 7) :
dim (A/f)) [x]= dim_ (z;/);f)) + 1,
Mais (A/P) [x] est isomorphe & A[X:Vf) Ax], done :

(a) din, Hx] /8 x]=ain, (/) + 1.

On en Adduit immédiatement :

dim_ Ax]> dinm no+ 1.

Soit maintenant s un nombre fini infériecur ou cgal a rh'_mv Ax] . I1 existe un

‘F'ﬂA.

iddal premier 13‘ de A[x] tel que Adm A[x]/‘p 2 s, Soit £ =

L'inclusion ?(}A[xjc } et le lemme 4 entrulncnt
dim A x] /%O < dim o x] /»‘p Ax].
L'égalité (a) entraine donc :
5 & dim (A/-p) + 1.

Ce qui entraine s « r}imv A+ 1 A'oh le théoréme 7', On en AéAuit immédiatement
le s

COROLL&IRE. — Quel que soit 1'anneau A (commutatif avec unité) on a :

(n)

dim_ A =n+ dim_ 4 .
V- v

J -
THEOREME 8'. ~ Si & est un anneau de dimension valuative finie, il existe

un entier N tel que pour tout n > N on ait :

(n) -

Aim a =n+ O

ot S est un entier inférieur ou dgal & Am 4 .
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Se Aémontre comme le théoréme 8.

i s
THEOREME 10'. - & é&tant un anneau de Aimension valuative finie, pour tout
-’

nadimvl;‘.,ona:

(n) (n)

= Adim_ . = n+ Adim_ i
V.l.\. v [

Aim 4

Soit = ﬂimv L o I1 existe un iéal premier ’P de 4 tel que s = dimv A/"P .

s
Si n > s, ona A'aprées le théoréme 10 :

Aim (A//p)(n) = n+ din (A/f)) =n+ dim 4.
Mais 1'isomorphisme (;;/)/O)(n) = n(n)/)f) u(n) entraine alors

(n)

. n . ) .
dim 4;( ) 2 n+ fhmv 4o = fhmv n .

(n)

‘Donc le théoréme 5' entraine Adim 4 = dimv A(n) . ' C.Q.F.Ds

Dans le théoréme 14, on peut de méme enlover la restriction que 4 est intégre

et énoncer le :

7 S
THEOREME 14'. - Les notations dtant celles Au théoréme 13, une condition néces—

saire et suffisante pour que Tl = O cst que & soit Jde Aimension valuative

finie. On a alors & = Am s

I1 suffit encore de montrer que T =0 entratne dim_ 4 < . Supposons Aone
T =0 . I1 existe un entier N tel que n 2 N entraine dim A(n) =n +"5 .
Soit alors )p un iléal premier quelconque de 4 . Les relations

N
Aim (A/p)(n) = Aim A(n)/?(‘/ A1) < agp 4 (0)

entratnent dim (Ix/p)(n) < n+ S si n » N. Les théorsmes 13 et 14 montrent
alors que dim_ (A//p) <& .

Comme ceci est vrai pour tout: f) € P, on en déduit dim‘v A &« g < ®, ce

qui Aémontre le théoreme.

COROLLAIRE. - La dimension valuative A'un anncau noethdrien est 4gale A sa

dimension ordinaire.




