JEAN-MARC DESHOUILLERS
Crible de Selberg. Méthodes de la borne inférieure

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome

exp. n° 14, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1968-1969__10_2_A1_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1968-1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/

10, n°2 (1968-1969),


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1968-1969__10_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE=-PISOT : 14~01
(Théorie des nombres)
10e annde, 1968/69, n°® 14 24 mars 1969

CRIBLE DE SELBERG
METHODES DE LA BORNE INFERIEURE

par Jean-Marc DESHOUILLERS

0. Généralités sur le crible de Selberg.

On se propose de résoudre le probléme suivant : Soient & = {av} s VE (1, n) ’

une famille de n nombres entiers, ® une famille de r nombres premiers
k

. 1 i . .
Py s see s Prs et 2 wune famille de nombres A 9 eee s q » 4 variant de
1 & v, Soit B 1l'ensemble des éléments a, de d , pour lesquels il existe au
moins une congruence du type a, = zqi [pi] $ on se propose de calculer le cardi-

nal S de l'ensemble @ - B , ou du moins de 1'approcher.

Remarque. — Le probléme ainsi posé est une généralisation de 1'hypothese de
Goldbach, de 1'hypothdse sur les nombres premiers jumeaux, de 1'hypothéese de

Bouniskowsky, etc.

La méthode introduite par V. BRUN [2] a pour base la propriété suivante de la

fonction p de Mo&bius :

0, 8 n>1 ,
2 w(a) =

d|n 1, si n=1 .

On définit o(av) de la maniére suivante :

1, =i a, € A= B ,
o(av) = ,
mp; , pour lesquels 34 : a ="g; [pi] »si a €6.

Soit so(a ) = 2 u(d) , alors
v d G(av

t

s=3s%a)= Y u@ Y 1 ,
Vv v d}ﬂ d!d(av) v

ou m désigne le produit des é1éments de * . BRUN considdére les cas ol

S _.n
dlc(av) lv TT37'+ Rd ,
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avec f multiplicative (1 < f(p) <p) et IRd] < a/r(d) s Ce qui est assez res-
trictif, mais vérifié dans les cas énoncés dans la remarque. On arrive alors & la

formule fondamentale :

(1) S=n d%n %%%%-+ dZﬁ w(d) rRa .

(Pour plus de détails, on peut se référer & 1'exposé de E., BRISSE [1].)

Malheureusement, la formule (1) est de peu d'intér8t car le champ de sommation
est trop vaste. Or, si 1'on restreint le champ de sommation, il faut pouvoir affir-
mer que le nouvel 'S' obtenu est supérieur (ou inférieur) & S, ce qui implique

une grande difficulté dans le choix du nouveau domaine.

SELBERG [6] remarque que le choix de la fonction kb n'est pas impératif. Soit,
en effet, une fonction X , définie sur les diviseurs de m , pour laguelle on peut
affirmer que

(2) s(a) = 3 @) ¢s%a) (resp. 3) .
v d!q(av) v

On en déduit SX < S (resp. > ), ol Sh est 1'expression (1) dans laguelle on
remplace W par A . Pour limiter le champ de sommation, il suffit donc de limiter
le support de X . On prend donc un support ® aussi simple que possible (par
exemple © = {d ; (d|n) , (A< 2} ), et le probléme est alors la détermination

de la suite A\ .

Or ce probleme est dissymétrique : pour la borne supérieure, la méthode de SELBERG
donne pratiquement la meilleure expression de X que l'on puisse espérer, alors
que pour la borne inférieure, SELBERG donne différentes méthodes, parmi lesquelles

aucune n'est pleinement satisfaisante (cf. SELBERG [7]).

1. Méthode de la borne sugérieure.

Soit (@ un ensemble de diviseurs de 11 (l), et soit

Y3

® ={(dl,d2]; d, et 4, e 0} .

On appelle :

e(®) = {s , définies en (2), pour lesquelles support (A) < ©} ’
e(+)(@) ={secl®); 7v: s(a\)) > sO(a\))} .

(l) Possédant la propriété d'8tre "clos pour les diviseurs" (i. e. si d e ® et
si 6|d, alors 8e® ).
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On a alors les propriétés suivantes :

(1) si s et s appartiennent a c(o) S,.8,. € @(Q*) car
1 2 ? 172 ’

2 A 5 X _ 3 5 N . ;
(dlla(av) 1(dl)) (dg g(av) 2(d2)) ded ((dl,d2]=d l(dl) 2<d2))

dle® dzew

(ii) Si s1 et 85 appartiennent a G(+)(®) s Sl

3%
(i) si AM1) =1 et si s e C@) , 2 e 6(+>(® ) .

.5, € G(+)(®*) ;

L'ensemble de telles fonctions sera noté 6(2)(®) .
SELBERG procéde alors de la maniére suivante : On choisit
1
o=fa; (m, (g2,

et on cherche une fonction \ (définie sur ®© , et Kl =1 ), telle que la quanti-

t6 H(\) = ¥ Q(g) soit minimale

= (W) = T @) aal)
= A Ald .
A(d (0w a, ,
dl’d2€@

Ce choix de la fonction & dans 6(2)(®) , alors que 1l'on cherchait la borne infé-
rieure pour s dans G(+)(®“) , n'est pas restrictif, ce qui peut se justifier
pour des raisons heuristiques, ou, a posteriori par la qualité des résultats obte-

nus.

Pour déterminer le ™nf" de H(\) , on considdre les valeurs A(d) comme étant
indépendantes, et on applique le calcul des variations. On trouve alors (SELBERG
[77), les valeurs des A(d) pour lesquelles le "inf" est atteint, ainsi que la

< 1 =1
valeur du "inf" 2 =
(de® 2@y

ou g est l'inverse de MCbius de f ,

(£(a) = Y g(8)) -
§5la

2. Premiére méthode de la borne inférieure.
la e e a aral oW ol o o o T ¥ o oW oV S B T W Y Y T A et e e el

Les difficultés, pour la borne inférieure, proviennent du fait que 1l'on n'a pas

réussi & trouver de domaine @ tel que H(k) soit fecilement approxima-

su§
ble : les €' /(®) , en effet, ne possédent pas de sous-classes suffisamment riches

et maniables pour &tre comparées a 6(2)(®) dans le cas de borne supérieure.
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La premidre méthode (cf. SELBERG [7] ou HALBERSTAM et ROTH [3]), consiste & Mo-
caliser" le probl&me pour pouvoir appliquer la méthode de la borne supérieure.

(1)

de ® formé par les éléments admettant p; comme plus grand facteur premier, la

(0)

Si 1'on appelle ® 1l'ensemble des diviseurs de m , et @ le sous~ensemble

fonetion criblante = stéerit @

s<o)(a\)) - T

diola
Vv

r .
w(@ =14 5 3 uwlp; 8)
i=1 8§
ol l'exposant (i) du sigma signifie que 1l'on somme sur les § tels que 6pi€5@(l)
|
et 5PiIG(a\)) .

[- p.(pi 8)] , on remarque que 3

(O)(a ) = Z(i)

En posant s
3 &

1 si . est le plus petit premier diviseur o(a )
(i) SJSO)(&\)) ={ ’ Pl b Y v ?

0 , sinon ,
(ii) s(o)(av) =1~ § sgo)(av) .

i=1
Soient Gi 1l'ensemble des fonctions si(av) = Z(i) X(pi a) , et G§+) 1'ensem—
d

i
L + 0 . (+)
ble de celles qui satisfont s§ )(av) 2-s§ )(av) « A toute famille de (si )iE[l,r)’

on fait correspondre la fonction s

r
(3) ey =123 M)
v . i v
i=1
A partir du moment ou 1l'on se restreint & chercher s("> de cette forme, on peut
trouver pratiquement le meilleur s possible, mais la forme (3) est trés limitati-

ve. On procéde alors de la maniére suivante : Soit

i-1
1/2
op=fas al Tl »,5 as(ap)¥?
Jj=1
on cherche la fonction s§+) de la forme

Sl CO IS SN
&EQi
dpilg(av)

et on applique le calcul des variations comme dans le cas de la borne supérieure.

1
En posant Zi = déé RE on trouve
i
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< 1
(4) SBH(l"ZW)—zK ’
ou K est aisément calculable.

3. Seconde méthode de la borne inférieure.

() ¢ o),

et A une application quelconque de ¥ dans R avec A(1) = 1, alors soit

Elle est fondée sur la remarque suivante, due & SELBERG [7] : Soient s

s.(a) =Nt T a@)1?, s e el
v “alo(a)

(=)

Mais i1 est difficile d'appliquer ce résultat, car, s étant donnée, on ne

sait pas trouver la meilleure suite A .

On prend en fait la suite A , trouvée pour la borne supérieure, en justifiant

heuristiquement ce choix comme suit

La suite A en question donne de bons résultats, car la fonction s associde
vaut 1 si o(av) =1, et est assez proche de 0 gi G(av) > 1 . On peut donc

espérer que la fonction s, soit plus intéressante que 1a fonction s , puisque
L

1'on peut réduire ls(—)(av)l quand G(av) > 1 .

L'intérdt essentiel de cette méthode réside dans le fait qu'elle admet une géné-
ralisation facile (cf. MIECE [5]). Revenons a la formule (4), et regardons dans un
cas particulier (celui de la démonstration du théordme des nombres premiers) la si-

gnification du z . Supposons que l'on ait trouvé un résultat non trivial (S =o(n),
1/3

ol lim m(n) =+® ) en prenant gz = n « Le résultat prend alors la forme sui-
n-—<o
vante @

-~ I1 existe w(n) nombres compris entre 0O et n n'admettant aucun facteur
premier inférieur 3 nl/3 .
I1 est alors clair que 1l'on en déduit :
- I1 existe @(n) nombres compris entre 0 et n et admettant au plus deux

facteurs premiers.

On voit donc que le résultat s'exprime en terme de nombres presque-premiers, et

non en terme de nombres premiers.

On peut donc se proposer de déterminer directement le nombre de nombres presque-—
. . . 0) . .
premiers. Mais alors la fonction s( * n'a pas une expression maniable ; en revan—

che on peut déterminer assez facilement une fonction s maniable, mais qui
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n'est visiblement pas une 'bonne fonction™ s(‘) , et i1 est donc intéressant d'a~
voir un procédé pour améliorer la fonction s(') . (Exemple : Si 1'on cherche le.
nombre de nombres presque-premiers d'ordre 2 , on peut poser
- 1
s( )(n) =1=- 2 = .)

2
pln
pef

4, Combinaison de la borne suEérieure et de la borne inférieure.
1

Nous supposerons ici (notations du paragraphe 0) que ki =1 et 9 = 0 . On se
donne deux entiers x <y . On suppose que ¢ est l'ensemble des nombres premiers
inférieurs & x , et 2 1l'ensemble des nombres premiers inférieurs & y . Soit

w(b)(x , ¥) 1le nombre d'éléments a, de A tels que :

(i) a, n'apas de facteur premier p <y,

(ii) a, posséde au plus b facteurs premiers y <p <x 3

et soit 8(& , ©) 1le nombre d'éléments de O premiers & tous les éléments p de
@ e

(v) 1 .
gz, ) 2e(d, 2) - ¥ sla, 2)
b+ 1 << P

N

ol G? = f{a'; pa' e} .

I1 est alors clair que l'on peut déterminer une minoration de ¢(b)(x , ¥) en

combinant les méthodes de bormes inférisures et de bornes supérieures.

Cette méthode, due & P. KUHN (citée en [4]), a l'avantage de ne faire calculer
que la borne inférieure pour $(% , 2) ob les nombres premiers sont "petits" (com-

parés é a )o
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