
Recherche Coopérative sur
Programme no 25

A. CONNES
Quelques aspects de la théorie des algèbres d’opérateurs
Les rencontres physiciens-mathématiciens de Strasbourg - RCP25, 1977, tome 24
« Conférences de : A. Andreotti, A. Connes, D. Kastler, P. Lelong, J.E. Roberts et G. Velo.
Un texte proposé par W. Laskar », , exp. no 2, p. 13-87
<http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1977__24__13_0>

© Université Louis Pasteur (Strasbourg), 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Recherche Coopérative sur Programme no 25 » implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RCP25_1977__24__13_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 13 -

QUELQUES ASPECTS DE LA THEORIE DES ALGEBRES 

D'OPERATEURS 

par 

A. CONNES 

INTRODUCTION. 

Cet exposé est une revue rapide de quelques aspects de la théorie des 

algèbres d'opérateurs. Bien entendu un grand nombre de sujets y sont insuffisam­

ment développés, comme la dualité de M. Takesaki ou la théorie de W. Krieger. 

Nous espérons pouvoir les inclure plus tard dans une forme plus développée de ce 

texte. Nous avons essayé d'insister à la fois sur les origines de ce sujet, qui 

débute réellement vers 1936 avec les articles de Murray et von Neumann (paragraphe i) 

et sur les grandes lignes de développement plus récentes, telles en particulier la 

théorie de 1'intégration non commutative de Tomita et Takesaki (paragraphe IV) 

et la théorie ergodique non commutative (paragraphe Vil). L'étude des facteurs 

de type III. est une excellente motivation pour la théorie ergodique non commu-

tative et pour le problème des facteurs de type II ayant la propriété d'appro-

00 

ximation (paragrapheVIIl) de sorte que l'ordre logique du texte nous semble assez 

simple pour que le lecteur puisse avoir, en le parcourant rapidement, une idée 

d'ensemble de la théorie des algèbres d'opérateurs. 

Le contenu du texte est divisé en paragraphes : 

I. Les articles de Murray et von Neumann. 

II. Les algèbres stellaires, topologie non commutative. 

III. Représentations des algèbres stellaires. 

IV. Le cadre de l'intégration non commutative et la théorie de 

Tomita-Takesaki. 

V. Facteurs de Powers, Araki et Woods, et Irieger. 
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VI. Facteurs de type III • 
A. 

VII. Théorie ergodique non commutative. 

VIII. Algèbres de von Neumann moyennables. 

IX. Classification des facteurs moyennables et le problème • 

I. LES ARTICLES DE MURRAY ET VON NEUMANN. 

Soient h un espace hilbertien complexe et Z(h) l'algèbre stellaire 

des opérateurs bornés de h dans h . C'est une algèbre de Banach munie de la 

norme IITII = Sup HTÇII et de 1'involution T-*T définie par : 

№ 1 

<T*Ç,T]> = <Ç,TT)> , VÇ,7)e?i , on a : | |T*T|| = ||T||2 , ÏTÊf (h) . 

Même si h est de dimension dénombrable, l'espace de Banach Z(h) n'est pas de 

type dénombrable. Il existe un unique sous-espace fermé du dual £(h)* dont 

£(h) est le dual. Il s'agit de l'espace des formes linéaires sur Z{h) qui 

s'écrivent : 

L(T) = Trace (pï) V T € Z(h) 

* 1 

où p est -un opérateur à trace, ce qui signifie que |p| = (p p) 2 vérifie 

S<|p|§ i,Ç i>= Trace jp| <» pour toute base orthonormale de h . La norme de la 

forme linéaire L est égale à Trace |p| , et muni de cette norme l'espace 

£(h)x - [p€£(h) , Trace |p| <»} est un espace de Banach, le prédual de l'espace 

de Banach Z{h) • 

Quand h est de dimension dénombrable, l'espace Z(h)^ est de type dénombrable ; 

la dualité entre Z(h)^ et £(h) est exactement analogue à la dualité entre 

i (A) et i (A) OÙ A est un ensemble. En particulier, dès que h est de 

dimension infinie, l'espace £(h)^ n'est pas réflexif et la topologie 
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o(Z(h) iZih)^) n'est pas compatible avec la topologie normique de Z(h) • 

Ainsi, il est beaucoup plus restrictif, pour un sous-espace de Z(h) , d'être 

fermé pour o(Z(h) ,Z(h)^) que pour la topologie normique. 

Cette distinction entre ces deux topologies est essentielle pour la suite. 

Soit alors M une sous algèbre involutive de Z(h) , contenant l'unité 1 , les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

Condition topologique M est a(Z(h) 9Z(h)^) fermée 

Condition algébrique M est égale au commutant (M')' de son commutant M' . 

(Le commutant d'une partie S de Z(h) est défini par l'égalité 

S* = {T€£(ft) , TS = ST V S6S}) . 

L'équivalence entre ces deux propriétés est le théorème du bicommutant de 

von Neumann. 

DEFINITION 1. - Une algèbre de von Neumann M dans h est une sous-algèbre 

involutive de Z(h) contenant l'unité et vérifiant les conditions équivalentes 

ci-dessus. 

Citons quelques conséquences immédiates de la définition. 

Soit êczZ(h) une partie telle que S = S = {T ,T 6 S} alors le commutant S' 

de S est une algèbre de von Neumann. 

Soit M une algèbre de von Neumann dans h et = [T € M , | | T | | ^ I} la boule 

unité de M , alors comme ML est o(z(h) ,Z(h)S) fermé dans la boule unité du 
1 * 

dual de Xfa)* > c'est un compact quand on le munit de la topologie a(M ,£(ft,)̂ ) . 

En particulier M est le dual d'un espace de Banach , qui est en fait l'unique 

sous-espace (fermé) de M dont M soit le dual - ([41]). 

On introduit souvent sous le nom de topologie faible la topologie sur Z(h) 

provenant de la dualité avec le sous-espace de Z(h)^ formé des opérateurs de 
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rang fini, i.e. la topologie caractérisée par : 

T^-T « V Ç,T]€h on a <T^,T]>-<TÇ,T1> . 

Elle est moins fine que o(z(h) ,Z(h)^) et comme l'espace des opérateurs de rang 

fini est dense en norme dans l{h)^ elle coïncide avec o(Z(h) , Z(h)^) sur les 

parties bornées de Z(h) . La terminologie "topologie faible" n'est cependant pas 

bonne, il s'agit de la topologie de la convergence simple faible. 

Les algèbres de von Neumann sont les sous-algèbres involutives de Z(h) contenant 

1 qui sont fermées pour la topologie de la convergence simple faible, puisque 

tout commutant S',Scj;(̂ ) a cette propriété. 

Exemples d'algèbres de von Neumann. 

1, Algèbres de von Neumann abéliennes. 

La description de cet exemple nous permettra de donner la forme abstrai­

te du théorème spectral et du calcul fonctionnel borélien. Soient (x, B, JJL) un 

espace borélien standard muni d'une mesure de probabilité p, , et n(L°°(x, p,)) 

2 2 
l'algèbre des opérateurs de L (x,p,) dans L (X,ji) définie par : 

rr(f)g = f g f €L œ , g Ç L 2 . 

Alors M = TT(L°°) est une algèbre de von Neumann commutative et on a en fait 

M = M' .Le prêdual de M est l'espace L (x,p,) . Soit alors x-*n(x) une fonction 

borêlienne de X dans {1,2,. ..,«>} et (x,p) le revêtement borélien de X 

défini par : 

X = {(x,j) ÇXXTJ , 1 £j ̂ n(x)} , p(x,j) = x . 

A la fonction "multiplicité" n on associe la représentation n n de L°°(X,|JL) 

dans L2(X,'JI) ( J f (x, j )dgi = J*£ f (x, j )dp,) donnée par : 
j 

TTn(f)g = (f o p).g . 

L'image M = nn(L°°(x, p,)) est une algèbre de von Neumann commutative dans l'espace 
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h = L 2(X , |I) et si nji 1 on a M1 jzfM • 

DEFINITION 2 . - Soit M^i = 1,2 une algèbre de von Neumann dans h^,i = 1,2 ; 

on dit que est spatialement isomorphe à quand il existe un unitaire 

U : h* ~*h^ tel que : 1 2 — 

U M / = M 0 . 

1 2 

Si h est de type dênombrable, toute algèbre de von Neumann commutative dans h 

est spatialement isomorphe à l'algèbre TT (Lœ(x,p,)) pour un espace X,p, et une 

fonction n convenables. 

Soit alors T Ç Z{h) un opérateur normal : TT = T T , soit M l'algèbre 

de von Neumann engendrée par T , on peut prendre pour (X,B) le spectre KcC 

de T et la classe de mesure \i> donnée par la mesure spectrale de T . L'appli­

cation qui à la restriction à K de toute fonction polynomiale E ai^ z
1 2? asso-

i *1 0 0 / \ 

cie Ea.j T T se prolonge en un isomorphisme TT de L sur M avec 

TT(Z) = T . Ainsi pour toute fonction borélienne bornée f sur Sp T on donne un 

sens à f(T) et on a : 

( X 1 f 1 + X 2 f 2 ) ( T ) = V,(T) + V 2 ( T ) 

£^2(T) = fl(T)f2(T) 

fo g(T) = f(g(T)) . 

La fonction x-*n(x) de K dans { 1 , . . . , 0 0 } , est unique modulo p, , elle exprime 

la multiplicité du point x dans le spectre K • Le théorème du bicommutant 

montre que tout opérateur qui bicommute avec T est une fonction borélienne bornée 

de T . Enfin, soient N une algèbre de von Neumann non nécessairement commuta-

* 
tive, et T Ç N , alors T = T +iT_ , T. = T. de sorte que T. étant normal et 

1 2 j j J 

toute f(T.) , f borélienne étant encore dans N , on voit que N est engendrée 
J 

par les projecteurs qu'elle contient. 
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2. Le commutant d'une représentation unitaire» 

Soit G un groupe, et TT une représentation unitaire de G dans un 

espace hilbertien h (ou, plus généralement, soient G une algèbre involutive 
TT 

et TT une représentation involutive non dégénérée) Le commutant 

R(TT) = [Tez(h) , TTT(X) = n(x)T V X € G } 
TT 

est par construction une algèbre de von Neumann, 

L'intérêt de R(TT) réside dans la proposition suivante : 

PROPOSITION 3.- a) Soient Ec^ un sous-espace fermé et P le projecteur cor­

respondant, alors : 

E réduit rr *=> P € R (TT) . 

b) Soient E^jE^ deux sous-espaces fermés réduisant TT alors les 

E. 
représentations réduites TT ̂  sont équivalentes si et seulement si 

*\~P 0 (
R(TT)) i.e. 3 U6R(n) , U*U = P . UU* = P . 

1 2 1 2 

x E1 E2 
c) TT est disjointe de TT ssi il existe P projecteur, P dans 

le centre de R(TT) tel que PP = P ,(l-P)P = ?̂  . 

Il est naturel de dire que la représentation TT est isotypique si l'on 

ne peut trouver deux sous-représentations disjointes. Cela équivaut à dire que 

R(TT) est un facteur au sens suivant : 

DEFINITION 4. - Un facteur M est une algèbre de von Neumann de centre réduit  

aux scalaires C • 

Un autre corollaire immédiat de la proposition et du calcul fonctionnel borêlien 

est le suivant : 
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Pour que rr soit irréductible il faut et il suffit que R(n) = C . 

3. Algèbres de von Neumann de dimension finie. 

Soit M une algèbre de von Neumann de dimension finie, et considérons-

là, en oubliant l'espace de Hilbert dans lequel on la représentait, comme une 

algèbre semi-simple sur le corps algébriquement clos C . Elle est donc somme 

directe d'un nombre fini d'algèbres de matrices : 

k' 
M = © M (c) . 

1 k 

Ici le signe = correspond à la définition suivante : 

DEFINITION 5. - Soit , i = 1,2 une algèbre de von Neumann dans l'espace 

, i = 1,2 • On dit que est algébriquement isomorphe à , si il existe 

un isomorphisme algébrique 8 de sur tel que 0(x ) = 0(x) ,x£M^ • 

Soient G un groupe et rr une représentation unitaire de G dans un espace 

hilbertien de dimension finie : h • Alors R (n) est de dimension finie et à la 
rr 

k' 
décomposition M = © M (c) correspond la décomposition de rr en composantes 

1 nk 

isotypiques TT̂  de multiplicité n^ . 

La théorie de réduction (Ecrite en 1939, publiée vers 1949) ([35]). 

Soient h un espace de Hilbert de type dénombrable et f l'ensemble 

des facteurs Mcl(ft) . Il existe sur f une structure borélienne qui en fait 

un espace borélien standard. Soient alors (X ,B) un espace borêlien standard, 

|j, une mesure de probabilité sur (X,B) et t-*M(t) une application borélienne 

de X dans / . Alors soit M l'algèbre stellaire dont les éléments x (E M 

sont les sections borêliennes bornées t-»x(t)ÇM(t) , identifiées si elles sont 
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égales p, - presque partout, munie des opérations évidentes et de la norme : 

||x|| = Supess ||x(t)|| • 

On montre que l'algèbre stellaire M est une algèbre de von Neumann, (i.e. est 

algébriquement isomorphe à une algèbre de von Neumann représentée dans un espace 

convenable), par exemple en considérant l'action de M dans l'espace 

L2(X,^)®?i = L2(X,^,h) 

définie par : 

(TT(X)Ç)(0 = x(t)§(t) V Ç € L2(X,M,,̂ ) . 

On écrit, pour résumer la construction de M , l'égalité : 

(6) M = J M(t)dn(t) . 
X 

THEOREME 7. - Soit M une algèbre de von Neumann dans un espace de type dénombrable 

Alors M est algébriquement isomorphe à une intégrale directe de facteurs 

J M(t)dp,(t) . 
X 

Ce théorème de von Neumann montre que les facteurs contiennent déjà l'originalité 

de toutes les algèbres de von Neumann, ils suffisent à reconstruire toute algèbre 

de von Neumann comme "somme directe généralisée" de facteurs. 

Soient G un groupe et TT une représentation unitaire de G dans un espace 

hilbertien séparable, à la décomposition de R(TT) comme intégrale directe de 

facteurs, correspond la décomposition de n comme intégrale directe de repré­

sentations isotypiques. 
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Comparaison des sous-représentations, comparaison des projecteurs et fonction 

dimension relative. 

Soient G un groupe et TT une représentation unitaire de G dans 

l'espace hilbertien h • Supposons rr isotypique, il est alors naturel d'attendre 

TT 

que, comme en dimension finie, TT va être un multiple d'une représentation irrê-

E 

ductible rr , sous représentation de rr • Dans la correspondance entre sous-

représentations de rr et projecteurs P€R(TT) , on voit facilement que les repré­

sentations irréductibles correspondent aux projecteurs minimaux de R(TT) et on a : 

rr a une sous-représentation irréductible « le facteur R(TT) a un projecteur 

minimal » Il existe un espace de Hilbert k et un isomorphisme de £(k) sur 

R(TT) . 

Toute représentation isotypique ayant une sous-représentâtion irréductible est 

un multiple de cette représentation. Pour tout facteur M dans h , ayant un 

projecteur minimal, on peut factoriser h en produit tensoriel h = k® £ de 

telle sorte que M = [T®1 , T opérant dans k } . Cependant il existe des groupes 

G ayant une représentation isotypique TT sans sous-représentâtion irréductible. 

Ce phénomène ne se produit pas si G est un groupe de Lie réel semi-simpie et rr 

est continue, ou plus simplement si G est compact et TT continue. Cependant il 

se produit pour la représentation régulière de nombreux groupes discrets : soit 

G un groupe dénombrable discret et H la réunion des classes de conjuguaison 

finies de G , alors H est un sous-groupe normal de G , supposons H = {1} . 

Soit X la représentation régulière gauche de G , on a h, = l (G) , l'espace 
A. 

de Hilbert ayant pour base (eg)gçG

 e t o n pose : 

On montre que l'algèbre de von Neumann R(x) est engendrée par les opérateurs 

Xf (g) > g€G et que le vecteur est totalisateur et séparateur pour 

R(\) : R ( \ ) Ê et RfxVe,, sont denses dans hy • Les coordonnées de Te , où 
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T€R(x)flR(X)' sont constantes sur les classes de conjuguaison de G , de sorte 

que comme H = {1} , on a alors Te GCe^ et comme est séparateur, T£C . 

Ainsi R(x) est un facteur et X est isotypique. Pour voir que R(x) n'est pas 

isomorphe à un facteur l(h) , on utilise la notion suivante : 

DEFINITION 8. - Une trace ï sur un facteur M est une forme linéaire telle que 

?(AB) = jr(BA) pour tous A,B € M • 

Sur £(h) il*existe une trace non nulle seulement si h est de dimension finie, 

comme on le voit en vérifiant que si h est de dimension infinie tout élément 

est combinaison linéaire de commutateurs. Or sur R(x) , on peut définir IT par : 

5(A) = <ke fe > V A€R(X) • 

La propriété ÎT(AB) = j(BA) se vérifie pour A et B de la forme X'(g) 

gÇ G et se déduit en général par bilinéarité et continuité. Comme = 1 on 

a construit une trace non nulle sur le facteur de dimension infinie R ( X) . 

Ainsi il existe des facteurs de dimension infinie ne possédant aucun projecteur 

minimal. 

Soit M un facteur, la traduction dans le langage des projecteurs des notions 

de représentations équivalentes et somme directe de représentations, donne comme 

dans la proposition 3 les notions suivantes : 

Pour P projecteur, P £ M , on note [P] la classe d'équivalence de P pour 

la relation P 1~P 2 ssi 3 UÇM , U*U = P , UU* = ? 2 . 

Pour P-| et P 2 tels que P ^ = 0 , on note [P^+CPg] la classe de [P^Pg] > 

elle ne dépend que de celles de P̂  et P̂  . 

L'hypothèse : M est un facteur, montre que l'ensemble des classes de projecteurs 

est totalement ordonné par la relation [P^]^[Pg] quand il existe des représentants 

P^P^ • Cet ensemble totalement ordonné est muni d'une loi de composition partiel-

n 

lement définie qui permet de donner un sens à une égalité comme [P] = — [Q] , 

n,m entiers. 
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DEFINITION 9. - Un projecteur P € M est dit fini quand Q~P et_ Q £ P => Q = P . 

Cette propriété ne dépend que de la classe de P • Dans le langage des représen­

tations, on adopterait la définition suivante : "une représentation TT est finie 

E 

quand toute sous-représentât ion TT équivalente à TT est égale à rr • Si TT 

n'est pas finie elle contient une infinité de sous-représentât ions équivalentes 

deux à deux, et inversement. 

THEOREME 10. - (Murray et von Neumann). Soit M un facteur à prédual séparable. 

Il existe une application D de l'ensemble des projecteurs de M dans R + = [ 0 , + »] , 

unique à multiplication par X>0 près, telle que : 

a) P 1 ~ P 2 « D(P^ = D(P2) 

b) P 1P 2 = 0 ̂ D(P1)+D(P2) = D(P 1 +P 2) 

c) P fini *> D(P) <œ . 

De plus, à une normalisation près, l'image de D est l'un des sous-ensembles 

suivants de F + 2 

{l,...,n} on dit que M est de type 1^ 

{1.••••-} 

[0,1] n 1 

{0,+ œ} III . 

On voit que pour que M ait un projecteur minimal, il faut et il suffit qu'il 

soit de type I , si M est de type I , n<» c'est M

n ( c ) , et la fonction 

D(P) est la dimension usuelle du sous-espace de Cn sur lequel le projecteur 

PÇM^(c) projette. Si n = » , on a M = £(h) avec h de type dénombrable et 

D(P) = dimension de l'image de P . 
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Ce qui est remarquable dans le cas II c'est l'apparition de dimensions à 

valeurs arbitraires dans [0,1] . 

On dit qu'un facteur M est fini, s'il ne contient pas de sous-facteur de type 

I et cela est équivalent à dire que M est dans l'un des cas I , n<<» ou 
oo n 
II • En particulier si M est infinie il n'existe sur M aucune trace 3" 
1 

telle que 3"(l) = 1 . 

Un des résultats remarquables des premiers articles de Murray et von Neumann 

est la réciproque : 

THEOREME 11. - (Murray et von Neumann). Soit M un facteur de type II . Il 

existe alors une unique trace [T sur M telle que îl(l) = 1 . 

En outre IT€M̂  . Une démonstration récente, due à F.J. Yeadon [49] ramène ce 

théorème à un résultat puissant de Ryll Nardzewski : dans tout convexe a(x,X ) 

compact d'un Banach X , il y a un point qui est laissé fixe par toute isométrie 

affine du convexe. On applique ce résultat en montrant que si $ € M* vérifie 

= cp(0 = 1 l'enveloppe convexe fermée K de l'orbite de $ sous l'action des 

automorphismes intérieurs de M (transportés à M ) est a(M^,M) compacte. 

On obtient alors l'existence de 3'€M̂ ,3'(l)= 1 > 3"(uxu ) = î(x) pour u unitaire 

de M et x 6 M . 

Isomorphisme algébrique et isomorphisme spatial. 

Soient M̂  et M^ deux algèbres de von Neumann et 9 un isomorphisme 

d'algèbres involutives de M̂  sur M^ . Alors 9 est isométrique (car M̂  et 

M^ sont des algèbres stellaires, ||T|| = ||T TJ| = rayon spectral T T) et 

comme le prédual est unique 9 est a(M.,M ) continu. Si M. , i = 1,2 agit 

dans l'espace hilbertien , 1'isomorphisme 9 n'est cependant pas toujours 

spatial puisque bien qu'isomorphes M̂  et M^ peuvent avoir des commutants 

non isomorphes. En fait fixons M , supposons M à prédual de type dênombrable 

et cherchons à décrire tous les isomorphismes TT de M sur une sous-algèbre de 
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von Neumann de Z(h) , h espace hilbertien de type dênombrable. Pour simplifier 

encore ramenons-nous en utilisant la théorie de réduction au cas où M est un 

facteur. 

On est alors ramené à étudier à équivalence près les représentations rr de M 

dans un espace hilbertien h qui sont continues quand on munit M de a(M,M„) 
n * 

et Z(h ) de la topologie de dualité avec £(h )„ • Comme M est un facteur 
rr V TT * 

le commutant R(TT) = TT(M) ' est aussi un facteur et rr est isotypique. Il en 

résulte en prenant ^©TTg ^ u e ^ e u x représentations rr̂  et rr̂  ne sont jamais 

disjointes et que toute représentation TT de M est une sous-représentât ion 

d'une représentation infinie fixée une fois pour toutes. Ce résultat se prolonge 

au cas où M n'est plus un facteur, toute représentation TT (continue pour 

a(M,M„) et o(z(h ) ,Z(h )M) de M est une sous-représentation d'une reprêsen-
* TT rr * 

tation p proprement infinie (au sens où le commutant R(p) contient un sous-

\ (*) facteur de type I ) et fidèlev , que l'on choisit arbitrairement, par exemple 00 • 

en partant d'un isomorphisme a de M sur une sous-algèbre de von Neumann de 

Z(h) et en prenant p = a ©a©... 

Il n'y a donc pas de problème sérieux, une fois M connue algébriquement, pour 

déterminer tous les isomorphismes de M sur une sous-algèbre de von Neumann 

de Z(h) • Le problème réel étant celui de la classification des algèbres de 

von Neumann à isomorphisme algébrique près. 

Les deux premiers exemples de facteurs de type 11^ , le facteur hyperfini et 

la propriété r • 

Rappelons que si G est un groupe discret dênombrable dont toutes les 

classes de conjuguaison sont infinies et si X est sa représentation régulière 

gauche, l'algèbre de von Neumann R(\) est un facteur de type 11^ . 

(*) On emploie souvent "représentation fidèle11 au lieu de représentation TT dont 

le noyau est réduit à 0 : TT(X) = 0 x = 0 . 
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Dans "On rings of operators IV", Murray et von Neumann montrent que tous les facteurs 

R(X ) sont isomorphes pour G localement fini (i.e. réunion filtrante croissante 

de groupes finis) et que si G est le groupe libre à 2 générateurs on obtient un 

facteur non isomorphe. Soient N un facteur de type II , et 3" l'unique trace 

= l) de N ; on définit sur N la norme de Hilbert Schmidt par : 

||x||2 = ï(x*x)* . 

2 1 
(C'est l'analogue de la norme (s|a_| ) 2 d'une matrice (a^)). 

C'est une norme préhilbertienne sur N et on note d̂  la distance correspondante. 

Le résultat de Murray et von Neumann est alors : 

THEOREME 12. (Murray et von Neumann) ([34]). - Il existe à isomorphisme près un 

facteur de type 11^ et un seul, à prédual de type dénombrable et tel que : 

V x ,...,x Ç N , V e>0 , 3 K sous-algèbre stellaire de dimension 1 n — 

finie telle que d(x.,K)^e V j . ______________________ j 

Nous désignerons par R cet unique facteur, appelé le facteur hyperfini, pour 

des raisons évidentes. 

Dans leur article, Murray et von Neumann montrent que tout facteur de dimension 

infinie contient une copie de R • 

Pour G discret dénombrable localement fini on voit facilement que R(\ ) vé-

rifie la condition du théorème donc est isomorphe à R . En choisissant conve­

nablement G on voit de plus que R vérifie la condition suivante, appelée 

propriété r : 

Vx^,...,xn€R , V e>0 , 3u unitaire de R tel que : 

_T(u) = 0 , ||x.u-ux. ||^e,j=1,...,n . 

Murray et von Neumann démontrent ensuite que si G = 7L est le groupe libre 

à 2 générateurs, le facteur R(XQ) ne vérifie pas F . Nous reviendrons plus 
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tard sur cette propriété qui nfêtait pour Murray et von Neumann qu'un outil 

technique, ainsi disaient-ils : "Certain algebraic invariants of factors in the 

case 11^ are formed, (1) and (2) in § 4.6 and the property r , of which the 

first two are probably of greater general significance, but the last one has so 

far been put to greater practical use". En fait les invariants (1) et (2) qu'ils 

mentionnent sont : 

(1) Savoir si N est antiisomorphe à N (i.e. isomorphe à l'algèbre opposée 

№ , x.y = yx pour x,y€3N°) . 

(2) Le sous-groupe de H* construit de la manière suivante : on prend N = N ®K 
où K est un facteur de type I , alors sur N la fonction dimension relative 

00 
mm rsJ 

D a pour image R + et si 9 € Aut N il existe un unique réel positif \ - mod 9 

avec : D(g(P)) = \ D(P) V P projecteur. 

Le groupe G = [mod 9 , 9€AutN} est évidemment un invariant algébrique de N . 

En fait un exemple de facteur de type II non antiisomorphe à lui-même n'a été 

obtenu que récemment (par l'auteur de ces notes) et on ne connaît toujours aucun 

exemple de facteur de type II dont le groupe G soit distinct de R + . 

Enfin pour terminer cette revue des résultats de Murray et von Neumann, notons 

qu'ils avaient réussi à exhiber un facteur dans le cas III mais qu'ils notaient 

"The purely infinite case i.e. the case III - is the most refractory of all and 

we have, at least for the time being, scarcely any tools to investigate it". 

II. LES ALGEBRES STELLAIRES, TOPOLOGIE NON COMMUTATIVE. 

La théorie commence en 1943 avec l'article de Gelfand et Naimark. 

DEFINITION 1. - Une algèbre stellaire A est une algèbre de Banach sur C , 

* 
munie d'une involution antilinêaire x-»x telle que : 
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(xy) = y x et ||x x|| = ||x|| , pour x,yÇA . 

Soit A une algèbre stellaire commutative, et supposons que A a une unité, 

alors l'ensemble SpA des homomorphismes de A dans C tels que ^ (1 ) = 1 , 

muni de la topologie de la convergence simple sur A est compact et on a : 

THEOREME 2. - Soit A une algèbre stellaire commutative avec unité, et X = SpA 

son spectre, alors la transformation de Gelfand xÇA H l a fonction 

x(p) = p(x),pÇSpA , est un isomorphisme de A sur l'algèbre stellaire C (x) 

des fonctions complexes continues sur X . 

Ainsi, lefoncteur contravariant C qui à tout espace compact X associe l'algèbre 

stellaire c(x) réalise une équivalence entre la catégorie des espaces compacts, 

applications continues et l'opposée de la catégorie des algèbres stellaires com-

mutatives et homomorphismes préservant l'unité. A l'application continue 

f :X-*Y correspond l'homomorphisme C (f) : C(y)-*C(X) qui à h ÇC(y) associe 

ho fÇC(x) • 

En particulier deux algèbres stellaires commutatives sont isomorphes si et seule­

ment si leurs spectres sont homêomorphes. Comme on sait à quel point le problème 

de classification, à homêomorphie près, des espaces compacts est complexe, on 

n'ose pas affirmer que le théorème ci-dessus donne une classification des algèbres 

stellaires commutatives, il relie simplement les deux problèmes, c'est une simple 

traduction. Supposons alors que A soit une algèbre stellaire non commutative, 

on n'a pas alors d'analogue du théorème ci-dessus. Citons cependant deux exemples 

récents de notions, issues de la topologie des espaces compacts, et qui ont un 

analogue non commutâtif : 

Le groupe K (A) 

Soient X un espace compact et Vect X l'ensemble des fibres vectoriels 
4 
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complexes de dimension finie et de base X • Pour Ç 6 Vect X , l'espace C(§) des 

sections continues de Ç est un C (x) module projectif de type fini. Inversement 

tout C(x) -module projectif de type fini est de la forme . C(ç) pour un 

Ç€VectX convenable. De plus pour que les fibres et soient isomorphes 

il faut et il suffit que les modules C(ç. ) le soient. La somme directe Ç,.©^ 

des fibres vectoriels correspond à la somme directe des modules, il en résulte que 

le groupe K°(x) associé au semi-groupe des classes d'isomorphisme de fibres 

vectoriels est naturellement isomorphe au groupe K (c(x)) associé au semi-

groupe des classes d*isomorphisme de C(x) modules projectifs de type fini. 

En K - théorie algébrique le groupe K Q (A) est défini pour un anneau A avec 

unité non nécessairement commutatif. C'est le groupe associé aux classes d'iso-

morphisme de A -modules projectifs de type fini. 

Quand A est une algèbre stellaire, on peut associer à tout module projectif 

de type fini P sur A un projecteur orthogonal e(p) appartenant à A^M^fc) 

où n est un entier, n<«> , de telle sorte que P soit isomorphe ou sous-

module de A N qui est l'image de e(p) • Pour que P̂  soit isomorphe à P̂  il 

faut et il suffit que les projecteurs e = e(P ) et ê  = e(P ) soient équi­

valents au sens suivant dans M (A) = A®M (c) : 
nv nv 

3 UÇMn(A) , U*U = e i , UU* = e 2 . 

On retrouve donc les classes d'équivalence de projecteurs au sens de Murray 

et von Neumann, l'addition des classes correspond à la somme directe des modules, 

de sorte que K Q (A) est en fait le groupe associé au semi-groupe des classes 

de projecteurs e 6 Mn(A) , n Ç 3N , où l'on identifie, pour n<m, M (A) avec 

l'ensemble des matrices | ° 6 M (A) . 
Lo oj mv 

Soit 0 : A-»B un homomorphisme d'algèbres stellaires, alors l'application qui à 
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tout projecteur eÇM^(A) associe (0® 1 ) (e) Ç M^(B) définit un homomorphisme 

K (A) dans K (B) , de sorte que K devient un foncteur covariant. 
o ov o 

Ce foncteur s'est avéré particulièrement intéressant pour les algèbres stellaires 

construites comme limites inductives dfalgèbres de dimension finie. Dans le cas 

commutâtif cela correspondrait à écrire le spectre X comme limite projective 

de compacts finis, c'est-à-dire à avoir un espace totalement discontinu. De 

même que l'on a la liste des compacts mêtrisables totalement discontinus, (il y 

en a un seul sans point isolé), on a une classification satisfaisante, due à 

0. Bratteli et G. Elliott (Voir [21]) des algèbres stellaires approximativement 

finies. Au semi-groupe qui engendre K Q (A) correspond un ordre partiel, on note 

K ^ ( A ) c K Q ( A) l'ensemble des classes de modules projectifs de type fini sur A . 

On note £fl la classe du module A . A 

THEOREME 3 (O. Bratteli et G. Elliott) ([21]. - Deux algèbres stellaires approximati-

vement finies sont isomorphes ssi les triplets (K Q (A) ,K*(A),e^) sont isomorphes. 

De plus les triplets (G,G+,e) obtenus à partir d'algèbres stellaires approxi­

mativement finies ont une caractérisât ion simple. 

Le groupe Ext A . 

Soient X un espace compact mêtrisable et C(x) l'algèbre stellaire 

associée. Bien que C(x) soit commutative, nous avons déjà vu, en interprêtant 

les classes dfisomorphisme de fibres vectoriels complexes sur X comme classes 

d'équivalence de projecteurs eÇC(x)®M^(c) , l'intérêt d'algèbres stellaires non 

commutatives associées à X . Un exemple déjà plus intéressant est le suivant : 

soient V une variété réelle compacte de classe C°° , et P°(v) l'algèbre des 

opérateurs pseudo différentiels d'ordre 0 du fibre vectoriel complexe de di­

mension 1 , Qjjv) dans lui-même. (0| (v) est le fibre des densités d'ordre i 

2 2 
sur v) . 
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Le symbole principal d'ordre 0 , a est alors un homomorphisme surjectif de 

p°(v) sur C°°(s*(v)) , où S*(v) désigne la variété compacte des demi-droites 

dans le fibre cotangent de V • 

Soient L^(v) l'espace de Hilbert complété de l'espace des sections C°°(Q_(v)) , 
2 

muni du produit scalaire <P-j , P2 > = ^ ^ 1 ^ 2 ' e t A l'algèbre stellaire dans 

L^(v) qui est la fermeture normique de P°(v) (chaque T Ç P ° ( v ) se prolonge 

2 

continûment à L (v)) • Alors a se prolonge en un homomorphisme d'algèbres 

stellaires de A sur C(S (v)) et le noyau de a est exactement k(L (v)) , 

l'algèbre des opérateurs compacts dans L (v) • On a ainsi un exemple d'une 

extension de l'algèbre stellaire commutative C(Y) , Y = S (v) par l'algèbre 

stellaire k des opérateurs compacts, i.e. une suite exacte : 

0->k-A SC(Y)-»0 . 

Une extension est triviale si il existe un relèvement, de a, qui est un homomorphisme 

Les extensions obtenues grâce aux opérateurs pseudo-différentiels par la 

construction ci-dessus sont loin d'être triviales en général, en fait, si on 

écrit la suite exacte de K - théorie associée, on obtient un homomorphisme 

ô 

ô : K ^ ( C ( Y ) ) I—> ^0(k) 3
U- aP r^ s avoir identifié canoniquement le premier terme 

avec K (Y) = K (S (V)) et le second avec 2Z est donné par le théorème de l'in­

dice de Atiyah et Singer, à partir d'une intégrale sur V • 

Motivés en outre par la théorie des opérateurs non normaux, Brown, Douglas et 

Fillmore ont étudié systématiquement, pour un espace compact mêtrisable X les 

classes d'extension de C(x) par l'algèbre stellaire k , i.e. les suites exactes : 

O - k-A 2 C(x) -0 • 

Ils ont montré que l'ensemble Ext(x) de ces classes d'extension était muni 

naturellement d'une loi de groupe abélien, et que le foncteur Ext était 
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exactement la K-homologie K (x) . 

En outre, des travaux plus récents de W. Arveson, E. Effros, M.D. Choi et 

D. Voiculescu, ont montré que, en gardant la même définition de Ext (A) , pour 

A algèbre stellaire non nécessairement commutative on obtenait encore un groupe 

abêlien dépendant de manière contravariante de A • Ceci pourvu que A satisfas­

se à la condition suivante, analogue à la définition des espaces nucléaires 

parmi les espaces localement convexes. 

DEFINITION 4. (Takesaki). - Une algèbre stellaire A est nucléaire, quand pour 

toute algèbre stellaire B il existe sur le produit tensoriel algébrique : 

n 
( S a. ®b. , a. € A , b. ÇB} 
L. i 1 1 i J 

i = 1 

une unique norme d'algèbre stellaire. 

Nous verrons beaucoup plus loin que cette classe contient la plupart des algèbres 

stellaires intéressantes. (Voir paragraphe VIIl). 

III. REPRESENTATIONS DES ALGEBRES STELLAIRES. 

Un des théorèmes clef de la théorie de la mesure est le théorème de 

représentation de Riesz. Enonçons-le seulement pour un compact mêtrisable X . 

(On a X mêtrisable <=> C (x) de type dênombrable). 

THEOREME 1. - Soient X un compact mêtrisable et L une forme linéaire positive 

sur C(x) i.e. f ec (x) , f (x) > 0 V x Ç X => L(f) > 0 . Il existe alors une unique 

mesure positive JJL sur la tribu des borêliens de X (B est la tribu engendrée 

par les fermés de x) , telle que : 

L(f) = J f dp, V f €C(x) . 
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En particulier, on peut construire l'espace hilbertien L (X,B,JJL) et la reprê-

sentation TT de C (x) dans L par multiplications. On connaît de plus l'algèbre 

de von Neumann engendrée par rr(c(x)) , c'est exactement l'algèbre des multipli­

cations par les éléments de L (X,B,|JL) . La propriété de a - additivitê de JJ, 

se traduit par l'égalité : 

cp( S e ) = E cp(e ) 
o>€I œGI i 

où cp désigne le prolongement naturel de L à L°°(X,B,[JL) et OÙ (e ) est 

une famille dênombrable de projecteurs e^ € L°°(x,B,\i) . Supposons alors que A 

soit une algèbre stellaire non commutative avec une unité 1 . Les notions ci-

dessus d'élément positif, de forme linéaire positive et de cr - addit ivitê ont un 

analogue exact, qui est le point de départ de la théorie de l'intégration non 

commutative. 

Eléments positifs dans une algèbre stellaire. 

Soient h un espace hilbertien et T Ç £(h) , on a équivalence entre 

les conditions suivantes : 

a) T = T* et Spectre Tc [0 ,+ <»[ 

b) <TÇ,Ç> ^ 0 pour tout ^eh • 

Pour une algèbre stellaire avec imité A et x€A les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

1) x = x* et Spectre xc [0 ,+ »[ 

2) 3 a Ç A , a a = x 

\ * 2 
3) 3 aÇA, a = a ,a = x 

4) 3 X *0 tel que | | X - X 1 1 | £ À. • 

On dit alors que x est positif et on écrit x> 0 . La condition 4) montre que 
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+ 

l'ensemble des éléments positifs est un cone convexe fermé dans A , note A . 

Si A = c(x) , on a A + = {f ,f (x) > 0 , V xÇ X} . 

Formes linéaires positives sur une algèbre stellaire. 

*-

Soit A comme ci-dessus et A l'espace de Banach dual. On. dit que 

LÇA est positive quand L(x)^0 , V x>0 . On note A + le cône convexe 

a(A , A) fermé des formes linéaires positives sur A . L'analogue du théorème de 

représentation de Riesz consiste en la construction suivante (Gelfand, Naimark, 

Segal). 

Comme L est positive, la condition 2 ) montre que : 

L(x*x) >0 V x€ A . 

Il en résulte que la forme sesquilinéaire <x,y> = L(y X) définit sur A une 

structure prêhilbertienne. 

Soient l'espace hilbertien séparé complété, et pour xÉ A,rrjx) l'opérateur 

de multiplication à gauche défini par : 

nL(x)y = xy y £ A 

l'inégalité L(y x xy) <. ||x||̂ L(y y) y € A , qui résulte de ||x||̂-x x>0 . montre que 

TT définit une représentation de A dans l'espace hilbertien hT . 

De même que, dans le cas commutatif, la forme linéaire L se prolongeait aux 

fonctions borêliennes f Ç L°°(x,B, p,) , ici la forme linéaire L se prolonge en 

une forme linéaire sur l'algèbre de von Neumann Ï T T ( A) m engendrée par TTT (A) 
L L 

et le prolongement, note L , a la propriété de a - additivitê suivante : 

DEFINITION 2 . - Soient M une algèbre de von Neumann dans l'espace hilbertien h 

et i)j une forme linéaire positive sur M . On dit que ^ est normale quand : 

• ( £ e ) = E *(e ) 
cv G I a CI 
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pour toute famille (ect^ctÇ.I d e P r o J e c t e u r s 2 à 2 orthogonaux. 

Ici Ee^ désigne le plus petit projecteur qui majore toutes les sommes finies 

n 
E e „ a. , c'est un élément de M • i=1 î 

On démontre que pour que i|r soit normale il faut et il suffit qu'elle provienne 

du prêdual de M . 

Revenons aux algèbres stellaires, soit A une telle algèbre, avec unité. Le 

théorème de Hahn Banach appliqué au cône convexe d'intérieur non vide A + , montre 

que l'ensemble S = {$€A+,$(l) = 1} des états de A est un convexe non vide qui 

sépare les points de A . On est donc assuré de l'existence de "mesures positives" 

et grâce à la construction de Gelfand Naimark Segal, de l'existence d'une repré­

sentation isométrique de A comme sous-algèbre stellaire de l'algèbre Z(h) , 

h espace hilbertien. 

De plus § est a(A , A; compact, et est donc l'enveloppe convexe fermé de 

l'ensemble de ses points extrêmaux : les états purs, caractérisés par la propriété 

suivante : 

$ état pur <=> la représentation TT- est irréductible. En fait, plus 

généralement, on a une correspondance bijective entre la face de $ dans le cône 

A* et l'ensemble des éléments positifs de l'algèbre de von Neumann R(TTx). Elle + $ 

est donnée par : Y € A + est associé à y€R(TT^j quand : 

Y(a) = <n$(a)l,y1> 

où est le vecteur associé à l'unité de A . 
$ 

Ainsi toute algèbre stellaire A admet suffisamment de représentations irréductibles. 

Dans le cas commutatif les représentations irréductibles de A se confondent avec 

les homomorphismes de A dans C • Dans le cas non commutatif la nature de la 
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relation d'équivalence, entre représentations irréductibles de A dans un hilbert 

fixe, détermine "une classe privilégiée d'algèbre stellaire ; le théorème suivant 

de J. Glimm est fondamental : (Voir [16]). 

THEOREME 3. - Soit A une algèbre stellaire de type dénombrable. Les conditions 

suivantes sur A sont équivalentes. 

1) Toute représentation isotypique TT de A dans un espace hilbertien 

h est multiple d'une représentation irréductible. 
TT ——————. 

2) Pour toute représentation irréductible TT de A , l'image TT(A) 

contient l'idéal k(fo ) des opérateurs compacts dans h 
TT TT 

3) Soient h un espace hilbert ien de type dénombrable et Rep(A,^) 

l'espace borêlien des représentations irréductibles de A dans h • Alors le 

quotient par la relation d'équivalence des représentations est dénombrablement 

séparé. 

4) Si_ TT̂  et TT̂  sont deux représentations irréductibles de A , ayant 

même noyau, elles sont équivalentes. 

Une algèbre stellaire vérifiant les conditions équivalentes ci-dessus est dite 

postliminaire, toute limite inductive d'algèbres postliminaires est nucléaire au 

sens ci-dessus, en particulier : 

A postliminaire => A nucléaire. 

IV. LE CADRE DE L'INTEGRATION NON COMMUTATIVE ET LA THEORIE DE TOMITA-TAKESAKI. 

Pour pouvoir tenir compte de mesures positives non nécessairement finies, 

il est nécessaire d'introduire l'analogue non commutâtif des mesures positives 

infinies. 

La donnée de départ en intégration non commutative est alors un couple (M,$) 
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d'une algèbre de von Neumann M et d'un poids $ sur M au sens suivant 

(dû à F. Combes, G. Pedersen et U. Haagerup (Voir [5] et [24])). 

DEFINITION 1. - On appelle poids sûr une algèbre de von Neumann M , une application 

additive positivement homogène de M dans JR = [0,+ oo] telle que : + + 

a) § est semi-fini, i.e. {x 6 M+, §(x) <<»} est a(M,M^) total. 

b) $ est normal, i.e. $(Supx^)= Sup $(x^) pour toute famille filtrante 

croissante majorée d'éléments de M + • 

L'exemple le plus simple de poids infini est celui de la trace usuelle sur les 

opérateurs bornés dans un espace hilbertien h • On pose M = Z{h) et pour 

T (E M et toute base orthonormale (z ) _ T de h on a : 

E < T§ , £ >= Trace T = Sup Trace (A) , A de rang fini. 
a 01 o^A^T 

En fait les premiers poids infinis étudiés étaient des traces au sens suivant : 

DEFINITION 2. - Un poids $ sur l'algèbre de von Neumann M est une trace si 

il est invariant par les automorphismes intérieurs de M • 

Ainsi tout poids sur M qui a une propriété d'unicité est une trace. L'analogue 

des notions de convergence presque sûre et des espaces iP p€[l,°°] , de la 

théorie classique, a été obtenu, principalement par Dixmier [14] et Segal [43] 

pour les traces. 

Quand $ est une trace, l'ensemble C = {x Ç M, $( |x|P) <<»} est un idéal bilatère 
1 / P 

de M et ||x|| = ($(|x|̂ )) ' P définit sur C une semi-norme. Les espaces 
P P 

complétés LP(M,$) ont de nombreuses propriétés généralisant le cas commutatif et 

le cas classique des opérateurs de puissance p - ième-sommable dans un espace 

hilbertien. En particulier, quand x>0 , $(x) = 0 => x = 0 , (On dit alors que $ 
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est fidèle), le prêdual de M s'identifie à l'espace L (M,$) . De plus 

l'intersection L (M,î) flL (M,$) est une algèbre hilbertienne : 

DEFINITION 3. - On appelle algèbre hilbertienne toute algèbre involutive G munie 

d'un produit scalaire préhilbertien séparé tel que : 

1) <x,y> = <y*,x*> V x,y€G • 

2) La représentation de G sur G par multiplications à gauche est bornée, 

involutive et non dégénérée. 

La condition 1) définit une isomêtrie antilinêaire J de l'espace h , complété 

de G , sur luinnême. La condition 2) permet de parler de la représentation régu­

lière gauche X de G dans h et donc de lui associer une algèbre de von 

Neumann : \ (G) M dans h • On a alors : 

a) Le commutant de X(C) est engendré par l'algèbre des multiplications 

à droite X1 (G) = JX(G)j . 

b) L'algèbre de von Neumann associée à l'algèbre hilbertienne L (M,$;DL 

s'identifie à M • 

c) Pour toute algèbre hilbertienne G , il existe sur l'algèbre de von 

Neumann X(G)n une trace fidèle 3 telle que : 

S(X(y*H(x)) = <x,y> , V x,y£G 

et G est équivalente à l'algèbre hilbertienne associée à ? . 

En général, une algèbre de von Neumann M ne possède pas de trace fidèle, par 

exemple si M est un facteur, il possède une trace fidèle si et seulement si il 

n'est pas de type III. On dit que M est semi finie si elle possède une trace 

fidèle (dans le cas où M agit dans un espace de type dênombrable cela équivaut 

à dire que M est une intégrale directe de facteurs dont aucun n'est du type IIl). 
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Pour M semi-finie, les outils supplémentaires issus de la théorie des algèbres 

hilbertiennes permettaient de démontrer des résultats inaccessibles dans le cas 

général comme : 

THEOREME 4. - Soit M_̂ , i = 1,2 une algèbre de von Neumann dans h^,i= 1,2 alors 

le commutant (M^M^)' est engendré par Mjj®M^ • 

Pour des algèbres de von Neumann semi-finies M̂  et M^ , ce résultat est consé­

quence du théorème de commutation a) pour les algèbres hilbertiennes. De même, 

si G est un groupe localement compact unimodulaire et dg une mesure de Haar 

sur G , l'algèbre, pour la convolution des fonctions continues à support compact, 

est une algèbre hilbertienne et le théorème de commutation a) entraîne : 

THOREME 5. - Le commutant R(x) de la représentation régulière gauche X de G 

dans L (G,dg) est engendré par la représentation régulière droite. 

Ce théorème a été démontré pour des groupes localement compacts non nécessairement 

unimodulaires, par J. Dixmier, qui introduisit la notion d'algèbre quasi-Gilbertienne. 

Le théorème 4 a été démontré pour des algèbres de von Neumann non nécessairement 

semi-finies par M. Tomita en 1967» En fait sa théorie des algèbres hilbertiennes 

généralisées est le fondement de toute la théorie non commutative de l'intégration 

pour les poids qui ne sont pas nécessairement des traces. 

La théorie de Tomita doit en fait beaucoup à M. Takesaki qui transforma le papier 

original incompréhensible en un texte fondamental. (Lecture-notes n° 128). 

On peut résumer l'essentiel de la théorie de Tomita-Takesaki, grâce à la défini­

tion et au théorème suivant : 

DEFINITION 6. - On appelle algèbre hilbertienne à gauche toute algèbre involutive 

G , munie d'un produit scalaire préhilbertien séparé tel que : 

1) L'opérateur x-»x est prêfermê. 
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2) La représentation de G dans G par multiplications à gauche est 

bornée, involutive et non dégénérée. 

Ainsi la seule différence avec une algèbre hilbertienne et que la fermeture S 

de l'opérateur x -» x* peut avoir un module | s | ̂ 1 • Soit alors 

A = (adjoint de s)o S le carré du module de S on a : S = JA2 où J est 

une involution isométrique et le résultat fondamental : 

THEOREME 7.- Soient G une algèbre hilbertienne à gauche et M 1 1 algèbre de 

von Neumann engendrée par la représentation régulière gauche de G • Alors 

JMJ = M' et pour tout t€R on a : 

A X t M A"l1= = M (Voir [45]). 

De plus, de même que les algèbres hilbertiennes sont associées aux traces, les 

algèbres hilbertiennes à gauche sont associées aux poids : ([5]) • 

Soit G une algèbre hilbertienne à gauche et M l'algèbre de von Neumann asso­

ciée, il existe alors sur M un poids fidèle $ tel que : 

*(X(y*H(x)) = <y*,x> x,yÇG • 

Inversement, soient M une algèbre de von Neumann et $ un poids fidèle. Alors 

Ĝ  = {xÇM,$(x x) <œ , $(xx ) <œ} muni du produit de M et du produit scalaire 

<x,y> = $(y x) est une algèbre hilbertienne à gauche, l'algèbre de von Neumann 

associée s'identifie à M et le poids correspondant s'identifie à $ . 

Comme toute algèbre de von Neumann possède un poids fidèle (si M agit dans un 

espace de type dénombrable elle possède en fait un état fidèle), il en résulte en 

particulier que toute algèbre de von Neumann est isomorphe à l'algèbre engendrée 

par la représentation régulière gauche d'une algèbre hilbertienne à gauche. 

C'est là que se situe une découverte remarquable de Takesaki et Winnink qui relie 

la théorie de Tomita et plus exactement le groupe à un paramètre d'automorphismes 
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de l'algèbre de von Neumann M défini par °"t(
x) = A11" x A l1" avec une équation 

fondamentale en mécanique statistique quant ique. Bien sur le groupe d'automorphisme 

n'est pas unique, il dépend de l'algèbre hilbertienne G , c'est-à-dire du 

poids fidèle $ sur M : 

DEFINITION 8. - Soit cp un poids fidèle sur l'algèbre de von Neumann M on ap-

pelle groupe d'automorphismes modulaires sur M le groupe à un paramètre 

(al^^R, d'automorphismes de M associé à l'algèbre hilbertienne à gauche G v t t Ç R :—.. cp 

En mécanique statistique quantique des systèmes finis, l'état d'équilibre à la 

température absolue T est l'état de l'algèbre M = M (c) donné par l'égalité : 

$( x) = Trace (xe~ßHl 

Trace (e~^H) 

où Trace est la trace usuelle, ß = /kT où k est la constante de Boltzmann 

et H est 1'hamiltonien, i.e. le générateur du groupe à un paramètre d'évolution 

du système : a'-t(
x) = e^^xe xÇM, tÇF . Il est facile dans ce cas de montrer 

que l'état $ est caractérisé par la condition suivante qui le relie à l'évolution 

(X : 

V x,yÇM , 3 F (z) , holomorphe pour 0 < Im z < 1 et continue bornée dans 
J x, y 

[ 0 <Im z ̂  1 , telle que : 

F v (t) = (y)) , F v ft+iß) = §(<* (y)x) V t e F • 
X , y L X, y T. 

C'est la condition de Kubo-Mart in -Schwinger. Pour un système infini on s'attend à 

ce que la même relation ait lieu entre le groupe d'évolution £.D ^ e l f al9èb r e 

t t t F 

des observables, qui est une algèbre stellaire, et l'état d'équilibre. Ainsi 

Haag Hugenholtz et Winnink ont été amenés à proposer la condition ci-dessus pour 

un triplet (A,$,qO OÙ A est une algèbre stellaire, $ un état sur A et or 
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un groupe à un paramètre d1automorphismes de A • 

THEOREME 9. (Takesaki-Winnink) [45]. - Soient M une algèbre de von Neumann et 

$ un état normal fidèle sur M . Alors le groupe d'automorphismes modulaires 

(<ĵ ) ̂  ̂  est l'unique groupe à un paramètre d! automorphismes de M qui vérifie 
t t t H • 

les conditions de Kubo-Martin~Schwinger pour ¡3=1 • 

V. FACTEURS DE POWERS, D'ARAKI ET WOODS ET DE KRIEGER. 

L'analogue non commutatif d'un espace de probabilité est un couple 

(M,$) OÙ M est une algèbre de von Neumann et $ un état normal fidèle sur M . 

L'exemple le plus simple correspond à M = M^(c) , tout état $ sur M s'écrit 

$ = Tr(p.) où p est une matrice positive dont la somme des valeurs propres 

vaut 1 : 

$(x) = Tr(px) V x€M n (c) • 

On peut donc supposer que p est diagonale avec la valeur propre X^ > 0 à la 

ligne i et avec X ^ X„ > . •. ̂  X > 0 . 
1 2 n 

La liste des valeurs propres de p est un invariant de $ . Le groupe d'auto­

morphismes modulaires de $ est donné par 

$ / \ itH -itH , 
G (x) = e xe ou H = Log p . 

En particulier, si e^ désigne l'unité matricielle canonique on a : 

Le système (M,§) est analogue à un espace probabilisé ayant un nombre fini de 

points. Pour obtenir des exemples plus intéressants le procédé le plus simple est 

d'effectuer l'analogue de la construction des produits infinis de mesures. 
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Soit donc (M

v>^v^v(E]N
 U n e s u ^ t e d e c o u P l e s (algèbre de matrices, état fidèle), 

soit A la limite inductive des algèbres stellaires M„ ®Mfô .. • ®M = A où 
1 2 v v 

A CA grâce à : x-*x®1 • Sur A qui est une algèbre stellaire avec unité, 
v V+1 

00 
on définit un état $ = ® $ par l'égalité : 

1 V 

$(x ®x 2® ... ®x v® 1...) = $ 1(
x

1)$ 2(
x

2)---$ v(
x

v) • 

On considère alors le couple (M,$) = (algèbre de von Neumann, état normal) as­

socié au couple (A,$) comme dans le paragraphe III. 

Quand chaque §^ est fidèle il en est de même de $ et le groupe d'automorphismes 

modulaires de (M,§) est donné par : 

$ $ 
tfu(x„ ® • • • ® * ®1...) = (x ) ® ... ® a V(x )®1... 
tv 1 v t K 1 t v v 

En fait, cette construction d'algèbres de von Neumann est due à von Neumann 

(Compos. Math. 1938), mais il fallut attendre jusqu'en 1967 pour qu'elle se révèle 

comme fondamentale. 

Pendant 30 ans après la naissance des algèbres de von Neumann on ne connaissait 

que trois facteurs de type III deux à deux non isomorphes. R.T. Powers, qui avait 

une formation de physicien, réussit à montrer en 1967 que si l'on prend tous les 

couples (M ,$ ) égaux au couple M (c) , $((a..)) = Xa„ + ( 1 -X)a^ on obtient K v v 2 ij 11 22 

une famille à un paramètre continu \Ç de facteurs de type III deux à deux 

non isomorphes : R^ , ot = € ]0, l[-([35]) • Après la découverte de Powers, 

H. Araki et E.J. Woods entreprenaient une classification à isomorphisme près des 

facteurs produits tensoriels infinis d'algèbres de matrices ([2]). Ils démontraient 

en particulier que l'on peut calculer à partir de la liste des valeurs propres 

des $ : (X . ) . les deux invariants suivants : v v,j j = 1,...,nv 
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r (M) = {X€ ]0 ,1[ , M® R, isomorphe à M} 
oo A. 
p(M) = f \€ ]0, 1[ , M® R. isomorphe à R } . 

' A . A. 

Ils montraient de plus que r

œ W est un sous-groupe fermé de R + et que l'éga-

litê r (M) = X caractérise le facteur de Powers R. parmi les produits tenso-
00 A. 

riels infinis d'algèbres de matrices. En outre grâce à l'étude de P(M) , E.J. Woods 

réussit à montrer que la classification des facteurs est impossible par des inva­

riants borêliens à valeurs réelles. 

D'un autre côté W. Krieger avait commencé une étude systématique des facteurs as­

sociés à la théorie ergodique. Commençons d'abord par expliciter sa construction 

d'une algèbre de von Neumann à partir d'une relation d'équivalence à orbites 

dênombrables sur un espace borélien standard (X,B) et d'une mesure quasi-inva­

riante . Cette construction généralise la première construction de Murray et 

von Neumann qui elle-même était inspirée des produits croisés de la théorie des 

algèbres simples centrales sur un corps. Sous sa forme définitive, elle est due 

à J. Feldmann et C. Moore (Voir [22]). 

Soient donc (x,B, un espace borélien standard probabilisê et Rc X XX le 

graphe, supposé analytique, d'une relation d'équivalence à orbites dênombrables. 

On suppose (jl quasi-invariante au sens où la saturation par R d'un ensemble 

borélien négligeable est encore négligeable. On considère alors l'algèbre hilbertien-

ne à gauche des fonctions borêliennes bornées de R dans C telles que pour 

un n< œ ; {j,f(i,j)^0} soit de cardinalitê ^n pour tout i . 

Le produit scalaire est celui de L (R,îD où Jf(i,j)d[I = J*£ f (i, j )dji(i) . Le 
j 

produit de convolution est donné par 

(f * g) (Y) = S £(yjg(y2) 
y ^ 2

 = Y 
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où pour Y 1 » Y 2 ^ R o n P° s e Y-jYg = Y quand y-, = (i-jiJ îYg = (i

2»J2) ' ̂  1

 = i

2 

et y = (i^Jg) • 

Ainsi l'algèbre hilbertienne à gauche G apparaît comme une généralisation de 

l'algèbre des matrices carrées. Comme elle a une unité : la fonction f : f(i,j) = 0 

si i^j , f(i,i) = 1 V i , il lui correspond un couple (M,$) OÙ M est une 

algèbre de von Neumann et $ un état normal fidèle sur M . Nous noterons simple­

ment M = LC°(R,'JI) OÙ R désigne le graphe de la relation d'équivalence, muni de 

la loi de groupoïde Y>jY2 = Y • H e s t intéressant d'un point de vue heuristique 

de faire jouer (en intégration non commutative) à R le rôle joué (en intégration 

classique) par l'espace X , la non commutativité est due à l'existence d'une loi 

de groupoïde non triviale sur R (la loi triviale sur l'ensemble X est x.x = x 

pour tout x € x) .A isomorphisme près, l'algèbre de von Neumann L^R.p,) ne 

dépend que de la classe de la mesure p, , on adopte alors la définition : 

DEFINITION 1. - Soit (x.,B.,u,.,R.) , i = 1,2 . une relation d'équivalence à orbites 
v i i ' i i ^ 

dénombrables comme ci-dessus ; on dit que R est isomorphe à R̂  si il existe 

une bijection borêlienne 9 de X^ sur X^ telle que : 

8(|j, ) équivalente à p»2 , et presque sûrement : 

9 (classe de x) = classe de 9(x) . 

Soit alors T une transformation borêlienne de l'espace borélien standard (X,B) 

et |i une mesure quasi invariante par T . Les orbites de T dans X définis­

sent une relation d'équivalence R̂  et on dit que T̂  est faiblement équivalente 

à T quand R est isomorphe à R,̂  
1 2 

THEOREME 2. (M. Dye 1958) ([18]). - Deux transformations ergodiques avec mesure 

invariante sont faiblement équivalentes. 
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Soit ainsi T une telle transformation, l'état $ (associé à la mesure invariante) 

sur l'algèbre de von Neumann L°°(RT,|JL) est une trace, de sorte que M = L^R^JJL) 

qui est un facteur car R,̂  est ergodique est de type II . H. Dye démontre en 

outre qu'il s'agit du facteur hyperfini. 

Vers 1967, W. Krieger entreprend une étude systématique de l'équivalence faible 

des transformations (X,B,|JL,T) OÙ JJL est quasi invariante par T • Il introduit 

deux invariants : ([28]) 

r(T) = [\e [o, + «[ , v e >o , v A C X , IJL(A) > O , a B C A , 

p,(B)>0 et nÇ2 tel que | d ^ x ^ - \\ < e V xÇB et T nBcA] 

k 

p(T) = [\€R* , a avec d ^ ) € V x € X , V k} 

et il montre que r et p sont non seulement des invariants de l'équivalence 

faible mais en fait que r(T) coïncide avec 1'invariant d'Araki-Woods 

r (M) = {\,M<S>R isomorphe à M} où M = L°°(R , p,) et, de même, que p(T) = p(M) • 

En fait, il s'agit là d'une généralisation des résultats d'Araki et Woods, en ef­

fet, soient ^ v ^ v ^ v ç u u n e suite de couples (algèbre de matrice, état fidèle) 

et (X • ) • _ l a liste de valeurs propres correspondante. Alors l'algèbre 
J J — «i•••>n

v 

oo 
de von Neumann produit tensoriel infini : ® (M ,$ ) s'obtient également par 

v= 1 

la construction de Krieger à partir de l'espace et de la relation d'équivalence 

suivants : 

00 
X = n X^ où pour chaque v , X^ = {1, ... ,n̂ } 

B est la tribu engendrée par la topologie produit. 

00 
M. = n n v où (j,v(j) = \ ^ , j 6X v . 

R est la relation x = y ** x^ = pour tout i assez grand. 
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La relation R est en fait égale à RT où T est la transformation qui généra­

lise l'opération d'addition de 1 dans les entiers p - adiques : Pour calculer 

Tx on regarde la première coordonnée x_̂  de x qui n'est pas égale au maximum 

possible n^ , on la remplace par x̂ +1 et on remplace les précédentes xj>û < ^ 

par 1 . 

Il existe en fait des facteurs de Krieger i.e. de la forme L°°(R qui ne 

sont pas des produits tensoriels infinis d'algèbres de matrices. Le point 

culminant de la théorie de Krieger est le théorème suivant, démontré vers 

1973, grâce à des invariants des facteurs que nous discuterons plus bas : 

THEOREME 3. (Krieger) ([29]. - Soit ( x^B^ p^.T^) une transformation ergodigue 

(lî  quasi invariante et (X̂ ,B̂ ) borélien standard), alors T̂  est faiblement 

équivalente à T (i.e. R isomorphe à ) si et seulement si les facteurs 
1 2 

L°°(RT , p,̂ ) sont isomorphes. 
i 

VI. FACTEURS DE TYPE III^ . 

Le théorème de Radon Nikodym. 

La théorie de Tomita-Takesaki associe à tout poids fidèle $ sur une 

$ 

algèbre de von Neumann M un groupe à un paramètre d'automorphismes de M , 

le groupe d'automorphismes modulaires, défini par 

$f \ A i t : A~ i t : 

at(x) = A $ x A $ 

où A est l'opérateur modulaire, le carré du module de l'involution x-*x* 

considérée comme opérateur non borné dans l'espace L (M,$) , complété de 

(xÇM , §(x*x) <»} pour le produit scalaire <x,y> = $(y*x) . D'un autre côté, 

la théorie d'Araki et Woods associe à tout facteur M les deux invariants r et 

00 
p , rœ(M) = {\,M® Rx~M},p(M) = {X,M®R^~RX} . 
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Or pour les facteurs d'Araki et Woods un calcul direct à partir de leurs travaux 

montre les égalités suivantes : 

1) r (m) = fl Spectre A» , § état normal fidèle sur M 
00 $ 

2) p(M) = {exp(2TT/T ) , 3 § état normal fidèle sur M tel que à* = 1} . 
o 

Ces deux égalités suggèrent bien entendu les définitions suivantes, pour un 

facteur arbitraire M : 

S (m) = fl Spectre A^ $ i état normal fidèle sur M • 

T(m) = {périodes possibles de groupes dfautomorphismes modulaires de M} . 

La première question étant évidemment de savoir si les égalités = S et 

p = exp( /T) , valables pour les facteurs d'Araki et Woods restent vraies en 

général. Une question immédiatement reliée est le problème de calcul des invariants 

S et T . Les définitions ci-dessus de ces invariants montrent que pour calculer 

S et T on doit passer en revue tous les états normaux fidèles sur M et calcu­

ler leurs groupes dfautomorphismes modulaires. Or, en général, et ceci est clair 

pour les facteurs du paragraphe V, un facteur est donné avec un état ou un poids 

priviligié $ pour lequel le calcul de A^ et est facile. Le problème était 

$ 
donc posé d'étudier dans quelle mesure exactement le groupe a dépend de $ . 

La réponse complète à ce problème constitue en fait exactement la version non 

commutative du théorème de Radon Nikodym. 

THEOREME ([8]). - Soient M une algèbre de von Neumann et $ un poids fidèle sur 

M . 

a) Pour tout poids fidèle i|r sur M il existe une unique application 

continue de R dans le groupe unitaire de M muni de cj(M,M ) telle que : 
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u t + t § = u t aj(u t ?) V t,t' € R 

aj(x) = u oJ(x)u* V t € R , Vx6M 

• (x) = ( * ( u * x u t ) ) t = _ i / 2 V x€M . 

On note u = (Di|r;D$)t . 

b) Inversement, soit t""*̂  u n e application continue de R dans %( 

telle que u

t + t i =
 u

t &\ (
u

t,) , ï t.t'ÇF , alors il existe un unique poids fidèle 

i|r sur M tel que (Di|/ : D§) = u . 

Si M est commutative, M = L°°(X,B,(jl) , alors $ et i|r sont des mesures posi­

tives sur X qui sont équivalentes à p, , il existe alors une densité de Radon 

it 0 0 / \ 

Nikodym ^: X-*F+ . Les h , tÇR sont alors dans M = L (X,B,pJ et 

= (Dt|f : Dï) . 

Si M est semi-finie et 3 est une trace fidèle sur M , il existe alors des 

opérateurs positifs affiliés à M tels que $ = ï(pj.) , i|r = ï(p^.) et on a : 

/tm it -it 

La propriété cjJ(x) = û_ ô (x)u* V xÇM , montre que bien que le groupe d'auto-

morphismes modulaires change en général avec $ , sa classe modulo les automorphismes 

intérieurs ne varie pas. On peut alors se demander si elle n'est pas de toutes façons 

triviale mais un argument facile à partir du théorème ci-dessus montre que : 

T(M) = [ T Q , est un automorphisme intérieur}, 
o 

En outre un théorème de J. Dixmier et M. Takesaki (voir ([45])) montre que, en 

supposant que est de type dénombrable on a 

T(M) t̂ R « M n'est pas semi-fini. 
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On introduit alors le groupe Out M = A u t ^ //j n- t jyj d e s classes d'automorphismes de 

M modulo les automorphismes intérieurs et on obtient, associée à toute algèbre 

de von Neumann, un homomorphisme canonique de R dans Out M : 

ô(t) = Classe de (indépendante du choix de $) . 

En particulier T(M) = Noyau ô est un sous-groupe de R . En fait l'image de 

6 est même contenue dans le centre du groupe Out M • 

On peut de plus calculer T(M) à partir d'un seul poids $ fidèle sur M puisque 

il suffit de déterminer les t pour lesquels a t est un automorphisme intérieur. 

00 
Par exemple quand M est un facteur d'Araki Woods : M = ® (M , $ ) , on connaît 

v = 1 

00 00 $ 
$ V 

le groupe d'automorphismes modulaires de $ = <S> $^ , c'est a = ® . 
v = 1 v = 1 

Un calcul simple à partir de la liste des valeurs propres (X . ) . de 

$̂  montre alors que : 

oo 1 + iT 

T(M) = T S X °|) <•} . 
v = 1 j V ' J 

iT 
On en tire par exemple que ^(R^) = { T

0 ^ = 1} • 

Quand M est un facteur de Krieger, ou plus généralement quand M = L°°(r,(jl) pour 

une relation d'équivalence R (Voir paragraphe V on ne suppose pas nécessai­

rement R de la forme R ) , on vérifie également par un calcul facile que : 

T(M) = 2îT/Log p(R) OÙ p(R) est l'ensemble des X>0 pour lesquels 

il existe v — JJL telle que les dérivées de Radon Nikodym ^ ^ ( ^ appartiennent 

TL 

à X pour toute transformation borélienne S prescrivant les orbites de R , 

i.e. l'invariant p de Krieger. 
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Ce deuxième calcul montre facilement que, en général, l'égalité p(M) = exp( 2 T T/T(M)) 

n'a pas lieu. 

Les facteurs de type III • ,— A. 

Le théorème de Radon Nikodym permet de calculer l'invariant S(M) à 

partir d'un unique poids normal fidèle $ sur M . On définit le centralisateur 

M x de $ par l'égalité : 
$ 

M $ = {x€M,oJ(x) = x Y t e R} . 

Pour tout projecteur e / 0 , e Ç M_ on définit un poids fidèle $ sur l'algèbre 
$ e 

de von Neumann réduite eMe = [x Ç M, ex = xe = x] par l'égalité : 

* (x) = S(x) , V x^eMe , x^O . 

On a alors la formule : 

S (M) = PI Spectre Ax 

e f o e 

où e varie donc parmi les projecteurs non nuls de M . De plus comme e commute 
$ e * 

avec $ le calcul de a (et par conséquent du spectre de A, ) est immédiat, 
t $ 

e 

on a o^e (x) = â (x) , V x € eMe . Ainsi la formule ci-dessus permet de calculer, 

par exemple, S (M) pour M = L°°(R,p,) , on obtient l'égalité : 
S (M) = r(R) 

où r est l'invariant défini par Krieger comme ensemble des valeurs essentielles 

des dérivées de Radon Nikodym. En général, donc, S(M) ̂ r (M) . En outre on a une 
00 

interprétation beaucoup plus satisfaisante de S(M) comme spectre de 1'homomorphisme 

modulaire 6 • 
Supposons que le prédual M^ est de type dênombrable, alors un groupe à un 
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paramètre (et ) ^ ̂  d ' automorphismes de M est de la forme a. , pour un poids 
t t t F t 

fidèle $ sur M , si et seulement si la classe t(ot^) de ct^ dans Out M est 

égale à ô(t) pour tout t . Dit en d'autres termes cela signifie que l'ensemble 

de tous les groupes d'automorphismes modulaires de poids fidèles sur M constitue 

exactement l'ensemble des sections borêliennes multiplicatives de 6 • 

Pour tout poids fidèle $ le spectre de A^ s'identifie au spectre de a au 

sens suivant : Spectre = {XÇ Groupe dual de F, f(\) = 0 pour toute 

fÇL1(F) telle que J f(t)a* dt = 0} . 

(On peut aussi définir le spectre de a à partir des supports des distributions 

transformées de Fourier des t-*ô (x) , on obtient ainsi des distributions à 

valeurs dans M et Spectre a est la fermeture de la réunion des supports des 

(a$(x))A) . 

* 
Notons également que dans la formule ci-dessus on identifie F + avec le groupe 

it * 
dual de F par l'égalité <\,t>= X , XGF et tÇP , l'égalité précise est 

* $ 
alors SpA$ H F + = Spectre a 

On a donc F DS(M) = 0 Spectre ot, et cette formule montre alors que 
+ e o a = ô 

F + n s ( M ; est, quand M est un facteur, un sous-groupe de F + . De plus 

OÇS(M) « M est de type III et on a les cas suivants : 

IIIo S(M) = {0,1} 

IIIX , X€]0,1[ : S (M) = X ZU{0} 

III-, S (M) = [0, + œ[ . 

En un certain sens le X ci-dessus exprime la distance entre M et les facteurs 
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semi-finis, en fait X est relié de manière monotone et biunivoque à une grandeur 

qui mesure l'obstruction à l'existence d'une trace sur M : 

d(M) = diamètre /intM 

où S désigne l'espace métrique (avec la distance d($^,$^) = ||$̂ -$2||) des états 

normaux sur M et ou Int M agit sur a par $-»u$u , u unitaire de M • Pour 

M de type o n a d(M) = 0 (voir [10]) de sorte que l'on ne peut distinguer 

deux états d'un facteur de type III^ par une propriété fermée et invariante par 

les automorphismes intérieurs. Citons maintenant une autre interprétation de S (M) 

d'un point de vue heuristique. Revenons d'abord à l'origine de la terminologie 

"automorphismes modulaires". Le premier exemple d'algèbre hilbertienne à gauche 

est l'algèbre de convolution des fonctions continues à support compact sur un 

groupe localement compact G . Soit dg une mesure de Haar à gauche sur G , le 

* 
module du groupe est alors 1'homomorphisme ôn de G dans R associé à l'action 

G + 
de G à droite sur dg. De plus l'opérateur modulaire de l'algèbre hilbertienne 

à gauche est l'opérateur de multiplication par la fonction ôn dans l'espace 
G 

L (G,dg) , de sorte que son spectre est la fermeture de l'image de ôn . On peut 

alors, toujours d'un point de vue heuristique interpréter pour un facteur M , 

l'invariant S(M) comme "l'image du module de M" . 

Les facteurs de type III. , \€]0,1[ sont caractérisés par l'égalité 

A. 

S (M) = X U{0} ; or c'est un exercice facile de voir que si G est un groupe 

7L 

localement compact et l'image du module 6 N de G est X , G est le produit 
G 

semi-<Lirect d'un groupe unimodulaire : H = Noyau ôn par un automorphisme 
G 

û' Ç Aut H qui multiplie par X toute mesure de Haar sur H . Inversement tout 

couple (H,qO , H unimodulaire et ot multipliant toute mesure de Haar sur H par 

X donne par produit semi-direct un groupe localement compact G = H x2 et 

A 

6G(G) = X21 . 

L'analogie se prolonge par le théorème suivant : 
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THEOREME 2 . [ 8 ] . - Soit X 6 ] 0 , 1 [ . 

a) Soit M un facteur de type III., il existe un facteur N de type 

II et 9€AutN multipliant toute trace de N par X (on écrit alors mod 9 = X) 

tels que M soit isomorphe au produit croisé de N par 9 . 

b) Soient N un facteur de type II , et 9 € Aut N avec mod 9 = X , le 

produit croisé de N par 9 est alors un facteur de type III • 

c) Deux couples (N^,9^) , i = 1,2 donnent des facteurs isomorphes si 

et seulement si il existe un isomorphisme a de N^ sur N^ tel que les classes 

de oQ^o et 9^ , modulo les automorphismes intérieurs de , soient les 

mêmes. 

Avant dêtudier les implications de ce théorème sur le problème de classification 

des facteurs, notons quelques précisions importantes quant à la théorie générale 

des facteurs de type III. • La notion de trace est remplacée par la suivante : 
X 

DEFINITION 3. - Une trace généralisée $ sur un facteur M de type III \ 

X € ] 0 , 1 [ , est un poids fidèle $ tel que SpA$ = S(M) et_ = + » . 

On démontre ([8]) l'existence de traces généralisées sur M en étudiant les rela­

tions entre les invariantes T(M) et S(M) et en montrant que sauf quand 

S (M) = { 0 , 1 } , l'invariant T(M) est déterminé par S(M) . (Alors que, dans le 

cas III0 > T(M) peut être n'importe quel sous-groupe dênombrable, non nécessaire­

ment fermé, de R ) . 

De plus on a le résultat d'unicité suivant : si $̂  et $̂  sont deux traces 

généralisées sur M il existe un automorphisme intérieur ot tel que $̂  soit 

proportionnelle à $ 0 a • 
1 

L'algèbre de von Neumann de type II , N du théorème n'est autre que le centra-
00 

lisateur M^ d'une trace généralisée $ ; sa position dans M est unique aux 
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automorphismes intérieurs près et on peut la caractériser comme sous-algèbre semi-

finie maximale ([8]). 

Le théorème 2 montre que le problème de classification des facteurs de type III^ 

se ramène à : 

1) Classifier les facteurs de type II 
00 

2) Etant donné un facteur N de type 11^ , déterminer dans Out N = 

Aut N^/jnt ̂  les classes de conjuguaison de 9 tels que mod 9 = X . 

Ce sont ces deux problèmes qui sont les motivations principales pour les paragraphes 

VII, VIII ci-dessous, le problème 2) étant englobé dans la théorie ergodique non 

commutative. 

VII. THEORIE ERGODIQUE NON COMMUTATIVE. 

Soient (x,B,p,) un espace borêlien standard muni d'une mesure de pro­

babilité JJL , et T une transformation borélienne de (X,B) laissant (ji inva­

riante. Soient M = L°°(x,B,|jb) et $ l'état associé à , alors T détermine 

un automorphisme de M qui préserve $ , par l'égalité : 

9(f) = f o T"1 . 

Inversement tout automorphisme de M préservant $ est obtenu de cette manière. 

Ainsi la théorie ergodique classique est-elle, après traduction, la même chose 

que l'étude à conjuguaison près des automorphismes de M qui fixent $ • Une des 

raisons d'être de cette théorie est en fait que tous les triplets (X,B,p,) 

(et par conséquent tous les couples (M,$)) avec ji({x}) = O V xÇX , sont iso­

morphes ). Ainsi à chaque construction différente d'un tel triplet va correspondre 

une famille d'automorphismes de (X, B, p.) et il s'agit de les comparer. De même, 

dans le cadre de l'intégration non commutative. il existe de nombreuses constructions 
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différentes du facteur hyperfini R , par exemple comme représentation régulière 

d'un groupe discret localement fini (voir le paragraphe i), comme produit tensoriel 

infini des couples (M ( c ) , ^ ) où 0" est la trace normalisée par 3 ( l ) = 1 , r 4 n 4 n n n 

ou encore à partir du théorème de H. Dye (paragraphe v) • A chacune de ces 

constructions correspondent des automorphismes de R . En fait on peut aussi 

construire R à partir des relations d'anticommutation canoniques sur un espace 

hilbertien réel E et obtenir ainsi un homomorphisme injectif du groupe ortho­

gonal de E dans Aut R • Il en résulte que Out R contient en fait tout groupe 

localement compact de type dênombrable. 

Bien entendu on ne veut pas distinguer deux automorphismes de R de la forme 

0 et оба où a Ç Aut R . Adoptons les définitions générales suivantes : 

DEFINITION 1. - Soient M une algèbre de von Neumann, et 9̂ , 9̂ 6 Aut M deux auto-

morphismes de M . 

a) On dit que 9̂  et 9̂  sont conjugués quand il existe aÇ AutM tel 

que 0̂  = об а -— 2 1 
b) On dit que 9̂  et 9̂  sont extérieurement conjugués quand il existe 

-1 
G Ç Aut M tel que 9Л = сг9„а modulo Int M • — — 2 — 2 1 

Quand M est commutative les deux définitions coïncident car Int M = {i} . Dans le 

cas général on a deux problèmes : conjuguaison et conjuguaison extérieure. 

Commençons par citer deux résultats qui étendent au cas non commutatif des résultats 

importants de théorie ergodique classique, nous discuterons plus loin les phéno­

mènes spécifiquement non commutatifs, le lecteur intéressé uniquement aux auto­

morphismes de R peut se Reporter directement au théorème 8 ci-dessous. 

Le théorème de Rokhlin. 

Soient (x,B,[i) un espace borélien standard probabilisê et T une 

transformation borélienne de (Х,в) préservant p, . Il existe alors une partition 
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00 
essentiellement "unique de X , X = U X. , où chaque X. est invariant par T 

i = 1 

et où : 

pour i>0 , la restriction de T à X̂  est périodique de période i avec : 

Card{TJx] = i V xÇ X i 

pour i = 0 , la restriction de T à X q est apériodique, i.e. 

CardfTJx] = oo y xe X . L o 

Le théorème de Rokhlin s'énonce alors ainsi : soit T une transformation apério­

dique de (x,B,|j,) , pour tout e>0 et tout n>0 il existe un borélien ECX , 

tel que E,TE,...,T (e) soient deux à deux disjoints et 

n - 1 
p,(x\ U TJE) <e . 

j = o 

Soient alors (N,ît) un couple (algèbre de von Neumann, trace fidèle normalisée 

3*(i) = 1) et 9 un automorphisme de N préservant î • Il existe alors une 

00 
partition de l'unité dans N , E e. = 1 , où chaque e. est un projecteur du 

j = o J J 

centre de N invariant par 9 et où : 

- pour j >0 , la restriction de 9 à l'algèbre de von Neumann réduite N 
e. 
J 

vérifie : 9̂  est intérieur et pour k<j et tout projecteur e^e.,e^0 , il 
3 

existe un projecteur f ̂  0 , f ̂  e tel que 

- pour j = 0 , .la restriction de 9 à l'algèbre de von Neumann N est 

o 

apériodique : pour tout k>0 , tout projecteur non nul e ^ e

Q

 e t tout e>0 , 

il existe un projecteur f ̂ 0 , f ̂ e avec : 
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| | £ 9 k ( f ) | | ^ e . 

Comme dans le cas commutatif cette décomposition est unique. On dit que 0 est 

apériodique quand e = 1 • 

THEOREME 2 [12]. - Soient (N,30 un couple (algèbre de von Neumann, trace fidèle 

normalisée) et 8 un automorphisme apériodique de N préservant H . Pour tout 

n - 1 
entier n>0 et tout e>0 , il existe une partition de l'unité S E. = 1 

' L l 

dans N , où les E. sont des projecteurs, telle que : 
___________ J _____________________________________________________________ 

\\6(E.) "E j + 1||2^£ j = 0,1,...,n-1 (E n=E Q) . 

2 — 

Ici, comme dans le premier paragraphe on pose, pour xÇN,||x|| = (U( | x ( )) 2 . 

L'entropie (voir 

Soient (x,B,p,T) comme ci-dessus et p une partition borêlienne de 
X , on appelle entropie de P relative à T un scalaire h(T9p) qui compte 

1 

asymptotîquement — fois le logarithme du nombre d'éléments dans la partition 

composée de P,TP,... ,T n~ 1 P : 

h(T,p) = lim ^ ft(PVTPV...VTn~1 p) 

où h(Q) , pour une partition Q = (q.). c r-l v-> , est £ T](N(q.)) 
J J t [ h • • • , jc j: j 

T](t) =-tLogt , V tG[0,l] . 

On définit alors l'entropie de T comme le sup des ,̂ (T,p) . C'est un invariant cal­

culable grâce au théorème de Kolmogoroff-Sinai : on a ^(T)=^(T,p) pour toute parti­

tion P pour laquelle les T̂ P engendrent la tribu B . En particulier l'entropie 

d'un shift de Bernouilli : la translation de 1 dans II (x ,ll ) où tous les 
v v 

v£7L 
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sont égaux à {1, • • • , p} et tous les JJL̂  à la même mesure j€{l,...,p}~>Xj , 

P 
on obtient h(T) = S T)(\.) . 

1 J 

Or les shifts de Bernouilli ont un analogue dans le cas non commutatif, prenons 

le plus simple qui est associé à un entier p • On considère le produit tensoriel 
infini ® (M , $ ) où pour tout v on a M = M (c) , algèbre des matrices 

v v r v p v 

p X p , et $ = Trace normalisée. Le shif t S donne alors un automorphisme v p r 

du couple (R,ï) OÙ R est le facteur hyperfini et ¡1 sa trace normalisée. On 

peut alors poser la question : Les sont-ils deux à deux conjugués. Ce problème 

nous a conduit avec E. St/rmer à la généralisation suivante de l'entropie et du 

théorème de Kolmogoroff-Sinai, qui a permis de distinguer les Ŝ  à conjugaison 

près : 

Le rôle des partitions finies Q = (q.) de l'expace X est joué par les sous-
3 

algèbres de dimension finie KcM où M désigne l'algèbre de von Neumann. On 

définit une fonction H(K . . . . , K ) , où K . . . . , K varient parmi les sous-algèbres 
V 1 n 1 n r 

de dimension finies de M , qui joue le rôle de h(P^ V... V P̂ ) . Les propriétés 

de cette fonction sont établies grâce aux inégalités de E. Lieb concernant l'informa­

tion non commutative s(x|y) = 3"(x(Log x -Log y)) où x,y€M et est la trace 

normalisée. On définit H(9 ,K) = lom H ( K , 9 ( K ) , 0 2 ( K ) , . . . , 0 N " 1 (k)) et 

n ->co 
H(G) = Sup H ( 9 , K) • L'analogue du théorème de Kolmogoroff-Sinai montre alors 

K 

que H( Sp) = L o9P c e suffit à distinguer les shifts. 

Mais passons maintenant aux phénomènes spécifiquement non commutatifs ; nous ver­

rons par exemple que tous les Ŝ  sont extérieurement conjugués. 

Automorphismes approximativement intérieurs. 

Soient M une algèbre de von Neumann et M^ son prêdual. L'action de 

AutM sur .M , muni de la topologie normique, est êquicontinue ; il en résulte 
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que la topologie de la convergence simple normique dans M_̂  fait de Aut M un 

groupe topologique. 

Dans la suite quand nous parlerons de AutM comme groupe topologique nous ferons 

toujours référence à celle-ci. Pour s'assurer que c'est la bonne structure sur 

Aut M il suffit de noter que si est de type dénombrable le groupe Aut M 

est alors Polonais. 

En général le groupe Int McAut M n'est pas fermé, par exemple pour le facteur 

hyperfini R on a Int R = Aut R . Plus précisément pour que Int M soit fermé 

dans Aut M , en supposant M fini, il faut et il suffit que M ne possède pas la 

propriété r du premier paragraphe (cf [7] et [40]). 

Quand M est un facteur de type 11^ les automorphismes approximativement inté­

rieurs de M sont caractérisés par l'équivalence suivante : 

THEOREME 3 [9]. - Soit N un facteur de type 11^ , à prédual de type dénombrable, 

agissant dans l'espace hilbertien h = L (N,ir) OÙ désigne la trace normali­

sée de N . Soit 0Ç AutN , les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) 0 € IntN , i.e. est approximativement intérieur. 

n n 
b) || S 9(ai) b J ^ H E a.b.|| pour a.,...,anÇN et b 1 >... lb n6N

t = 

i = 1 i = 1 

commutant de N . 

La condition b) montre qu'il existe alors un automorphisme a de l'algèbre 

stellaire C (N N') engendrée par N et N' , tel que c*(a) = 0(a) V aÇN 

et <*(b) = b V b €N' . 

COROLLAIRE 4. - Soient (N. ) . „ ' des facteurs de type II à prédual de type 
v i i = 1, 2 1 — —in­

dénombrable et (0.). „ rs des automorphismes de N. , alors : 
v il = 1,2 i ' 

9̂ <8>02 approximativement intérieur » 0̂  et 0̂  approximativement intérieurs. 
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Automorphismes centralement triviaux. 

Soient N un facteur de type II à prêdual séparable, 3T sa trace 

normalisée et 9 un automorphisme approximativement intérieur de N : 0ÇIntN . 

Il existe une suite d'unitaires de N : ( u

k) kç ] N telle que pour tout xÇN on ait : 

9(x) = lim u^xu^ 
k -*« 

2 2 ~ pour la topologie de L (N,30 : ||x-y|| = (îT|x-y| ) 2 . 

On traduit cette propriété sous forme d'une égalité : 

9(x) = u x u * V x € N 

en introduisant une algèbre de von Neumann contenant N de la manière suivante : 

DEFINITION 5. - Pour tout ultrafiltre , soit N œ l'ultraproduit 
Ci) 0 0 / \ / \ N = algèbre de von Neumann i (-N,N) quotientêe par l'idéal des suites ^ x

n ^ n ç ] ^ 

telles que lim H ^ J ^ = 0 • 
n ->U> 

On démontre que cet ultraproduit est une algèbre de von Neumann finie (cf [17],[48]) 

. 00 00 v 

bien que, en général l'idéal bilatère mentionné ne soit pas a{A , l^) ferme. 

De plus N se plonge canoniquement dans l'ultraproduit N en associant à 

xÇN la suite constante (x) „_ . La suite d'unitaires (u. )_ définit un 

v nÇI v k kÇM 

unitaire u Ç N^ et on a bien entendu 9(x) = uxu*, pour tout xÇN . Cette éga­

lité détermine u de manière unique modulo le groupe unitaire d'une sous-algèbre 

de von Neumann de N^ qui joue un rôle crucial dans la suite : 

DEFINITION 6. - Soient N et eu comme ci-dessus, on appelle centralisateur 
(I) 

asymptotique de N en ou le commutant de N dans N : 

N^ = {yGN^ , yx = xy V x€N} . 
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La construction de est fonctorielle de sorte que chaque automorphisme 9 de 

N définit un automorphisme 9 de N 
CD (D 

Soient alors comme ci-dessus 9 € Int N et u £ -unitaire tel que : 

9(x) = u x u* VxÇN . 

La question est : peut-on choisir u tel que 9C1)(u) = u . 

On peut multiplier u par un unitaire v de sans changer l'égalité 

9(x) = uxu* , xÇN , il s'agit donc, en posant w = u^9Cl)(u) de trouver v Ç , 

avec v 9 (v) = u . Par construction w est un unitaire de N et il s'agit 
UT (D 

donc de caractériser les unitaires de N de la forme v 9 (v) , vÇN .Le thêo-
CD CD (D 

rème deRokhlinde théorie ergodique non commutative donne une réponse complète 

à ce problème sous la forme : 

1) La partition de l'unité du centre de associée à 1'automorphisme 
k 

9 de N est formée d'un unique e. = 1 et 9 est extérieur pour k<i et 
(D (D J (D 
égal à 1 pour k = j . 

2) Pour qu'un unitaire wÇN soit de la forme v*9 (v),v£N il faut 
0) CD U) 

et il suffit que w9 (w) •. • 9J " 1 (w) = 1 . 
0) 0) 

De plus -l'entier j ne dépend que de 9 et non du choix de O)Ç g i \ E on le 

note p (9) = période asymptotique de 9 . C'est la période de 9 modulo le sous-
à 

groupe normal CtN de AutN des automorphismes de N qui sont centralement  

triviaux au sens suivant : 

9€CtN ssi 9^ = 1 (pour un d)Çgl/l ou de manière équivalente 

pour tout u>€P3N/w) . 
Revenons après cette définition au problème ci-dessus, il s'agit donc de savoir 

si avec j = p (e) et w = u^9U>(u) , on a w9 (w) •.. 9̂  "~1 (w) = 1 • Cela revient 
a ( D U ) 
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à savoir si (9aî)v^(u) = u • Or la période de 9^ est la même que celle de 9 et 

il s'agit de la comparer avec p (9) , on a : 
a 

P 
9 = 1 1 9 € Int N => a(u ) ^ „T unitaires de N tels que 

v n n Ç H 

9(u ) -u > 0 , 9(x) = lim u xu V xÇN • 
v n n > \ ' n n 

n ~* 00 n -~*00 

En particulier si p = 0 la condition est satisfaite. r ra 

C'est là la motivation principale pour chercher à déterminer en général le groupe 

CtN . Le théorème suivant se déduit de [9]. 

THEOREME 7. - Soient N un facteur de type II , à prédual de type dénombrable, 

2 2 agissant dans h = L (N,?) et 9 € Aut N , U l'unitaire de L (N,ï) associé à 

9 (la construction de L est fonctorielle). Soient p = p (9) la période 

asymptotique de 9 et \ÇC,|X| = 1 • Alors, pour que XP = 1 , il faut et il 

suffit qu'il existe un automorphisme cy de l'algèbre stellaire engendrée par 

• — • A -—• 
N ,N ' et U tel que : 

Of.(u) = AU , a. (A) = A V A€C*(N,N') . 
A. A. 

Pour N = R le facteur hyperfini on a CtR= Int R . Le théorème ci-dessus montre 

également que 0 ® 9^ G Ct (N̂  0N^) si et seulement si 9̂  et 9^ sont centrale-

ment triviaux. Une autre caractérisât ion intéressante de CtN , pour N facteur 

de type II tel que e(lntN) soit non commutatif, où e désigne l'application 

quotient : Aut N -» Out N , est la suivante : ( [ 12 ] ) . 

e(CtN) est le commutant de e(lntN) dans Out N . 

(il suffit de connaître e(CtN) pour connaître CtN car on a toujours 

Int N c Ct N) . 
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L'obstruction Y(8) • 

Soient M un facteur et 9 6 Aut M . Soit P (6) £ IN la période de 6 

modulo les automorphismes intérieurs : 

9J € IntM« j €P Q2Z . 

C'est un invariant de conjuguaison extérieure de 9 , supposons p ^ 0 , et 
P q 

cherchons 9' extérieurement conjugué à 9 tel que 9' = 1 . On a un homo-

2Z 

morphisme de / P q ^ dans Out M et il s'agit de le relever dans Aut M . Comme 

le centre du groupe unitaire 1( de M est égal au tore T = fz€ C, |z| = 1} , 

l'obstruction associée à ce problème est un élément de H ( /p Z , T ) , où l'action 

de / P o ^
 s u r ^ e s t "triviale. Cette obstruction y(Q) est en fait la racine 

P q - ième de 1 dans C caractérisée par l'égalité : 
p ^ 

uGty, 9 °(x) = uxu V x€M => 9(u) = yu . 

Le point important est alors l'existence d'automorphismes 9 , de facteurs comme 

le facteur hyperfini, dont l'obstruction y(d) est ^ 1 • On peut se convaincre 

facilement de cette existence par l'exemple suivant : partons de (X,B,(ji,(F ) r n) 
t t c JR 

où (X,B,[JL) est un espace borêlien standard probabilisê et où (F. ) . r D est 
t t c n 

un, groupe à un paramètre (borélien) de transformations boréliennes préservant la 

mesure JJ, • Supposons que chaque F , t 0 est ergodique (par exemple on peut 

prendre un flot de Bernouilli ([38])). Alors le produit croisé R de L°0(x,B,(i) 

par 1'automorphisme associé à F est le facteur hyperfini. L'algèbre de von 

Neumann L°°(x,B,pO est contenue dans R et l'unitaire UÇR correspondant à 

F„ vérifie : 
1 

U f / = foF l V f €L°°(X,B,M<) 

LC°(X,B,[JL) et U engendrent R . 
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Comme , t £ R , commute avec , il définit un automorphisme 9̂  de R tel 

que 9 (u) = U et 9t(f) = f ° F t , f € L°°(x,B, p,) . De plus pour chaque nombre 

complexe X de module 1 , on définit un automorphisme a. de R tel que 
A. 

a,(f) = f V f £ L°°(x,B, p,) et CT.(U) = XU . Par construction les 9 et les a 
A. A. 

commutent entre eux et 9 x = UxU V xÇR . Posons ot = 9̂  a où pÇH 
1 1 y 

P 

alors = 9^0 de sorte que si yP = 1 on a cyP(x) = UxU* VxÇR et 

Qf(u) = yU • On en déduit que Y 0(^) = P
 e t Ç U E Y(&) = Y • 

Ce qui est intéressant dans cet invariant y(d) c'est que c'est un nombre complexe 
c 

en général non réel, en particulier si on fait agir 9 non sur M mais sur M , 

le facteur obtenu en remplaçant Xx , X€C xÇM par Xx , on obtient y(Q°) = y(ô) • 

En fait c'est le premier invariant qui soit sensible à 1 'automorphisme z -> z de 

C sur R et c'est celui qui permet de construire un facteur (de type III ou 

de type 11^ ([6])) non antiisomorphe à lui-même (voir paragraphe 1, l'algèbre 
c o ^ 
M est isomorphe à M pour l'opération x-»x ) • 

La liste des automorphismes de R à conjuguaison extérieure près. 

Pour le facteur hyperfini R , on a Int R = Aut R et CtR= Int R . 

En particulier p (9) = p (9) V 9 € Aut R . On dispose donc de deux invariants de 

à O 

conjuguaison extérieure, l'entier PQ(9) et la racine p Q - ième de 1 , y(B) , 

égale à 1 si PQ(6) =
 0 • 

On a vu d'autre part l'existence d'un automorphisme de R ayant un couple (PQ,Y) 

d'invariants, donné à priori. 

THEOREME 8 ([12]). - Soient 0 et deux automorphismes de R . Alors 9̂  

et 9̂  sont extérieurement conjugués si et seulement si : 

P Q(e 1) = P o (e 2 ) , y C e ^ = v(e 2 ) . 
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Pour = p / 0 et Y ^ C , Y P = ' l » i l existe en fait un automorphisme ŝ  , 

unique à conjuguaison près, de R , ayant pour invariants PQ(s^) = p et 

y(s^) = v et dont la période soit la plus petite compatible avec ces conditions 
p 

c 'est-̂ à-dire égale à p ordre de y . 

En particulier, toutes les symétries extérieures de R, 9 € Aut R , 9 = 1 , 9 ̂  Int R 

sont deux à deux conjuguées. La réalisation la plus simple de la symétrie ŝ  

consiste à prendre 1 1 automorphisme de R<S>R qui transforme x®y en y<S>x , 

pour tous x,y Ç R . 

Pour p = 0 , il existe à conjuguaison extérieure près un seul automorphisme 

apériodique 9ÇAutR(i.e. avec Pq(Q) = °) «En particulier tous les shifts de 

Bernouilli bien que distingués à conjuguaison près par l'entropie, sont extérieure­

ment conjugués. 

COROLLAIRE 9. - Le groupe OutR est un groupe simple ayant un nombre dénombrable 

de classes de conjuguaison. 

En fait on a un résultat plus général que le théorème ci-dessus, qui montre exacte­

ment le rôle joué par les égalités Int R = Aut R et CtR= Int R . D'abord on 

démontre pour tout facteur M à prédual de type dénombrable l'équivalence 

entre : 

Int M //j n t ̂  est non commutatif >̂ M isomorphe à M<8>R . 

Soit alors 9 € Int M , pour que 9 soit extérieurement conjugué à 1 ' automorphisme 

1<S>ŝ  de M®"R , pour p et y convenables, il faut et il suffit que PQ(9) = Pa(9) . 

En outre, pour que 9 € Aut M soit extérieurement conjugué à 9® s € Aut M<8>R il 

q 
faut et il suffit que q divise la période asymptotique p (9) . En particulier 

a 
tout automorphisme 9 de M est conjugué extérieurement à 9® 1 . 

Ces résultats montrent l'intérêt de l'invariant y(m) = I n t M M

 n o u s a i l o n s 

*v Int M ' 
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les appliquer au facteur d'Araki Woods de type II . 

Automorphismes du facteur d'Araki Woods R „ de type II 

£ 0,1 J-J— œ 
Le produit tensoriel R q ^ du facteur hyperfini R par un facteur de 

type 1 ^ est l'unique facteur d'Araki Woods de type II (voir [2 ] ) . Rappelons 

que pour tout automorphisme 9 d'un facteur de type 1 1 ^ noté N on pose 

mod 9 = unique X € R tel que IT o 0 = X3 pour toute trace sur N . Pour N = R 

+ o,1 
on a : 

Int R = Noyau de mod = [9,mod(9) = 1 } . o, i 

De plus CtR = Int R • On en déduit : 0,1 o,1 

THEOREME 10. ( [12 ] ) . - a) Soient 9 et 9 deux automorphismes de R tels, 
—_ 1 ^ _________________________________________ 0,1 

pour que 9̂  soit extérieurement conjugué à 9^ il faut et il suffit que 

mod 9 ^ mod92 ?Q(Q^) = P Q(Q 2) YC©-,) = Y ^ ) • 

b) Les relations suivantes sont les seules entre mod, p ro 

et y : 

mod 9 ^ 1 = * P O = 0 , Y = 1 ; P o = 0 = > Y = 1 • 

Alors que le cas mod 9 = 1 se réduit au cas traité ci-dessus, pour tout , 

il résulte de [ 1 3 ] et du a) du théorème ci-dessus que tous les automorphismes 

9 6 Aut R q ^ avec mod 9 = X sont conjugués (et non seulement extérieurement conju­

gués). C'est là un phénomène remarquable, en effet on peut décrire, pour X entier, 

la nature de 9 avec précision comme un shift sur un produit tensoriel infini 

d'algèbres de matrices X x X . 

Ainsi, dès que mod 9 = X , il existe une algèbre de matrice X x X dans R 
o, 1 

notons la ICR telle que : o, 1 H 
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1) Les 0^(K) commutent deux à deux, 

2) Les 0 J(K) engendrent l'algèbre de von Neumann R 
o, \ 

Et cette propriété reste vraie chaque fois que l'on multiplie 9 par un auto-

morphisme de module 1 . 

En fin de compte, nous avons atteint la réponse au problème 2 du paragraphe 

sur les facteurs de type III^ et nous pouvons conclure que pour chaque X€]0,1[ 

il y a un seul facteur de type dont le facteur de type 11^ associé est 

R • On vérifie directement pour le facteur R de Powers que le facteur de 
0,1 A. 

type II associé est R . Cela montre l'intérêt du sous-problème suivant r 00 0,1 

du problème 1 du paragraphe des III : caractériser le facteur R parmi 
A O , \ 

les facteurs de type II , on adopte la définition suivante : 

DEFINITION 11. - Une algèbre de von Neumann M à prédual de type dénombrable est 

dite approximativement de dimension finie si elle est engendrée par une suite crois­

sante de sous-algèbres de dimension finie. 

(On peut aussi (voir [20]) de manière équivalente demander l'approximation de 

toute partie finie de M par une sous-algèbre de dimension finie). 

Il est immédiat que R et plus généralement tout facteur d'Araki Woods et 

0,1 

même de Krieger est approximativement de dimension finie. 

On peut alors reformuler le problème ci-dessus comme : 

PROBLEME 3. - R Q ^ est-il le seul facteur de type 11^ qui soit approximative­

ment de dimension finie. 

Ce problème revient à savoir si le commutant d'un facteur ayant cette propriété 

d'approximation l'a aussi. Vers 1967 V.Ya Golodets proposait une démonstration, 

malheureusement elle contenait une erreur irréparable. Cependant dans un autre 

article, le même Golodets utilisait son résultat pour en déduire qu'un produit 

croisé par un groupe commutatif n'affecte pas la propriété d'approximation ci-dessus. 
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Bien que bâtis sur une hypothèse non démontrée, ses raisonnements montraient 

cependant (cf [23]) que si un facteur M de type III est approximativement 
Y 

de dimension finie, il en est de même du facteur de type II associe. Ceci 
r 00 

renforçait donc considérablement l'intérêt du problème ci-dessus. 

Pour clore ce paragraphe signalons que quand on ne suppose plus que le facteur de 

type II œ , N , est isomorphe à R q ^ il y a en général pour X6]0,1[. une infi­

nité de classes de conjuguaison dans OutN , d*automorphismes 9 de module X 

(cf [7] et [36]), à chacune de ces classes va correspondre un facteur de type 

III. et les facteurs correspondant seront deux à deux non isomorphes. 

A. 

VIII. LES ALGEBRES DE VON NEUMANN MQYENNABLES. 

Nous passons en revue dans ce paragraphe les propriétés reliées à 

l'approximation d'une algèbre de von Neumann M par des algèbres de dimension 

finie. Nous verrons ci-dessous qu'elles définissent en fait toutes la même classe 

d'algèbre de von Neumann. 

Approximation par des algèbres de dimension finie. 

Par définition une algèbre de von Neumann M est approximativement de 

dimension finie quand elle est engendrée par une suite croissante de sous-algèbres 

de dimension finie. 

Une raison importante de l'intérêt de cette classe est le résultat suivant dû 

à 0. Maréchal, basé sur la démonstration du théorème de Glimm. 

THEOREME 1 . (0. Maréchal [30]). Soit A une algèbre stellaire de type dênombrable 

non postliminaire. Alors pour toute algèbre de von Neumann approximativement de 

dimension finie M , sans trace finie non nulle, il existe un état § € A , tel 

que l'algèbre de von Neumann engendrée par TT^(A) (paragraphe III ) soit iso-
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Ainsi une théorie de l'intégration non commutative qui ne se limite pas aux 

algèbres stellaires postliminaires, c'est-à-dire aux algèbres de von Neumann de 

type I, voit apparaître nécessairement toutes les algèbres de von Neumann qui sont 

approximativement de dimension finie. 

Inversement, pour l'algèbre stellaire A produit tensoriel infini d'algèbres de 

matrices 2X2 , il est immédiat que toutes les algèbres de von Neumann engendrées 

par A sont approximativement de dimension finie. 

Les propriétés P de Schwartz, E de Hakeda et Tomiyama et 1'injectivité. 

Avant 1963, on avait seulement deux exemples de facteurs de type II , 

non isomorphes (à prédual de type dénombrable bien entendu). Ainsi la propriété 

T distinguait le facteur hyperfini R du facteur Z engendré par la représenta­

tion régulière du groupe libre à 2 générateurs. En 1963, J.T. Schwartz intro­

duisit une propriété permettant de distinguer R de Z <S> R qui tous deux ont 

la propriété T • 

Cette propriété P de R est basée sur la moyennabilitê d'un groupe localement 

fini. En fait J. Schwartz montrait que pour G discret il y a équivalence entre : 

1) G est moyennable i.e. il existe -un état $ invariant par transla­

tions sur I (G) . 

2) M = R(\Ç) agissant dans H = I (G) a la propriété P suivante : 

Pour tout T Ç Z(H) il existe un élément de M dans l'enveloppe convexe 

O(Z(H) , Z(H)^) fermée des uTu* , u unitaire de M' . En outre, il construisait 

pour toute algèbre de von Neumann dans H vérifiant 2 ) une projection linéaire 

de norme 1 de Z(H) sur M , vérifiant P(aTb) = aP(T)b , V a,bÇM, T Ç Z(H) . 

On vérifie directement que toute algèbre de von Neumann approximativement de di­

mension finie vérifie la propriété P de Schwartz. 

Un résultat remarquable de J. Tomiyama montre que pour toute projection P de 

norme 1 d'une algèbre de von Neumann N sur une sous-algèbre de von Neumann M 
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on a automatiquement : (cf [47]) 

P(aTb) = aP(T)b ¥ a,bÇM , TÇN . 

Dans [25] Hakeda et Tomiyama définissaient une propriété en apparence plus faible 

que la propriété P de Schwartz : 

DEFINITION 2. - Une algèbre de von Neumann M dans l'espace hilbertien h a la 

propriété E si il existe une projection de norme 1 de l'espace de Banach 

Z(h) sur l'espace de Banach Me JE (fa,) • 

Bien sûr P=>E , de plus le théorème mentionné ci-dessus de Tomiyama montrait que 

E joue le même rôle que P pour caractériser la moyennabilitê de G discret par 

une propriété de R(Xn) . De plus la propriété E ne dépend pas de l'espace 

hilbertien fa dans lequel M agit et elle caractérise, grâce à un théorème de 

W. Arveson ([3]) les objets injectifs de la catégorie (algèbres de von Neumann, 

applications complètement positives). C'est pourquoi les algèbres de von Neumann 

vérifiant la propriété E sont aussi appelées injectives. 

L'intérêt de la propriété E n'est pas descriptif : elle dit très peu en appa­

rence sur l'algèbre de von Neumann M , mais d'un autre côté elle a des propriétés 

remarquables de stabilité : 

1) Soit M une algèbre de von Neumann injective opérant dans l'espace 

hilbertien fa , alors le commutant M* de M est injectif. 

2) Soit (M ) s- _ une famille filtrante décroissante d'algèbres de 

von Neumann injectives alors f! M est injective. 

3) Soit (M ) _ _. une famille filtrante croissante d'algèbres de von 

Neumann injectives, alors la fermeture de U M l'est aussi. 
a € I 

4) Soit M une algèbre de von Neumann à prêdual de type dênombrable 
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et M = J M(t)d|j,(t) une désintégration de M en facteurs M(t) , alors M est 
X 

injective <=> M(t) est injectif pour presque tout tÇX • 

5) Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-algèbre de 

von Neumann et Q un sous-groupe du normalisateur de N dans M , on suppose 

que N et Q engendrent M que N est injective et Q, moyennable comme groupe 

discret, alors M est injective. 

6) Soient M une algèbre de von Neumann injective et G un groupe 

discret moyennable agissant par automorphismes sur M , alors 

N = M G = {x.€M , gx = x V g€ G} 

est injective. 

Les propriétés 2) et 3) montrent que si h est un espace hilbert ien de type 

dénombrable, la classe monotone engendrée par les algèbres de von Neumann de type 

I ne contient que des algèbres de von Neumann injectives. 

La propriété 4) permet essentiellement de limiter le problème de classification 

de ces algèbres à celle des facteurs injectifs. La propriété 5) montre que tout 

groupe moyennable d'unitaires engendre une algèbre de von Neumann injective. 

Enfin, la propriété 6) permet de voir facilement que pour qu'un facteur M de 

type III^ , \ Ç ] 0 , 1 [ soit injectif il faut et il suffit que le facteur de type 

II associé le soit. 00 

Parmi les exemples les plus importants d'algèbres de von Neumann injectives 

on a : 

a) Le produit croisé d'une algèbre de von Neumann abêlienne par un groupe 

localement compact moyennable. 

b) L'algèbre de von Neumann commutant d'une représentation unitaire 

continue quelconque d'un groupe localement compact connexe. 

c) L'algèbre de von Neumann engendrée par une représentation arbitraire 
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d'une algèbre stellaire nucléaire (voir paragraphe 2 ) . 

La démonstration de c) (voir [ 1 9 ] conduit à une nouvelle classe : 

Algèbres de von Neumann semi-discrètes. 

Soit M un facteur de type I dans un espace hilbertien h , il lui 

correspond alors une décomposition de h en produit tensoriel h = h^®h^ de 

sorte que M = £ ( ^ ) ® 1 , M' = 1 ® Z(h^) • On retrouve alors Z(h) comme produit 

tensoriel de M par M' . Dans l'un des premiers articles de Murray et von Neumann, 

ceux-ci montrent que pour tout facteur M dans h , l'homomorphisme Tl du pro-

n 
duit tensoriel algébrique M® M' = { S a. ® b. , a. Ç M , b. Ç M ' } dans Z{h) défi-

i = 1 
ni par : 

T|(S a. ®b.) = S a.b. G Z(h) l v 1 1 1 1 v 

est injectif et d'image o(Z(h),Z(h)^) dense. 

Dans [ 1 9 ] , E. Effros et C. Lance ont réussi à pousser l'analyse beaucoup plus loin 

en étudiant T] d'un point de vue métrique. Soit A (resp B) une algèbre stel­

laire avec unité opérant dans l'espace hilbertien (resp h^) , et considé­

rons sur le produit tensoriel algébrique A©B la norme provenant de son action 

dans • Cette norme sur A©B fait du complété une algèbre stellaire, 

ne dépend pas du choix des représentations (fidèles) de A dans ^ et B 

dans , et est caractérisée grâce à un très utile théorème de M. Takesaki 

comme étant la plus petite norme sur A©B qui fait du complété une algèbre stel­

laire. On la note II || . et on note A® . B l'algèbre stellaire complétée 
11 "mm mm a r 

E. Effros et C. Lance ont réussi à caractériser les facteurs M pour lesquels 

l'application T| ci-dessus est isométrique par une propriété qui est un renforce­

ment de la propriété d'approximation métrique pour le prêdual de M . 
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Le prédual M est non seulement un espace ordonné (par le cône M*) il est 

matriciellement ordonné, au sens où l'espace vectoriel produit tensoriel 

M ®M (c) est ordonné pour tout n , comme prédual de M®M n (c) • Une application 
n 

complètement positive T de M^ dans est par définition une application 

linéaire telle que T ® 1 ^ soit positive pour tout n . Le résultat d'Effros et 
n 

Lance est alors : 

THEOREME 3. - Soit M un facteur opérant dans l'espace hilbertien h , pour que T) : 

M ® m^ n M ' -* Z(h) soit isométrique il faut et il suffit que l'application identique  

de M^ dans M^ soit une limite simple normique d'applications complètement posi-

tives de rang fini. 

On définit alors une algèbre de von Neumann semi-discrète par la propriété d'appro­

ximation ci-dessus de son prédual M^ . 

Notons que quand le facteur M est tel que ni M ni M' ne sont de type I ou 

II , et quand h est de type dénombrable, un corollaire du théorème de Takesaki 

00 
sur la norme min , permet de montrer : 

COROLLAIRE 4. - Un facteur M opérant dans h de type dénombrable, tel que ni 

M ni M' ne sont de type I ou II , est semi-discret si et seulement si 

l'algèbre C*(M,M') engendrée par M et M' dans h est simple (i.e. sans 

idéal bilatère non trivial). 

Ce corollaire est très important si on le rapproche de la caractérisât ion suivante 

des facteurs de type II ne possédant pas la propriété T : 

THEOREME 5. ( [ 9 ] ) . - Soit M un facteur de type II , à prédual de type dé-

2 

nombrable, opérant dans L (M,ï) = h et soit C (M,M') l'algèbre stellaire 

engendrée par M et M' alors : 

M n'a pas la propriété T «C (M,M') contient l'idéal k(^) 

des opérateurs compacts. 
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Un exemple de facteur de type 11^ pour lequel C*(M,M') contient l'idéal k(h) 

avait été donné auparavant par C. Akemann et P. Ostrand dans [ 1 ] . Ainsi, joint au 

corollaire le théorème montre que tout facteur semi-discret de type II , à la 

propriété T • 

En fait, dans leur article [19], E. Effros et C. Lance démontraient que tout 

facteur d'Araki-Woods est semi-discret et l'implication : 

Semi-discret => Injectif. 

On peut donc résumer les relations entre les diverses propriétés relatives à l'appro­

ximation par des algèbres de dimension finie sous forme d'un diagramme : 

App roximat ivement de 

dimension finie 

i 

Propriété P de Schwartz 

m Semi discret 

Propriété E de Hakeda-Tomiyama 

= Injectivité 

Heureusement la situation est en fait remarquablement simple : 

THEOREME 6 ([9]). - Soit h un espace hilbertien de type dénombrable. Pour toute  

algèbre de von Neumann opérant dans h les quatre propriétés ci-dessus sont équi-

valentes. 

Nous remettons au paragraphe suivant la description des corollaires de ce théorème 

relatifs au problème de classification. Commençons par un problème de terminologie : 

on dispose à coup sûr de la bonne classe d'algèbres de von Neumann pour la théorie 

non commutative de l'intégration vu que d'après le théorème de 0. Maréchal, celle-

ci doit traiter au moins le cas "approximativement de dimension finie" et d'après 

les résultats de Effros et Lance le cas "propriété E" suffit à rendre compte 
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de toutes les algèbres de von Neumann associées aux algèbres stellaires nucléaires. 

Dans [9] nous avons adopté la terminologie "algèbres de von Neumann injectives" 

pour désigner la classe ci-dessus, parmi les avantages de ce choix se trouve surtout 

la simplicité de la définition grâce à la propriété E . Mais cette terminologie 

a l'inconvénient de ne rendre compte ni qu'il s'agit d'une propriété d'approxima­

tion, ni de l'analogie avec la moyennabilité des groupes discrets. 

La solution semble donc de choisir la terminologie "algèbres de von Neumann moyen-

nables" qui heureusement est justifiée par l'équivalence entre les quatre propriétés 

ci-dessus èt la cinquième : 

DEFINITION 7. - Une algèbre de von Neumann M est moyennable si et seulement si 

pour tout bimodule de Banach dual normal X sur M toute dérivation de M à 

coefficients dans X est intérieure. 

Nous renvoyons aux articles de Johnson Kadison et Ringrose qui ont établi les 

bases de la cohomologie des algèbres de von Neumann à coefficients dans des bi­

module s de Banach ([26] [27]). 

Ayant accepté le terme moyennable pour désigner notre classe d'algèbres de von 

Neumann, on a alors le corollaire suivant des théorèmes ci-dessus, dû à Effros et 

Choi [4] (voir Aussi ( [ 1 9 ] ) ) . 

COROLLAIRE 8. - Soit A une algèbre stellaire de type dênombrable, alors A 

nucléaire « 1 ' algèbre de von Neumann TT^(A)" engendrée par A est moyennable  

pour tout état $ sur A • 
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IX. CLASSIFICATION DES FACTEURS MOYENNABLES ET LE PROBLEME III . 1 

Dans tout ce paragraphe toutes les algèbres de von Neumann étudiées sont 

supposées avoir un prêdual de type dênombrable. Le seul obstacle qui reste, à la 

compréhension idéale des algèbres de von Neumann moyennables est le suivant : 

Problème : Existe-t'il à isomorphisme près un seul facteur moyennable de type III^ . 

Nous allons traiter tous les autres cas un par un et nous reviendrons ensuite à 

ce problème. 

Facteurs de type 11^ • Il existe à isomorphisme près un seul facteur moyennable 

de type 11^ , c'est R , le facteur hyperfini. En fait, on en a la caractérisât ion 

suivante, qui justifie la terminologie hyperfini et la terminologie moyennable. 

THEOREME 1 . ( [ 9 ] ) . - Soient h un espace hilbertien de type dênombrable et N 

un facteur (de dimension infinie) dans h alors : 

N isomorphe à R « 3 $ état sur Z(h) tel que 

$(xT) = $(Tx) V x 6 N , T € £(h) . 

Cela justifie le terme "hyperfini" car $ est mieux qu'une trace sur N . Cela 

justifie le terme "moyennable" et en fait l'analogie avec la "moyennabilitê" d'un 

groupe discret est très utile. Un tel groupe G est moyennable quand il existe 

un état i|r sur 1°(G) invariant par translation. Ici le rôle de G est joué 

par N , celui de j6°°(G) par l'algèbre de von Neumann Z{h) où h = L2(N,ir) et 

l'existence d'une hypertrace équivaut à l'existence d'une moyenne invariante. 

A la condition de F̂ lner caractérisant les groupes discrets moyennables : 

V ĝ  i • • • » g n € G , V e > 0 , 3 F partie finie de G avec 

||xp " 9iXFll2 ̂  e||xF||2 

où ^ désigne la fonction caractéristique de F et || ||̂  est la norme de 
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l'espace Z (g) , correspond la condition suivante sur N agissant dans 

h = L2(N,?) : 

V x ,...,xn€N , V e>0, 3 P projecteur de dimension finie dans h avec : 

H x . P - P x j y ^ L I P L I ^ 

1 
2 2 

où ||T|| = (Trace (|T| )) désigne la norme de Hilbert Schmidt • C'est de cette 
LlD 

condition que l'on déduit par exemple que N est alors semi-discret, on utilise 

ensuite les théorèmes de théorie ergodique non commutative pour aboutir au résultat : 

sur N®N la symétrie de Sakai a £ Aut(n®n) définie par 
aN(x®y) = y®x , Y x.yGN vérifie oN€Înt(N®N) . 

Nous renvoyons à [ 9 ] pour plus de renseignements. Citons maintenant quelques corol­

laires du théorème : 

COROLLAIRE 2. - Tout sous-facteur N de R est soit de dimension finie (i.e. iso-

morphe à M (c)) , soit isomorphe à R . 

Ainsi R est l'unique facteur qui soit contenu dans tous les autres. De plus, 

et c'est là une conséquence de la théorie de réduction, on connaît à isomorphisme 

près toutes les sous-algèbres de von Neumann de R , ce sont les algèbres produit 

d'algèbres de von Neumann de la forme C <8> M (c) , n < <» et C®R où C est abélien-
n x 

ne. 

Le facteur R restera sans doute le seul pour lequel une telle classification 

des sous-algèbres de von Neumann est possible. 

COROLLAIRE 3. - Soit G un groupe discret dénombrable moyennable et R ( 0 

l'algèbre de von Neumann de sa représentation régulière dans Z (G) , alors 

R(X ) est un produit d'algèbres C®M (c) ,C<8>R,C abélienne. (j n 

En particulier tous les groupes discrets dénombrables résolubles n'ayant que des 
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classes de conjuguaison infinies vérifient R{Xç) isomorphe à R . 

Facteurs de type II 

. 00 
Il existe à isomorphisme près un seul facteur moyennable de type II , 

00 
c'est le facteur d'Araki et Woods R • Ceci résout le problème 3 et montre que 

o, 1 

R q ^ est le seul facteur de type 11^ qui soit approximativement de dimension 

finie. 

La démonstration est très indirecte puisqu'on part de N de type 11^ on l'écrit 

N = M®F où M est de type 11^ et F de type 1^ et on utilise uniquement le 

fait que M hérite de N la propriété E pour en déduire que M est isomorphe 

à R , d'où N à R . 
o, 1 

COROLLAIRE 4. - Soient G un groupe localement compact connexe de type dénombrable, 

X la représentation régulière de G dans L^(G) . Alors les seuls facteurs qui 

apparaissent dans la désintégration de R(X^) sont soit de type I soit isomorphe 

à R . 
o, 1 

Ce résultat découle du théorème ci-dessus et d'un théorème de Dixmier et Pukanszky 

qui montre qu'aucun facteur de type III n'intervient dans la désintégration de 

R(XQ) . 
Facteurs de type III X(E]0,1[ . Il existe à isomorphisme près un seul facteur A. 

moyennable de type III , c'est le facteur de Powers R . 
A X 

On montre en effet que si M est un facteur de type III. ayant la propriété E , 
X 

le facteur N de type 11^ qui lui est associé comme au paragraphe VI, vérifie 

aussi E . Ainsi N = R _ et les résultats de théorie ergodique non commutative 
o, 1 

montrent qu' il y a sur R^ ^ une seule classe d'automorphismes de module X d'où 

le résultat. 

Facteurs de type m Q • 

L'analyse des facteurs moyennables de type m Q résulte de 3 contribu-
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tions différentes : i) Les théorèmes d'unicité cités plus haut. 2) La théorie de 

dualité de Takesaki utilisée par l'invariant des facteurs qu'elle fournit : le flot 

des poids. 3) La théorie de Krieger sur l'équivalence faible des transformations. 

La discussion de 2) serait trop longue ici, disons simplement qu'à travers des 

problèmes précis comme celui de la distinction entre facteurs de Krieger et 

facteurs d'Araki-Woods, on est arrivé à affiner de mieux en mieux les invariants 

dans le cas m Q (voir [8] en particulier où on donne une décomposition de tout 

facteur de type m Q comme produit croisé d'une algèbre de von Neumann semi-

finie par un automorphisme. C'est M. Takesaki qui avec sa théorie de la dualité a 

obtenu l'invariant sous sa forme précise : un groupe à un paramètre d'automorphismes 

d'une algèbre de von Neumann abêlienne. C'est ce qui a conduit W. Krieger à asso­

cier à toute transformation T d'un espace (X,B,JJL) un flot W(T) . Le résultat 

remarquable de W. Krieger est alors : 

THEOREME. (W. Krieger [29]) . - Soient (x^B^p^) , i = 1,2 un espace borélien 

standard probabilisé et T^ une transformation ergodique laissant p,̂  quasi 

invariante alors, soit M^ = L°°(RT , p,̂ ) le facteur associé, on a : 
i 

T faiblement équivalente à T„ 1 2 

U W(T ) isomorphe à W(T2) 

M isomorphe à M A 1 2 

De plus les flots correspondants aux facteurs de type m Q sont exactement les 

flots ergodiques non transitifs. 

Notre contribution se résume alors à : 

THEOREME [9]. - Pour qu'un facteur de type III soit un facteur de Krieger  

(i.e. soit de la forme L^R^p,)) » il faut et il suffit qu'il soit moyennable. 
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Facteurs de type III„ . 

Dans [46], M. Takesaki a réussi à montrer, grâce à sa théorie de la 

dualité pour les produits croisés, que l'on avait pour les facteurs de type 

l'analogue exact du théorème décrivant les facteurs de type III. , X€]0,1[ • 
A 

THEOREME [46] (M. Takesaki). - a) Soit M un facteur de type III , il existe un  

facteur N de type II œ et un groupe à un paramètre ( 0 ^ ^ d'automorphismes 

de N , mod 9̂  = e ̂  , tel que M soit isomorphe au produit croisé de N par 

les 9 • 

b) Soient N un facteur de type II et (0.,_) . ^ _ un groupe à un para-

, œ — t t t R 

mètre d'automorphismes de N vérifiant mod (9̂ ) = e V t , alors le produit 

croisé de N par ce groupe est un facteur de type III . 

c) Deux couples (N̂ ,9̂ ) comme dans b) donnent des facteurs isomorphes 

ssi les groupes à un paramètre 9̂  sont conjugués par un isomorphisme de sur 
N2 ' 

En outre, nous avons montré avec M. Takesaki, dans [13], que l'on avait là aussi 

une classe de poids privilégiée, les poids dominants, unique à automorphisme 

intérieur près, dont l'algèbre de von Neumann N est le centralisateur. De plus 

pour que M soit un facteur moyennable, il faut et il suffit que l'algèbre de 

type 11^ associée N soit moyennable. On voit donc que le problème de classifi­

cation des facteurs moyennables de type III revient à la théorie ergodique non 

commutative des flots d'automorphismes de R „ . 
v o, 1 

Pour le moment, l'élaboration de cette théorie se heurte à une difficulté sérieuse : 

soit (9.). r ^ u*
1 groupe à un paramètre d'automorphismes disons du facteur fini N , 

t t t F 

alors la propriété de continuité de l'homomorphisme t -» 9 de R dans Aut N qui 

est toujours requise, n'entraîne pas la continuité de t -> 9̂  de H dans Aut N^ , 

ultrafiltre sur N . Cependant on peut, par un chemin détourné, arriver à montrer 
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que tous les facteurs moyennables de type III qui vérifient la condition supplé­

mentaire suivante sont isomorphes au facteur R d'Araki Woods de type III. • 

00 1 
C : Il existe un état $ normal sur M tel que : 

(\|r 6 M^, ||[i|r,x ]|| -*0 pour toute suite bornée d'éléments de M telle que 

||[*»x

n]|| "*-°) => (• = X$ pour un xec) . 

Il est facile de montrer que si cette propriété est vraie pour un état normal $ 

sur M elle est vraie pour tous, en utilisant [10]. Bien entendu elle est vraie 

pour M = R^ et nous conjecturons qu'elle est vraie pour tout facteur de type III^ « 
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