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POLYNOMES IRREDUCTIBLES PRIMITIFS A
COEFFICIENTS DANS UN CORPS FINI
par Simon AGOU

[. INTRODUCTION,
Soit fe Fq[k](oﬁ Fq est le corps fini ayant q éléments) un polyndme
jrréductible tel que £(0) # O ; on appelle exposant de f 1'ordre e(f) d'ume
racine de f dans Fq deg(f) (cf.U]). On va donner une caractérisation des
polyndmes irréductibles de wq[x] d'exposant donné. Pour cela, pour m et k

entiers tels que | ¢ k ¢ m, désignons par r k(X) le polyndme
’

m k
.o (X=X
S}éil_— (k. ) de Fq[X] . Enfin on notera que la caractérisation que
(X-1) ... (X°=1) nous obtenons ci-dessous fait abstraction de

la connaissance des diviseurs premiers de 1'exposant.

PROPOSITION. - Scient e un entier > |, premier & q et v le plus petit
entier tel que q\)-l €Z e. Soit f €Fq[X] un polynéme monique non
réduit a X.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est irréductible dans Fq[X], e(f) = e et v = deg(f) ;

ii) f divise les polyndmes (-l)ere+"e +1 et re+|,k pour
I ¢ k ¢e-1 dans Fq[X].

Tout d'abord, pour tout entier m » 2 , on a, dans Fq[x,Y] .

o] ¢ -1 m~1] K 1=k
(1) N Q@=x7) = YV e T (-1) o )Y , identité que 1'on établit
t=1 k=1 i

aisément par récurrence sur m.

Cela étant, montrons que (i) entraine ii). Soit © une racine de f

dans va . D'aprés (1), on a

q
e t e &7 k e~k e e(e+l)/2 e e
nl(Y-G Y= Y +k21(-1) re+l,k(e)Y +(~1)7o = Y -1, puisque 6 =I.
t= =
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(Si e=1, onayY=-06=Y] et f=2X-1,;1i) et ii) sont alors trivialement
équivalentes).
Comme f est irréductible, on a

(_])exe(e+l)/2

+ 1= D%, (041 =0 mod. £(X).

et re+l,k(x) 2 0O mod. £(X) pour | € k ¢e-1.
Inversement, ii) entrafne i). Soit 6 €F une rac1ne de £(X). Comme
f(X)lXe-l, ona®# 0. A fortiori, on a f(X)qu -l. La formule (1)

montre alors que ﬁ (Y-8 ) = v&-1.
t=1

Mais Y®-1 a ses racines dans FX et ces racines sont simpl o
v n Slmpes;par

. -1
suite, e est 1'ordre de 6 dans Ff, + S1 v>1, les éléments e,eq,.,.’eq
q
de ¥’ sont des racines deux a deux distinctes de f(X), car 1'égaliteé
8l “l. I (1 € 3¢ v-1) conduit 3 une contradiction ; elle implique em
effet que qJ -1 =0 mod. e, donc que j = O mod. v.
Par suite, f vérifie la propriété (i).

N.B. On notera que 1'on a fait abstraction de la connaissance des divigeurs
de 1'entier e.

REMARQUE. - Il résulte de la formule (1) que la condition ii) est Equivalente
3 la suivante :

e
iii) YS-1 - N0 (¥-x%) e (f sq[x]) [¥] .
t=1

On a, d'autre part, le corollaire suivant :

e - .
COROLLAIRE. - Le pgcd des coefficients dans F [X e . o
pg [X] du polyntme ¥°-1- N “(¥=gy

t=]
de Fq[X,Y] est le polynéme cyclotomique Qe(X).

2. BXEMPLE, (cf. [1], § 52).

Determlnons les polynOmes irréductibles primitifs de degré 2 de @ [‘]
3 »

on a 1c§ e = 3 =1 = 8. En posant f = X2+ax+b, on doit avoir
Y-1- a axYH et F XD [¥].
t=]
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Si f vérifie cette condition, f est irréductible dans F3[X] et on a

donc (¥-X°) (Y-X)-£(Y) € (£ #,[x]) [¥). On a donc, mod.(f #,(x]) [¥] les
congruences :

8

nor-x5 = (-3 (=) (1-x 7 ) (v-x2) (v-1) (x-x*) (x-x%) (v-x%) ,
t=1

soit 8
N (Y-X%) = (Y+ay+b) (Y2+ab¥+b) (Y-1) (Y=b) (Y2-(b+1)X2¥+b%)
t=1

et, finalement

Y8-I = (Y2+aY+b) (Y2+abY+b) (Y-1)(Y-b) (Y2-(b+l )X2Y+b2) .

En substituant 0 3 Y, on en tire b = 2.

Ainsi Yo-1 = (Y2+ay+2) (Y2+2aY+2) (Y-1) (¥+#1)(Y2+1) ; on en déduit que

Y4+l = ¢8(Y) = (Y2+aY+2)(YZ+2aY+2), soit a2 = |. Les polynOmes

cherchés sont donc les polynOmes X2+X+2 et XZ—X#Z.

3.PR0POSIT1°N . - Soit f qu [x] un polynéme monique, irréductible de
degré n et tel que f(0) # 0. Soient d un diviseur de n ,
n
q -1

m = et 8 une racine de f. Les propriétés suivantes sont
q -|

équiv%lentes :

, -1 *

i) 84 est d'ordre m dans qun H

-1 m

n d d
FETIR A tn] R SRS SRS Y: Fo xp [¥].

Montrons que i) entraine ii). Il est clair que 39‘:020 F'd. l<tem
€ ’ $
q

m m d d n
est I!"xn. On a donc n (Y-eta) = N (Yq ‘l_et(q -l)) - yd -l-l.
q t=1 OGFId t=1
q
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Comme, par hypothése, f est irréductible, on a ii). Inversement,

. 5(q3-1)
soit & un entier divisant m et tel que 8 =], On a
m d d n
n e l_et(q l)) - yd 1_]
t=1
& d_ d_,y m
- n ¢ l_et(q l)) s
t:] |
R
Comme Y4 -1 n'a que des racines simples, on a &= m,
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