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[0'2q] _
SUR LES GLISSETTES;
_Par M. L. BRAUDE,
a Bierstadt-Wiesbaden.

1. Dans une lettre adressée 3 M. Haton de la Gou-
pilliére et publiée au Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 1913, p. 165-150, M. F.-G.
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Teixeira a traité un exemple concernant les glissettes
d’une courbe par rapport & une droite fixze. On
aura cette courbe associée en faisant glisser une courbe
sur une droite, de sorte qu’elle soit toujours tangente
au méme point.

Ces courbes ont été mentionnées et illustrées de
quelques exemples par W.-H. Besant (/Votes on Rou-
lettes and Glissettes, Cambridge, 18go).

En rapportant la courbe glissante (C) & un systéme
rectangulaire ayant pour axe des z la tangente fixe, et
pour axe des y la normale de (C) dans le point de
contact, les coordonnées du point P(z, y) de la glis-
sette sont

(0 xr = pcosvy, Yy =pgsiny,

v désignant I'angle entre la tangente de (C) et le rayon
vecteur de P. On a donc

!

do _p

tangv:m P’

et les coordonnées cartésiennes sont

pe’ P
2 r = ———— = —
) Vorrer 7 Vpr+p”
Les coordonnées polaires de (C) sont donc

'

2

(3) r=o, v:arctang-o—-

M. F.-G. Teixeira a traité la glissette d’une épi-ou
hypocycloide. En la représentant par

+r

‘x:(R-«i—r)cosqw—rcosR 9,

(4)

?y:(R—e—r) sin(p—rsinR+rq>,

R et r désignant les rayons des cercles mobile et fixe,
la glissette du centre du cercle fixe est, suivant le
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calcul de M. Teixeira, une ellipse représentée par
'équation

2 R 22 2

Du reste, I’équation polaire différentielle

do R2— p?

= — —_—
252 _ R?
e m2p2— R

(6) db

se trouve dans Pwuvre de M. G. Loria (Speszielle
ebene Kurven, t. 11, p. 102, Leipzig, 1911); d’aprés
les équations (2) elle suffit pour représenter les coor-
données de la glissette en fonctions de .

2. De ce théortme on en déduit sans aucun calcul
encore un auatre, donné par M. Teixeira dans la Revista
da Universidade de Coimbra, t. XI, 1913. En fai-

sant

imaginaire, on aura comme cycloidale une
R+a2r

para- ou une hypercycloide; Vellipse est remplacée
par une hyperbole.

Donc, en faisant glisser une para- ou une hyper-
cycloide sur une droite, la glissette du centre du
cercle fize est une hyperbole dont les sommets réels
se trouvent sur U'axe des y ou sur celui des x.

Pour la développante du cercle de rayon a, repré-
sentée par

(7) «=a(cosp+gsing), Yy =a(sing — ¢ cosov),

ou par I’équation différentielle polaire

(8) . 4o ___ap
dy — Vo — a

on aura comme glissette du centre de la développée la

droite x = a.

’

3. Pour les spirales sinusoides

(9) "= a"sinno,
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la glissette est la multiplicatrice de Clairaut

(10) rri= ansing,

suivant la propriété caractéristique des spirales sinu-
’

soides, représentée par Uéquation arctlang & = no.

La glissette de la cardioide (n = i) est un biovale

(Doppeleilinie), cellede la cayley-sextic (n = %) est
un folium simple (Einblatt), eic. Nous avons publié
cette génération dans 'euvre de M. C. de Jans (Les
courbes multiplicatrices de Clairaut, Gand, 1912,
p- 12).

Du reste, nous avions engendré les courbes (10)
comme roulettes a base rectiligne de la développée
d’une spirale sinusoide [Ueber Roll- und Fuss-

punktkurven (Rend. Circ. mat. Pal., 34,1912)].

4. Cette double génération des courbes multiplica-
trices nous a fait reconnaitre le théoréme général :

La glissette d’une courbe (C) par rapport a U'axe
des x d’un systéme rectangulaire est identique a la
roulette de la développée de (C) par rapport a
Uaze des y.

Soit (C) le profil générateur qu’on fait rouler sur
I’axe des «, alors les coordonnées rectangulaires de la
roulette d’'un point fixe P sont

(11) E=s————P—p———, 'q=———‘°z——,

G e
s désignant Parc de (C) mesuré du point initial P,
correspondant & l'origine du systéme. L’angle entre
I'axe des z et le rayon vecteur AP est ¢ = arc tang £ -

Pour avoir la rouletie de la développée de (C), il



((170)
faut regarder (11) comme courbe de Mannheim d’une
certaine courbe (T'), alors la roulette de la déve-
loppée de (C,) est la courbe de Mannheim de la déve-
loppée de (I'). Si équation intrinséque de (T') est
(12) Sf(s,R)=o,
s désignant I'arc, R le rayon de courbure, les coordon-

nées intrinséques de la développée sont

(13) Sy = R, Rl= R-E.

L’équation cartésienne de la courbe de Mannheim
de T est '

(lé) f(x>)')=°:

on aura donc I’équation de la courbe de Mannheim de
la développée par la représentation paramétrique

Yy,

dx

(15) =y, N=

En outre, cette courbe est le lieu des points extrémes
des rayons équipollenls aux normales de (14) par rap-
port a 'axe des 2.

5. Nous allons donc appliquer la transformation (15)
surla courbe (11). On aura

p!
xry = TE em—————
¢92+ P':
= "(p+p")
. Vot —pr RS
_rya _ _ ¢ pr+o
r dr ot p? P+ p'
(16) :
< —~— p+¢"
\/p’+9"<99”+9")—99"m
‘/ 2 s __
P +p P2+P'2
___ep
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En conséquence, la glissette de (C) est identique
a la roulette de la développée de (C).

Pour les courbes de Ribaucour, le rayon de cour-
bure est proportionnel & la normale; la radiale, lieu
des points extrémes des rayons équipollents aux rayons
de courbure, est une multiplicatrice de Clairaut sem-
blable a la roulette de la développée de la spirale
sinusoide.

6. Il y a encore une autre déduction géométrique
de notre théoréme :

Quand on fait rouler la développée de (C) sur I'axe
des y, de sorte que le point s = o corresponde a l'ori-
gine, la développante passe toujours parl'origine ayant
pour tangente [’axe des z. Donc le glissement de (C)
est identique au roulement de la développée.

1. De méme, nous faisons glisser la courbe (C)
représentée par l'équation cartésienne y = f(x)
sur Uaze des z, pour déterminer I'enveloppe de I'axe

. dy . . .
des z. En falsant% = tang¢, 'équation tangentielle
de 'enveloppe E est
(17) zsing 4y cosp —y =o
ou

(18) EExsincp—q—ycos:p—fRsincpd(p=o,

R désignant le rayon de courbure. La développée
de E est représentée par

(19) E = cos¢ —ysing—Rsing =0

ou

(19') Ei=zcotp —y —R=o0.
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On aura donc cette développée E, en faisant, sur
Paxe des y, OA =R et en menant par le point A une
paralléle a la tangente de (C).

Suivant la dénomination de M. E. Koestlin (voir la
Theése bien intéressante : Ueber eine Deutung der
Gleichung, die Zwischen dem Bogen und dem
Neigungswinkel der Tangente im Endpunkte des
Bogens einer ebenen Kurve besteht, Tubingue, 19075),
la développée de Venveloppe E est Parcuide de la dé-
veloppée de (C). En faisant glisser la courbe
¥y =f(z) + ¢, on aura comme enveloppe une courbe
parallele a (C); mais par le glissement d’une courbe
paralléle, la courbe E est déplacée le long de I'axe
des y. Quand on cherche Penveloppe d'une droite g,
qui coupe I'axe des z au point P ¢n formant I'angle o,
I'enveloppe des droites g, est une transformée géné-
rale de Koestlin. On Paura comme enveloppe des
droites, menées par une intersection de g et la glis-
sette du point P, formant P'angle a avec g,. [ Voir
notre article : Sur quelques généralisations de la
transformation de M. E. Koestlin (Annales de
U'Académie de Porto, t. 1X, 1914, p. 21).]

8. Exemples. — a. Quand on fait glisser la déve-
loppante du cercle sur I'axe des x (voir n®2) I'enve-
loppe d’une droite quelconque menée par le centre du
cercle fixe est une cycloide. Toutes ces cycloides ont
comme tangentes aux sommelts la glissette du centre,
c’est-a-dire la paralléle a 'axe des y; enfin, comme la
développante du cercle est transformée dans une
courbe parallele par une rotation autour du centre du
cercle, les transformées koestliniennes d’une cy-
cloide par rapport a la tangente aux sommets sont
congruentes entre elles. {Voir E. KoestLin, Ueber
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eine Transformation ebener Kurven | Mitt. Math.
Nat. Verein Wiirttenberg, (2), 8, 1906, p. 71];
H. WieLeirNer, Spez. eb. Kurven, Leipzig, 1908,
p. 385.}
b. L’arcuide d’une cycloide étant une astroide, il
résulte que :

Quand on fait glisser une cycloide sur une
droite (y = o), l'enveloppe de la base rectiligne est
une astroide droite dont les rebroussements se trou-
vent sur les droites y &= x=o0; Uenveloppe d’une
tangente aux sommels est une astroide & un point
autotangentiel nommée « croix de Malte ».

c. L’arcuide d’une astroide oblique est une hypo-
cycloide tricuspidale; de la on déduit :

Quand on fait glisser une astroide oblique ou
droite sur une droite, l'enveloppe d’une droite pa-
ralléle a une tangente double de la glissante est
une hypocycloide de Steiner.

d. La spirale logarithmique est congruente a la dé-
veloppée, d’ou il résulte que :

Quand on fait glisser une spirale logarithmique ou
une développante de la spirale sur 'axe des x, Venve-
loppe d’une droite menée par le pole (ou par le centre
du cercle asymptotique) est une logarithmoide, repré-
sentée par I’équation intrinséque

R = ae™? coso.

La glissette du pole est la droite sur laquelle il fau-
drait faive rouler la spirale, pouravoir la logarithmoide
comme enveloppe de la droite menée par le pole.
Quant a la logarithmoide, voir H. WieLeiTnER, loc.
cit., p. 386; E. KoestLin, Ueber eine transzendente
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Kurve, von der die Zykloide ein Grenzfallist| Mitt.
Math. Nat. Verein Wiirttenberg, (2), 9, 1907,
p- 21] ou enfin notre article mentionné a la findun°7.



