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NOUVELLES ANNALES 
DE 

M A T H É M A T I Q U E S . 
[ K 2 1 d ] 

SUR LA RECTIFICATION APPROCHÉE DES ARCS DE CERCLE ; 

P A R M . D ' O C A G N E . 

Soi t , dans un cerc le de r a y o n " i , A L B un arc égal 

à w. S u r la c o r d e A B de cet arc p r e n o n s le point M tel 

A M 
q u e m t irons le rayon O M L . N o u s al lons com-

parer la l o n g u e u r A L de la c o r d e ainsi d é t e r m i n é e dans 

le cerc le à la l o n g u e u r to de Tare A B . A p p e l a n t a l 'angle 

A O M , et posant sin ^ = 6, on a 

A L = 2 Ô . 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VII. (Janvier 1907.) 1 



O r . le triangle isoscele O A B donne 

sina _ sin (co — a) 
^ M B ' 

sina sin (co — a) 
ni i — m 

, i- i — m 

c est-a-dire , en posant — ; — = p , 

sin ( (o — a ) — p sin a. 

Faisant usage du déve loppement bien c o n n u 

sin:i./' 3 sin5:/1 
j' — sin .r 

C> ' 4o 

! . ' ) . . . ( — i) sin2/,H_lÎ 

•).. 4 .. .7, ri 2 / 1 + 1 

on Iire de là 

/>3sin3a 3/j5 sin5a 
co — ol = p Sili a - : 

h j o 

Oi\ 
a a -1-

sina — sin - cos - = -J»0(i —O'2)2. 

( )n peut donc écrire 

1 <S />:Ì A O6/)5 5 
«> — a_= >/>0(1 — -4- e3(i — G«')4 05(1—62)2 

o 4<> 

+ ( i f - p ) 03 + (I2f - a / , , _ 0, + . . . . 

D'autre part, si l 'on écrit a = et qu 'on appl ique à 

le développement ci-dessus rappelé , on a 

4l 365 

a = 0 - r - ~ H h 
a 20 
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P a r addi t ion des deux derniers d é v e l o p p e m e n t s o b -

tenus , il vient 

O) = 2(/>H-i)6-f- ~ (4/>3 —3/> 4-1)63 

H- ~ (48/>â — 4opz — 5/? -f- 3)65 - h . . . 

ou , en r e m p l a ç a n t p par mul t ip l iant les d e u x 

m e m b r e s par m , 

M U ) = 2 6 H - ^ _ — 
3 m2 

1 1 5 m1* — 3 6 0 m%
 - H 4 4 ° M 2 — ^ 4 ° /W - F - 4 8 

2 0 M W 

d 'où , en se r a p p e l a n t q u e A L = 26 et posant 

ô = 2 0 — m u), 

9 m2 — 12 m 4 
0 — O* 

3 m ' 

1 1 5m k — 36om z —i— 44<>m} — 240 m -h 

05-

05-

A i n s i , par r a p p o r t à 9 qui tend vers o en m ê m e temps 

q u e co ( e t m ê m e plus r a p i d e m e n t , de f a ç o n s e n s i b l e ) , 

la d i f férence 8 est généra lement du trois ième o r d r e . 

Mais il suffit de r e m a r q u e r q u e 

9 m2 — 12 m -h 4 = (3 m — 2 ) 2 , 

p o u r en c o n c l u r e que , si l ' o n p r e n d 

2 
m = - , 

la d i f férence S n'est plus q u e d u c i n q u i è m e ordre en 8. 

S i , d 'a i l leurs , on e f fec tue la d iv is ion par 3 m — 2 du 

p o l y n o m e q u i f igure en n u m é r a t e u r dans le c o e f f i c i e n t 

de Ô5, on trouve p o u r reste — f f . L a subst i tut ion de la 

v a l e u r § à m , dans le c o e f f i c i e n t de a d o n c p o u r r é -
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sul tat 

81 _ 1 
~~ i6 " io 

et, par suite, pour m = 

Ceci montre que .« Z'OAI mène Ze rayon O L p a s s a n t 

aux$ de la corde AB ci partir du point A., la corde A L 

ainsi déterminée dans le cercle est approximative-

ment égale aux f de Varc A B . 

Il suffit, par conséquent, de tirer la parallèle B P 

à O L pour avoir approximativement en A P la lon-

gueur de lyarc A B . 

Remarquons d'ailleurs qu'il est facile de tracer la 

droite ML, même si le centre O du cercle est inacces-

sible. Cette droite est, en effet, perpendiculaire au mi-

lieu de la corde commune au cercle donné et à tout 

cercle ayant le point M comme centre, celui par exemple 

qui a MB pour rayon. 

Inversement, cette construction permet de porter sur 

le cercle, à partir de A , un arc de longueur l donnée. 

Il suffit, ayant tracé la corde A L de longueur ~ et 

l'ayant prolongée en P tel que A P = /, de mener P B 

parallèlement au rayon aboutissant en L . 

En particulier, on pourra reporter sur l'arc A B la 

longueur de la corde A L , égale à ses deux tiers, ce qui, 

au degré d'approximation que comporte cette construc-

tion, fournit un moyen d'opérer la trisection de -l'angle. 

Pour nous rendre compte du degré d'approximation 

que comporte ce tracé, nous avons calculé l 'erreur re-
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lat ive 

A P — arcAB 
£ = 

arc AB 

p o u r les diverses valeurs de l 'arc A B croissant d e i o ° 

en i o ° ( 4 ) dans un quart de c i r c o n f é r e n c e . C e ca lcu l 

est faci le à faire. O n a, en ef fet , 

AP = - AL = 3sin - , 
2 2 

l ' angle a étant l ié à to par 

sin( o) — a) = - sina 
2 

ou 

sinw sinto 
tanga = = — . 

1 ta -h 6o u> — 6o 
COSto H 2 cos cos 

2 2 2 

N o u s avons ainsi obtenu les valeurs suivantes : 

O). S . 

I O ° O , O O O O I 

2 0 0 , 0 0 0 O I 

3o 0 , 0 0 0 o 5 

4 0 0 , 0 0 0 1 1 

5o 0 , 0 0 0 3 8 

6 0 0 , 0 0 0 8 2 

70 0 , 0 0 1 3o 
8 0 0 , 0 0 2 5 1 

90 0 ,oo5 34 

A i n s i , j u s q u ' a u x environs de a> = 70°, l ' erreur rela-

tive reste i n f é r i e u r e à 0 , 0 0 1 , c 'est-à-dire au-dessous de 

ce q u e , dans la prat ique du ca lcul g r a p h i q u e , on p e u t 

tenir p o u r n é g l i g e a b l e . 

Il est faci le d 'a i l leurs , par des b issect ions success ives . 

( l ) La présence du terme égal à cos6o°, au dénominateur de 
tanga, rend le calcul plus simple avec les degrés qu'avec les grades. 
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(le rendre toujours la valeur angulaire de l'arc à recti-

fier inférieure à celle que comporte le degré d'approxi-

mation relative qu'on veut obtenir. 

| M 2 4 m ] 

SUK DEUX SURFACES DU QUATRIÈME ORDRE LIÉES 
A L'OCTliPLE GAUCHE COMPLET ; 

PAR M. L. REM Y. 

Cette Note a pour objet l'étude géométrique de 

deux surfaces du quatrième ordre que nous avons dé-

finies précédemment ( ' ) au moyen des fonctions thêta 

à deux variables, et qui se trouvent liées à la configu-

ration de l'espace à laquelle M. Fontené a donné le 

nom d'octuple gauche complet (2). 

11 convient de rappeler la définition de l 'octuple 

gauche complet : c'est la ligure de l 'espace formée par 

quatre couples de points : 

(i, i'), (2,2'), (3,3'), (4,4'), 

tels que le plan déterminé par trois points pris dans 

les trois premiers couples passe par l'un des points du 

quatrième couple. 

Ces plans sont au nombre de huit, répartis également 

en quatre couples : 

Pi : (4, i, ->\ 3'), P ; : ( 4 \ I V 2 , 3 ) , 

\\ : (4, 3', i'), P'4: < 4\ 3 , 1 ) , 

P3 :(4, 3, r , 2'), P'3 : (4', 3', 1 , 2 ) , 

l \ : ( 1 , 2 , 3 , 4), Pi : (i f , a', 3', 4'), 

(M Comptes rendus, 26 mars et 19 novembre 1906. 
(2) Bulletin de la Société mathémathique, t. XXXIV, n*« I 

et III. 
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et, corrélativement, ces quatre couples de plans sont 

tels que le point commun à trois plans pris dans les 

trois premiers couples appartient à un plan du qua-

trième couple. 

I. 

Il nous sera utile de résoudre tout d'abord le pro-

blème suivant : 

Quel est le lieu des sommets des cônes du second 

ordre circonscrits à un octuple gauche complet ? 

Le lieu des sommets des cônes appartenant à un 

réseau ponctuel de quadriques est en général une 

courbe du sixième degré. Dans le cas actuel, il com-

prend les quatre droites d'intersection des couples de 

plans de l 'octuple [ P , , P', ], [ P 4 , P^]; la courbe 

résiduelle est donc soil une conique, soil un système 

de deux droites ne se rencontrant pas. 

Nous écarterons la première hypothèse en montrant 

que la courbe rencontre en deux points chacune des 

quatre droites joignant les couples de points de l 'oc-

tuple [ a , , . Considérons en effet 

parmi les quadriques circonscrites à l 'octuple celles 

qui contiennent la droite [«/, a\ ] ; elles forment un 

faisceau ponctuel et se coupent toutes suivant \a droite 

[a; , a j ] et une cubique gauche r*, laquelle passe par 

les six points de l 'octuple autres que a*, a[ et rencontre 

la droite [ a ; , a ^ en deux points. 

Ceux-ci appartiennent au lieu géométrique, puisque 

la cubique est projetée de chacun d'eux suivant un 

cône du second ordre circonscrit à l 'octuple. De là 

résulte que le lieu cherché se compose de deux 

droites A, A'. 
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Si nous remarquons enfin que chacune des droites A, 

A' rencontre nécessairement le plan P/ en un point de 

son intersection avec le plan P - , nous pouvons énoncer 

le théorème suivant : 

Étant donné un octuple gauche complet, il existe 

deux droites A? A' rencontrant à la fois les quatre 

droites ciintersection d'un couple de plans et les 

(juatre droites joignant un couple de points. 

Chaque point de V une de ces droites est le sommet 

d'un cône du second ordre passant par les huit 

points de V octuple, et, corrélativement, chaque plan 

mené par Vune d'elles contient une conique tan-

gente aux huit plans de l'octuple (* ). 

Du fait que les points d'intersection de la droite 

[a/, a4 ']avec les droites A, A' appartiennent à la cu-

bique Ti on déduit une proposition qui nous sera utile 

un peu plus loin : la quadrique Q¿jk définie par les 

trois droites [a/, o j ] , [a*, a^] contient la cu -

bique gauclieP/ définie p a r l e s six points a/, a\, ay, 

a'j, ak, a'k. 

Enfin nous nous bornerons à énoncer les théorèmes 

suivants relatifs aux droites A, A' et dont il est aisé de 

donner une démonstration analytique : 

Les points de rencontre de la droite (P/, PJ) avec 

les droites A, A' sont les points doubles de i'involu-

lion déterminée sur cette droite par les quadriques 

circonscrites à Voctuple. 

De là le corollaire suivant : 

( l ) La seconde partie de ce théorème a déjà été énoncée par 
M. lirieard qui y avait été conduit par une voie différente (Bul-
letin de la Société mathématique, t. XXXIV, n° I). 
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Les plans P f , et les plans déterminés par la 

droite [P/, P)-] avec les droites A, A' forment un fais-

ceau harmonique ; de même les points où les droites 

A, A' rencontrent la droite [a/, divisent harmo-

nique ment le segment a; a\. 

Enfin le rapport anharmonique des quatre points 

d'intersection de la droite A avec les droites [ P „ ] 

est égal à celui des quatre plans déterminés par la 

droite A avec les droites [«/, 

II. 

Les théorèmes précédents nous permettent d'étudier 

Ja surface S dont voici la définition géométrique : 

Elle est du quatrième ordre, elle admet pour 

points doubles les huit sommets de Voctuple et con-

tient les quatres droites [a,, 

Cette surface dépend linéairement d'un paramètre, 

car toute surface du quatrième ordre à huit points 

doubles (formant groupe de Lamé) a une équation de 

la forme 

/ ( P , Q , R ) = o, 

où f désigne un polynome homogène de degré 2, et 

P = o, Q = o, R = o les équations de trois quadriques 

passant par les huit points doubles. O r la surface S est 

assujettie de plus à quatre conditions linéaires. 

Cette surface contient les quatre cubiques gauches T;, 

car elle rencontre chacune d'elles en quatorze points, 

à savoir six points doubles et les deux points d'inter-

section de la cubique T/ avec la droite [a/, 

Considérons dès lors l 'intersection de S avec la qua-

drique Q234 définie par les trois droites [ou* d^]? 
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[a*, a\] : elle comprend ces trois droites et 

la cubique gauche I V La courbe résiduelle se compose 

de deux génératrices de système opposé aux droites 

[a 2 , a ' J , . . [ a a ' J . 

En effet le long de toute biquadratique tracée sur la 

s u r f a c e / ( P , Q , R ) = o et passant par les huit points 

doubles, on peut circonscrire une quadrique à la sur-

face; soit donc Q 2 la quadrique circonscrite à S le long 

de la biquadratique formée par la droite [ a 2 , a'^él la . 

cubique T>. Les quadriques Qo et Q034 sont tangentes 

en deux points de la droite [a 2 , a'2] et, par suite, les gé-

nératrices c/, d ' d e la quadrique Q234 qui passent par 

ces points y sont tangentes à la quadrique Q 2 et à la 

surface S, et dès lors sont situées tout entières sur cette 

surface. 

D'où ce théorème : 

Toute surface du quatrième ordre qui admet pour 

points doubles les sommets d'un octuple complet 

et contient les quatre droites [a,, a^] possède en 

outre quatre couples de droites dL, d\, les droites 

d'un même couple dd'i rencontrant les trois droites 

[aj, </',], [aA, [>,, a) }. 

Celle surface admet une génération géométrique 

simple : elle est l 'enveloppe des quadriques Q cir-

conscrites à l'octuple et tangentes à une droite d s 'ap-

puyant sur trois des droites fa / ? a\]. 

Celte nouvelle définition est équivalente à la pre-

mière, car la droite d et par suite l'enveloppe des qua-

driques Q dépend de un paramètre seulement, de 

même que la surface 2 ; d'où cette conclusion : 

Les quadriques circonscrites à un octuple gauche 

et tangentes ci une droite d s'appuyant sur trois des 

droites (a^ a'.) sont tangentes à sept autres droites. 
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Les huit droites ¿/ forment une configuration qu'i l 

est aisé de construire, dès que l'on se donne l 'une 

d'elles dK. ' 
L'équation de là surface S dépend linéairement d'un 

paramètre : quand il varie, les deux droites d^ d\ qui 

appartiennent à un même système de génératrices de la 

quadrique Qjki sont en involution, et l 'on reconnaît 

aisément que les génératrices doubles de cette in vol u-^ 

tion sont les droites A, Par suite, les points de ren-

contre des droites rf/, d!- avec la droite [«y, a ' y } divi-

sent harmoniquement le segment «y, a!^ 

Considérons d'autre p a r t i e s quatre coniques G<23, 

. . „, C4 < 2 sections des quadriques Q i 2 3 , Q * ^ par 

l'un des plans de l octuple; la surface 2 coupe ce plan > 

suivant deux coniques C , C7, et les points d'intersection ^ 

des coniques C , C avec la conique Gy*/ (en dehors des 

sommets de l 'octuple) sont respectivement les traces 

des droites di et d\. 
Ainsi , de Ja droite dK on déduit sans ambiguïté la 

droite d'^ puis les coniques C , C' et, par suite, les trois 

autres couples ¿/¿, d \ . 

III-

Nous avons établi (*) que les surfaces 2 sont hyper-

elliptiques, mais il y a des cas de dégénérescence. 

Trois des surfaces 2 se décomposent en un couple 

de quadriques : ce sont les couples 

S34], fSj3, S24], [S14, S23], 

S ¿y désignant la quadrique qui passe par les huit som-

(1 ) Comptes rendus 26 mars i£o6. 



( .2 ) 

mets de l 'octuple et contient les deux droites [a/,*»;] 

et [ a j , à j ] . 

Supposons d'autre part que la droite d coïncide avec 

la droite A; dans ce cas les huit droites rf/, rfj se con-

fondent avec la droite A qui est une droite double de 

la surface S 0 , et les deux coniques C , C d' intersection 

de Ja surface avec chacun des plans de l 'octuple sont 

confondues : la surface admet donc huit plans tangents 

suivant une conique. l i e n résulte que la section de la 

surface par un plan quelconque mené par la droite 

double A est une conique tangente aux huit plans de 

l 'octuple. 

La surface admet donc deux définitions corrélatives : 

d'une part, elle est l 'enveloppe de la famille des cônes 

du second ordre circonscrits à l 'octuple dont les som-

mets sont situés sur la droite A; d'autre part, elle 

est engendrée par la famille de coniques tangentes aux 

huit plans de l 'octuple dont les plans passent par cette 

même droite A. 

Enfin la surface admet un plan tangent unique le 

long de chacune des droites [a/, puisqu'on peut 

lui circonscrire un cône le long de cette droite. 

Cette surface unicursale du quatrième ordre a été 

étudiée par Plùcker. On peut donc considérer la sur-

face de Plueker comme une dégénérescence de la sur-

face hyperelliptique 2. 

I V . 

Nous étudierons en second lieu une autre surface du 

quatrième ordre S qui se trouve également liée à la 

configuration de Toctuple complet et dont voici la défi-

nition : 
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EUe est du quatrième ordre et admet quatre plans 

tangents chacun le long d'une droite• 

P o u r c o n s t r u i r e une telle surface S on p e u t se d o n n e r 

les quatre plans P 1 ? P 2 , P 3 , P 4 ; mais les droi tes de 

contact . . . , D 4 ne p e u v e n t être prises arbi t ra ire-

m e n t dans ces plans. E n ef fet , la sur face S c o u p e le 

p lan P e n d e h o r s de la droite de contact , suivant une 

c o n i q u e Q , et c e l l e - c i doit passer par les traces d j y d^, 

d i , des droites Dy , D * , D/ sur le plan P/, et être tan-

gente en ces points a u x plans P y, P * , P/. C e c i ex ige 

q u e les droites j o i g n a n t r e s p e c t i v e m e n t les points c/y, 

dk, d i a u x sommets A y, A * , A i du tétraèdre f o r m é par 

les p lans P , so ient c o n c o u r a n t e s . C o n s i d é r o n s d 'autre 

part les plans P^ déterminés r e s p e c t i v e m e n t par la 

droi te D,- et le s o m m e t opposé du tétraèdre A/ : ces 

plans f o r m e n t un tétraèdre inscr i t et c i rconscr i t au 

p r e m i e r ; en d 'autres termes , les hui t p lans P , P' c o n s -

t i tuent un o c t u p l e g a u c h e c o m p l e t . 

I n v e r s e m e n t soit un o c t u p l e c o m p l e t : ses h u i t plans 

p e u v e n t être , de quatre m a n i è r e s d i f férentes , répart is 

en d e u x tétraèdres P , l y inscri ts et c irconscr i ts l 'un à 

l ' a u t r e ; c h a c u n de ces tétraèdres p e r m e t de déf inir un 

sys tème de quatre droi tes D/ et de quatre c o n i q u e s C/. 

P r e n o n s les p lans P p o u r tétraèdre de r é f é r e n c e , et 

soit S 0 (¿c, y, z, t) = o l ' équat ion d ' u n e surface du 

quatr ième ordre passant par les quatre c o n i q u e s C] et 

tangente a u x plans P le l o n g des droites D ) ; l 'équation 

générale des surfaces S j o u i s s a n t de cette p r o p r i é t é est 

de la f o r m e 

( I ) S 0 ( ; R , y, ¡s, t ) \xyzt = O. 

( ' ) On reconnaît par un compte de constantes qu'il est possible 
de former «effectivement une telle «nrface. 
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Au point de vue projectif roc luple complet dépend 

de deux paramètres et la surface S de trois paramètres. 

La surface S possède douze points doubles, trois sur 

chacune des droites D ; en effet l 'équation de la sur-

face a la forme suivante : 

D*(>, y, z)C(x,y, z)-+-l.f{x, y, z, t) = o, 

D (.r, y, z) = o et C (¿c, y, s ) = o étant les équations 

de la droite de contact D et de la conique C dans le 

plan t — o et le polynome f ( x , y , 2, t) étant du troi-

sième ordre. 

Les trois points d'intersection de la droite D avec la 

surface f { x , y , t) = o sont manifestement des points 

doubles de la surface. 

L'équation ( l ) de la surface S dépend linéairement 

du paramètre À ; de là plusieurs conséquences géomé-

triques. 

Les points doubles ¿>/, a situés sur une même 

droite D/ appartiennent à une involution linéaire du 

troisième ordre. Celte involution se laisse définir sim-

plement au moyen des droites D et des plans P . A cet 

effet considérons les droites A, A' qui s'appuient sur les 

quatre droites D ; on peut déterminer le paramètre \ de 

manière que la surface S contienne la droite A, et dès 

lors celle-ci est une droite double, puisque ses points 

de rencontre o, avec les quatre droites D, sont des 

points doubles de la surface (ce sont même des points-

pince). Si l'on prend pour plans coordonnés X = o, 

Y — o deux plans passant par la droite A et pour 

plan T = o le plan tangent le long de la droite D , 

l'équation de la surface prend la forme 

( a \ b Y)« C( X, Y. Z) + T ( P X 5 + Q XY + RY*) = o, 

l\ Q , R étant trois polynomes homogènes du premier 
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degré en X , Y , Z , T . O n en déduit que l ' involution 

des points a/, 6/, c} a deux de ses points confondus 

avec le point 8,-. 

Cette involution est donc parfaitement définie puisque 

Ton connaît deux de ses points doubles, 8;, ort- et, de 

plus, un groupe particulier formé par les points d' in-

tersection de la droite D/ avec les plans Py, P*, P/. 

Les involutions du troisième ordre ainsi définies sur 

les quatre droites se correspondent homographi-

quement ; ceci résulte du théorème suivant dont la dé-

monstration analytique ne présente pas de difficulté : 

L'homographie H/y, qui fait correspondre respec-

tivement aux points d1 intersection de la droite D/ 

avec les plans Py, P*, P/ les points d'intersection de 

la droite Dy avec les plans P P / , Pk, fait corres-

pondre les points d'intersection de ces droites avec 

chacune des deux droites A, A'. 

De là résulte que les points <2;, c/, d'une part, et 

aj, ¿>y, cy, d'autre part, décrivent sur les droites D ; et 

Dy des divisions homographiques lorsque le para-

mètre X varie. 

Les propriétés précédentes permettent de déterminer 

sans ambiguïté les douze points doubles de la surface S 

dès qu'on se donne l'un d'eux. Nous allons en déduire 

quelques propriétés géométriques de la surface. 

Considérons le faisceau des quadriques qui con-

tiennent les droites D 3 , D 4 et passent par les points 

d'intersection a , 3 et a2 4 de la droite D { avec le plan P 3 

et de la droite D 2 avec le plan P4 . Elles déterminent 

sur les droites D< et D 2 une correspondance homo-

graphique qui coïncide avec l 'homographie H*2 puis-

qu'elle a avec elle trois couples communs : 8,, o 2 o \ , î 

et les poiuts d'intersection a, 4 et a2 3 de la droite D t 
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avec le plan P 4 et de la droite D 2 avec le plan P 3 . P a r 

suite on peut m e n e r une quadr ique par les droi tes D , , 

D 4 , par les points a, 3 , a 2 4 et par un c o u p l e q u e l c o n q u e aK, 

a2 de l 'homographie H 1 2 . O n en d é d u i t a isément q u ' i l 

existe une quadrique contenant les droites D 3 , D 4 et 

passant par deux couples q u e l c o n q u e s a<, a2 et 6 , , b2 

de cette homographie . Ceci posé , soient une surface S 

quelconque, a,-, 6t-, c , ses douze points d o u b l e s ; les 

huit points ( a , , bi) forment un g r o u p e de L a m é puisque 

l'on peut faire passer par ces points trois q u a d r i q u e s 

n 'appartenant pas à un même faisceau. 

D o n c les douze points doubles de la surface S se 

répartissent en trois groupes de hui t points de L a m é 

bi), (biy c,-), (c/, a i ) (*) . Par suite la surface p e u t 

être considérée de trois manières c o m m e l ' e n v e l o p p e 

d'une famille de quadriques passant par un de ces 

groupes de huit points et b i tangentes à chacune des 

quatre coniques C . 

Considérons celle des quadr iques de la fami l le Q a , b 

qui passe par le point c , ; c 'est nécessa irement un cône 

de sommet c/, c irconscri t à la surface le l o n g de la 

droite D , et d 'une c u b i q u e g a u c h e qui passe par les 

sept points doubles ct-, ay, bj, akl ¿A, bt. L a surface 

possède douze cubiques analogues Tn 2, . . T ( V 

V . 

Parmi les surfaces S , il en existe quatre r e m a r q u a b l e s : 

ce sont celles p o u r lesquelles les involut ions l i n é -

aires bi, Ci ont un point d o u b l e . D e u x de ces sur-

( l ) On pouvait prévoir a priori que la surface appartient à ce 
type d'après la ciassificationdes surfaces du quatrième ordre à 12 points 
doubles ( R O H X , Mathematische Annalen, t. XXIX, 1887). 
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faces S 0 , S'0 s o n t ce l les q u i a d m e t t e n t r e s p e c t i v e m e n t 

les droites A, A' p o u r droi tes d o u b l e s ; e l les s o n t e n -

g e n d r é e s par une c o n i q u e d o n t le p lan tourne a u t o u r 

de l 'une des droi tes A, A' et qui r e n c o n t r e en d e u x points 

c h a c u n e des c o n i q u e s C . 

C o n s i d é r o n s les d e u x surfaces S l ? S , c o r r e s p o n d a n t 

aux autres points d o u b l e s de l ' i n v o l u t i o n . P o u r c h a c u n e 

d 'e l les les p o i n t s a , et bi sont c o n f o n d u s : dès lors les 

huit c u b i q u e s g a u c h e s et Tb. sont c o n f o n d u e s en u n e 

c u b i q u e T q u i passe par les huit points a , et c,-. C e t t e 

c u b i q u e est n é c e s s a i r e m e n t une c o u r b e d o u b l e de la 

sur face , p u i s q u ' e l l e est p r o j e t é e de c h a c u n des points a i 

suivant u n c ô n e c i r c o n s c r i t à cette sur face . 

A i n s i les surfaces S'f sont des sur faces d u q u a -

tr ième o r d r e à c u b i q u e d o u b l e ; e l les p e u v e n t être e n -

gendrées par une droite q u i r e n c o n t r e e n d e u x p o i n t s 

la c u b i q u e T et q u i r e n c o n t r e é g a l e m e n t les quatre 

c o n i q u e s C . C o m m e les s u r f a c e s de ce t y p e d é p e n d e n t 

de d i x - s e p t paramètres , on en c o n c l u t que les surfaces 

du q u a t r i è m e ordre à c u b i q u e d o u b l e , de première 

espèce ( c ' e s t - à - d i r e d o n t les r é c i p r o q u e s sont du m ê m e 

t y p e ) sont une d é g é n é r e s c e n c e des surfaces hypere l -

l ip t iques S . 

L a c u b i q u e d o u b l e de la surface S 4 rencontre la 

droite D , en d e u x p o i n t s : le p o i n t d o u b l e de l ' involu-

tion a i , bi qui est un point-pince de la s u r f a c e , et le t roi-

sième p o i n t de l ' i n v o l u t i o n Ci où el le est tangente au 

plan P,-. O n r e c o n n a î t a isément q u e ce point c o ï n c i d e 

avec l 'un des points d ' intersect ion de la droite D/ avec 

la c o n i q u e C/. L e s points d ' intersect ion des droites D ; 

avec les c o n i q u e s C/ sont d o n c des points h o m o l o g u e s 

dans les h o m o g r a p h i e s H/y. 

E n tout p o i n t de la c u b i q u e double F le c ô n e c i r -

c o n s c r i t à la surface S 4 c o m p r e n d le c ô n e p r o j e t a n t la 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. VII. (Janvier 1907.) 2 
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courbe double, qui doit être compté deux foisy et un 

cône du second degré. La surface S peut donc être r e -

gardée comme l'enveloppe d'une famille de GÔnes du 

second degré bitangents aux quatre coniques G. 

Résumons en terminant la définition et les propriétés 

du système des droites D et des coniques C . 

Soient P 4 , P ' n P/0 P'4 les couples de plans 

d'un oc tu pie gauche complet. Considérons dune 

part les quatre droites D/ d intersection de deux 

plans d'un même couple P/, P'£ et, d autre part, les 

quatre coniques C/ définies de la manière suivante : 

On répartit les huit plans de Voctuple en deux té-

traèdres inscrits et circonscrits C un à Vautre et Von 

considère Vun de ces tétraèdres P 0 P 2 , P 3 , Vky pat-

exemple; la conique C/ est située dans le plan Pt> 

elle passe par les traces des droites Dy, D*, D/, sur 

ce plan et elle est tangente en ces points aux 

plans Pj, PA , P , ( » ) . 

Le système des coniques C jouit des propriétés 

suivantes : 

Les quadriques bitangentes aux quatre coniques C 

forment une famille deux fois infinie. 

Il existe deux familles de cônes du second degré 

bitangents aux quatre coniques G dont les sommets 

sont situés respectivement sur deux cubiques gau-

ches et qui enveloppent deux surfaces unicursales 

du quatrième ordre S<, S', ( 2 ) . 

(M On peut répartir les plans de l'octuple en deux tétraèdres 
inscrits et circonscrits l'un à l'autre de quatre manières différentes 
et, par suite, étant donné un octuple complet, il existe huit systèmes 
analogues de quatre coniques G. 

(-) On obtient quatre autres familles de cônes bitangents aux coni-
ti ues C en considérant les cônes du second ordre circo«scr»tskune sur-
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II existe deux familles de coniques rencontrant 

en deux points chacune des coniques C ; les plans 

des coniques d1 une même famille passent par Vune 

des droites A, A' qui s'appuient sur les quatre 

droites D et ces coniques engendrent une surface 

unicursale du quatrième ordre. 

Il existe quatre familles de droites rencontrant 

les quatre coniques C ; ce sont les deux systèmes de 

génératrices des deux surfaces St et S\. 

Enfin les points où la droite D/ rencontre les 

trois plans P y, P*, P/, les droites A, A' et la conique Ct* 

ont mêmes rapports anharmoniques quelle que soit 

la droite D/ considérée. 

O r nous avons remarqué au début de cette Note que 

les points de rencontre de la droite D ; avec les plans Py, 

Py et avec les droites A, A' forment une division har-

monique; en rapprochant cette remarque du théorème 

précédent, on obtient la proposition suivante : 

Étant donné un octuple gauche complet, les 

points ou la droite d'intersection de deux plans 

cVun même couple rencontre les six autres plans de 

C octuple ont mêmes rapports anharmoniques, quel 

que soit le couple considéré. 

SUR LE SYSTEME ARTICULE DE HART; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

Mon but est simplement de faire connaître aux lec-

teurs de ce Journal une propriété curieuse signalée en 

face variable S et qui ont pour sommets les points doubles de cette 
surface. ' ' 
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1893 par le D r Burmester {Zeitschrift für Mathe-

matik und Physik...). 

1. Le système articulé de Hart, généralisé par 

IKempe, se compose d'un quadrilatère articulé M N P Q 

«et de quatre tiges S A , SB, S C , S D articulées avec les 

côtés de ce quadrilatère. Les divisions de points M A N 

-et Q C P doivent être semblables, ainsi que les divisions 

«de points M D Q et N B P ; les quatre points A , B , C , D 

doivent être à un cercle. Si l 'on désigne par a , 6, c, d 

les quatre côtés du quadrilatère, et si l 'on pose 

d'où 
Q G = c.g, Q D = d.h, 

M A — A , G , P B = b.h, 

cette dernière condition se traduit par la relation dou-

blement quadratique 

a- dï b 2 
[ — h 1 — 8 

<lont j'ai fait usage précédemment (Nouvel les Annales, 

1904, p. a5). 

Si l'on regarde g et h comme les coordonnées carté-
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siennes d'un point , la courbé représentée par l 'équa-

tion précédente est une cubique circonscrite au q u a -

drilatère complet dont les côtés sont représentés par 

les équations 

^ = o, ¿ - = 1 , h=z o, h= i ; 

deux sommets opposés de ce quadrilatère complet son! 

à l'infini sur les axes. D'après la théorie des points-

correspondants sur une cubique, on peut donc i n s -

crire à la cubique considérée une infinité de quadri-

latères complets ayant deux sommets à l ' infini sur les 

axes ; en d'autres termes, si g et h sont les c o o r d o n -

nées d'un point de la courbe, donnant lieu aux points 

de coordonnées g1, h et g, h", le point de coordonnées 

g^h f f est aussi sur la courbe. Dès lors, en partant de 

l 'appareil simple M N P Q , S A , SB, S C , S D , conservons 

les points B et D et remplaçons les points A et C par 

les points A ' et C ' , ce qui remplace S par S ' , le qua-

drilatère S B S ' D étant un contre-paral lélogramme 

( H A R T , K E M P E , Nouvelles Annales, 1 9 0 4 , p. 2 5 ) ; . 

conservons de même les points A et G, et remplaçons 

B et D par B" et D", avec S" au lieu de S ; nous pour-

rons encore prendre comme points d1 articulation les 

deux couples de points A ' , G' et B", D v , en rempla-

çant S par Sv/. O n a ce tableau : 

A B A ' G ' 

B D 

B " D " 

S S ' 

S " S ' " 

2. Un point tel que S est foyer d'une conique ins-
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crite au quadrilatère M N P Q . On sait que te lieu de 

ces foyers est une cubique bicireulaire, dont les tan-

gentes aux points cycliques I et J se coupent en un 

point S 0 de la courbe, foyer de la parabole inscrite; 

une telle cubique bicireulaire est appelée focale. Les 

deux foyers d'une même conique sont, sur la courbe, 

des points correspondants, au sens de ce mot rappelé 

ci-dessus, et la correspondance en question est, parmi 

les trois correspondances existantes, celle qui associe 

les points cycliques; les points M et P sont des points 

correspondants, de même les points N et Q , et aussi 

les points X et Y , en appelant ainsi les points de croi-

sement des droites MN et P Q , M Q et N P . 

Or, d'après le D r Burmester, la droite S S ' passe 

en X , la droite SS" en Y . Il en résulte d'abord que 

les droites X S " et Y S ' se coupent en un point Sw de la 

courbe. En outre, S' et S", par exemple, sont les deux 

foyers d'une même conique inscrite au quadrilatère. 

3. En particulier (voir la figure dans les Nouvelles 

Annales, loc. cit., p. 11) si S est le foyer S 0 de la 

parabole inscrite, les contre-parallélogrammes S B S ' D 

et S C S " A fournissent les points S' et S% dont chacun 

donne lieu au guidage rectiligne d'un point (appareil 

de Hart), et S'" est à l'infini. On a ici, en partant 

de S, 

h O; 
d* b* 1 
g i — g 

o. 

g = oc, <X>, 



( 23 ) 

I R l e ] 
SUR UN SYSTÈME ARTICULÉ; 

PAR M. R. BRIGARD. 

1 . On sait que si l 'on réalise par des tiges rigides, 

articulées en leurs points de rencontre, un nombre 

quelconque de génératrices d'un hyperboloïde, on o b -

tient une figure déformable. 

Bien que ce résultat soit très connu, il ne se trouve 

généralement pas exposé dans les Ouvrages classiques. 

Aussi ne crois-je pas inutile d'en donner ici une dé-

monstration, qui me paraît d'ailleurs particulièrement 

simple. 

Je dirai, dans ce qui suit, que deux points variables 

sont liés quand leur distance reste constante. En em-

ployant cette expression, on peut énoncer le théorème 

suivant : 

Soit A B C D un quadrilatère gauche articulé. 

Supposons qu'on le déforme de telle manière que 

les carrés des longueurs de ses diagonales satis-

fassent à une relation linéaire 

(i) a Â c V p B D 2 = K , 

a, ¡3 et K étant des constantes. Dans ces conditions, 

tout point de A B est lié à un certain point de C D ; 

tout point ¿feBC est lié à un certain point de H D . Les 

droites joignant deux à deux les divers points liés 

sont les génératrices d'un hyperboloïde, déformable 

•dans les conditions rappelées au début de cette Note. 

Soient, en effet, lVt un point de A B , N un point 
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de C D . L e u r liaison s ' e x p r i m e par la relation 

MN = const. 

Mais on a, en vertu d 'un théorème c o n n u de G é o -

métrie é lémentaire ( théorème de S t e w a r t ) , 

G D . M N 2 - 4 - D N . M c V n G . M D 1 = = const., 

le second membre ne dépendant que des l o n g u e u r s C D , 

C N . O n doit donc avoir 

D N . M G 2 - 4 - N C . M D * = k u 

kh étant une constante . O n a , en vertu du m ê m e 

théorème, 

A B . M G V B M . Â G 2 = 

A B . M D V M A . B D 2 = 

k2 et étant encore des quanti tés q u i ne d é p e n d e n t 

que des longueurs A B , A M , A D et B G . E n é l i m i n a n t 

M C , M D entre les d e u x relat ions, il v ient 

( % ) M B . N D . Â G V M A . N C . B D 2 = k u , 

c'est-à-dire une relation de la forme ( i ) . L e s d e u x r e -

lations sont ident iques si l 'on a 

M B . N D _ M A . N G H 

ce qui peut être vérif ié p o u r une infinité de c h o i x du 

couple de points M et N . O n vérif iera de m ê m e que 

deux points P et Q , appartenant r e s p e c t i v e m e n t à B C 

et à D A , sont l iés si l 'on a 

P B . Q D P G . Q A 
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L e reste de l ' énoncé s'établit très faci lement au 

moyen des relations ( 3 ) et (4) . J'en laisse le soin au 

lecteur. 

2. On peut obtenir une combinaison assez remar-

quable d 'hyperbolo ïdes articulés. 

Soient A , B , C , D , A ' , B' , C \ D ' , huit points liés 

entre eux , comme l ' indique la figure i . La figure est 

celle d'un hexaèdre, à cela près que les faces telles 

que A B C D ne sont pas planes. 

La figure étant constituée par 8 points assujettis à 

12 conditions dépend de 3 . 8 — 12 = 12 paramètres; 

6 de ces paramètres sont des paramètres de position. 

La figure dépend donc de 6 paramètres de grandeur. 

Il en résulte que si dans chacun des six quadrilatères 

tels que A B C D , on introduit une liaison entre deux 

points appartenant à deux côtés opposés, le système 

sera généralement r igide. Il y a donc intérêt à montrer 

l 'existence d 'un système agencé de cette manière et 

déformable . 

Je procéderai à cet effet de la manière suivante : 

Construisons la figure 1 de telle manière que les 

Fig. 1. 
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deux symétriques par rapport à une droite A. O n 

peut se donner a priori les 4 points A , B, G, D et la 

droite A. Les quatre autres points sont alors déter-

minés. La figure dépend donc de 4 X 3 -f- 4 = 16 pa-

ramètres, dont io sont des paramètres de grandeur. 

Cela posé, assujettissons six des arêtes, dont deux 

quelconques ne sont pas symétriques par rapport à A, 

à être de longueurs constantes d'ailleurs quelconques 

(on peut choisir, par exemple, les arêtes A B , A D , 

Fig. 2. 

AC/, BD', C'B', C'D'). Les six autres arêtes, qui sont 

égales aux premières, chacune à chacune, sont aussi 

de longueurs constantes. 

La figure dépend maintenant de i o — 6 = 4 para-

mètres de grandeur. Nous pouvons donc lui imposer 

encore trois conditions sans qu'elle cesse d'être défor-

mable. Nous les choisissons ainsi qu'il suit : chacun des 

quadrilatères A B G D , A B D ' C ' , A D B ' C ' devra se dé-

former de telle manière qu'il existe une relation 

linéaire entre les carrés de ses diagonales. S'i l en est 

ainsi, chacun des quadrilatères A'B'C'D' , A ' B ' D C , 
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A ' D ' B C , qui sont égaux respectivement aux trois pre-

miers, satisfait à une condition de même nature. 

Si alors on se reporte au théorème qui a été établi 

au n° 1 , on voit que la figure A B G D A ' B ' G ' D ' peut se 

déformer de telle manière que, dans chaque qua-

drilatère tel que A B C D , un point quelconque dun 

côté soit lié à un point convenablement choisi sur le 

côté opposé. Nous avons, par conséquent, réalisé un 

assemblage de six h iperboloides articulés. 

Un fait est intéressant à signaler : soit a un point 

de A B , p le point de C D qui est lié à a, y le point de 

A ;B' qui est lié à ¡3, S le point de C 'D ' qui est lié à y ; 

le point S est lié au point a. O n établit bien aisément 

ce résultat au moyen de la relation (3) . 

N o t e . — Dans une Note ancienne (*), M. J. Larmor 

étudie un système de 27 tiges articulées, constitué 

comme l ' indique la figure 2, et conclut que ce système, 

construit d'une manière aussi générale que possible, 

est déformable avec trois degrés de liberté (comme 

c'est évidemment le cas lorsque les 27 tiges sont répar-

ties en trois groupes de 9 tiges parallèles entre elles, 

la figure étant alors constituée par un assemblage de 

parallélépipèdes). S ' i l en était bien ainsi, les résultats 

contenus dans le n° 2 du travail précédent ne présen-

teraient aucun intérêt. Mais le raisonnement de 

M. Larmor repose sur un compte inexact des équations 

qui relient certaines variables, et ses conclusions ne 

sont pas légitimes ( 2 ) . 

(1 ) On possible systems of jointed wicker work, and their de-
grees of internal freedom (Proceedings of the Cambridge phi-
losophical Society, t. V, 1884, p. 161). 

(2) L'auteur prend comme inconnues les 81 cosinus directeurs des 
27 tiges du système, et cherche le nombre des équations indépen-
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J'ai pensé (ainsi que M. Larmor, à qui j'avais c o m -

muniqué l'observation qui précède) qu'il y avait lieu 

de signaler l ' inexactitude d'un résultat qui paraît avoir 

été admis jusqu' ic i sans discussion (4 ). O n voit en 

effet se poser une question intéressante : Est-il pos-

sible de construire un système articulé, du type de 

la figure 2, déformable avec au moins un degré de 

liberté? En dehors, bien entendu, du cas où tous les 

quadrilatères de la figure sont des parallélogrammes, 

et du cas où le système est constitué par trois systèmes 

binaires égaux, reliés par des tiges égales et parallèles 

(M. Larmor appelle système binaire la figure formée 

par 6 génératrices d'un hyperboloïde déformable, 3 d'un 

système et 3 de l 'autre). 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Bordeaux. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I . Mouvement d'un corps solide 
mobile sans frottement autour dune droite fixe. 

Cas où la fixité de la droite est obtenue par celle de 
deux points du corps. Calcul des pressions supportées par 
ces points. Axes permanents et axes naturels de rotation. 

il. Soient O x y z un système d'axes rectangulaires dont 

dantes, fournies par le théorème des projections, qui relient ces 
cosinus. Chaque contour fermé, par exemple le quadrilatère ABCD 
de la figure 2, donne 3 équations. M. Larmor ne compte que 

contours indépendants dans la figure, ce qui lui donne 72 équa-
tions. Il y a en réalité 28 contours indépendants, ce qui porte le 
nombre des équations à 84. 

(*) Par exemple dans VEncyklopàdie der Mathematischen 
Wissenschaften, t. IVP p. 277. 
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l'axe Oz est vertical, et les deux droites 

D D' 
x = o 
z = — a, 

situées respectivement dans les plans xOz, yOz. 
Une tige matérielle pesante, homogène, de longueur il 

est assujettie à glisser sans frottement par ses extrémités 
sur les droites D, D'. De plus, chaque point matériel de la 
tige est attiré par le point O proportionnellement à sa 
masse et à sa distance au point O. 

i° Trouver le mouvement de la tige; 
2° Imaginant que la tige considérée appartienne à une 

figure plane dont le plan est assujetti à rester vertical, 
étudier au point de vue cinématique le mouvement de cette 
figure. Quel est le lieu décrit par un point quelconque 
de la figure ? 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On veut atteindre, avec un pro-
jectile pesant 5og, dont la vitesse initiale est de iompar se-
conde, un point situé, horizontalement, à 5ln de distance, 
et placé à 3m au-dessus dû point de départ du mobile. 

On demande de calculer : 
i° L'angle de la vitesse initiale avec l'horizon; 
2° La grandeur de la vitesse finale et l'angle qu'elle 

fait avec l'horizon; 
3° La perte d'énergie du projectile; 
4° La durée du mouvement. 
On ne considérera que la parabole de renversement et 

l'on négligera la résistance de l'air. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Etablir les équations propres à 
déterminer l'accélération, à un instant donné, des divers 
points d'une figure plane qui se meut dans son plan. 
Centre des accélérations. 

Trouver ce centre A dans le cas où une chaînette don-

Accélération de la pesanteur, g — 9,81  

(Novembre 1906.) 

Caen. 
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née y appartenant au plan mobile, roule sans glisser sur une 
droite fixe, le point de contact se déplaçant de manière 
que sa distance à l'axe de la chaînette soit proportionnelle 
au temps. Le point A est fixe pendant tout le mouvement, 
sa vitesse relative au plan mobile garde une grandeur 
constante. 

II. On considère deux tiges homogènes, égales, non pe-
santes, OA, AB articulées en A; OA peut tourner autour 
du point fixe 0, et le point B glisse sur une droite fixe OZ. 
Chaque élément des deux tiges est attiré vers OZ par une 

force égale au produit de sa masse par sa distance à OZ. 
Soient 0 l'angle ZOA, Vangle du plan OAB avec un 
plan fixe mené par OZ. Le système ayant un mouvement 
initial connu, former et discuter les équations qui donnent 
0 et Conditions initiales telles : I° que Ô reste constant, 

que ~ s'annule pour 6 = ~ : cela arrivera-t-il au bout 

d'un temps fini? 

S O L U T I O N . 

(i-t- 3 sin* 6 ) sin*6 = ( sin* 0O -f- 3 sin* 0O )0'o2 

H- (sin* 60—sin* 0) (sin* 6—ty'* sin* 0O). 

(Novembre 1906.) 

Grenoble. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Un solide pesant S est limité exté-
rieurement par une sphère de rayon a. La distribution 
des masses est telle que le centre de gravité G de S coïn-
cide avec le centre de la sphère, et que Vellipsoïde d'iner-
tie relatif à ce point est de révolution; soit Gz l'axe de 
révolution. 

Le solide est posé à l'intérieur d'une sphère creuse 2 de 
centre O, de rayon H -ha. Cette sphère est fixe; la liai-
sort est sans frottement. 

Déterminer le mouvement de S, en employant successi-
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vement les théorèmes généraux et les équations de Là-
grange. v 

On déterminera la position de S par Vangle 6 que fait 
OG avec la verticale descendante OZJ du point O, par 
Vangle ty que fait le plan GO*i avec un plan vertical fixe, 
et par les angles d'Euler Gi, <p, définissant Vorienta-
tion relative des deux trièdres trirectangles Gxyzf Oxiyi zy ; 
le premier lié au solide S en est un trièdre principal d'i-
nertie, le second est fixe. 

On appellera M la masse de S, A et G les moments d'iner-
tie relatifs à Gx et G^. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Dans un trièdre trirectangle fixe 
Oafyz l'axe O y est horizontal, et l'angle zOx admet 
comme bissectrice intérieure la verticale descendante. 

Le sommet O du trièdre et un autre point O' situé sur O z 
à la distance 2R. du point O sont les deux extrémités du 
diamètre limite d'une demi-circonférence homogène pe-
sante de masse M. Cette circonférence peut donc tourner 
autour de O z; la liaison est sans frottement. 

i° La circonférence étant supposée située dans le plan 
zOx, déterminer les coordonnées de son centre de gravité 
et l'équation de Vellipsoïde d'inertie relatif au point O. 

On suppose que la circonférence placée dans le plan 
zOy soit abandonnée sans vitesse. Elle se met à osciller 
autour de O z. Déterminer les réactions exercées par les 
points O et O' lorsque le plan de la circonférence vient 
coïncider avec le plan zOx. (Novembre 1906.) 

Lille. 

É P R E U V E É C R I T E . — C O U R S : Extension des équations de 
Lagrange : 

i° Aux systèmes dont la position n'est pas définie à l'aide 
du nombre minimum de paramètres ; 

2° Aux systèmes non holonomes sans frottement; 
3® Aux systèmes doués de frottement. 

P R O B L È M E . — I . C I N É M A T I Q U E : Déterminer le mouvement 
d'une figure plane dans son plan dans le cas où le Centre 
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des accélérations est fixe dans le plan fixe et où le centre 
instantané de rotation décrit une droite dans le plan fixe 
(,roulante et loi d'orientation). 

I I . DYNAMIQUE : Un cylindre de révolution à axe vertical 
tourne d'un mouvement uniforme autour d'une de ses gé-
nératrices G. Un point matériel pesant est assujetti à res-
ter sur la surface de ce cylindre, supposée parfaitement 
polie ; il est de plus attiré par la droite G proportionnelle-
ment à la distance. Étudier le mouvement relatif du point 
sur le cylindre ( conditions initiales quelconques ; discus-
sion). (Novembre 1906.) 

Marseille. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — Un disque circulaire homogène est 
suspendu par un axe A, placé à son centre, autour duquel 

il peut tourner, ci un point fixe O, au moyen de deux fils 
élastiques égaux qui s'allongent proportionnellement à 
leur tension. Sur la circonférence du disque est enroulé 
un fil flexible et inextensible qui porte à son extrémité un 
poids P. 
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A Voriginey le système est en repos, les fils sont verti-

caux et les fils OA sont à l'état naturel. 
On abandonne le système à lui-même et Von demande 

de trouver son mouvement. On remarquera que les fils 
restent verticaux. 

On néglige la masse des fils et celle de l'axe A. Le 
poids du disque est égal au poids P. Un fil OA a 3m de 
longueur et doublerait sous l'action d'une tension égale• 
à 10 fois le poids P. On fera g = io. 

S O L U T I O N . 

Soient z la distance de P à l'horizontale du point 0 , OA — yr-
6 l'angle dont tourne le disque, { T la tension d'un fil 0A>-

S celle de BP, on a 

T = I mg(i — cos5t), 

j 7 a 

i J 3 id 

R 6 = _ 4 + £ « * + 4 : C O S 5 < . 
I 3 id 

É P R E U V E PRATIQUE. — Une plaque carrée plane et indé-
formable est suspendue aux quatre sommets d'un carre-
situé dans un plan horizontal, par quatre fils élastiquesy 
identiques, verticaux et de même longueur dans leur éttit 
naturel. 

Un point pesant, qui a le même poids P que la plaque r 

repose sur cette plaque et se trouve placé au quart de la 
droite qui joint le centime du carré à l'un des sommets. Ce 
quart est compté à partir du centre. 

Ce point pesant est en outre suspendu à un fil élastiquer 

vertical, identique aux précédents, et attaché à un point 
fixe du même plan horizontal. 

Primitivement la plaque est soutenue de manière que 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. VII. (Janvier 1907.) 3 
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les fils ne soient pas tendus, puis on la laisse s'abaisser 
lentement jusqu'à ce qu'il y ait équilibre. 

Les fils s'allongent proportionnellement à leur tension. 
Trouver la tension de chacun d'eux. On suppose quHls 

restent très sensiblement verticaux. 
(Novembre 1906.) 

Montpellier. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Exposer les théorèmes des vitesses 
virtuelles et de d'Alembert. Appliquer ces théorèmes à un 
système contenant des corps solides. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Un losange articulé O A B C formé 
de quatre tiges identiques homogènes pesantes peut glis-
ser sans frottement dans un plan vertical. Le sommet O 
est fixe et le losange est primitivement en repos de ma-
nière que le sommet C soit sur la verticale du point O, et 
que Vangle AOB soit de 6o°. La longueur des tiges est 
de ini. On demande la vitesse que possède le point G quand 
il arrivera au point O. 

La valeur de g est 9 , 8 0 8 8 ; Vunité de temps la seconde 
de temps moyen. (Novembre rgoô.) 

EPREUVE ÉCRITE. — I . Chute d'un point matériel pe-
sant d'une grande hauteur, en tenant compte de la rota-
tion de la Terre. 

II. Étude de la suspension à la Cardan. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Deux barres pesantes homogènes 
identiques OA, OB peuvent tourner autour d'une de leurs 
extrémités fixées au même point O dans un plan vertical. 
Elles sont réunies par un fil élastique AB dont on néglige 
le poids. Ce fil n'est pas tendu dans la position initiale; 
la longueur commune des barres et du fil est alors de im. 
De plus, le fil AB est alors horizontal. La tension d'un fil 
élastique est proportionnelle à son allongement. On de-
mande d'achever de la définir en s'appuyant sur ce que 
le système abandonné à lui-même arrive sans vitesse de 
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façon que le fil ÀB soit sur Vhorizontale qui passe par le 
point O. Le poids de chacune des tiges est de ikg. 

(Novembre 1906.) 

É P R E U V E ÉCRITE. — Deux points pesants M et M', de masses 
égales, sont reliés par un fil sans masse, flexible et inex-
tensible. Le point M décrit sans frottement une verticale 
fixe, et le point M' est assujetti à se déplacer sans frotte-
ment dans un plan P qui contient cette verticale et tourne 
autour d'elle d'un mouvement uniforme de vitesse angu-
laire io. A l'origine du mouvement, M est immobile; la 
droite MM' fait un angle de 45° avec la verticale descen-
dante issue de M; la vitesse relative de M' dans P, égale 
à Voj est perpendiculaire à M'M et dirigée par rapport à 
cette droite du même coté que la verticale ascendante. 

Trouver le mouvement des deux points; montrer que le 
fil reste tendu pendant le cours du mouvement. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On considère le mouvement d'un 
plan P sur un plan fixe II. 

i° Démontrer qu'il y a, à chaque instant, un point du 
plan P dont l'accélération est nulle. On appelle ce point 
centre des accélérations. 

On suppose que, lorsque P se déplace sur M, le centre 
des accélérations reste fixe dans P, tandis que le centre 
instantané décrit une droite fixe de II. 

Trouver la trajectoire du centre des accélérations sur 
le plan n et celle du centre instantané sur P. 

(Novembre 1906.) 

Poitiers. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Un angle droit se meut de façon 
qu'un de ses côtés demeure tangent à un cercle, tandis que 
l'autre est tangent à une ellipse concentrique : trouver 
dans ce mouvement les deux courbes qui roulent sans glis-
ser l'une sur l'autre. 

II. Mouvement relatif d'un point matériel pesant à la 
surface de la Terre sous l'influence d'une résistance de 
milieu proportionnelle à la vitesse, en tenant compte de la 
rotation terrestre 
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N O T E . — On supposera que le mobile ne sort pas d'une 
région où Von peut regarder son poids ( résultante de l 'at-
traction et de la force centrifuge) comme constant en 
grandeur et en direction> et l'on négligera les puissances 
de w d'indice supérieur à i. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Une chaîne homogène pesante de 
longueur il et de poids P est fixée par ses extrémités en 
deux points A et B d'un même plan horizontal dont la 
distance est ia. Le système étant en équilibre, on fixe au 
point le plus bas de la chaîne un poids p très petit par 
rapport à P; calculer en première approximation les mo-
difications de la figure d'équilibre. 

(Novembre 1906.) 

Toulouse. 

E P R E U V E ÉCRITE. — I . Trouver la figure d'équilibre d'un 
fil flexible inextensible homogène, attaché à ses deux ex-
trémités A E/ B, et dont tous les points sont soumis à des 

forces parallèles R exprimées par la formule 

R = a sin'" 6, 

0 étant l'angle aign que fait la direction de la force avec 
la tangente à la courbe; a et m sont des constantes. Mon-
trer que, si l'on désigne par p le rayon de courbure en un 
point, on a la relation 

Rp sin2 0 = const. 

Calculer la tension en chaque point et examiner les cas 
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particuliers suivants : 

m = o, m = i, m = — I , m — —2, m — — 3 . 

Ii. Un point matériel M est assujetti à rester sur une 
sphère dont un point jixe P est considéré comme pôle, et 
il est sollicité par une seule force R dirigée à chaque ins-
tant suivant la tangente au méridien MP et du côté de P; 

P 

elle est inversement proportionnelle au carré du cosinus 
de la latitude et, par conséquent, exprimée par la for-
mule 

6 représentant Vangle MOP, m la masse et fi. un coeffi-
cient numérique. Déterminer le mouvement du point M en 
supposant que la vitesse initiale est tangente au parallèle 
passant par la position initiale du mobile. 

Calculer la pression exercée sur la surface. 

E P R E U V E PRATIQUE. — Une plaque mince pesant io k ? a la 

forme d'une lemniscate représentée en coordonnées po-
laires par l'équation 

p* = a2 cos2u>, 
où a = om, 5. 
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i° Calculer le moment d'inertie de la plaque autour de 

l'axe polaire Ox. 
2° En supposant que cette plaque soit animée, autour 

de cet axe Ox, d'une rotation uniforme de 24 tours par 
seconde, trouver la force de percussion appliquée au 
point A de la plaque le plus éloigné de l'axe, perpendi-
culairement à la plaque, capable de la ramener au repos. 

(Novembre 1906.) 

CERTIFICATS D'ANALYSE SUPÉRIEURE. 

Paris. 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . I° Démontrer qu'une fonction 
uniforme d'une variable ayant partout à distance finie 
le caractère d'une fonction rationnelle ne peut avoir plus 
de deux périodes ; 

•>.° Démontrer qu'une fonction uniforme de deux varia-
bles, ayant partout à distance finie le caractère d'une 
fonction rationnelle, ne peut avoir plus de quatre paires de 
périodes. La démonstration devra mettre en évidence un 
cas particulier où le théorème est en défaut. 

II. i° Combien une fonction thêta d'ordre m à une va-
riable a-t-elle de racines dans un parallélogramme de 
périodes ? 

2° On considère la fonction thêta à deux variables, avec 
les périodes 2n et mi pour x et y, satisfaisant aux équa-
tions 

e (#-+-«, = edjc+Ae(x, y), 
6 (a? 4-a', y 4- = 6(a?, y ), 

d et c étant entiers et la condition 

crp — da.' — o 

étant vérifiée. En désignant par B(x, y) et rk (x, y) deux 
de ces fonctions prises arbitrairement, trouver le nombre-



dans un prismatoïde de périodes. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Trouver les résidus de Vintégrale 
double de fonction rationnelle 

xdxdy 

É P R E U V E THÉORIQUE. — I . Étant donné le tableau de 
quatre périodes géométriquement distinctes relatif aux 
variables x et y, 

on considère les équations 

/(#-+-27™, y)=f{x,y)\ f(x,y+-nz) = f ( x , y ) , 
/O + r + P ) = ehxf{;x, y); f(x-\- &\y-h =. ekrf{x,y), 

où h et k sont des nombres entiers. A quelle condition 
existe-t-il des fonctions entières de x et y satisfaisant à 
ces quatre équations ? 

Cette condition étant remplie, quelle est la forme de ces 
fonctions et combien y en a-t-il de linéairement distinctes? 
Quelles sont aussi les inégalités à adjoindre à la condi-
tion trouvée ? 

II. Trouver les résidus de Vintégrale double de fonction 
rationnelle 

y2 — x— i 

(Octobre 1905.) 

Paris. 

x iti i o a oc' 
y o 2 iz i ß ß' 

a, c, étant trois constantes. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Quand une surface est donnée en 



( 4o ) 

-coordonnées polaires par V expression de r en fonction des 

angles X et cp, quelle est l'expression de l'élément d'aire 
sur cette surface ? 

Appliquer la formule trouvée à la recherche de l'aire 
de la surface fermée représentée en coordonnées rectan-
gulaires par l'équation 

0 2 4 - 7 2 - h z 2 ) 2 = a 2 0 2 — y*). 

On commencera par se rendre compte de sa forme, 
(a est une ligne donnée). (Juillet 19C6.) 

SOLUTIONS OE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2029. 
(1905, p. 576; 1906, p. 43o. ) 

On projette un point M d'une ellipse en P et Q sur les 
diamètres conjugués égaux. Montrer que le milieu I 
de PQ est situé sur la normale à l'ellipse en M et que le 
point de Frégier relatif à M est le symétrique de M par 
rapport à I . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

SOLUTIONS GÉOMÉTRIQUES 

P a r M . A . MÀNNHEIM. 

La première partie de cet énoncé a déjà été proposée 
en 1842 dans les Nouvelles Annales. Elle fait l'objet de la 
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question 3 insérée dans le Tome Ier de ce Recueil sous la 
signature de Steiner. Le même Volume renferme deux solu-
tions analytiques de cette question, pages \ et 429. 

PREMIÈRE SOLUTION. 

L'ellipse est le lieu des points dont la somme des carrés des 
distances à deux droites est constante. On a donc 

MP2 -h MQ2 = const.; 
d'où 

MPd.MP -f- MQrf.MQ = o. 

Prenons le point M' de l'ellipse infiniment voisin de M et 
abaissons la perpendiculaire M'P' , on a 

d. MP = M M ' c o s M M ' P ' , 

de même pour e/.MQ. Portant ces valeurs dans la relation 
précédente et supprimant le facteur MM', on trouve que les 
projections de MP et de MQ sur la tangente en M sont égales 
et de signes contraires. 11 résulte de là que la normale en M 
passe par le milieu de PQ. 

DEUXIÈME SOLUTION. 

Menons les parallèles MB, MG aux diamètres conjugués 
égaux. Appelons R, T les points où ces diamètres sont 
coupés par la tangente en M. Les produits OC x O T et 
OB x OR étant égaux aux demi-diamètres conjugués égaux 
sont égaux. On peut alors écrire 

OT _ OB 

OR ~ O C ' 

Par rapport au grand axe de l'ellipse prenons les symé-
triques B', M', C des points B, M, C. La dernière égalité 
peut s'écrire 

O T _ OB' 
OR ~~ OC' ' 

ce qui montre que B 'C ' est parallèle à la tangente en M. 
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Les triangles M BP, MGQ sont semblables et donnent 

MP _ MB 

MQ "" M C ' 

_ B'M' 

" B 'O' 

Les triangles MPQ, OB'M' ont les angles PMQ, M ' B ' O 
égaux et les côtés qui comprennent ces angles proportionnels, 
ils sont alors semblables. En outre, comme ils ont leurs côtés 
homologues perpendiculaires, la droite MI qui passe par le 
milieu de PQ est perpendiculaire à B 'C ' qui passe par le 
milieu de OM'. 

La droite MI est alors normale à l'ellipse, puisque nous 
avons vu que B'G' est parallèle à la tangente en M. 

T R O I S I È M E S O L U T I O N . 

Les diamètres conjugués de l'ellipse forment un faisceau en 
involution. Il en est de même des perpendiculaires abaissées 
de M sur ces diamètres. Prenons, dans le cercle de dia-
mètre OM, les cordes sous-tendues par les couples de 
rayons homologues de ce dernier faisceau, nous aurons des 
droites qui passent par un même point. Parmi ces cordes, il 
y a la droite PQ, puis le diamètre VU qui joint les pieds des 
perpendiculaires MY, MU abaissées de M sur les axes de 
l'ellipse, et enfin la normale en M, car cette droite joint les 
pieds des perpendiculaires abaissées de M sur OM et sur son 
diamètre conjugué qui est parallèle à la tangente en M à 
l'ellipse. D'après cela, si I est le point de rencontre de P Q et 
de VU, la droite MI est normale à l'ellipse. 

Les droites MP, MQ sont également inclinées sur MU. Le 
point U est alors le milieu de l'arc PUQ et le diamètre VU est 
perpendiculaire à PQ, le point I est alors le milieu de PQ. 

Il reste encore à traiter la deuxième partie de l'énoncé. 

Prolongeons MV jusqu'à sa rencontre en M" avec l'ellipse. 
La droite M'M" coupe la normale MI au point de Frégier 
relatif à M. Ce point est le symétrique de M par rapport à I, 
puisque U est le milieu de MM' et que la droite UV est paral-
lèle à M'M". 
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2036. 
(1906, p. 96.) 

Soient ABC un triangle, ' O et I les centres des cercles 
circonscrit et inscrit à ce triangle, B' et C les milieux des, 
côtés AG et AB. La droite symétrique de 01, par rapport à 
la droite B'G', passe par le point de contact T du cercle 
des neuf points du triangle ABC et du cercle inscrit à ce 
même triangle. (R. B.) 

SOLUTION 

P a r M . A . MANNHEIM. 

Le cercle inscrit au triangle ABC ( fig. 1) a pour centre I, 

Fig. T. 

A 

0' 

D \ 

0' 

D \ 

B \ ̂
 \ 

1 

' \c 
A' -

il touche BG au point E, dont le symétrique, par rapport à I, 
est E'. Pour déterminer le point de contact T du cercle des 
neuf points de A B C et du cercle inscrit à ce triangle, j'ai fait 
connaître ce résultat (*) : la droite qui joint E' au milieu de AI 
coupe le cercle inscrit au point T, qui est le point de Feuer-
bach. 

Soit D le point de rencontre de E T et de la hauteur A P , 
les angles D T E , DPE étant droits, les points D, T, P , E sont 
sur un cercle dont le centre est le milieu de DE. Ce cercle 

(1 ) Bulletin des Sciences mathématiques et physiques élémen-
taires, 1902, p. 95. . » 
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coupe EE' au point I', quatrième sommet du rectangle EPD1', 
l'angle I T P est droit. Le segment AD est égal et parallèle 

if à E'I, et alors aussi à IE. Les droites AE, ID se coupent mu-
tuellement en parties égales; on voit ainsi que Y est le symé-
trique de I, par rapport à B'C', droite qui passe par le milieu 
de AE. 

Ainsi, la perpendiculaire r i ' à T P coupe EE' au point I' 
symétrique du centre I p a r rapport à B'C'. 

Prolongeons I T jusqu'à sa rencontre 0 ' avec la perpendicu-
laire à BC élevée du milieu A' de ce côté. Les points 0 ' , A/, 
P, T appartiennent à un cercle, mais A', P, T sont sur le 
cercle des neuf points du triangle ABC ; donc O' est aussi sur 
ce cercle. Le centre 0 du cercle circonscrit au triangle ABC 
est l'orthocentre du triangle A 'B 'C ' ; donc O' et 0 sont symé-
triques par rapport à B'C'. 

Ainsi, la droite r i ' , qui contient le symétrique de I par 
rapport à B ' C , contient aussi le point O', symétrique de 0 
par rapport à la même droite. 

Le théorème proposé est ainsi démontré. On voit en outre 
que la droite O'I 'est perpendiculaire en Y à la droite T P . 

Remarques. — i° Par rapport à B'C', la droite symétrique 
de O'I' est la ligne des centres 01, et la droite symétrique 
de PT est une parallèle à la droite PJ qui elle-même est la 
symétrique de PT par rapport à la hauteur PA. Mais la 
droite O' l 'est perpendiculaire à P T ; par suite PJ est perpen-
diculaire à 01. 

Ainsi, la symétrique de P Y%par rapport à PA, est per-
pendiculaire à la ligne des centres 01. Inversement, on 
peut dire : la perpendiculaire PJ abaissée du pied de la 
hauteur AP sur la ligne des centres 01 a pour symétrique, 
par rapport à cette hauteur, une droite PT qui passe par 
le point de Feuerbach. 

2° Par T (Jig. i) menons la c o r d e T Q du cercle des neuf 
points parallèlement à BC. On voit tout de suite que la 
droite A 'Q est parallèle à PJ et qu'elle est aussi la symétrique 
de A T par rapport à la bissectrice de l'angle B'A'C' . 

D'après cela, A ' Q donne la direction des diamètres de la 
parabole tangente aux côtés du triangle A ' B ' C ' e i qui a Y 
pour foyer, c'est-à-dire que ces diamètres sont perpendicu-
laires à 01. 

Mais le centre O est Vorthocentre de A ' B ' C ' ; donc la 
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ligne des centres 01 est la directrice de cette parabole ( l ) . 

3° Le cercle des neuf points de A B C contient deux points de 
chacun des côtés de ce triangle. On compte en outre sur ce 
cercle trois autres points qui sont les milieux des segments 
compris entre l'orthocentre de A B C et les sommets de ce 

Fig. 2. 

triangle. On pourrait compter aussi les points tels que 0' , qui 
sont les symétriques du centre O par rapport aux côtés du 
triangle A ' B ' C ' et l'on devrait dire alors le cercle des douze 
points. 

Note de la Rédaction. — La question 2036 se trouve aussi 
résolue par l'article de M. R. Bouvaist (1906, p. 510). 

2040. 
(1906, p. 142.) 

Attachant aux mots de semi-plan et de semi-sphère les 
sens que leur a donnés Laguerre, démontrer les théorèmes 
suivants : 

i° Le* cinq semi-sphères qui touchent cinq semi-plans 
quelconques, pris quatre à quatre, touchent une même 
semi-sphère. 

'2° Etant données cinq semi-sphères qui touchent une 
semi-sphère (S), il existe, outre (S), une semi-sphère qui 

( ' ) La droite de Simson deT par rapport au triangle A'B'C' est 
parallèle à OI. Cette propriété a été énoncée par M. Ch. Michel, et 
j'en ai donné une démonstration directe (Bul le t in élémentaire, 
1904, p. 291). 
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touche quatre quelconques d'entre elles. Les cinq semi-
sphères ainsi obtenues touchent une même semi-sphère. 

(R. B.) 

SOLUTION 

P a r M . T H I É . 

Un plan peut être considéré comme une sphère de rayon 
infini qui touche la sphère réduite au plan de l'infini compté 
deux fois. La première partie de l'énoncé n'est donc qu'un cas 
particulier de la seconde, qu'il suffit de démontrer. 

Appliquons à la figure la transformation de Sophus Lie. 
Cette transformation fait correspondre à la sphère, de 
centre {x, y, z) et de rayon R, la droite dont les équations 
sont 

X = a Z -+-jo, 

Y = bZ^-q, 
par les formules 

a — x -\-yiy b = z -h R, 

q = x — yif p = R— z. 

A une sphère, dont le rayon est donné seulement en valeur 
absolue, correspondent deux droites, mais à une semi-sphère, 
dont le rayon a un signe bien déterminé, correspond une 
droite unique. 

Comme la transformation change deux semi-sphères tan-
gentes en deux droites qui se coupent, le théorème à dé-
montrer est transformé en le suivant : 

Soient cinq droites quelconques Ai, A2, A3 , A4, A s qui 
rencontrent une même droite B0. Il existe, outre B0î une 
droite Bt qui rencontre les quatre droites A2, A3, A4 , A s ; 
une droite B2 qui rencontre les quatre droites A j , A3, A4 , 
A6 ; etc. Les cinq droites Bj , B2, B3 , B 4 , B5 rencontrent 
une même droite A0. 

Les droites A, , A2, A3, A4, A5 et B0, B t , B2, B3, B4, B s se 
rencontrent en ¿5 points, comme l'indique la figure ci-après. 

11 existe une surface du troisième ordre ( 2 ) qui passe par 
les 19 points entourés sur la figure d'un petit cercle. Cette 
surface contient les 11 droites considérées, comme on le voit 
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immédiatement (par exemple, contenant quatre points de la 
droite A l 7 elle la contient tout entière, etc.). 

Ceci posé, il existe, outre A t , une droite qui rencontre B 2 , 
B3, B4 et B5 . Désignons-la par A0. Je dis que A0 [qui appar-
tient évidemment à ( 2 ) ] rencontre B, . En effet, s'il en est 

autrement, considérons la section de ( S ) par le plan ( B t A2). 
Cette section, comprenant les deux droites Bj et A2 , doit 
comprendre une droite C2, et Ay qui ne rencontre ni B! ni A2 

doit rencontrer C2. Il en est de même de A j . Autrement dit, 
il existe sur ( S ) une droite C2 qui rencontre AQJ AJ et Bj . On 
reconnaît de même l'existence de trois autres droites de ( S ) , 
C3 , C4 et C5, qui rencontrent toutes A0, A t et B t . 

Ces quatre droites C2, C3, C4, C3 appartiennent à la qua-
drique ( Q ) déterminée parles droites A0, A t et B1# 

( Q ) et ( S ) auraient donc en commun les sept droites A0, 
A j , Bj , C2, C3, C4, CS î ce qui est impossible, si ( Q ) ne fait pas 
partie de ( S ) . Gomme on suppose que (S) est une véritable 
surface du troisième ordre, l'hypothèse faite est inadmissible et 
A0 rencontre B^ Le théorème est ainsi démontré. 

La configuration constituée par les douze droites A0, . . A 6 e t 
B0, B6 est bien connue sous le nom de double-six de 
Schlâfli. 

2041. 
(190«, p. 19J.) 

Démontrer Videntité suivante, relative au triangle 
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arithmétique. 

2 3 4 . . n 
3 6 10 . 

> 11
 

4 10 20 . = n 

n 
( G . F O N T E N É . ) 

SOLUTION 

P a r M . P . SONDÂT. 

Dans le déterminant An remplaçons les horizontales succes-

sives H,, H2, H „ H,, . . . par H,, H 2 - H u H 3 - 2 H 2 - t - H l y 

H 4 — 3H3-h 3 H 2 — H • • ) et nous aurons 

2 3 4 5 . . . n 
i 3 6 10 . . . 

0 1 4 10 . . . 
An = 

4 

0 0 1 5 . . . . 

0 0 0 0 ... n 

Dans ce nouveau déterminant opérons 

verticales V j , V2, V3, v», • > et il viendra 

A« = 

2 I o o . . . . o 

I 2 I O . . . . O 

o I 2 í . . . . o 

O O I 2 . . . . O 

O O o o 

Comme 

n = 2(/i — t) — (n — 2), 

si l'identité a lieu pour n— 2 et n— i, elle aura lieu aussi 
pour n. Or A2 = 2, A3 = 3, et par suite 

A v = 4 , A5 = 5, A n — n . 

C. Q. F . D. 
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[ A l a ] 

SUR UN CERTAIN ROMAINE HOLOÏDE, COMPLET 
ET RIEN DÉFINI ; 

P A R M . L É O N A U T O N N E . 

I N T R O D U C T I O N . 

On sait que les polynomes f { z ) = / ( s « , . . à 

n variables indépendantes y se comportent, au point 

de vue formel, comme des nombres entiers, en ce 

qui concerne les quatre opérations élémentaires (addi-

tion, soustraction, multiplication, division) et la divi-

sibilité. 

On peut de même donner du p. g. c. d. (plus grand 

commun diviseur) une définition identique pour les 

nombres entiers et les polynomes f 

La voici : Le p. g. c. d. D de deux quantités {en-

tiers ou polynomes) A B est : i° Un diviseur com-

mun à A et B ; 2° Divisible par tous les diviseurs 

communs à A et B. 

D existe toujours, pour tout choix de A et B, et 

s'obtient par un nombre fini d'opérations, d'une na-

ture déterminée. 

Pour exprimer toutes ces diverses propriétés, nous 

dirons avec M. König (Julius), dans son livre, Ein-

leitung in die allgemeine Theorie der algebrais-

chen Grössen (Teubner , 1903), que les polynomes f 

constituent, comme les nombres entiers, un domaine 

holoïde, complet et bien défini (ein echter holoider, 

vollständiger und wohldefinierter Bereich). 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VII. (Février 1907.) 4 
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L'algèbre formelle de pareils domaines coïncide 

avec l 'ariihmétique ordinaire, à cause de l 'existence du 

p. g. c. d. Ainsi : 

T o u t facteur irréductible (divisible par lui-même et 

par l'unité seulement) esl aussi premier (ne divise pas 

un produit de deux facteurs sans diviser au moins un 

des facteurs) ; 

La décomposition en facteurs premiers est toujours 

possible et d'une seule façon, etc. 

Si les variables, qui figurent dans les p o l j n o m e s f , 

au lieu d'être indépendantes, sont liées par une ou plu-

sieurs relations algébriques, le p. g. c. d. n'existe plus 

en général, et le domaine est incomplet . L 'a lgèbre des 

domaines incomplets est incomparablement plus com-

pliquée et difficile. 

11 y a donc intérêt à signaler un domaine de p o l y -

nômes, qui reste complet, malgré l 'existence d'une re-

lation algébrique entre les variables. 

Voici le domaine dont il s'agit : 

C'est celui des p o l j n o m e s homogènes 

F ( * ) = F ( * L F . 

les 3 étant liées par la relation quadratique homogène 

o>(z) = o, où 

c'est-à-dire une forme quadratique quelconque, à dé-

terminant non évanouissant. 

Dans le présent travail, j 'établis qu'un pareil domaine 

est holoïde, complet et bien défini. 

INotons cependant que l'on a supposé n supérieur 

à f\. Le cas de 4 et de 3 variables homogènes appelle 

des recherches spéciales. 

Dans les notations et les raisonnements, on trouvera 
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une certaine analogie avec la deuxième Partie de mon 

Mémoire Sur les Formes mixtes (Paris, Gauthier-

Vil lars; Lyon, A . Rey, 19öS), inséré aux Annales de 

l ' Université de Lyon. 

Comme application de la présente théorie, je signa-

lerai le champ de la géométrie réglée. 

Les six coordonnées homogènes p d'une droite sont 

six variables, liées uniquement par la relation quadra-

tique 

Il n'est donc pas douteux que le théorème du pré-

sent Mémoire ne trouve son emploi dans les recherches 

sur les complexes algébriques de droites 

F(/?t, . . . ,/>6) = o. 

GÉNÉRALITÉS. 

i° On renverra au livre de M. König (Julius), Ein-

leitung in die allgemeine Theorie der algebrais-

chen Grössen (Teubner , 1903) pour explications 

détaillées et précises sur les domaines et notamment 

sur les domaines holoïdes. On ne rappellera ci-après 

que les principes essentiels de la matière et encore très 

rapidement. 

2° Soit Q un système de quantités x1? x2, . . . . D é -

finissons deux opérations à effectuer sur les x, l'addi-

tion et la multiplication. 

L'addition est : 

Univoque : rpj-f- #2 bien déterminé et unique ; 
Commutative : xt -H #2 = #2 -+- ; 
Associative : x^ -h ( xt 4- x3 ) = ( xt -h x2 ) -4- x%. 
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El le admet un module , le zéro, tel q u e # < + O = J?I' 

p o u r tout xK. 

La mult ipl icat ion est : 

Univoque : X\Xi bien déterminé et unique; 
Commutative : xixi=xîxi; 
Associative : = ¿r2)#s); 
Distributive : xt ( xt -H ) = X\ xf -+- xx xz. 

Elle admet un m o d u l e (i ou uni té a b s o l u e ) tel q u e 

\ x K = X \ pour tout x { . 

Si la somme et le produit de d e u x termes xK et x2 

du système il font encore part ie de Q, ù devient u n 

domaine (Bere ich) . 

L 'addit ion et la mul t ip l i ca t ion p e u v e n t , d 'a i l leurs , 

à condit ion de suivre les règles c i-dessus, être définies 

à volonté. 

3° L e domaine Q devient holoïde ( e c h t e r h o l o i d e r 

B e r e i c h ) si, en sus des propriétés précédentes : 

I. E n addit ionnant, autant de fois q u ' o n veut , l 'uni té 

absolue avec el le-même on n 'obt ient jamais zéro ( l 'unité 

absolue fait partie de Q ) ; 

II . Pour un choix convenable de termes x{ et x^ 

de Î2, l 'équation 

£ = xt 

n'a pas, dans Q, de solution Ç. 

L e mot holoïde rappelle que le d o m a i n e Q se c o m -

porte comme celui des nombres entiers ordinaires . 

4° Dans Q, le terme a divise le terme c , s'il ex is te , 

dans Q, un terme b tel que c = ab. 

D e u x termes a et b de Q ont un p. g . c . d. (p lus 

grand commun diviseur) d , si le terme d de Q : 
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I. Divise a et b ; 

IL Est divisible par tout diviseur commun à a et b. 

En général, dans un domaine holoïde, pour deux 

termes pris à volonté, le p. g. c . d. n'existe pas. Le do-

maine est incomplet. 

Le domaine est complet (vollständig), si, pour tout 

choix des termes a et 6, leur p. g. c. d. existe. 

Le domaine holoïde et complet Q est, en outre, 

bien défini (wohldefiniert), si l'on possède une 

méthode pour obtenir le p. g. c. d. d de a et è , en 

effectuant sur a et b un nombre fini dyopérations 

d'une nature déterminée. 

5° Dans le domaine holoïde Q, tout diviseur de 

l'unité absolue est une unité. Est dit irréductible tout 

terme qui n'est divisible que par lui-même et les unités. 

Est premier tout terme qui ne peut diviser un produit 

de deux facteurs sans en diviser au moins un. T o u t 

facteur premier est irréductible, mais la réciproque 

n'est vraie que pour les domaines complets. 

6° Ces derniers suivent les règles formelles de 

l'arithmétique ordinaire en ce qui concerne : 

Les quatre opérations élémentaires; 

La divisibilité; 

Le p. g. c. d . ; 

La décomposition en facteurs premiers, etc. 

Les choses sont incomparablement plus compliquées 

pour les domaines incomplets. Il est, par suite, très in-

téressant de reconnaître si un domaine holoïde donné 

est ou non complet et bien défini. 

7° Est complet, par exemple, le domaine des poly-

nômes à n variables indépendantes x{, . . . , xn. Pour 
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préciser celte notion de variables indépendantes, j e 

dirai : soit un polynome 

pris à volonté, mais avec un au moins des coefficients a 

différent de zéro; on doit pouvoir trouver au moins un 

système de valeurs 

x\ — £l> • • xn = \nt 
tel que 

/(ç 1, \n\ ait a2, ...) 

Un polynome nul, à variables indépendantes, est 

donc nul identiquement, c'est-à-dire a tous ses coeff i-

cients nuls. 

8° Le domaine, au contraire, est incomplet, en géné-

ral, quand les variables sont liées par une ou plusieurs 

relations algébriques. 

9° L'objet du présent travail est précisément de 

montrer que le domaine holoïde Q des polynomes ho-

mogènes F ( s ) = F ( s i ? . . z n ) reste complet et bien 

défini, lorsqu'on introduit, entre les n variables, une 

relation quadratique 

to( z) = z\ -+-. . .-h z* = o. 

io° Je suppose connue du lecteur la théorie : 

Des Tableaux 

) À = i, a, 3, . . L ; fx=-i, 2, . . . . M j, 

à L lignes et M colonnes 

l a , , . . . a, M 

... ... ; 

Il «LI . . . «LM 
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Des matrices L-aires ou Tableaux carrés, L = M ; 

Des collinéations, des formes bilinéaires, etc. 

On consultera par exemple le livre de M. Pascal, 

Die Determinanten (Leipzig , Teubner , 1900). 

C H A P I T R E I . 

Domaine holoïde Î2 des formes F (*••). 

i° Soient . . z , t des variables indépendantes et 

F ^ ^ un polynome homogène, de degré m par rap-

port aux z. Si l'on a soin d'additionner ensemble seu-

lement des polynomes F de même degré, les F sont lçs 

termes d'un domaine E„ . 

Si m = o, on a une constante C . Si C = i , on a 

l'unité absolue, module de la mult ipl icat ion; s i C = o, 

on a le zéro, module de l 'addition. 

est holoïde, car, par exemple, l 'équation 

ne possède pas, dans E w , de solution Ç. 

Le domaine E,2 est-il complet et bien ordonné? 

O u i , et voici pourquoi : 

Le p. g. c. d. D (z) de deux termes A (z) et B ( z ) 

s'obtient toujours par les procédés de l 'algèbre élé-

mentaire. 

Reste à montrer que D ( ^ ) appartient à F/2, c 'est-

à-dire est homogène. Si D n'est pas homogène, on 

écrira pour D 

D = D 0 -4- L>I - F - . . . H- DYFC 

j D 0 étant homogène avec le degré |x0, D< avec le 

degré ¡À,, . . | * 0 < [A, < . . . < JA* j, et> P o u r I e <lu°-
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tient K = A : D , 

K = K 0 - H K T - F - K ^ 

j K 0 étant homogène avec le degré A0, K < avec le degré 
X 4 , X 0 < X , 

Le produit A = K D contiendra sûrement les deux 

expressions K 0 D 0 et K^D* de degrés inégaux X0 —t— J J L 0 

e t X ^ - H (/.*, X 0 < X^., ¡ J L 0 < c e ^ a e s l a b s u r d e ; K e t D 

sont homogènes. 

2° Nommons to(z) une forme quadratique /i-aire, à 

déterminant non nul. On peut toujours écrire 

( l ) to = 

ou encore, ou bien 

(2) tO = ZlZt-hZsZlt-h...-+-Zin'-lZïn', 

si n = pair = 2 nf ; 
Ou bien, si n = impair = 2n r-1- 1, 

(3) (XJ = ZtZt -4-. . 

En effet ( i 2 - h 1 == o), 

z\-\- z\ = -4- izi){zl — ¿Zi) 

Posons ci> = s , z 2 — Ç; la forme quadratique 

à — 2 variables, a encore son déterminant non nul. 

Si n — 4 011 3, il vient — Ç = .3354 OU z j . Ç n'est 

plus irréductible. 

Jusqu'à nouvel avis, on prendra n ^ 5 et Ç irréduc-

tible. 

3° Altérant la synonymie habituelle des mots forme 
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et polynome homogène, j e dirai que le polynome ho-

mogène P l e r m e du domaine E „ , devient une 

forme, si, au lieu d'être indépendantes, lesn variables z 

sont liées par la relation o ) (z) = o. 

Les z sont alors les coordonnées homogènes d'un 

point z pris sur une quadrique Z, dans un espace à 

n — i dimensions. S u r Z , il y a « — i variables indé-

pendantes z%, . . . , zn, la n i è m e zK s'obtenant par la for-

mule 

Zt = -5. zt zt 

Des notations telles que F ( , ) , F ( 1 2 ) , . . . indiquent 

que dans la forme F manque la variable ziy ou man-

quent les deux variables z{ et z2y etc. 

Comme les n — i variables de F ( i ) sont indépen-

dantes, les F ( 4 ) constituent un domaine tel q u e E „ ( i ° ) , 

c'est-à-dire un domaine E«_4. 

De là une conséquence évidente : Une forme F ( 1 ) , 

nulle pour tout point z de la quadrique Z , est nulle 

identiquement, c'est-à-dire a tous ses 

. (m -h n — 2) î 

coefficients nuls. 

4 ° T H É O R È M E . — Si une forme F ^ ^ est nulle 

pour tout point z de Z , le polynome homogène F 

est divisible par a>. 

Divisons le polynome, en z , , par le bi-

nôme en z{J co = z2z{ — Ç. Il viendra l'identité 
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Le reste R ( 1 ) de la division ne contient plus-¿.4 et est 

une expression F ( u du domaine Ew_i (3°). 

En un point 5 de Z, to = o et, par hvpothèse, F = 0. 

Donc, en vertu de l'identité (1), R 0 ) = o, et (3°, in 

fine) R ( 0 est identiquement nulle. Il reste l 'identité 

z f ¥ = wQ, 

z2 ne divise pas w; z™ doit diviser Q . Si 

il vient 

5° Pour exprimer que to divise F , on écrira 

F == o (mod w ), 

et Ton dira que F est congrue à zéro suivant le mo-

dule (O. 

Deux formes de même degré A ("¿^J e t B ("l^J s o n t 

équivalentes ou indistinctes à Véquivalence près, si 

elles sont égales pour tout point z de Z . Il faut et il 

suffit pour cela que A — B = o ( m o d w ) , ou A ^ B 

(modto), c'est-à-dire 

Ne sont à étudier pour des formes A , B, . . . que les 

\>TQ\>Y\è\.è$permanentes, qui subsistent quand on rem-

place, par exemple, A par une quelconque de ses 

tonnes équivalentes. 

Je suis maintenant à même d'introduire le do-

maine 11, objet principal des présentes recherches. 
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Les termes de û sont les formes F ( s ) , dont cha-

cune n'est définie qu'à l 'équivalence près ( 5 ° ) . Ainsi 

l'égalité ordinaire de l 'Algèbre est remplacée par la 

congruence suivant le module co. 

L'addition (entre formes du même degré) et la mul-

tiplication, dans le domaine Q, sont les opérations de 

même nom en algèbre ordinaire, mais à l 'équivalence 

près. 

Le domaine des expressions F i 0 (3°) est con-

tenu dans 0. 

Quel le est l 'unité absolue dans Q? 

Raisonnant sur un terme F ( 1 ) de Q, on voit que cette 

unité absolue ne peut être que i = F forme de 

degré zéro. Le zéro, module de l 'addition, est toute 

forme divisible par co. 

8 ° L E M M E . — Soient E T ^ i^z) ^EUX formesy 

avec A B = o ( m o d w ) , mais A ^ o (modw). Alors 

B = o (mod co). 

On a, comme au 4% 

AB== 3,18, (modw). 

5t. 
et |B| sont des expressions F ( i ) ( 3 ° ) pour lesquelles 

la congruence (modco) et l 'égalité ordinaire se con-

fondent. 

Donc A B = o ( m o d w ) e n t r a î n e ^ o. ^ o, 

sans quoi co diviserait A ; on aurait, contrairement à 

l 'hypothèse, A = o (modco). Il vient 
Bi = o, B = o (modw). c. Q. F. D. 
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9° D'autre part, l 'équation A X = B (modco), où A 

et B sont deux formes données et X une forme incon-

nue, n'a pas toujours de solutions dans û . 11 en est 

ainsi, par exemple, pour A == zK, B = z\. 

De tout cela résulte que le domaine <o est holoïde. 

io° La forme A divise (modco) la forme 

ç ^ m H- m ^ e x j g t e u n e f o r m e B ^ ^ telle que 

G == AB (modco). 

Une forme est irréductible (modco), si elle n'est 

divisible (modco) que par elle-même ou une con-

stante. 

Une forme-facteur est première (modco), si, divisant 

(mod co) un produit de deux facteurs, elle divise (mod co) 

au moins l'un d'eux. 

11° Soient quatre formes A , B, G, D de degrés a, 

¡3, y, 3. Les deux fractions 

B D 
I e t G 

sont équivalentes ou congrues (modco) 

B D / ^ X 
X = Q (modco), 

si A D — B C = o (modco), avec, bien entendu, 

a-h 8 = y e t Cpzio (modco). 

L'addition et la multiplication des fractions s 'ob-

tiennent par les formules 

B D _ AD-t-BC 
A ^ C " AC I 
_ _ > (modco). 
B D BD | v ' 
A X G ~ AG ) 
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12° L 'objet principal du présent travail est d'établir 

que le domaine co est complet et bien défini (Généra-

lités, 4°). 

Il est nécessaire pour cela d'introduire certaines for-

mations, qui seront étudiées au Chapitre suivant. 

CHAPITRE II. 

Invariants et résiduelles d'une forme F(^). 

i3° Si un polynome homogène F (^^J est divisible 

par to, le quotient Q 1 ^ = F l to est unique et bien 

déterminé, puisque, en algèbre élémentaire, la division 

des polynomes, quand elle est possible, est une opéra-

tion univoque. 

Nommons a les cp(m) = — r i — c o e f f i c i e n t s 
7 (n — ï)l ml 

de F ( z ; a) et b les <p (m — 2 ) coefficients de b). 

L'identité F = 10Q fournit relations 

(n 

M-

|X = i, 2, cp(rn); = <p(#ra—2) (, 

où les ¿xjJL sont des entiers nuls ou positifs, lesquels ne 

dépendent que de m et de n. 

Je dis que le Tableau [/xp.] à f(m) lignes et 

y (m—2) colonnes possède son rang maximum 

<p(m — 2). 

S i , en effet, ce rang était moindre que < p ( m — 2), 

on pourrait satisfaire au système (1) en annulant tous 

les a, un au moins des b n1 étant pas zéro. 

Q n'étant pas identiquement nul, on aurait, ce qui 
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o = F = w Q . 

i4° L'élimination des — 2) lettres b entre les 

y (m) équations (1), introduira entre les a exactement 

Oïl ( m ) = y (m) — cp( m — 2 ) 

_ (m n — \)\ ( m -4- rc — 3) ! 

~ (n — i)l ml (n — r) ! (m — 2 ) ! 

( m -+- n — 3 ) ! (2 m -h n — 2) 

~~ ml (n—2)1 

relations linéaires distinctes, savoir 

o = Aa( a) 1 a = 1, a, . . 0 X l \ m ) \ , 
l 

oii les dax sont des nombres entiers réels qui ne dé-

pendent que de m et de n. 

Le Tableau [<iax] à ( m ) lignes et v ( m ) colonnes a 

son rang maximum DîL(/w), sans quoi les DU (m) ex-

pressions A a ( a ) ne seraient plus linéairement dis-

tinctes. On peut donc exprimer linéairement tous les 

coefficients a à l 'aide : 

I. Des Ofu(m) quantités A a ; 

II. De — 2) paramètres arbitraires 

« p [A = 1, 2, . . cp(m —2). 

Gela permet d'écrire l'identité 

a {x 

où les polynomes homogènes <ï>a et Qj^ sont connus, 

en vertu du calcul précédent, dès qu'on possède m 

et n. 
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i5° Les DlV(m) conditions Aa = o sont nécessaires 

et suffisantes, quels que soient les paramètres a ^ pour 

que o) divise F . 

L'égalité (o) donne, pour A a = o, 

f4 

pour tout choix des a^ en particulier, quand on 

annule tous les a^ sauf un. Donc Q^ est divisible par u> 

et ( o ) devient 

( I ) F = TOQ 

a 

i6° Changeant légèrement les natations, je dirai 

que : 

Tout polynome homogène F de degré m, à n va-

riables, peut identiquement s'écrire 

F = 2 a « ( i , a + a ) Q , 
a 

ou les constantes aa , au nombre DU ( m ) , et les coeffi-

cients, au nombre de <p {m— 2), du polynome homo-

gène Q , de degré m — 2, changent avec les v(m) 

coefficients de F , tandis que les D\L-(m) poly-

nômes ^a homogènes de degré m peuvent être 

choisis une fois pour toutes, dès qu'on s'est donné 

m et 11. 

Les a a sont les invariants du polynome F . Leur 

évanouissement simultané est la condition nécessaire 

et suffisante pour que F admette le diviseur o>. 

Les s ° n t les formes résiduelles élémen-

taires pour le degré m et le nombre n de variables. 
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170 La formule (1) du 15° montre que F se confond, 

à l 'équivalence près, avec l 'expression F = ^ a a $ g , 
a 

puisque 

F == F (modio). 

Je dirai que la forme F est la résiduelle de F , 

les 4>a étant les résiduelles élémentaires. 

Dans le domaine Q, chaque forme F ne figure que 

par sa résiduelle F , c'est-à-dire par ses invariants, 

puisque les résiduelles élémentaires sont fixes pour m 

et n donnés. 

Toute expression 

Ŝ mn = 2 Ka4>a, K a = const. 
a 

est la résiduelle d'un polynome F , de degré ma n va-

riables, dont les K a sont les invariants. 

i8° Si F = ef-h . . , les e étant des constantes 

et les f des formes de degré m , comme F , l'invariant 

aième ¿ e jp e s t évidemment 

a a étant l 'invariant a i è m e d e / , etc. 

T H É O R È M E . — Les OÏL ( M ) résiduelles élémen-

taires <î>a sont linéairement indépendantes. 

En effet, admettons qu'on ait 

<ï>a = const., 

Y 

a = i, a, . . . , OTt(m); y = l-> • • M M < J ï l ( m ) ; 

les étant linéairement indépendantes. 
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Prenons le polynome F(z] a), aux <p(m) coefficients 

indéterminés a , savoir ( i6°) 

F = U)Q -+-^aa<l>a = wQ a a ^ a ï 

a «Y 

Y a 

Pour rendre F divisible par a), il n'est pas nécessaire 

d'écrire, comme l'exige le i4°, entre les a , 3ïl(m) re-

lations linéaires distinctes. Il suffit d'en écrire seule-

ment M < OTt(m), savoir 

oc 

ce qui est absurde. 

1 9 0 T H É O R È M E . — Pour Véquivalence de deux 

formes F et G , de même degré, il faut et il suffit 

que les invariants correspondants soient égaux, ou 

les résiduelles ¥ et G identiques. 

Soient, en effet, ¡a'a, b a == invariants j, 

F = ^ a a < î > a ' G = ^ b a < ï > a , 

a a 

F == F, G == G (modo»). 

Par hypothèse et en vertu de 180 

G — F == G — F == (G — F) = = ^ ( a a — ba)<ï>a==o (modw). 
a 

Donc F — G , pour être = o (mod (0), doit avoir tous 

ses invariants a a — b ^ nuls. 

ba = aa, F = G. c. Q. F . D. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VII. (Février 1907.) 0 
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20° Soit R une matrice 3 K ( m ) - a i r e , à coefficients 

constants, | R | o. 

La résiduelle F = ne change pas quand on 
a 

effectue : 

Sur les invariants a a la collinéation R ; 

Sur les résiduelles élémentaires la collinéa-

tion R / _ i , inverse de la transposée de R . 

Les invariants et les résiduelles élémentaires ne 

sont définis qu'à une collinéation Oïl (m)-a ire près. 

2 i ° Soit 

S = [Sij], )i,j = 1, 2, ...,/iiI, I S I o, 

une matrice «-aire. 

Par hypothèse, la collinéation S admet pour inva-

riant absolu la forme quadratique 10. Comme 10, au 

choix des variables près, est une somme de n carrés, 

S est, au choix aussi des variables près, une matrice 

orthogonale. 

Posons c'est-à-dire 

*t = ^Psijyj,-

O n a évidemment 

[X, X' = 1, 2, ?(!»)], 

¿> = p [«], 
X' 

P == [¿>XX'] étant une matrice <p(/n)-aire, dont le coef-

ficient est, par rapport aux s/y, une forme de 

degré m. 

Les invariants b a de d se construisent avec les b, 
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comme les invariants a a de F se construisent avec les a , 

c'est-à-dire l inéairement. D'autre part (i4°)> les a 

s'expriment linéairement avec les a a et <p{m — 2) 

autres paramètres a ^ j jx = 1, 2, — 2)) . 

Comme 6 — P [ a ] , on a finalement 

( o ) ba = 2 h^'a«' -f- ^ a ^ 
a' (x 

| "̂afJL = const. ; a', a = 1,2, . . 3îL(m)|. 

Pour que CO(JK) divise il faut et il suffit que 

io(z) divise F ( s ) . Ainsi dans (o), dès que tous les a 

sont nuls, les b a doivent tous s'évanouir, pour tout 

choix des indéterminées a^. De là déjà g a ^ = o. 

Mais les invariants b ne peuvent s'évanouir tous que 

si les a s'évanouissent tous, donc le déterminant 

des Aa a ' est différent de zéro. 

En résumé, b = H [ a ] , où H = [ A a a ] est une ma-

trice OU (m)-aire avec | H | ^é o. 

Ainsi, le changement de variables z = S[y] se 

traduit sur les invariants par une collinéation 

Oïl(/?z)-aire H. Cela (20°) peut etre considéré comme 

indifférent. 

La propriété des formations a a ( a ) est donc projec-

tive; de là leur nom d ' invar iants . 

220 On a nommé, au 170, résiduelle ${mn toute 

combinaison linéaire, homogène, à coefficients con-

stants des résiduelles élémentaires <ï>. Il est évident 

que la résiduelle ¿RW/2 = SK.<Ï> ne peut devenir = 0 

(modto) qu'en s'évanouissant identiquement avec toutes 

les constantes K . 

23u O n a ( 1 6 0 ) 
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à son tour 

et ainsi de suite. Bref 

S = <T 

5 = 0 

o- étant ou m — i) suivant que m est pair ou 

impair. 

Ecrire F sous cette expression c'est ordonner F par 

rapport aux puissances croissantes de (o. 

L'opération est univoque. 

Admettons, en effet, qu'on ait à la fois 

F = A 0 H- A ^ - F - A 2 W 2 - H . . . = B 0 -+- BJTO - 4 - . . . . 

Il vient 
A0—Bo == o (mod uj) ; 

mais A 0 — B0 est une résiduelle donc (22°) 

A 0 = B0 . Après départ de to, on aurait de même 

A j — B j = <&m_îtn== o (mod 10) et A i = B i , 

C. Q. F . 1). 

C H A P I T R E I I I . 

Domaine holoïde £2, complet et bien défini. 

24° Posons, comme au 20, 

de façon que 
Z i Z i ^ ^ (mod w). 
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Les formes F ( 0 , où zK manque, ou où zh et z2 

manquent simultanément, constituent ( C h a p . ï ) des 

domaines ou Ew_2 complets et bien définis, qui 

suivent les règles de l 'algèbre ordinaire. 

Vis-à-vis des n— 2 variables z3 z4, .. ., z/l} la for-

mation Ç(^) joue le même rôle que la formation co 

par rapport aux n variables . . ., zn. 

On peut donc, toujours et d'une seule façon (23°), 

ordonner F^2^ par rapport aux puissances de Ç et 

écrire 

les A étant des résiduelles aux n — 2 variables 

Z2j » » ' j Zn. 
Entre expressions F ^ ou F ( i 2 ; toute congruence 

(modco) est une égalité ordinaire. 

20° Pour diminuer les accumulations d'indices, j e 

poserai 

Zl = x, z2 == t, 

et j 'étudierai la divisibilité (modto) d'une forme F 

par le facteur lequel est ( io°) irréductible (modto). 

Je montrerai que t est aussi ( io°) .premier (modto). 

26° Mettons, dans F , t en facteur dans les termes 

qui le contiennent; on aura 

F = *( ) + F t . 

F , ne contient pas t ; c'est donc un p o l j n o m e en x, à 

coefficients du type F ( , 2 ) . Chacun de ces coefficients 

peut être ordonné par rapport aux puissances de Ç (24°) 

et l'on écrira 

<0 
( F =t(. + 
I F' = a?PAp-+- x?-1 Ap„! - h . . . , 
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où les A sont des résiduelles, par rapport à Ç, à n — 2 

variables s 3 , . . z n . 

L'expression F7 est permanente (5°) , car elle ne 

change pas si l 'on ajoute à F l 'expression 

I U P = (xt — l) P . 

270 L E M M E . — Pour que F soit divisible (modcu) 

par t, il faut et il suffit que F ' s'évanouisse identi-

quement. 

La condition est suffisante, en se reportant à la 

formule (1) du 26°, puisque Ç ==. x t (modco). 

Montrons que la condition F ' = o est nécessaire. Si t 

divise (modto) F , on a 

F = * ( . . . ) • + • < * ( . . . ) = < ( • + 

F = o pour t = Ç = o, quel que soit x. 

La formule (1) du 26° montre que F ' doit s'évanonir? 

pour loute valeur de x, dès que £ = o. 

Ç étant irréductible (20), divise donc A p , . . . ; 

ces expressions sont des résiduelles vis-à-vis de Ç. A lors 

Ap = Ap-J = . . . = O, F ' = 0 . C.Q.F.D. 

28° T H É O R È M E . — Si t ne divise (mod W ) ni A , niBR 

t ne saurait diviser (modco) le produit A B , autrement 

dit : le facteur t est premier (modco). 

Appl iquons à A et B la formule (1) du 26° et écri-

vons : 

A ¿(. . .) H- . .) -b A', 

B = F ( . . . ) - H Ç ( . . . ) + B \ 

A' = H-arP"1 Ap_! -}-.. 

B ' = X^HRY-H B ^ - J - F . . . . , 
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où Ies Ap, . . . . . sont des résiduelles par rapport 

aux n — 2 variables . . . , zn. 

Comme t ne divise (modo)) ni A ni B, on a (27o) 

A ' ^ o, Bf^¡é o et, en particulier, A p ^ o , o. 

O r 

AB = <(...) + 5( . . . ) + A'B', 

A' B' = Ap B<y -h vP+v-1 (...)-h 

Si t divise (mod o>) le produit A B , on a (27 o ) A B = o 

pour t = t — o quel que soit x. 

A ' B ' — o pour Ç = o quel que soit x\ notamment 

ApB<y= o pour Ç = o. iNous sommes en algèbre ordi-

naire; Ç, qui est un facteur irréductible et premier, 

doit diviser le produit A p B a sans diviser par hypo-

thèse ni Ap, ni B ^ Si , en effet, Ç divisait les rési-

duelles Ap ou B ^ on aurait Ap = o ou o, ce qui 

est contre l 'hypothèse. 

Bref, t ne peut diviser (modo>) le produit A B . 

c . Q. F. D. 

t étant (raodw) à la fois irréductible et premier, le 

diviseur t se comporte, dans le domaine Q, suivant les 

règles de l 'arithmétique ordinaire. 

29o Désignons : 

Par des majuscules latines A , B, C , . . . des formes 

de Q, non divisibles (mod <o) par t j 

Par des minuscules grecques a, ¡3, y , . . . des entiers 

non négatifs; 

Par des minuscules latines <2, . . . des formes 

du type F ^ (c'est-à-dire 011^ = ^! ne figure pas), non 

divisibles par t. 

Je dis que dans une relation 

(o) ¿«A = « a ) ' o u T* ( m °dw) 
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supposée existante, chacune des expressions A ou a, 

supposée donnée, définit sans ambiguïté l'autre 

expression, ainsi que l'exposant a. 

I. Donnons-nous A et supposons un instant qu'on 

ait à la fois, a, 

/a A = a et t*'k == a' (modto); 

il viendrait, puisque ci et a1 sont du type F ( i j , 

t ^ ' a ^ t ^ a ' (modo)), a! — 

O r t ne divise pas a1) alors a'== a, a'— a. 

c. Q . F. D . 

II. Donnons-nous a el admettons qu'on ait à la 

fois 

a == ¿a A ==/a'A' (modto); a'^a. 

Il viendrait 
A == A' (modto) ; 

cela est absurde pour a ' — a ^ o, puisque l ne divise 

pas (modto) la forme A . 

Donc a' = a et 

A'==A (modto). 

A est définie, dans le domaine ii, à l 'équivalence 

près, c'est-à-dire sans ambiguïté. 

La relation 

a = B t * \ (modto) 

établit donc entre les expressions A , d'une part, et a , 

d'autre part, une correspondance biunivoque. 

3ou Construisons A , connaissant a . Grâce aux ex-

plications des 26° et 270, on connaîtra l 'exposant, 
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entier et non négatif a, tel que a admette pour divi-

seur (modo)) ¿a , mais non plus ¿a _ H. Alors A est le 

quotient (modto) de a par ¿a. 

Construisons a , connaissant A . Ordonnons A par 

rapport aux puissances décroissantes de zt = x, 

A = xpK -h xP—* Ki H-.. . j les K du type j. 

On peut admettre que t = z2 ne divise pas K . En 

effet, si K. = ¿L, on a, puisque to = tx — Ç, 

A = xp~1 L tx H- xi*-* K t +... 
— xp~] L(o) -4- Ç) -+- xP * Ki -f- . . . 

~ x p - i j L Ç -+- Ki < - h . . . (modto). 

Eu égard à l 'équivalence, l 'exposant maximum de x 

serait p — i et non pas et ainsi de suite. 

Bref, on admettra que t ne divise pas K. et l 'on 

écrira 

i a A = (tx ) a K -+- t(tx)*-i K t -+-... 

= -+- Çt-UKi = « (modw), 

a est bien du type F ( 1 ) ; a n'est pas divisible par t, 

puisque K ne l'est pas. 

Les procédés ci-dessus fournissent un certain a par-

lant d'un A donné, ou un certain A partant d'un a 

donné. Mais on sait (290) que A et a se définissent 

mutuellement sans ambiguïté ; donc la correspondance 

biunivoque est effectivement réalisée, entre les ex-

pressions (290) A , B, C , . . . et a , 6, c, . . . qui seront 

dites correspondantes A avec a , B avec 6, . . . par la 

relation 

tx A ~ a, ou A = ~ (mod(o). 



( 74 ) 

3 i ° T H É O R È M E . — Pour que A divise ( m o d w ) la 

forme G, il faut et il suffit que a divise c. 

I. La condition est nécessaire. — En effet, s'il 

existe une forme B telle que C = A B ( m o d w ) , on 

aurait 

( a = ¿aA, b== c==ty C; 
(modw) l 

I G === c = ¿oc+P+Y AB == H ab ; 
¿oc+Pc == ¿Y (modw), 

et, comme nous sommes dans le type 

t ne divise ni a , ni ni c ; donc y — a ¡ 3 et a 

divise c, puisque c = ab. 

II. Z,« condition est suffisante. — Nommons £ le 

quotient c : a et B la forme telle que ¿PB — 6(mod to). 

Il viendra 

c = ab 2= ¿YC s ¿a+PAB i 
(modw). 

i ï C s i « + ? A B | 

Si y < a H-¡3, / divise (modto) la forme C, ce qui 

est absurde. 

Si y > a -h ¡3, t divise (modto) le produit AB. O r 

t est un facteur premier (modto)\ t doit diviser 

(modto) soit A , soit B, ce qui n'est pas. Alors y = a - f ¡3, 

G = A B ( m o d w ) . C . Q . F . D . 

32° Soient : 

deux formes de Q, A et B, non divisibles (modto) 

par telles que 

a ~ ¿a A, b~t$ B (modw); 
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d, le p . g . c . d. des d e u x f o r m e s a et b du t y p e F ^ ; 

ce d ex istera t o u j o u r s , car le domaine des f o r m e s F ( 1 ) 

est c o m p l e t ; ne d iv isant ni a , ni 6 , ne d iv ise 

pas d; 
D , la f o r m e de (2 telle q u e 

t*>D ~ d (modto). 

Je dis que D est le p. g. c . d. ( m o d t o ) de A et B . 

E n effet , p u i s q u e d divise a et D divise ( m o d t o ) 

tant A que B ( 3 i ° ) . 

S o i t d 'autre part D 7 , avec 

¿S' D ' = d (modto), 

un diviseur ( m o d t o ) q u e l c o n q u e , c o m m u n à A et B . 

E n vertu de 3J°, d! divise a et b et aussi d, qui est 

l eur p . g . c . d. D o n c , tou jours d 'après 3 i ° , D ' div ise 

( m o d t o ) la f o r m e D . 

D est d o n c bien le p . g . c . d. ( m o d t o ) c h e r c h é des 

d e u x f o r m e s A et B . 

L a construct ion de D s 'e f fectue par des o p é r a t i o n s 

d é j à d é c r i t e s , connues et en n o m b r e fini. 

O n ret iendra donc ceci : 

D e u x f o r m e s A et B prises à v o l o n t é dans Q, mais 

dont a u c u n e n'est d iv is ib le ( m o d t o ) par le fac teur ty 

admettent t o u j o u r s ( m o d t o ) un p. g . c . d. D , lequel 

non p lus n 'est pas d iv is ib le ( m o d t o ) par le fac teur t. 

33° P o u r avoir d e u x f o r m e s tout à fait quelconques 

dans Q, p r e n o n s 

L A , 
J (modto), avec A S a , 

M = tV-B ) h 

N o m m o n s D le p. g . c. d. ( mod to) de A et B obtenu 
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par la npéthode du 32°, et posons 

A = = P D , B == QD (modto). 

E c r i v o n s enfin 

A = A D (modto). 

Je dis que L et M admettent A pour p. g. c. d. 
( m o d to). 

C e l a suff it p o u r établ ir que le d o m a i n e Q est c o m -

plet et b ien déf ini . 

I . A est ( m o d w ) un diviseur commun à L et M . 

Cela dev ient év ident si Ton écr i t 

L = A A == A P D == AP I 
> (modto). 

M == B = QD == Ai^-X Q \ ; 

II . Toute forme A' = /PR, p ^ o , qui est ( m o d t o ) 

un diviseur commun à L et M, divise ( m o d t o ) aussi 

la forme A. 

E c r i v o n s 

L s A A = A ' ^ S i 
(modto), 

M s WB=== A ' r T ( v " 

où ta S et ¿ T T sont les quot ients ( m o d t o ) L ' . A ' e t M : A ' ; 

ou bien 

A A — f P + t f S R / 
S (modto). 

¿M- B == ip-4-* TR ! 

L e facteur qui est ( m o d t o ) à la fois i r réduct ib le et 

premier , ne divise ( m o d t o ) ni A , ni B , ni R , ni S , 

ni T . 

D o n c 

z — A — tj={jL — T, A = = R S et B = RT (modto). 

Par suite , p ^ X , R est ( m o d t o ) un div iseur de D ( e n 
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verlu du 32°), et 

A' = ¿p R 

est (modto) un diviseur de A ~ ftD ( modto). 

* C . Q . F . D . 

34° J?ai ainsi achevé la démonstration du théorème 

annoncé dans l 'Introduction. 

On a exclu toutefois les cas (20) où Ç n'est pas irré*-

ductible, c 'est-à-dire 

n — 4, 

n = 3, 

Ces cas appellent une discussion spéciale, que je 

publierai ultérieurement. 

[ B 2 a ] 

SUR LES RAPPORTS AMIAKMOMOI ES GÉNÉRALISÉS ; 

P A R M . G E O R G E S R E M O U N D O S . 

1. Dans deux articles insérés dans les Nouvelles 

Annales de Mathématiques (*), j e me suis occupé 

d'une généralisation tout à fait naturelle de la notion 

de rapport anharmonique de quatre quantités; c'était, 

en effet, un défaut de ne parler que du rapport anhar-

monique de quatre quantités, en écartant ainsi le cas 

d'un nombre supérieur de quantités, d'autant plus que 

les propriétés caractéristiques de ces rapports ne 

supposent qu'un nombre pair de quantités. Ma généra-

lisation concerne donc le nombre des quantités 

( l ) Mai 1904 et août 1905. 
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données et consiste en ceci : Nous appelons rapport 

enharmonique de plusieurs quantités y K ,yz,.. ., 

y2,11 ou rapport hyperanharmonique une expression 

de la forme : 

R _ ( ykx—y>, ) ( y h,—yi, )--(ykn — yin ) ^ 

les ki et U étant tous différents d'entre eux, ainsi que 

les a,- et (* ). 

L'utilité de ces rapports est due à trois propriétés 

caractéristiques, qui sont pour ainsi dire fonctionnelles 

et qui s'énoncent comme il suit : 

i° Pour qu'ils s'annulent, il faut que deux quantités 

deviennent égales; 

2° Pour qu'ils deviennent infinis, il faut aussi que 

deux quantités deviennent égales; 

3° La substitution homographique 

aiûi H- ê 

ne les change pas. A u point de vue de la théorie des 

formes, leur construction présente le caractère sui-

vant : ils sont des rapports de deux formes plusieurs 

fois linéaires (c 'est-à-dire à plusieurs séries de 

variables) d'une certaine classe élémentaire caracté-

risée par la possibilité d'une décomposition en d'autres 

formes uni linéaires. 

Parmi les trois propriétés citées plus haut, il est 

remarquable que l'importance caractéristique des deux 

premières, qui m'a conduit à l 'extension des rapports 

anharmoniques aux cas d'un nombre de quantités 

(1 ) J'ai, dans mon premier article, calculé le nombre des rapports 
hyperanharmoniques que l'on peut former avec m quantités don-
nées. 
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supérieur à quatre, m'a été suggérée par la théorie des 

fonctions ; on s'en rend surtout compte dans quelques 

applications à la théorie des équations différentielles 

du premier ordre, avec laquelle paraissent se rattacher 

d'une façon profonde la théorie des rapports anharmo-

niques et ses généralisations (voir mon premier article 

des Nouvelles Annales, mai 1904 : Sur une extension 

de la notion des rapports anharmoniques et les 

équations différentielles du premier ordre) et mon 

Mémoire Sur les fonctions ayant un nombre fini de 

branches (Journ. de Math. de M. Jordan, 1906, 

fasc. I). 

2. Dans mon second article des Nouvelles Annales 

(août 1905), j 'ai fait l 'assertion que les rapports 

hyperanharmoniques ne sont pas tous des produits de 

rapports anharmoniques : pour préciser, j 'a joute ici 

que cette assertion est exacte si l'on exige l 'emploi de 

rapports anharmoniques n'ayant aucun élément com-

mun ; dans le cas contraire, il est toujours possible 

d 'exprimer les rapports hyperanharmoniques comme 

produits de rapports anharmoniques : c'est ce que je 

me propose de démontrer dans la suite. 

Considérons, par exemple, le rapport hyperanhar-

monique des six quantités : 

( i a ) ( 3 4 ) ( 5 6) 
( i 3 ) U 5 ) é ( a 6 ) ' 

en posant pour abréger 

yi—jk= (i/o-

O n a 

(1 a ) ( 3 4 ) (a4)(5<S) _ _ o , U o , r 
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La notat ion (i 2 3 4 ) dés igne un r a p p o r t a n h a r m o -

n i q u e des quant i tés yh, y2, y3, y*. 

Je d é m o n t r e r a i m a i n t e n a n t q u e cela est une p r o -

pr iété généra le de tout r a p p o r t h y p e r a n h a r m o n i q u e j à 

cet e f fet , j e prouverai que tout r a p p o r t h y p e r a n h a r m o -

n i q u e de in quant i tés peut se mettre sous la f o r m e 

d 'un produit d 'un r a p p o r t a n h a r m o n i q u e et d 'un 

r a p p o r t h y p e r a n h a r m o n i q u e ( o u a n h a r m o n i q u e ) de 

2/1 — 2 quant i tés et, en g é n é r a l , d 'un n o m b r e i n f é r i e u r 

de quant i tés . 

C o n s i d é r o n s le rapport suivant de m quanti tés : 

r — ( r** — n,)• • • (y*n —yin) = .r*,—.nt 0 

k{ étant, par suite d 'un c h o i x c o n v e n a b l e , égal à a , , ce 

qui est t o u j o u r s poss ib le , puisque l ' indice k { doi t 

figurer aussi dans le d é n o m i n a t e u r ; le d e u x i è m e 

facteur est un r a p p o r t qui n'est pas h y p e r a n h a r m o -

n i q u e ou a n h a r m o n i q u e , p u i s q u e la quantité y^ ne 

figure pas dans le n u m é r a t e u r de Q2 / 2_2 e t y ^ ne figure 

pas dans le d é n o m i n a t e u r de Q2/*_2« O n a é v i d e m m e n t 

X f ^ ë t , p u i s q u e , a u t r e m e n t , le rapport donné ne 

dépendrai t q u e de 2 n — 2 q u a n t i t é s ; soi l ( 1 ) — y-^ 
le fac teur de qui c o n t i e n t y ^ et y G — y ? le 

facteur de Q 2 W _ 2 ( d a n s le n u m é r a t e u r ) , qui cont ient 

y% et m e t t o n s 

— —- Kltn-k-

U n aura 

(*) Il est clair que ce facteur ne peut pas coïncider avec le 
premier j r ^ — yê t , puisque, autrement, l'on aurait : = et 
4o = a,; ce facteur serait commun au numérateur et au dénomina-
teur, et notre rapport ne dépendrait que de 211—2 quantités. 
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Pour aller plus loin, il faut faire attention sur les 

inégalités suivantes : 

P ^ X , , P 5 * 6 I , 

cr^ê, , a ^ a , , tf^i, 

qui sont évidentes; il en résulte que p doit exister 

dans le numérateur de Q2/l_4 et <7 dans le dénominateur 

de Q2«_4 ; d'autre part, les éléments yk%J y^ et y$t ne 

figureront pas dans Q 2 n-k, parce qu'ils figurent dans 

les deux termes de la fraction 

( 2 ) ( r a . - r O i r p - r x . ) ( Â : i - a i ) ' 

en outre, les éléments qui ne figurent pas dans 

cette fraction figurent dans la fraction Q2«_4 d'une 

façon anharmonique (j 'entends par là qu'ils figurent 

en numérateur et en dénominateur linéairement). 

Gela bien compris, écrivons la formule (1) sous la 

forme suivante : 

/ox p> _ ( r * , — y i t ) ( y * — y e t ) (y^—y^)^ 
( 3 ) R î w - ( y a - n H y . - y x . ) ( y p - n J q i n - k y 

Dans le cas où p = or, cette transformation est inu-

tile, puisque la fraction (2) serait bien un rapport 

anharmonique des quantités yh^ y^ , ygt et ya et 

Q_2n~A serait un rapport hyperanharmonique ou anhar-

monique de 2 n — 4 quantités (les quantités yk^ 

y<r e t y$t y manqueront totalement). Dans ce cas, 

donc, le rapport hyperanharmonique donné est 

décomposé en un rapport anharmonique et un 

autre hyperanharmonique ou anharmonique de 

2/2 — 4 quantités; ces deux rapports n'ont aucun 

élément commun. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. VII. (Février 1907.) 6 
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Posons-nous maintenant dans le cas p •=£ <j et remar-

quons que la première fraction du second membre de 

la formule ( 3 ) es»t bien un rapport anharmonique 

des quantités yki, y\tJ y$t et yQ et le second fac-

t e u r ^y — € S t u n rapport hyperanharmo-

nique ou anharmonique de 2 n — 2 quantités (ce sont les 

quantités yki e t y ^ qui y manquent) ; ces deux rap-

ports auxquels se décompose R2W ont deux éléments 

c o m m u n s / ^ e t y a . O n a donc 

R2n = R4 R2/l_2, 

R 4 désignant un rapport anharmonique. O n en déduit 

immédiatement le théorème suivant : Tout rapport 

hyper anharmonique est égal à un produit de 

rapports anharmoniques. 

3. La réciproque n'est pas vraie : un produit de 

rapports anharmoniques n'est pas toujours un rapport 

hyperanharmonique, parce qu'il est possible que ce 

produit soit égal à une fraction à termes non linéaires 

par rapport à chacune des quantités JK/. De même, une 

fonction de plusieurs rapports anharmoniques ayant ou 

non des éléments communs n'est pas toujours un rap-

port anharmonique ou hyperanharmonique, puisque la 

seule propriété qui subsiste toujours est la troisième, 

d'après laquelle ils sont invariants par la substitution 

homographique. 

O n peut aussi démontrer que les seules fonctions de 

rapports anharmoniques, linéaires (*) par rapport à 

toutes les quantités ( à chacune séparément), qui 

( l ) Ou plutôt quotients de deux fonctions entières linéaires; on 
pourrait dire aussi : homographiques par rapport à chacune des 
quantités. 
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jouissent des deux premières propriétés citées plus 

haut (n° 1 ) , sont les rapports hyperanharmoniques. 

Considérons, en effet, une fonction f ( y t y 2 y $ • • »^2«)) 

quotient de fonctions linéaires par rapport à chacune 

des quantités yi et ne dépendant que de rapports 

anharmoniques, et supposons qu'elle jouisse de la 

propriété suivante : Pour qu'elle s'annule ou devienne 

infinie, il faut que deux quantités y i soient égales. 

La fonction f ( y y 2 , V3, . . • , ^ 2 / 1 ) s e r a d'abord 

homogène par rapport aux quantités ys, y2, . . . , y2n 

et de degré zéro, parce qu'il en est ainsi de chacun des 

rapports anharmoniques, soit : 

/ ( / i J î J I » f / v v v — w /2VJ1) y^y*-. • • • 1 y m ) 

il est clair que les quantités yi doivent figurer dans les 

deux termes (tous les d e u x ) ; autrement, la propriété 

ci-dessus posée ne serait pas vérif iée; si, par exemple, 

yK n'existait que dans le numérateur, la fonction 

donnée f deviendrait infinie p o u r ^ = oo, quelles que 

soient les autres quantités. 

Envisageons à part le n u m é r a t e u r / {y\yiy%> • -y^n) 

qui est de la forme : 

/i = A!(72JK3...72«) ( 7 i — 

étant une des autres quantités yt (i = 2, 3 , . • . , m) 

et la fonction A4 ne contenant ni yK n i d e même, 

l'on aura 
Ai = (y2 — yy s ) A2, 

yÏ3 étant différent de y^ y2 etj^yt et A 2 ne contenant 

ni y2 n i j ^ y j nous continuons de la même façon et 

nous arrivons à la conclusion que le numérateur / sera 

de la forme 

/1 = ct (yt - ) (yt-yy%).. .(y*-yrn). 
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On aura de même 

(yt—y**)-• - ( J K « — 

Ci et c2 étant deux constantes. T o u t cela n'est qu'une 

conséquence immédiate de la condition ci-dessus 

supposée. On aura donc 

ce qui prouve que la fonction donnée est, à un facteur 

constant près, un rapport hyperanharmonique de 

m quantités. 

Nous pouvons même ajouter que l 'hypothèse d'après 

laquelle f dépend de rapports anharmoniques n'est 

pas nécessaire, comme le montre la démonstration que 

nous venons d 'exposer; cette hypothèse est une con-

séquence des autres. Nous avons donc la conclusion 

que les deux propriétés i° et 20 du n° 1 de ce travail 

sont caractéristiques pour nos rapports hyperanhar-

moniques ou anharmoniques. 

VARIÉTÉS. 

UN JOURNAL MATHÉMATIQUE EN ESPERANTO. 

Nous sommes heureux de pouvoir annoncer l'appa-

rition prochaine d'un journal mathématique, Gazeto 

Matematika Internacia, qui sera rédigé entièrement 

en langue internationale esperanto. Les Nouvelles 

Annales, qui sont revenues à diverses reprises sur 

l'intérêt considérable que présente l 'esperanto pour 
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les m a t h é m a t i c i e n s , sa lueront avec j o i e ce n o u v e a u 

c o n f r è r e . 

L e p r o g r a m m e de Gazeto Matematika lnternacia 

est rédigé en c inq langues (esperanto , hol landais , 

f rança is , angla is , a l l e m a n d ) . N o u s mettons sous les 

j e u x de nos lecteurs le texte français . 

JOURNAL MATHÉMATIQUE INTERNATIONAL. 

Nous avons formé le projet de publier un périodique pour 
les Sciences mathématiques, en esperanto, donc accessible 
pour tous les mathématiciens du monde. 

On comprendra aisément la grande utilité d'un tel pério-
dique. Le nombre des lecteurs pourra être beaucoup plus 
grand que celui d'un périodique écrit dans une autre langue; 
donc nombre d'études et de communications intéressantes 
pourront être lues par tous les mathématiciens de tous les 
pays. 

Le nouveau périodique comprendra tout ce qui se rapporte 
aux Sciences mathématiques, aussi bien la théorie que l'appli-
cation, la Mécanique et la théorie de la Physique, les grandes 
dissertations aussi bien que les petites communications 
(scientifiques ou pédagogiques), des problèmes, une corres-
pondance, des comptes rendus de livres parus, une chronique 
{historique et biographique), et, en outre, les traductions 
d'articles qui ont déjà paru dans une autre langue. D'autres 
périodiques pourront, avec l'autorisation de l'auteur, mettre 
ces traductions dans leur propre langue. 

Ainsi on formera un lien solide entre les périodiques qui 
existent déjà, car, au moyen de cette nouvelle publication, 
une dissertation pourra en peu de temps être traduite en plu-
sieurs langues. 

Ce périodique ne prétend donc nullement remplacer les 
périodiques qui existent déjà; il tâchera seulement de leur 
être un appui solide. 

Le nombre des feuilles et le prix de cette nouvelle publi-
cation (Gaze to Matematika lnternacia) dépendront naturelle-
ment du nombre des souscripteurs et du nombre des articles 
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que la rédaction recevra. Pour commencer, l'abonnement 
pour l'année entière (douze feuilles, soit 192 pages) ne sur-
passera pas I2FR, 5o. Quand le nombre des souscripteurs le 
permettra, on réduira ce prix ou l'on augmentera le nombre 
des feuilles. 

Ceux qui veulent souscrire sont priés d'envoyer leur nom 
et leur adresse, résidence et pays (bien lisibles) à M. F. J* 
Vaes, Mathenesserlaan, 290, à Rotterdam (Hollande) ( 1 ) . 

Ceux qui pourront préparer quelques articles pour cette 
nouvelle publication sont priés de nous les communiquer 
aussi vite que possible, en en annonçant l'étendue probable... 

En outre, chaque lecteur est prié d'en faire part à son 
entourage, et nous mettrons aussi à sa disposition des bul le-
tins de souscription pour distribuer entre ses amis. 

CEKTIFICATS D'ASTRONOMIE. 

Grenoble. 

É P R E U V E ÉCRITE. — Les éléments d'une planète étant 
connusy calculer ses coordonnées équatoriales 2R et (D pour 
une époque t donnée. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Passage des coordonnées azimu-
taies dfun astre à ses coordonnées écliptiques. 

Données numériques : 

Azimut A - 25o° I6'3O",2 

Hauteur. h — — - 46° 58'23", 8 
Heure sidérale H , - i5h48'"2%228 
Latitude du lieu •X - 45« u ' 5 7 " 
Obliqui é 2 3 ° 2 7 ' 2 7 " , 7É 

(INov e m b r e 1906.) 

Marseille. 

E P R E U V E ÉCRITE. — Aberration de la lumière. 
Aberration des fixes. Lieu vrai; lieu apparent. 

Í 1) On est prié d'affranchir les lettres avec un timbre-poste de-
25 c., et les cartes postales à 10 c. 
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i° Calcul de l'aberration annuelle en ascension droite 

et en déclinaison; 
2° Calcul de Vaberration annuelle en longitude et en 

latitude; 
3° Calcul de l'aberration diurne en ascension droite et 

en déclinaison. 
Aberration planétaire. 

É P R E U V E PRATIQUE. — Passages d'un astre de déclinai-
son 8 au premier vertical d'un lieu dont la latitude est <p. 

Connaissant l'ascension droite a de l'astre et le temps 
sidéral local 60 au midi moyen, qui précède le passage, on 
demande de calculer : 

i° L'angle horaire h de l'astre au moment du passage; 
2° L'heure sidérale locale 0 de ce passage; 
3° L'heure moyenne locale tm de ce passage. 
Données numériques : 

<p = 4 3 ° î 8 ' i 7 " , 5 

l = 28° 54'48",-¿S 

a = 7h '9m378>?5 

Q 0 = 4h52mi5%75 

N O T A . — On rappelle que le premier vertical est le grand 
cercle, perpendiculaire au méridien, qui passe par le zé-
nith et que : 

s.m. 
i heure sidérale = i heure moyenne — 9,8296 

1 minute » = 1 minute » — o , i 6 3 8 

1 seconde » = 1 seconde » — 0 , 0 0 2 7 
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S O L U T I O N DE L ' É P R E U V E PRATIQUE D'ASTRONOMIE. 

cos h = tango, cotangcp 

(on doit avoir <p > 8 en valeur absolue), 

6 = h -i- a, 

t,n = 0 — 00 

(exprimé en temps moyen). 
Log. 

tang 8 T,7422025 
cotangcp 0,02571285 
cos h 7,76791535 

ht en arc 54°7'3i", 29 
h m s h m s 

ht en temps . . . 3.36.30.09 h2 en temps . . . 20.23.29,91 

« 7-'9«37»75 a 7-19-37,7 5 

0 t 10.56. 7,84 0, 3 .43 . 7,66 
0o 4.52.i:r>,75 0o 4.52.i5,75 
0! — 0o 6. 3.52,09 02 — 0o 22.5o.51,91 
Temps m o y — ) , Temps mov ) 
Temps s id: . . . . ) ~ Temps sid..... ( ~~ 
tm-1 6. 2.52,48 t,n-t 22.47. 7,33 

(Novembre 1906.) 

Montpellier. 

E P R E U V E ÉCRITE. — I° Développement en séries de Vano-
malie excentrique, de Vanomalie vraie et du rayon vec-
teur dans la théorie du Soleil. On fera les calculs jusqu'à 
et y compris la quatrième puissance de Vexcentricité. 

2° Parallaxe annuelle des étoiles. 

E P R E U V E PRATIQUE. — On a mesuré à midi vrai à quelques 
jours de distance du Soleil : 

8 = i6°39'24%5 

8' = i7°44' I", 5 

La différence des ascensions droites du Soleil a été me• 
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surée 

2R—JR = i5m328,57 

On demande de calculer Ji', M et Vinclinaison de Vé-
cliptique sur Véquateur. (Juillet 1906.) 

E P R E U V E É C R I T E . — Formules générales de la parallaxe. 
Développements en séries. Cas d'une étoile. Ellipse de pa-
rallaxe. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un observateur fixe observe une 
étoile A de distance polaire 3 qui se couche à l'horizon 
géométrique, et une autre étoile B de distance polaire S' 
encore au-dessus de l'horizon et exactement dans lemmème 
azimut que A. 

La différence d'ascension droite entre A et B est a. 
Trouver la distance zénithale de B. 
Quelle erreur aura-t-on sur la distance zénithale de B 

si a est une erreur de ziz is ? 
Données numériques : 

8 == 63^28'15" 

0' = 47° i6f 7" 

a = ih25m i2 s . 

E P R E U V E É C R I T E . — I . Discussion de l'équation 

u — e sin u — m. 

Rayon de convergence du développement suivant les 
puissances de e. 

Iï. Déduire des mesures des axes du méridien les di-
mensions de la Terre. (Novembre 1906.) 

Poitiers. 

É P R E U V E É C R I T E . — Définition et mesure du temps : jours, 
années, temps sidéral, temps vrai, temps moyen. Temps 
sidéral à midi moyen. Équation du temps; ses zéros. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Sachant que le crépuscule finit 
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quand le Soleil est à i8° au-dessous de Vhorizon, on de-
mande : 

i° Pour quelle distance polaire de cet astre la durée du 
crépuscule passe-t-elle à Poitiers par un minimum; 

i° Quelle est la durée de ce crépuscule minimum ? 
Latitude de Poitiers 46°34'55". (Novembre 1906. ) 

Toulouse. 

E P R E U V E ÉCRITE. — I . Détermination des constantes ins-
trumentales de la lunette méridienne. 

II. En un lieu de latitude 
1° Montrer que les corrections dues à la réfraction, de 

Vangle horaire H et de la distance polaire P d'une étoile 
sont données par les formules 

sin 9 sin P — cos <5 cos P cos H 
A P = A — — - ; :—RR 

sincp c o s P -h cos<p sm P cos H 

. cos© sin H 
AH = zb a - > 

sin P(sinco cos P -t- cos9 sin P cos H ) 

dans lesquelles a = 57", 3 désigne la constante de la ré-
fraction. 

20 Déduire de là les expressions de 

P ) d( A H ) 

dH dH ' 

3° Appliquer ces dernières formules au calcul de la dif-
férence de marche horaire qu'il faut imposer au mouve-
ment d'horlogerie sidérale d'un équatorial pour Vobliger 
à suivre exactement, en angle horaire, malgré la réfrac-
tion, le mouvement diurne d'une étoile située dans l'équa-
teur. 

N O T E . — On suppose la réfraction proportionnelle à la 
tangente trigo no métrique de la distance zénithale. 

É P R E U V E PRATIQUE. — On considère les deux stations dé-
finies par les coordonnées suivantes : 


