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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[A4d«]
APERCU SUR LA THEORIE DE L'EQUATION
DU CINQUIEME DEGRE:

PAr M. G. VIVANTI.

Archiv der Mathematik und Physik, 3¢ série, Tome VIII, p. 53.

Traduit de ’allemand, avec I'autlorisation de ’auteur,
par M. A. BOULANGER.

1. Introduction. — Un des traits distinctifs de la
Mathématique moderne est la connexion, la pénétration
de ses diverses branches, et 'on peut citer comme
exemple remarquable de ce fait la théorie de 'équation
du cinquiéme degré, telle qu’elle se présente dans 'Ou-
vrage classique de F. Klein (*). .

Dés que les recherches de Ruffini et d’Abel eurent
démontré I'impossibilité d’exprimer les racines d’'une

(1) Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Theorie der Glei-
chungen von fiinften Grade. Leipzig, Teubner, 1884. Voir aussi
les Lezioni sulla teoria della risoluzione delle equaszioni di
5° grado, de M. Vivanti (Messine, 19o2, lithogr.).
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équation générale du cinquiéme degré sous forme de
fonctions algébriques explicites des coefficients, le désir
naquit de représenter ces racines par des fonctions trans-
cendantes, aussi simples que possible, des coefficients.
La théorie des fonctions elliptiques, qui sc développait
a cette époque, en fournit le moyen : on trouva que les
racines d’une équation générale du cinquiéme degré
sont représentables par des fonctions modulaires ellip-
tiques. Mais, comme les fonctions clliptiques dépendent
d’un seul argument, tandis que I’équation générale du
cinquiéme degré renferme cing coefficients arbitraires,
il est évidemment nécessaire de transformer cette équa-
tion en une autre qui ne contienne plus qu’un coefli-
cient indéterminé, et 'on y parvient en deux étapes.
Tout d’abord, on transforme I'équation générale[éq. (A)]
en une équation principale [éq. (B)], débarrassée des
termes du quatriéme et du troisiéme degré : ceci s’ob-
tient simplement par une extraction de racine carrée.
Eu second lieu, on fait en sorte que les racines de cetie
équation (B), qui contient trois coeflicients indétermi-
nés, dépendent d’'une maniére connue de deux para-
metres et des racines d’une équation a un seul coefficient
arbitraire [éq. (C)]; ceci se réalise par des opérations
purement algébriques, et 'on peut, si I’équation (A)
ou 'équation (B) est donnée, déterminer algébrique-
.ment les valeurs correspondantes des deux paramétres
_ ¢t du coefficient de I'équation (C).

1l va de soi que I’équation (C) n’est pas résoluble
-algébriquement; c’est une équation du soixantiéme
degré qui, pour des motifs qu'on indiquera plus loin,
est dite équation icosaédrigue. Sa résolution se fera au
‘moyen des fonctions modulaires elliptiques.

Nous nous proposons de mettre en relief les points
principaux de la théorie de 1'équation du cinquiéme
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degré, telle qu’elle vient d’étre esquissée, en précisant
toutes les notions utilisées, mais sans entrer dans le
détail des calculs.

2. Notions sur les groupes d’opérations. — Etant
donnée une classe d’éléments, d’espéce quelconque, on
nomme opération tout mode de passage d’un élément
a un autre. Le produit de plusieurs opérations est lc
résultat de la succession des passages correspondants.
Si les opérations sont identiques, le produit s’appelle
une puissance. Le produit des deux opérations S et T
se désigne par ST, en observant bien que ST et TS ne
coincident pas nécessairement.

Soit un ensemble d’opérations tel que le produit de
deux opérations quelconques de 'ensemble appartienne
aussi & I’ensemble : on dit que cet ensemble forme un
groupe. Tout groupe fini, c’est-a-dire corhposé d’un
nombre fini d’opérations (nombre qu’on appelle 'ordre
du groupe), posséde les trois propriétés fondamentales
suivantes :

1° 11 contient P'opération identique, c'esi-a-dire
Popération par laquelle on passe d’un élément quel-
conque a cel élément méme (cette opération se désigne
par Sy ou par 1).

2° 1l contient I'opération inverse de chacune de ses
opérations, c’est-a-dire qu’a toute opération il en cor-
respond une autre qui, exécutée a la suite de la pre-
miére, détruit 'eflet de celle-ci, leur produit se rédui-
sant a 'opération identique.

3° Chacunede ses opérations est d'ordre fini, I'ordre
d’une opération S étant le plus petit entier n pour

lequel on ait .
S = §,.
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Si S est une opération d’ordre 7, les opérations

1, S, Sz, ..., S»-1

forment un groupe dit groupe cyclique.

Si I'on représente par T~! 'opération inverse de T,
Popération T~'ST se nomme la transformée de S
par T si, en particulier, TS = ST, auquel cas on dit
que S et T sont permutables, on a

T-1ST = S.

L’ensemble des transformées des opérations d’un
groupe par une méme opération forme aussi un groupe.
Un groupe G étant douné, si I’on transforme I’ensemble
des opérations d’un de ses sous-groupes 1 (c’est-a-dire
d’un groupe I contenu dans G) par une méme opéra-
tion de G, on obtient un autre sous-groupe I’ de G, qui
est dit équivalent a1 et qui peut, en particulier, coin-
cider avec 1. Si ce dernier cas se présente quand on
procede a la transformation par chacune des opérations
de G, on dit que I est un sous-groupe distingué ou
invariant de G. Lorsqu’un groupe ne contient aucun
sous-groupe distingué (a part lui-méme et le groupe
formé de la scule opération identique), on dit que ce
groupe est simple; dans le cas contraire, on dit qu’il est
composé.

Quand on peut associer i toute opération d’un
groupe G une opération d’un autre groupe G’ de telle
sorte que, S et §', T et T’ étant des opérations corres-
pondantes quelconques, ST et S'T' se correspondent,
on dit que G’ est isomorphe a G cet isomorphisme est
holoédrigue ou mériédrique selon que les éléments
de G/ correspondant a des éléments distincts de G sont
entiérement distincts ou non.

Dans le second cas, le systéme des éléments de G,
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auxquels correspond dans G’ l'opération identique,
forme un sous-groupe invariant de G, dont l'ordre est
le quotient des ordres des deux groupes. L’isomorphisme
mériédrique ne peut dés lors se présenter que si G est
composé.

3. Groupes finis de substitutions linéaires. — Les
notions qu'on vient de présenter et dont la portée est
considérable trouvent une application particuliérement
importante pour nous dans la théorie des substitutions
linéaires d’une variable complexe.

Une substitution linéaire est I'opération par laquelle
on passe d'une valeur arbitraire z 4 une autre valeur 2’
liée a z par 'équation
(1) 3= %__:—__—%,

ou a, 8, v, & sont des constantes réelles ou complexes
inégalité a8 — By 5% 0. La substitution (1)

’

satisfaisant al

~

. T, 0
a8 — By s’appelle le déterminant de la substitution.

se désigne quelquefois par le symbole (a, B)

L’opération inverse de la substitution linéaire (1), c’est-
t )
a-dire 'opération qui déduit z de z', est aussi une sub-
stitution linéaire; en effet

0z’ —p

T —y3+a

L’opération identique peut étre regardée comme une
substitution linéaire (1) on a=8=1, B=vy=o0. Le
produit de deux substitutions linéaires est une substi-
tution linéaire.

D’aprés ce qu'on a vu, il est clair que les substitu-
tions linéaires forment un groupe (infini) qui posséde
les propriétés 1° et 2°.
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Une substitution linéaire laisse inaltérées deux va-
leurs de z, distinctes ou confondues, qui- sont les
racines de I'équation du second degré

Yzt + (8 —a)z—B=o,

ct qui sont dites les péles de la substitution ().
Une substitution a deux pdles distincts p, g peut étre
mise sous la forme

(2) ETP _gE2TP,
' —g " z-gq

f étant une constante. Si le module de la constante §
est unité, la substitution est dite elliptique; si § est
véelle, elle est dite hyperboligue; dans tous les autres
cas, elle est dite loxodromique. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'une substitution (2) soit d’ordre
fini est que cetle substitution soit elliptique et que f
soit une racine de 'unité.

Une substitution a pole unique r est dite parabolique ;
elle peut étre misc sous la forme

7 étant une constante. Une substitution parabolique ne
saurait étre d’ordre fini.

Il suit de la qu’un groupe fini ne peut étre formé
que de substitutions elliptiques a constantes § racines
de I'unité.

Il peut arriver que plusieurs substitutions d’un groupe
fini aient un pole commun; elles ont alors aussi le se-
cond pole commun et forment un sous-groupe cyclique.
Le sous-groupe transformé de celui-ci par une substitu-

(') Exception faite de la substitution identique, pour laquelle
toute valeur de z peut étre regardée comme pole.
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tion T du groupe est aussi cyclique et admet pour pdles
les valeurs en lesquelles les poles précédents sont chan-
gés par la substitution T. Les péles des deux sous-
groupes équivalents sont dits équivalents.

 Sin est 'ordre d’un groupe, et si p est un podle com-
mun a (v — 1) substitutions du groupe (P'identité excep-
tée), v est un diviseur de n et p appartient a un systéme

n , . .
de - poles équivalents. Entre n et les diverses valeurs

Yiy Vau ..., vrdev, il existe la relation importante

i=1

En s’appuyant sur cette relation, on peut déterminer
de la maniére la plus aisée tous les groupes finis pos-
sibles de substitutions linéaires. Tout d’abord on recon-
nait que r ne peut prendre que les valeurs 2 ou 3.
Ensuite on obtient comme seules solutions possibles de
I'équation précédente les solutions indiquées dans le
T'ableau ci-aprés, ou m et n désignent des entiers posi-
tifs arbitraives :

/ v, Vye vy n
I..... 2, n n n

(3) 11 3 2 2 m 2
I . 3 2 3 3 12
1v.. 3 2 3 4 24
V.. 3 2 3 5 60

4. Représentation géométrique des substitutions
linéaires sur le plan et sur la sphére. Groupes de
rotations. — Si I'on associe a tout nombre complexe
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z =x + iy le point de coordonnées cartésiennes x, y,
la substitution

(4) 3= f(%)

représente une fransformation du plan en lui-méme,
¢’est-a-dire une transformation qui fait correspondre a
tout point du plan un autre point généralement distinct
du premier. Quelle particularité cette transformation
présente-t-elle quand la substitution (4) a la forme (1)?

Tout d’abord, en laissant de coté le cas de la substi-
tution identique, il n’y a qu’un ou deux points qui se
transforment ¢n eux-mémes : ce sont les poles de la
substitution. Bornons-nous au cas d’'une substitution
elliptique dont les poles soient p et g. Etant alors donné
un point arbitraire z, on peut déterminer un cercle
unique passant par z, ayant son centre sur la droite pg,
et par rapportauquel les points p et g soient conjugués;
le point transformé 2z’ se trouve sur ce cercle, et les seg-
ments de cercles pzg, pz’'q se rencontrent en p et g
sous un angle constant (qui est 'argument de 6). Si, en
particulier, un des poles, par exemple ¢, est a U'infini,
on obtient le cercle passant par z et ayant p pour
centre, tandis que les segments de cercles susmention-
nés deviennent les droites ps et pz'.

Mais on obtient la représentation la plus claire de
cette transformation en passant du plan a la surface de
la sphére. Si P'on choisit, en effet, d’une maniére con-
venable, la spheére et le centre de projection, le systéme
des cercles du plan, dont les centres sont sur pg et par
rapport auxquels p et g sont t:onjugués, se transforme,
par projection stéréographique ('), en un systéme de

(') Une projection stéréographique est la perspective d’un plan
sur une surface sphérique, le point de vue étant une extrémité du
diamétre de la sphére perpendiculaire au plan. Elle posséde les
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cercles paralléles dont les pdles sont les projections p'
el ¢' des points p et ¢; une substitution linéaire sera alors
représentée par une rotation de la sphére, ayant pour
axe le diamétre p'g' et pour amplitude I'argument de 0.

D’aprés cela, a chaque groupe de substitutions li-
néaires correspond un groupe de rotations d’une sphére
sur elle-méme. Mais, ce qu’il importe de remarquer,
c’est que, a tous les groupes finis de substitutions re-
connus possibles, correspondent des groupes de rota-
tions existant réellement.

Considérons un polyédre régulier et la sphére qui
lui est circonscrite. Soient ab, cd deux arétes quel-
conques du polyédre : ab peut éire amené, par une
rotation de la sphére sur elle-méme, en coincidence
avec c¢d ou avec dc. Toutes ces rotations, dont le
nombre (en comprenaut la rotation d’amplitude nulle
qui laisse la figure immobile) est double du nombre
des arétes du polyédre, superposent le polyédre a lui-
méme; el aucune autre rolation ne posséde la méme
propriété; elles forment évidemment un groupe. A
chaque polyédre régulier c6rrespond ainsi un groupe
de rotations. Mais les groupes obtenus ne sont pas tous
distincts; car Loute rotation qui superpose un polyédre
a lui-méme superpose aussi a lui-méme le polyédre
polaire, c’est-a-dire le polyédre dont les sommets sont
les centres sphériques des faces du premier. Par suite,
aux polyédres réguliers ne correspondent que trois
groupes distincts, a savoir le groupe tétraédrique, le
groupe octaédrique ou hexaédrigue et le groupe ico-
saédrigue ou dodécaédrigue.

deux propriétés fondamentales suivantes :
1° La grandeur des angles est conservée par la projection;
2° Les cercles et les droites sont transformés en cercles.
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Des groupes finis plus généraux de rotations s’ob-
ticnnent de la maniére suivante.

On peut regarder un polygone régulier inscrit dans
un grand cercle de la sphére comme un polyédre régu-
lier limité par deux plans superposés (diédre); les rota-
tions qui superposent cette figure a elle-méme forment
un groupe, le groupe du diédre, dont l'ordre est
double du nombre des c6tés du polygone. Si, en parti-
culier, le polygone se réduit a4 un diametre, compté
deux fois, du grand cercle, le groupe du diédre corres-
pondant est d’ordre 4 et s’appelle Vierergruppe.

Enfin, il y a encore des groupes de rotations tout
simples, a savoir les groupes cycliques, engendrés par
une rotation d’amplitude égale a un sous-multiple
de 2 et par les puissances de cette rotation.

On peut établir que les groupes cycliques, les groupes
du diédre et les groupes téiraédrique, octaédrique et
icésaédrique sont la représentation sphérique des
groupes de substitutions I, II, III, 1V et V du Ta-
bleau (3).

Tout d’abord, en effet, un groupe cyclique de rota-
tions est formé de n rotations ayant les deux mémes
poles, et chacun de ces poles n’est équivalent qu’a
lui-méme; dés lors, on a

d’ot
Vi=vy=n
[¢f. Tableau (3), I7].

Considérons dorénavant, en méme temps que chaque
polyedre régulier, la division déterminée sur la sphére
circonscrite par les perspectives de ses arétes vues du
centre de la sphére, et appelons cette configuration un
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polyédre sphérique. Ainsi, par exemple, le diédre sphe-
rique a pour faces deux hémisphéres, pour sommets
m points équidistants répartis sur leur grand cercle
commun; poiu- arétes les m arcs en lesquels ce cercle
sera partagé par les points choisis. Chaque rotation
d’un groupe polyédrique superpose a lui-méme le
polyédre sphérique correspondant.

Commencons par le diédre; le groupe qui lui est
relatif est formé des rotations suivantes : une rotation

2T . \ - .
de — autour du diamétre perpendiculaire au plan du

polygoune et les puissances de cette rotation; m rota-
tions de = autour des axes de symétrie du polygone.
L'ordre du groupe est ainsi n —=2m, et I'on a trois

A ’ . n
sortes de poles équivalents : les m sommets <;— = m) s
1

. e N
les points milieux des cotés (;— = m), les centres des
2

n .
deux faces <v— = 2). On a, par suite,
3

v = 2, V) = 2, Vg=m

[¢f. Tableau (3), II].

Considérons maintenant a la fois le tétraédre, I'oc-
taédre et l'icosaédre qui possédent la propriété com-
mune d’avoir pour faces des triangles égaux. Divisons
chaque face du polyédre sphérique correspondant par
ses médianes en 6 triangles rectangles alternativement
égaux et symétriques; comme 4 de ces triangles sont
contigus a chaque aréte, le nombre total de ces triangles
est quadruple du nombre des arétes, soit an. Le

. n . ’
nombre des faces est, par suite, 35 il en résulte que I’on

a respectivement, dans les trois cas, n =12, 24, 6o.
D¢ plus, d’aprés le théoréme d’Euler relatif aux po-
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lyédres ('), le nombre des sommets est '—l——?, soit 4,

6, 12, comme on le sait.

Chacun des triangles considérés a pour sommets le
milieu d’une aréie, le centre d’une face et un sommet
du polyédre sphérique; les angles correspondants sont
T T L3 \ 6n . -

S, =el=, olg=——>s0it 3 5 (2).
2”3 q’ 7= w5’ » 455 (%)

Les rotations qui superposent le polyédre a lui-
méme sont les mémes que celles qui aménent un
triangle quelconque en superposition avec tous les

triangles égaux, soil :
b

1° La rotation nulle;
2° Les rotations d’amplitude = autour des diamétres

(') Si A, F, S sont les nombres des arétes, des faces et des som-
mets d'un polyédre, le théoréme d’Ealer dit que

F+S=A+2;
dans notre cas,

-+ 2 =

n n n-+12
2 3 6

n
A:—.;, F—f{’ donc S =

(?) Autour du milieu d’une aréte sont répartis 4 triangles et,
autour du centre d’une face, 6 triangles; en sorte que les angles
27 2T T T , . .

correspondants sont T et — ou — et 3 Pour déterminer le troi-
siéme angle, nous appliquerons le théoréme de Lhuillier d’aprés
lequel la surface d’un triangle sphérique est égale 4 'excés sur =
de la somme de ses angles. La surface de la sphére étant décom-

posée en 2n triangles équivalents, si 'on désigne par 7 Pangle a

déterminer, on a

Tt T = 5 d’ott =_5n
2 3 “an’ 9= a5 -

D’aprés cela, le nombre des sommets du polyédre peut étre repré-

n
senté par —-
P q
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passant par les milieux des aréles vpposées deux a deux

. n , . ]

(médianes) : leur nombre est 7 et les extrémités des
. noa

axes de rotation forment 5 poles équivalents;

. . . 27 4
3* Les rotations d’amplitudes 5 et ? autour des

diamctres passant par les centres des faces opposées

R n n ,
deux a deux; leur nombre est 2= ou =, el les extré-

6 3
o . n , .
mités des axes de rotation forment T poles équivalents;

4° Les rotations d’amplitudes 2q—7r, 4—15, cee 2—(2—;—')—‘“

autour des diagonales du polyédre; leur nombre cst

(q_[)_n_ _ 511,——12’

2q 12
et les extrémités des axes de rotation forment qu poles
équivalents.

Le groupe ne contient pas d’autres rotations, car la
somme des nombres des rotations 1°, 2°, 3°, 4° est pré-
cisément égale a n.

Ainsi, il y a trois et seulcment trois systémes de
poles équivalents (# = 3), etl'on a

n n n n n
—_— = - —_——= = —_—= -
vy 2 Vo 3’ vy ’
q
d’ou il suit que
vi=12, v=3, v=¢g=3, 45

[¢f. Tableau (3), 1L, 1V, V].

Si nous voulons pénétrer un peu plus profondément
dans la nature des groupes de rotations trouvés, nous
pouvons nous demander s’ils sont simples ou com-
posés.

Ann. de Matheémat., §* série, t. V. (Janvier 1905.) 2
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- Un groupe cyclique est simple si son ordre est un
nombre premier et alors seulement.

Un groupe du diédre dont l'ordre est 2= 2m con-
tient un groupe cyclique comme sous-groupe invariant,
a savoir le groupe des rotations autour du diamétre
perpendiculaire au plan du polygone.

Le groupe tétraédrique contient, comme sous-groupe
invariant, le Vierergruppe constitué par la rotation
nulle et les trois rotations 2°.

Le groupe octaédrique contient, comme sous-groupe
invariant, le groupe tétraédrique qui superpose a lui-
méme le tétraédre formé par les centres de quatre faces
non contigués de 'octaédre.

Le groupe icosaédrique est, au contraire, simple.

On peut, toutefois, mentionner ici des sous-groupes,
bien entendu non distingués, du groupe icosaédrique.
Les 15 médianes de 'icosaédre forment 5 triédres ortho-
gonaux, qui se superposent 'un a 'autre par rotations
autour de diagonales; parmi les 6o rotations icosaé-
driques, il y en a 12 qui superposent & lui-méme un
triédre orthogonal déterminé de médianes; ces rotations
forment un groupe tétraédrique. On obtient ainsi
5 sous-groupes tétraédriques équivalents qui sont
transformés 'un dans 'autre par des rotations autour
de diagonales.

5. Représentation plane des groupes finis de rota-
tions. — Tout en présentant une égale facilité, I’étude
des groupes de rotations que nous venons de trouver
est pourtant plus avantageuse a faire avec des figures
planes qu’avec des figures sphériques. Pour ce passage,
il nous suffira de projeter stéréographiquement les
figures sphériques sur le plan.

La remarque suivaute peut faciliter la projection
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pour les trois polyédres considérés (tétraédre, octaédre,
icosaédre) : les arétes et les médianes relatives a un
méme polyédre sphérique forment par leur réunion des
grands cercles complets, au nombre de 6, g et 15 res-
pectivement pour les trois cas.

Comme par projection les cercles se changent en
cercles ou droites, la figure plane sera constituée dans
les trois cas par 6,9 ou 15 cercles ou droites. Nous

7

////// u ,
< ///////// /

/ //%//é%*g |

W N
B

donnons ici comme exemple I'image de 'octaédre (*).
Les triangles du réseau obtenu sont. alternativement
hachurés ct non hachurés, de telle sorte que les

triangles hachurés sont égaux entré eux et symétriques
des triangles blancs, en convenant de qualifier d’égales
ou de symétrigues les images planes de triangles sphé-
riques égaux ou symétriques. Le réseau entier est ainsi
engendrable par reproduction directe et par reproduc-

1) Les symboles marqués sur la figure seront expliqués plus loin.
} Y 8
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tion symétrique d’'un seul de ses triangles. Les réseaux
obtenus sont reguliers, c’est-a-dire qu’en chaque
neeud il n’y a que des angles égaux. A chaque rotation
de la sphére sur elle-méme appartenant au groupe
considéré, correspond une transformation du plan en
lui-méme qui permute entre eux les triangles laissés
blancs; ’ensemble des transformations ainsi obtenues
fait passer d’un triangle blanc déterminé a tous les
autres triangles blancs.

6. Représentation analytique des groupes finis de
rotations et de substitutions linéaires. — La corres-
pondance établie entre les groupes de rotations et les
groupes de substitutions linéaires permet de passer
aisément des premiers aux seconds. Prenons en effet
pour centre de la sphére Yorigine du plan de la va-
riable z, pour plan équatorial ce méme plan, pour
origine des longitudes le plan méridien passant par
Paxe des z réels; désignons par u la longitude, par A la
latitude d’un pole, par 2¢ amplitude de la rotation; la
substitution linéaire correspondant a cette rotation est

d—+ic, —(b—ia)
<b+ia, d—ic >’

a =—coshsiny cos yu, b = — cosAsin{ sin
c

ou
= sinA siny, d = cosy.

Au moyen de ces formules, on obtient sans peine
nos groupes de substitutions. Nous donnerons, a titre
d’exeniple, les substitutions de I'octaédre :

* o sk
=11z, ,c—z) .:.:L‘m’
h et k prenant, indépendamient I'un de lautre, les
valeurs o, 1, 2, 3.
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Une étude plus approfondie de la constitution de nos
groupes conduit a observer que I'ensemble des substi-
tutions d'un groupe polyédrique est représentable a
I'aide de trois d’entre elles seulement. La forme géné-
rale des substitutions est en effet : '

1° Pour le tétraédre,

SxTBUY,
ou

a=o0,1I, 2; B =0, 1; Yy =o0,1;
I, L I, o0\ [0, 1
S= .), T:: ) = ;
1, — 1) 0, — 1 1,0/

2 Pour I'octaédre,
S2UBVY,

v

o =0,1, 2: = 1; Y =o0.1, 2, 3;

I o,
I, & o, 1 i, o
e v =)
T, —1, 1,0, o, 1

3 Pour licosaédre

i

-

SzUB et SaTSYUS,

ou
v a, y=o0, 1,2, 3, 4 B=o, 1
27T *
s — V55— 2 i 0,1
T N R I )}
0, I 2, V5 +1 Lo

Reprenons la figure du paragraphe précédent; elle
vous fournit une représentation claire du groupe de
substitutions correspondant. Considérons, en effet, un
triangle blanc arbitraire comme triangle initial, et
désignons-le par 1; a chaque triangle blanc nous attri-
buerons le symbole de la substitution qui correspond a
la rotation transformant le triangle initial en le wriangle
considéré. '
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Le triangle blanc désigné par 1 sur la figure et le
triangle hachuré contigu 4 celui-la, le long d’un coté
de I’angle droit, forment, par leur réunion, un domaine
fondamental, c’est-a-dire un domaine contenant un et
un seul point homologue de chaque point du plan
{en supposant, il est vrai, que la moitié du périmétre
du domaine soit regardée comme appartenant au do-
maine); on entend la par points homologues les points
qui se transforment 'un en I'autre par les substitutions
du groupe. Chaque point du plan appartient & un sys-
téme de n points homologues; exceplion est faite
seulement pour les nceuds du réseau de triangles qui

, . . . n n n .
se I‘eparllssent en Lrois syslemes de —» = et = pomts
Vi Ve v3
homologues.
1. Groupes linéaires et formes invariantes. — 11

convient maintenant, pour la commodité, d’introduire
des variables homogénes. Si I'on pose

I

I

&

I
ReAASH

la substitution linéaire fractionnaire a une variable (1)
se change en une substitution linéaire entiére a deux
variables :

(5) sy =az+ P2, 2y =7Y3,+ 83,.

Mais il est a observer qu’a une méme substitution (1)
correspondent une infinité de substitutions (5), a sa-
voir toutes les substitutions de la forme

3y = k(az + B3zs), sy =k(ys+ 83y),

ou k est arbitraire; si I'on s'impose maintenant que le
déterminant de la substitution soit égal a Pumnité, a
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toute substitution (1), ou il est loisible de supposer
ad — {3"{ =1,
correspondent sculement deux substitutions (1), soit

sy =1k (az1+ 83,), zy == (Y31+02s).

D’aprés cela, 2 un groupe de substitutions non homo-
génes d’ordre n correspond un groupe de substitutions
homogénes d’ordre 2n.

Soit maintenant une forme, c’est-a-dire une fonction
entiére homogéne des deux variables z,, z;, qui s’annule
en n points homologues. Si on la soumet & une substi-
tution quelconque du groupe considéré, ses zéros sont
simplement permutés entre eux; par suite la forme se -
reproduit 4 un facteur constant prés. Une telle forme
s'appelle une forme fondamentale invariante; toute
Sforme invariante, c’est-a-dire toute forme ui se repro-
duit par toutes les substitutions du groupe, est expri-
mable par un produit de formes fondamentales inva-
riantes. Des considérations particuliéres font connaitre
les formes fondamentales @, ®,, ®; qui ont pour zéros
respectifs les trois systémes de noeuds homologues.
Comme ces points équivalent a des zéros v§P'e, viP'*:,

. i n
wibles @; estla puissance vi¥™ d’unc forme F;d’ordre =-
1

Entre les trois formes FYiil existe dans chaque cas une
relation linéaire homogéne

(6) m FY - o Fp 4 3 FYp = o

et toute forme fondamentale est exprimable par une
fonction linéaire homogéne de ces trois formes.

. On va donner, pour chacun des trois groupes polyé-
driques, les formes F; ainsi que 'identité (6) qui les
lie; dans ce Tableau, les formes F, s’annulent aux
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milicux des-arétes, les formes F, aux centres des faces

et les formes I’y aux sommets du polyédre correspon-
dant.

Groupe tétraédrique :

Fi=315:(3}— 3%) =1,

o

Fe= 3+ 20y32}3)+ 3} =&,
Fy=3z—20y/35332+ 2z} =V,

120302 — P34+ W3 =0,

Groupe octaédrique :

00
3]
—_—
|
o
w
™
—
13}
12
1)
g
N
ll
~

Groupe icosaédrigue :

Fy= 3}% + 52223533 — 10005339 3}% — 10005 5} 0 53°

2
2
Fy=— 31"+ 2282155§ — 4915]°210 — 22835} 35— 2
Fy=z12:(5]" +113§3}—3}%) = f, .
T?+ H3— 1728 f5=o.

Si 'on pose

o B3
(7 Z=—
7) s 32 ’
on a, cn vertu de (6),
Z—i1= —Pi}:l;
Ma Fye
ce qui peut s’écrire :
Z—1 VA o
l‘)’fFY‘ - — H,_,F‘;‘a - u3 F‘;x’ .

Z cstune fonction de 5 qui a la méme valeur aux points
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homologues et en eux seulement; elle prend au milieu
des arétes, aux centres des faces et aux sommets res-
pectivement les valeurs 1, o, 0. De plus, toute fonc-
tion rationnelle de z qui a toujours la méme valeur en
des points homologues est une fonction rationnelle
de Z.
L’équation (7) sera dans les trois cas :
P3 7 W3 H3

:—lﬁ’ =

Z = — = —.
1082+’ 1728 >

8. Groupe d’une équation algébrique. Résol-
vantes. — Il nous faut intercaler ici quelques consi-
dérations algébriques.

Soit une équation algébrique du mi*™e degré

(8) S(z)=o,

dont nous désignerons les racines paray, a,, ..., an. Les
coefficients de I'équation sont des fonctions symétriques
counues des racines, ¢l toute fonction rationnelle
symétrique des racines est une fonction rationnelle
des coefficients, ou, comme on dit, est rationnel-
lement connue. Mais il peut arriver dans des cas par-
ticuliers que d’autres fonctions rationnelles non symé-
triques des racines soient aussi rationnellement connues,
ou que nous voulions regarder de telles fonctions comme
rationnellement counues. L'ensemble des permutations
des racines qui laissent ces fonctions invariantes forme
évidemment un groupe G, qu’on nomme le groupe de
Uéquation (8). Comme G c¢st un sous-groupe du groupe
formé par la totalité des permutations possibles des
racines o, oy, ..., %y, dont Pordre est m!, 'ordre n
de G est un diviseur de m!

Considérons maintenant une fonction non ration-
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nellement connue des racines oy, %9y « ..y Ay ¢
y=4Y(ay, as oou, %),

et désignons par B3, P., ..., By les diverses valeurs
qu’elle prend quand on soumet «, o, ..., an a toutes
les permutations du groupe G. Soit

(9) g(y)=o0

Iéquation dont les racines sont 3, B, ..., By; les
coeflicients de o(y) sont rationnellement connus, et
par suite la formation de I'équation (9) peut étre
effectuée par des opérations purement rationnelles.
D’autre part, la résolution de (9) nous ferait faire un
pas en avaut dans le probléme de la résolution de (8),
en ce sens qu'il nous serait permis de regarder comme
connue une fonction des racines de (8) qui, auparavant,
n’était pas rationnellement connue, et de prendre pour
groupe de I’équation non plus G, mais le sous-groupe G’
de G qui laisse invariante la fonction y. Pour cette rai-
son, ’équation (9) est dite une résolvante de (8). Le
groupe H de (g) est isomorphe au groupe G, et Vordre
de G’ est le quotient des ordres de G et de H. Si 'iso-
morphisme est holoédrique, G’ se réduit a I’identité,
et nous pouvons, si (9) est regardée comme résolue,
considérer comme rationnellement connue toute fonc-
tion de a,, &y, ..., %, qui n'admet aucune permutation,
I'identité exceptée, et en particulier les quantités a,,
dyy « oy dp elles-mémes. La résolution de (8) et celle
de (g) sont alors des problémes équivalents : (g) sera
dite une résolvante équivalente de (8), et (8) peut
aussi inversement étre regardée comme une résolvante
de (g9). Si, au contraire, 'isomorphisme est mérié-
drique, la résolution de (g) n’est qu’une premiére élape
pour la résolution de (8). Mais ce second cas ne peut
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se présenter (voir n® 1) quesi le groupe G est composé.:
si G est simple, on ne saurait espérer obtenir une résol-
vante non équivalente de I’équation donnée.

Un intérér particulier s’attache a la résolvante de
Galois, c’est-a-dire a la résolvante équivalente qui a
pour racine une fonction linéaire des a; a coefficients
absolument distincts :

Y =cCi%+ Ca2zs+...+ Cm%y-

Si l'on effectue sur les racines «; toutes les permu-
tations du groupe G, les fonctions symétriques des
valeurs obtenues pour y sont évidemment rationnel-
lement connues; par suite 'ordre de la résolvante de
Galois est n. La résolvante de Galois est irréductible,
c’est-a-dire qu’elle ne saurait aucunement se décom-
poser en facteurs a coefficients rationnellement connus.
Ses racines sont des fonctions rationnelles de 'une
d’clles; en d’autres termes 1'équation se transforme en
elle-méme par n substitutions :

Y=y, ¥Y=0(y) y=6y) .. V=buly),

By, 95, ..., 0,_, désignant des fonctions rationnelles
de y. Ces substitutions forment un groupe qui est
holoédriquement isomorphe au groupe de la résol-
vante, et qui peut donc éire considéré tout aussi bien
comme son groupe.

Réciproquement, si une équation irréductible de
degré n se transforme en elle-méme par n subslitutions
rationnelles, elle est sa propre résolvante et le groupe
formé par ces substitutions ne peut éire pris comme
groupe de I'équation.

9. Application aux équations polyédriques. Résol-
vante équivalente de l'équation icosaédrique. — Apres
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cette digression, revenons a notre question pnnupale
Ecrivons I’ équation (7) ainsi

(10) ' F(z)=1Z.

Si I'on soumet z a une substitution quelconque du
groupe correspondant

on obtient 2 nouvean, z et z' étant homologues 'un de

N 2z + 5 _

Pautre :

Ainsi, les racines de I'équation (10) sont des fonctions
rationnelles, voire linéaires, de 'une d’elles, et I'équa~
tion se transforme en elle-méme par n substitutions
linéaires. Il suit de la que Péquation (10) peut é&tre
considérée comme sa propre résolvante de Galois, et
que le groupe de substitutions correspondant peut étre
pris comme groupe de I'éuation.

‘Comme les groupes tétraédrique et octaédrique sont
composés, le probléme de la résolution des équations
correspondantes se simplifie par la formation des résol-
vantes. Mais il n'en va plus de méme pour I'équation
icosaédrique, parce que le groupe associé est simple.
Néanmoins la recherche des résolvantes, nécessaire-

“ment équivalentes, de I’équation icosaédrique est du
plus haut intérér. Une importance particuliére s’attache
~a une résolvante du cinquiéme ordre qui provient de la
‘ considération des cing sous-groupes tétraédriques équi-
valents, déja signalés, du groupe icosaédrique. Si I'on
forme, en effet, une fonction Y de z qui admette toutes
les substitutions d’un de ces sous-groupes, cette fonc-
tion ne prendra, par les soixante substitutions du groupe
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icosaédrique, ue cing valeurs distinctes; les fonctions
symétriques ‘de ces valeurs sont des fonctions ration-
nelles de Z, et par snite Y est racine d’'une équation
du cinquiéme degré dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de Z. Le triédre orthogonal de mé-
dianes qui est transformé en lui-méme pav les subsii-
tutions du sous-groupe considéré peut éire regardé
comme le systéme des diagonales d’un octaédre; dési-
gnons par t et W, suivant les notations précédemment
employées, les formes relatives a cet octaédre, par-m
et n deux constantes arbitraires; posons

12 f2t 12 W
=TT ’ M T
en sorte que « et ¢ sont des fonctions homogénes de
degré zéro de z, et z,, soit des fonctions de z3 la fonc-

Lion )
Y = mv 4+ nuy

satisfait a I’équation du cinquiéme ordre

Y5 - é <8m3+ 12m? n—i—L mn? — n )Y2
7 1— 72
()« +—]—5<—-4m‘+ 6 m?2n? - 4 mns Y
] Z —Z 1—Z AT *Z)Q )
-+ i (48 ms— fo m3n? -+ ' mn* —+ § nd )
7\ 1— 7 (1—1Z)2 (1—17)

ou il faut remarquer I'absence des termes en Y* et
en Y3. Clest une équation principale, qui est dite la
réesolvante principale de Péquation icosaédrique. La
racine carrée du discriminant de (11) s’exprime ration-
nellement au moyen de m, n, Z.

10. Proprieté des équations principales du cin-
quiéme degré. — Comme I’équation (11) est une résol-
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vante équivalente de 'équation icosaédrique, on peut
aussi inversement regarder I'équation icosaédrique
comme une résolvante de (11). Ce fait peul recevoir
une forme géométrique élégante.

Soient x, x,, 3, x; les coordonnées homogénes
d’un point de I'espace; si I'on pose

x5 =— (21 + &+ T3+ 2),

Xy, Xy, Ty, Tyy X5 s'appellent les coordonnées pentaé-
drigues du point considéré. Entre les coordonunées pen-
taédriques d’un point quelconque, on a I'identité

5
Wl
&= 0.

i=1

Soit maintenant
(12) 5+ 5ax2+58x +y=o0

une équation principale du cinquiéme ordre, et dési-
gnons par £, &, &y, By, &5 ses racines; a cause de
I'absence des termes en x* et en x3, on a

5 5

EEL’ZIA 2&?:0.

i=1 i=1

Il suit de la d’abord que les cing racines de (12)
prises dans un ordre quelconque peavent étre regardées
comme les coordonnées pentasphériques d'un point;
ensuite que les 120 points

‘ _ .t
(13) ~Z'1—E/1,, 'y = Ghyy T3 = E/l;n 1‘b=211“ Ly = 5/,5,

ou hyhahyhyh; désigne une permutation quclconque
des nombres 1, 2, 3, 4, 3, sont situés sur la surface
du second ordre

("l) 2@‘,2:0



(3r)
Chacune des 120 transformations linéaires de 'espace
en lui-méme (collinéations)

/ J 7
Ty =T, X2 = 2, T3 =Xy,

(15)

/ ’
Ty = .’l‘h‘, .’l‘s:(l’hs

permute les uns dans les autres ces 120 points, et
transforme la surface (14) en elle-méme; et il arrive
qu’une collinéation (15) laisse invariants les deux sys-
témes de génératrices rectilignes de la surface (14) ou
permute 'un dans 'autre ces deux sysiémes selon que
la permutation corrvespondante %, hyhiyhihy est paire
ou impaire.

Désignons par A le paramétre de la génératrice recti-
ligne d’un systéme passant parle point (x,, X2, X3, s, X5)
de la quadrique (14); A est une fonction linéaire frac-
tionnaire des coordonnées x;. Aux 6o collinéations qui
transforment en lui-méme chaque systéme de généra-
trices correspondent 6o substitutions linéaires fraction-
naires; ces substitutions font passer de A aux para-
mélres des génératrices du méme systéme qui passent
par 60 des 120 points (13), le point initial compris;
et I'on peut, par le choix convenable du paramétre X,
faire en sorte que ces 60 substitutions linéaires forment
un groupe icosaédrique; d’ou il suit que I’équation dont
les racines sont les 6o valeurs de X est une équation
icosaédrique.

11. Résolution des équations du cinquiéme degre.
— D’aprés cela, si une équation principale du cin-
quiéme degré (12) est donnée, on est assuré de la pos-
sibilité de la regarder comme la résolvante principale
d’une équation icosaédrique et par suite de ramener sa
résolution a celle de cette derniére. Pour obtenir effec-
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tivementl'équation icosaédrique, identifions (12) et (11);
nous aurons

1 6 I

— 3 am2n - 2 3 —
Z(Sm “+12m nJ,—l Zmn—*—l Zn) a.
S e - epr A s 3 a>_
Z( fmb o g mi e e =38,
3( s 4o 3,2 15 4 i r,>_.
7 \48171 - Zm n —+—(l AL mnt + a Z)’n =v.

Par un traitement approprié de ces équations, on
arrive a exprimer m, n et Z par des fonctions ration-
nelles de o, 8, v, V, V2 désignant le discriminant de
Péquation (12).

En résumé, pour résoudre I'équation proposée (12),
vous procéderons donc de la maniére suivante :

1° Nous déterminerons m, n, Z comme fonctions
rationnelles de «, 8,7, V;
2° Nous résoudrons I’équation icosaédrique

. H3(z

e) T =

ou Z représente la valeur que nous venons de trouver;
3% Si enflin z est une racine de I'équation (16), la

valeur

x=mu(z)+nu(s)v(s),

ou m el n désignent les valeurs trouvées plus haut, est
une racine de (12). ’

La résolution d’une équation principale du cinquiéme
ordre est dés Jors ramende a une extraction de racine
carrée (pour le calcul de V) et a la résolution d’une
équation icosaédrique.
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Mais si ’on a affaire 4 une équation génerale du cin-
quiéme ordre, il est encore besoin d’une extraction de
racine pour ramener cette équation a la forme prin-
cipale.

D’apres cela, la transition des équations de degrés 2,
3 et 4 aux équations de degré 5 est trés nettement
caractérisée. Tandis que la résolution des premiéres
est réductible a de simples radicaux, c’est-a-dire est
réductible a la résolution d’équations binomes, la
résolution des derniéres est sculement réductible a la
résolution d'une équation d’un type spécial, de I'équa-
tion icosaédrique.

Maintenant se pose d’elle-méme la question de savoir
silya aussi des équations de degré plus élevé, dont la
résolution est réductible a celle d’équations binomes
et icosaédriques. '

Nous nous bornerons a la signaler.

12. Résolution de ’équation icosaédrique au moyen
de la fonction hypergéométrigue. — Il nous faut main-
tenant consacrer quelques mots a la résolution de I’équa-
tion icosaédrique, en abandonnant le point de vue algé-
brique.

Désignons par z une fonction de la variable Z, par 2/,
3", z" ses dérivées premiére, deuxiéme, troisiéme;
considérons l'expression

(7)) =1

comme fonction de Z; elle conserve sa forme si 'on
remplace z par une fonction linéaire fractionnaire
de z. Si, en particulier, 3 est lié a Z par I'équation -

Ann. de Mathémat., /*série, 1. V. (Janvier «995.) ' 3
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»olyédrique o
poly: q F(z) =1,

Z conserve sa valeur si 'on eflectue sur z une substi-
tution linéaire appartenant au groupe correspondant;
par suite, la valeur de [ z] reste aussi inaltérée par une
telle substitution. Si 'on observe en outre qu’entre [ z]
et Z il existe une relation algébrique, on peut en con-
clure que [z] est une fonction rationnelle de Z. La
forme de cette fonction se détermine par des considé-
rations analytiques; on obtient

1! LI O LY (PN DL
[z1=35 {1 Vi) (Z—1p2 " o v/ L2

+1 I +1 I [‘ T
2\v} v} v} )Z(Z—I)’

(17)

. ——

ou vy, vy, v3 ont la méme signification que plus haut.

Cette équation différentielle du troisiéme ordre est
en relation éiroite avec 'équation difiérentielle linéaire
homogéne du deuxiéme ordre :

" L 1 l
VAR R Ay Ty Ayt

B | I 1 T G
X|— =+ -'—,"*—'—;——l—i—l Z——_,Z‘2 Y =03
Vs V3 V3 v A2

(
(18) «

( .
unc intégralede (17) est en effet le quotient de deux
intégrales indépendantes de (18).

Or I'équation (18) rentre dans le type connu des
équations différentielles de Riemann dont les inté-
grales s’expriment au moyen des series hypergéomé-
trigues. z est donc exprimable en fonction de Z a 'aide
de fonctions hypergéométriques de Z.

13. Apercu de la résolution de 1’équation icosaé-
driqgue au moyen des fonctions elliptiques. — Pour
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développer une seconde méthode de résolution, il nous
faut présenter quelques préliminaires. Comme nous
I’avons vu, 4 chaque équation polyédrique correspond
un réseau plan régulier, constitué par un nombre fini
de triangles formés d’arcs de cercle. Si 'on fait abstrac-
tion de la condition que le nombre des triangles soit
fini, on peut, de tout tel triangle curviligne i angles
sous-multiples de 2= (I'angle nul compris), déduire
par reproduction et par symétrie alternées (wvoir n° 5,
in fine) un certain réseau.
A chaque réseau correspond une équation

F(z)=1Z

(transcendante dans le cas d'un réseau infini) qui associe
atoute valeur de Z un systéme de valeurs de z, qui sont
toutes des fonctions linéaires fractionnaires de I'une
d’elles ; les substitutions linéaires correspondantes
forment un groupe qui transforme I’équation en elle-

‘1.2 . 2T
méme. Considérons donc deux tels réseaux a angles -

?’—;(l: 1,2,3), et soient
F(z) =1Z,
G(z’):Z

les équations correspondantes; si en outre v, est un
multiple de v, v, de v,, v; de v;, 2’ est une fonction
uniforme de 3. o

Cela posé, désignons par J I'invariant absolu, par ©
le rapport des périodes d’une intégrale elliptique. de
premiére espécc; on sait que J est une fouction ani-
forme de o :

(19) J =J(w).
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L’équation (19) (équation modulaire) se transforme en
elle-méme par toute substitution linéaire a coefficients
entiers; ces substitutions forment un groupe dit groupe
modulaire, et I'on a pour le réseau correspondant

v = 2, Vo == 3, V3 = 0.

Observons d’autre part que pour les équations polyé-

driques
V=2, V3= 37 Vg = 3) 4’ 57

et nous pourrons en conclure que si 'on désigne
par Z = F(z) une équation polyédrique, par Z =J (w)
I’équation modulaire, z sera une fonction uniforme
de w.

Quant a la formation effective de cette fonction
uniforme, c’est une question que nous n’aborderons
pas ici. '

[D6Db]
SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMERIQUE
DES LOGARITHMES:

Par M. F. GOMES TEIXEIRA.

Je me propose de donner ici une formule pour le
calcul des valeurs des logarithmes des nombres, laquelle
me parait pouvoir étre utile en quelques circonstances.

Je considére, pour cela, la fonction rationnelle

I
(L —am



(37)

et je la décompose en fractions simples; c¢ qui donne

A A A A
t"(t—a)'t_ t 12 3 ctt T qn
B B B B
+ — 2 2 .+ n

—a  t=ay T(i=ap T G—ay

Pour déterminer A,, A,, ..., A,, je développe le
binome (A — a)~" en série ordonnée suivant les puis-
sances de %, ce qui donne

(h—a)n= (=" [] o <n> h

anr 1/ a

(n —+ 1\ 2 n+._> h3
- — + — +...
2 )a? 3 a3

On a donc

An—»: (-—_”” <n+l>7

= anh+? 2
(—)" [n
An—i = 1 ’
ah+1 1
(—1)n
Ay =—L.
al

Pour déterminer By, B,, B3, ..., B,, on doit poser

! = a + h dans la fraction ;—n, et développer le résultat
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suivant les puissances de %, ce qui donne

1 (n h n—+1\ h? n—=2 {1__3+
T ar l_\l E+ 2 at 3 a3
an — 2\ hr-t .
""(—-l)"_l<n_l >a1_1—7+"']"
par conséquent

— 1)1 J—
B = S (),

a2n—1 n—u

B, = (_:‘l’i‘_’<2"—3>,

a?n—2 n—a

B, :(:L)";sc”—/'),

a2n—3 n—3

all+2 2
B (—1)(n i
n—1t al+1 1
B~ —_— _l. .
an

Nous avons donce
1 (=" f2n—2 L I
t"(t—a)r  an—l \ n—1 t t—a
(=) /fan—3\ /1 | 1
+a'-’"—2<n—2) e (t—a)
+(—|)” fon — 4 1 I
m(n—3 B (t—a)y
(— )% /n—+1 1 . 1 '
G (") (o =)
(—om /n 1 ) _ 1
+W<,><rm = (t_.—a)‘—x)
(—I)"

(e

‘En intégrant maintenant les deux membres de cette
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identité el en prenant I'intégrale entre les limites z
¢l %0, on trouve, en supposant £ > a > o,

“ dt

e bt — a)n
_ (=1 fon—2 r—.a . ,
T an—1 n—1 g———

(—r fan—3\ /1 | I
+a’"—2 n—'z)(;_'_:r——a

(—1)" 9n—; /o 1

+ @ n—3 x’ (x—a)’)

<;.z"<" O

(v —a)r—3
. (—1)» 1 1
au—+—l (xuf«‘ +(— l)" ! (x J— a)m)

(—1)r I 1
— —_— _1_- L ——
a” n—1i \rht l)

a)lt i

/\
\/§+
3

ct, par conséquent,

log i
r—a
_n—1 [t
_atzn—-z(;' i x——a>
+a2 (n—1)(n—2) <| 1
2 (2n—2)(2n—3) (w—a)’)
at (n—i1)(n—2)(n—3) <1 1
+T(2n—a)(2n-—3)(zn—4) 3 (.T——a)3>
R T T T T Y
an—? (n—1)(n—2)...3.2 I e I
+n—2(2n——9.)(2n-—-3)...(n+|)<x"— (=1 l(:zr—a)"~’)

an—1 (n——tz)(n——3)...2.|( 1

n—i1(2n—1)(2n—2)...n +(

1
\xn——l - l) (.2‘ —_ a)u—-l)
(n—1)(n—2)...2.1 © dt
._(__, l)naln—l f

(2n—2)(2n—3)...n tn(t—a)y -
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Mais, d’un autre c6té, on a

[“ dt <! ° dt
—_— — —_—

. n ( t — a)n rn - l”(t — a)n

et, par suite, en représentant par R, le dernier terme

LY

de I'égalité précédente,

e ang (=D (n—2)...2.1 < dt
R, = a%-1 ‘[ t(t—a)"

(2n —2)(2n—3)...n

< @1 (n—1)(n—12)...2.1 I . .
(‘2”—?‘)(2n—3)..‘n n—1 xt(xr—a)-t

Oun voit, au moyen de cette inégalité, que R, tend
vers zéro quand n tend vers U'infini, si xS 24a; et, dans

ce cas, on peut donc écrire
logz — log(a —a)

. n—.I 1 |
= lim | a — -+
n=w 2n — 2\ T r —a

a> (n—1)(n—2) (I I >

+ 9 (an—2)(2n —3)\x2  (x—a)?
a3 (n—0)(n—2)(n-—-73) 1 1 .
+ 2 (2n—2)(2n—3)(2n—4) <:T3 - (:c——a)3>
T S PP
L a? (n—nH(n—12)...32 [/ 1 (—uyn—t
n—--z(2n——2)(2n——3),..(n—5—()(\x”—z (.z'—a)"—2>

amt (n—1)(n—2)...2.1 < L Gk D )}

n—1 (2n—2)(2n—3)...n \z"*"! (z—a)r—1

Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en
&ire certain, est celle que nous nous proposions de
démontrer. Elle donne la valeur de la difiérence entre
les logarithmes des mombres x ¢t &' — a avec une
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erreur inférieure a

(n—1(n—2)...2.0 1 1

atn-1 . - N
(2n—2)(2n—3)...n n—1 " (x — a)»!

et peut étre principalement utile quand le nombre
représenté par a est petit et le nombre représenté par x
est grand.

Eu posant @ =1, on trouve la formule

logx —log(z —1)
= lim |'__*_n—x <l+ ! \) y
n=w 200 —2\Z T —1
1 (n—10)(n—2) L I \
;(2n—2)(2n—3)<w2 (1‘——1)2)
B PP
f (n—1)(n—2)...3.2 <_1__ . (=t
T h=2 (2n —2)(2n—3)..(n+1) :z'"-*’—r_(:r——l)"—*)

1 (n—1)(n—2)...2.1 < o (— 1) >]

n—1 (2n—2)(2n—3)...n \ "1 (¢ —r1)n1

qui donne la valeur de la différence des logarithmes
des deux mombres consécutifs x ¢t x — 1 avec une
crreur inférieure a
(n—1)(n—2)...2.1 1 I
(2n—2)(2n—3)...n n—1 z (% — 1)1’

ct qui a lieu quand xS 2.
On déduit, comme corollaire de cette formule, que
la diflérence des logarithmes des nombres x et x — 1
¢ peul étre représentée approximativement par l’cxppes—

sion
1 /1 | S
-(=+ )
a\x  x—1

1
2.108

avee une erreur inféricure a

> quand z > 10,

I i
- - )
et quand 2 > 100, & TR quand z > 1000, elc.
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On voit, de la méme maniére, que la différence des
logarithmes des nombres x et x — 1 peut étre repré-
sentée approximativement par 'expression

1 I

x

1 I

12

1
x2

R

(3=

avee une erreur inférieure a

(

x—1 \

1
A ———5» quand x> 100, etc.

2.10%

1
(x—r1y

)

» quand x > 10,

Parmi les formules qui résultent de la formule géné-

rale précédemment écrite, nous ind
suivante

r +1
xr — 1

= lim |2
n—awo

log

’

(

22 (n—1)(n—2)

n-—i 1

xr —+1

1

2n — 2 L —1

1

iquerons encore Ja

1

(

\

2 (2n—2)(2n—3)

(& 1) -

)

(x —1)%

28 (n—1)(n—2)(n—3) 1 1 Y
T3 (2n—2)(2n —3)(2n—4) ((w+1)3 - (L—-l)"‘)
e
2?2 (n—1)(n—2)...3.2 < 1 o (=)

nw—22 (an—2)(2n—3)...(n+1) \(£—+ 1) 2 —'—(1:——1)“"“2

a2l (p—1)(n—=2)...2.1 ( 1 (—1)»

n—i (2n—2)(2n—3)...n \(Z+1)! (x —a)n—t

qu'on obticut c¢n y remplagant z
posant a = . .
Cette formule a lien quand a > 3

avec une erreur inféricure a

(=1 (n—2)...2.1 1

22"—

par a1 et en

: -+
et donne log
‘z‘__

I

(2n—2)(2n—3)...n n—1(x+ )t (x—1)t—1

),
)l
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[X4c]
SUR L'EVALUATION GRAPHIQUE DES LONGUEURS D'ARCS;

Par M. Mauric D’OCAGNE.

Les procédés de intégration graphique, appliqués
soit la régle a la main, soit au moyen d’un intégraphe,
permettent d'obtenir les aires limitées a des contours
fermés quelconques. Pour évaluer approximativement
une intégrale quelconque par ce moyen, il faut donc la
ramener a une détermination d’aire. En ce qui con-
cerne les longueurs d’arcs, M. Collignon a fait con-
naitre la solution suivante (1) :

On a, entre les poiuts My et M, o désignant i’angle
de la tangente avec Ox, N la normale limitée a O.r,
a une longueur quelconque,

My M, M,
§= / dr = 11]- dr = — f _a_N dzr.
M, CUsQ v, aly, ¥

Or, si I'on porte sur la normale la longueur MN = a,

et si 'on éléve en N a cette normale la perpendicu-
laire NP, on a précisément

aN _ mp.
, Y
Done
Y /'“’MPd aire My M, PPy
a “ a

Si donc on évalue graphiquement cette aire par la
méthode de M. Massau, en prenant pour base de I'inté-

(') Complément du Cours d’Analyse, p. 17.
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gration la longueur a, on voit que I'ordonnée finale-
ment obtenue sera précisément égale a la longueur de
Parc M, M,.

‘Pour effectuer ce tracé avec plus de précision, il est
utile d’obtenir, en méme temps que chaque point P de
la courbe auxiliaire P,P,, la tangente en ce point.
Voici comment on peut établir la construction de cette
tangente : .

Le segment MN de la normale étant constant, le
point N décrit une courbe paralléle a la courbe M, M,,

T

P, »

dont la tangente en N est justement NP, et qui a méme
centre de courbure m que M, M,.

Dés lors, si la tangente et la normale en P a la
courbe P, P, coupent respectivement en T et en p la
tangente et la normale en M 4 la courbe M;M,, on a,
entre les différentielles des ares décrits simultanément

par les points M, N, P,
dM) _Mm ° d(N) _Nm  d(P) PT

d(N)  Nm’ dP)” Pp’ d(M) MT’
d’ou, par multiplication membre & membre,

_ Mm.PT
~ Pp.MT
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ou

Pp Mm

PT — MT’
ce qui moutre que

AN PN

MT m = PTp.

Mais le quadrilatére pPMT étant inscrit dans le
cercle de diamétre pT, on a
AN PR
PTp = PMp.

Menons par le centre de courbure m la paralléle mS
A Ox. Nous avons

N N
PM#ne = MSm.

Done, finalement,
AN A
MTm = MSm,
et les points S et T sont symétriques par rapport au
point M. Ainsi :

La tangente PT cherchée et la paralléle @ Ox
menée par le centre de courbure m coupent la tan-
gente en M en deux points symétriques par rapport

a M.

Si les points S et T sont en dehors des limites de
I'épure, il suffit de mener par m une droite dont la
direction soit symétrique par rapport 4 mM de celle
de Oz et de joindre, par un des procédés bien connus,
le point P au point de rencontre inaccessible de cette
droite et de la tangente en M.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE APPLIQUEE.

Lille.

EpREUVE EcriTk. — Transmission par courroies. On étu-
diera seulement les questions suivantes :

1° Calcul des tensions;

2° Place a donner au volant dans les différents cas;

3° Graphique des tensions dans le cas d’une machine
a vapeur (dont le couple présente les variations ordi-
naires), actionnant une dynamo (dont le couple résistant
est constant).

On négligera le glissement élastique de la courroie et
le frottement des tourillons.

LEpREUVES PRATIQUES. — 1. Déterminer les efforts inté-
rieurs dans les barres d’une poutre Warren horizontale
chargée sur les deux semelles et appuyée a ses extrémités.

1l. Déterminer, a l’aide de l’intégrateur d’Amsler :

1° Le poids par métre courant d’un rail de profil
donné;

2° Le centre de gravité du profil;

3° Le module d’inertie. (Juillet 1903.)

EPREUVE ECRITE. — Théorie du régulateur. On supposera
que l’on a établiles équations d’équilibre, et I’on traitera
SEULEMENT les questions suivantes : Interprétation gra-
Pphique des équations d’équilibre. Sensibilité. Puissance.
Notion d’isochronisme.

EprEUVES PRATIQUES. — 1. Epure des efforts intérieurs
dans les barres d’une poutre Pratt a N inférieur.

1. Déterminer,-a l’aide de l’intégrateur d’Amsler,
Uellipse d’inertie principale de la section droite d’un
fer corniére donné. (Novembre 1903.)

EpreuvE EcmiTE. — Etudier, dans le cas d’une automo-
bile a chaines, le mode d’action des ressorts comme organes
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de transmission, de maniére a montrer les diverses dispo-
sitions a donner aux mains et aux jumelles suivant que
les roues sont porteuses ou motrices.

On rappellera au début la disposition des diverses réac-
tions sur une roue motrice et sur une roue porteuse; on
ne traitera pas le cas d’une roue frénée.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére une voiture automo-
bile devant peser en ordre de marche 1500*8. Le moteur
Sfait 8oo tours a la minute en marche normale, et l’on
admet que le couple moteur moyen conserve sa valeur
entre 600 et 1000 tours. Le rendement p du mécanisme de
transmission est o,70. Les mécanismes de changement de
vitesse sont disposés de facon que, le moteur marchant
a 8oo tours, la voiture fasse :

. . . km
in premiére vitesse ...... eee. 12
» deuxiéme vitesse........ .. 24
» troisiéme vitesse .......... 36
R quatriéme vitesse......... 50

I. Déterminer quelle puissance doit avoir le moteur pour
que l'on puisse atteindre cette vitesse de 50*™ a U’heure
en palier et calculer les pentes iy et iy que l’on peut
monter dans ces conditions & vitesse constante en deuxiéme
et en troisiéme vitesse.

II. Déterminer deux angles x et y tels que l’on puisse
monter en troisiéme vitesse une pente comprise entre i3—x
et iy+ y sans que la vitesse du moteur s’éléve au-dessus
de 1000 tours ou s’abaisse au-dessous de 600 tours.

N. B. — On rappelle la formule

F = P (0,025 + 0,0003 V) -+ 0,005SV*

que lon supposera toujours applicable dans les condi-
tions de vitesse réalisées, avec S = o™*, .
(Juillet 1904.)

Besangon.

EvREUVE ECRITE. — 1. Les théorémes de Faraday et la
JSonction de Green; influence exercée par un point élec-
trisé sur un conducteur limité par deux sphéres.



(48)

11. Poutre mi-appuyée, mi-encastrée sur deux appuis
de niveau.

Y

EPREUVE PRATIQUE. — Un pendule soumis a une résis-
tance proportionnelle a la vitesse bat la seconde; I'am-
plitude de l’oscillation est réduite de moitié en une heure,
calculer l’amortissement. (Novembre 1903.)

QUESTIONS.

2003. On considére en un point M d’une ellipse les deux
normales obliques sous 'angle a.
1° Les produits des distances des foyers a chacune de ces
normales sont les mémes.
2° La somme de ces produits en deux points conjugués M
et M’ de l'ellipse est constante. (E.-N. BARISIEN.)
.

2006. Soit m un nombre impair positif quelconque. For-
mons la suite

[Vml, [Vam) ... [Vim—=1m],

en désignant, suivant 'usage, par [z ] le nombre entier défini
par
r—1<[z].
1° Dans la suite ainsi obtenue, il ne peut y avoir plus de

deux termes égaux.
2° La méme suite, au contraire, contient des couples dc

. m
termes égaux, et le nombre de ces couples est [7]

Exzemple. — Pour m = g, la suite est la suivante

3, 4, 5, 6, 6, = = 8,

et elle contient 2 = [ ] couples de termes égaux.

9
A
(R. Bricarn.)
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CHARLES HERMITE (*);

PArR M. PavL PAINLEVE,
Membre de I'Institut.

Avec M. Hermite disparait une des gloires les plus
pures qui aient jamais illusiré la Science francaise.
M. Hermite ne fut pas seulement un des plus grands
mathématiciens du dernier siécle : sa vie fut un exemple;
personne n’a poussé plus loin I'amour désintéressé
de la Science, le dédain de la notoriété. Les séveéres
régions de la pensée dont il avait fait son domaine,
leurs harmonieuses et rigides beautés, les lois rigou-
reuses et éternelles qui les régissent, lui avaient donné
des joies trop hautes pour qu'il pit condescendre
encore aux soucis dont s’agitent la plupart des homes.
A ce puissant génie visionnaire, le mystérieux univers
du nombre n’apparaissaii point comme dépourvu
d’existence objective, mais bien comme une sorte
d’armature immatévielle et inflexible de 'univers réel
dont elle contient les déréglements. Ceux qui ont eu
I'heureuse fortune d’étre les éléves du grand géomeétre
ne sauraient oublier Paccent presque religieux de son
enseignement, le frisson de beauté ou de mystére qu’il
faisait passer a travers son auditoire devant quelque
admirable découverte ou devant l'inconnu. Hermite
fut un professeur incomparable : sa parole saisissante
ouvrait brusquement de larges horizons sur les régions
de la Science, elle suggérait a la curiosité et a I'invention

(') Extrait de La Nature, numéro du 2 février rgor.

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Février 1905.) 4
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les problémes nouveaux et essentiels; mais surtout elle
communiquait ’amour et le respect des idéales vérités.
Dans Yinoubliable journée de son jubilé, en accueillant
I'hommage d’admiration de tous les pays civilisés,
I'illustre analyste parla, en termes pleins de noblesse,
de la corrélation étroite et secréte qui existe entre le
sentiment absolu de la justice et du devoir et l'intel-
ligence des vérités absolues de la Géométrie. Cette
corrélation semblait évidente quand on écoutait ses
lecons.

Dés ses premiers travaux, se manifeste la qualité
maitresse d'Hermite : la profondeur. Il ne s’est jamais
dispersé en recherches superficielles ou vagues. Une
question lui apparaissait toujours sous une forme extré-
mement précise il en pénéiraitles secrets les plus cachés,
il y portait une telle lumiére que toutes les questions
du méme type se trouvaient du coup résolues. Eleve de
premiére année a IEcole Polvtechnique, agé de 20 ans
a peine, il ne craint pas d’écrire a Jacobi sur la division
des transcendantes abéliennes : pour comprendre 'au-
dace d'une telle tentative, il faut se rappeler qu’en 1843
Pexistence des nouvelles transcendantes était a peine
démontrée et qu’elles étaient ignorées de la plupart des
analystes; leur acte de naissance, pour ainsi dire,
n’était pas encore enregistré par la Science. Jacobi
accueillit avec admiration et sympathic ce premier
effort ou se révélait un jeune et vigourenx géuie.
Quelques années plus tard, un Mémoire sur la transfor-
mation des mémes transcendantes classait définitive-
ment Hermite parmi les grands mathématiciens. Le
Mémoire, ou la théorie des fonctions se méle a I’Arith-
métique et a I’Algébre, est en quelque sorte represen-
tatif de I’ceuvre d’Hermite. Nul n’a montré, d'une facon
plus éclatante, par ses méthodes et ses découvertes,
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les relations intimes qui unissent ces trois branches
de la Science, l'appui mutuel qu’elles peuvent et
doivent se préter. C'est ainsi que la théorie des formes
algébrigques, dont il est un des créateurs avec Cayley
et Sylvester, lui sert a la résolution de 'équation du
cinguiéme degré et a 'étude des formes arithmétiques.
De méme, c’est par 'introduction des variables conti-
nues en arithmétique qu’il parvient aux admirables
propriétés des formes quadratiques dont la découverte
égale les plus belles découvertes de Gauss ; c’est notam-
ment la transformation des fonctions algébriques qui
lui donne le nombre de classes. Ce sont enfin les équa-
tions modulaires qui le conduisent a la résolution de
I'équation du cinquiéme degré. Pendant des années, il
rivalise avec Kronecker pour déduire de la théorie des
fonctions elliptiques les plus riches conséquences
arithmétiques.

Inversement, par I'arithmétique, il pénéire profon-
dément dans la théorie des fouctions ; I'étude des groupes
discontinus lui livre les propriétés de la fonction modu-
laire. C’cst cette méme érude qui devait engendrer plus
tard les fonctions automorphes a une ou plusieurs
variables (fonctions fuchsiennes, hyperfuchsiennes,
hyperabéliennes, etc.), dont la découverte est une des
plus précicuses conquétes des Mathématiques contem-
poraines.

Dans le domaine de I’Analyse proprement dite, il a
renouvelé la théorie des intégrales eulériennes, créé la
théorie de I’équation de Lamé, dont les applications a
la Mécanique, a I'Astronomie, a la Physique mathé-
matique sont si nombreuses.

Est-il besoin de rappeler enfin la belle formule de
décomposition en éléments simples (d’apres leurs
infinis) des fonctions trigonométriques et elliptiques,
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formule qui livre la fonction toute préte pour I'intégra-
tion comme une fraction rationnelle décomposée en
éléments simples?

Mais la découverte d’Hermite qui surpasse toutes les
autres, c’'est la démonstration de la transcendance du
nombre e, démonstration qui, a peine modifiée,
entraine la transcendance du nowmbre m, c’est-a-dire
Pimpossibilité du fameux probléme de la gquadrature
du cercle. Les nombres algébriques (nombres délinis
par une relation algébrique a coefficients rationnels)
forment une classe si dense (u’il semblait presque
impossible de trouver un critérium assez subtil pour
permetire de discerner si un nombre tel que e ou =« est
algébrique ou transcendant. Ce critérium, c’est dans
la théorie généralisée des fractions continues qu’Her-
mite a su le découvrir, et sa méthode sera admirée
tant que des hommes existeront capables de comprendre
la notion du nombre.

La carriére d’Hermite est connue de tous les hommes
de science. Né en Lorraine, a Dieuze, le 24 dé-
cembre 1822, membre de I’Académie des Sciences
en 1856, maitre de conférences a I’Ecole Normale
de 1862 a 1869, professeur a I'Ecole Polytechnique
en 1867, professeur d’Algébre supérieure ala Sorbonne
en 1869, il a occupé cette derniére chaire jusqu’en 1897.
Son cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, dont le
premier Volume sculementi a été publié, est un chet-
d’ceuvre de profondeur ct de concision. Les quinze der-
niéres années de son enseignement a la Sorboune ont
été consacrées a la Théorie des fonctions analytiques
d’aprés Weierstrass : mais au lieu de s’attacher éiroite-
ment, comme l'illustre analyste allemand, a4 'unique
méthode des séries entiéres, Hermite a fait appel a
toutes les ressources des méthodes de Cauchy, donnant
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ainsi a la doctrine une briéveté et une élégance incompa-
rables. C'est dans le Cours autographié d’Hermite,
remanié a fond chaque année, que toute la jeune école
des mathématiciens francais a appris I’analyse. On peut
dire que, dans le propre domaine de Weierstrass,
Penseignement d’Hermite a suscité peut-étre plus de
travaux que l'enseignement de Weierstrass lui-méme.

Parmi les mathématiciens de tous les temps, il en
est peu qui aient exercé une influence directe compa-
rable & celle d’Hermite; il n'en est pas dont I'ceuvre
soit plus sirement impérissable.

[M21b]
POINTS MULTIPLES DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. LANCELOT.

Nous ne nous sommes, jusqu’ici, occupés que des
points simples, c¢'est-a-dire des points de la surface

Sz, y,3)=0

pour lesquels les trois dérivées partielles £, f,, f, ne
sont pas toutes trois nulles.

Points doubles. — Supposons que, pour un point M
de la surface, les trois dérivées partielles s’annulent.
L’équation aux A des points d'intersection de la surface
¢t d’une droite passant par M est alors

A2
E(ufﬁr“‘ "f;-'*' w 1)

A3
- 1-2.3(uf';"+vf5‘+wff:)(a)+...‘.: !
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et elle a toujours au moins une racine double nulle.
Toute droite passant par M y coupe la surface en deux
points confondus.
Supposons que le coefficient de A2 ne soit pas iden-
tiquement nul, ¢’est-a-dire queles six dérivées partielles

"

du second ordre fia, fisy [, frys frzs fax ne soient pas
toutes nulles. En général deux points sculement de Pin-
Lersection serout confondus en M : le point M est dit
point double.

Un troisiéme point viendra se confondre avee les deux
premiers, si 'on prend une droite dont les paramétres
directeurs satisfont a P’équation

(uflet+vfy=+wfl)z=o.

Unetelle droite estdite tangente a la surface du point
double M, et y coupe la surface en trois points con-
fondus. En un point double, il y a donc une infinité
de tangentes formant un cone du second degré, ayant
pour équation
(X =@ fast (Y— )2 fyat (L—3)2fz

+2X—2)Y—y) fry
+2(Y =L — 3) fip+2(L —3)(X —2) frr=0.

Divers cas sont a considérer suivant la nature de ce

cone. Soit, en général, un cone du second degrs
A2+ A'y2+ A"z2+2Byzs +oB sz +2B"zy = o.

Décomposons cette forme quadratique en une somme

de carrés. Il vient

%(A’xz—o- 2AB 2y +~2AB' 2z + B2y2+ B232+ 2B 'B"y3)

B'2 BIB// BI2
L 2 ‘ —_—— r_
+<A A>y +).<B 1 >yz+<A A>z

ou
1

1 [(Az +B"y +B'z)t+a"y2+ a' 22+ 3b yz|,
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les petites lettres désignant les mineurs des éléments
correspondants du éterminant

A B B
A=|B" A" B |.
B B A

Achevons la décomposition en carrés, il vient

—l_ ” ’ 2 L ” 2 ,—g_,_-z 2-.
A[(Az+B_y+Bz)+a,,(a,}’+bz)‘r‘<a au)z H

/

.. . a'a — b2 R .
le coeflicient de z2 est ———— ou, d’aprés un théoréme

, . .. AA
connu sur les déterminants adjoints, - On a donc

1/ B 1 AA

3 (\(Ax + By + B'z)2+ o (a"y +bz)2+ —(—l-:-z2>.

Pour que le e¢odne soit imaginaire, il faut et il suffit
q 8

que les trois carrés soient de méme signe, ou que
a’"> o, AA >o.

En opérantla décomposition dans un autre ordre (en

commencant par d’autres variables), on aurait trouvé :

1° En commencant par x, et continuant par y d’a-
bord, puis par 3,
a”> o, AA >o,
a' > o, AA > o;

2° En commencant par y, et continuant par z, puis
par x,
a > o, AA"> o,
a"> o, AA">o0;

3° En commengant par z, et continuant par x, puis
pary,
a > o, AA"> o,
a > o, AA"> o.
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Donc, si le cone est imaginaire, a, a’, a” sont posi-
tifs; et A, A, A’; A” sont de mée signe.
Je dis que les conditions @>>o0, @'> o entrainent
toutes les autres, car elles s’écrivent
A'A"—B2> o, A’A — B> o,

et, B2 et B2 étant positifs, entrainent

A'A"> o, A"A > o.
Mais
A'A" > B2, AA" > B2,

Multiplions
AA’A’2> B2B".

Donc A A’ est positif; et A, A/, A” sout de méme
signe.

Je dis que a” est positif. En eflet
q p )

a”:AA'—'- Br/g;

or
,_ BB
AN >~
d’ou
2B'2— B"2A"2
AA/— B~ D2BZ—BTAT

A"
et il faut montrer que

B2B”—B"A"”> o;

or,
a2 A B
d’ou
2B’2
s BB
Il suffit donc de montrer que
S 5 L

AAY
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or ceci équivaut, AA’ étant positif, a I'inégalité sup-
posée :
AA'— B"2>o0.
Donc a” est positif.
Enfin, on sait que

AA = a'a" — b2, AA' =a"a—b"? AA"= aa'— b"%;
d’ou
A*AA = (a'a’— b?) (a’a — b'2)
et ainsi de suite. Les produits AA’ éiant positifs, les

quantités (a'a” — b2), ... sont toutes de méme signe.
Comme (déterminants adjoints)

A?a = (a'a" — b?)

et que a est posilif, elles sont toutes trois positives,
et A A est positif.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
cone du second degré soit imaginaire sont que deux des
trois mineurs a, a', a” soient positifs : le troisieme 'est
alors aussi.

Le cone des tangentes en un point double sera donc:

1° Imaginaire si les trois mineurs de fr., £, f;. dans
le déterminant des dérivies secondes sont positifs ; ce
déterminant est

f:" f’*i] ;‘:
D=\|fo fro Sy:|
s ;: f-"",’

et le cone sera imaginaire si

Sofa—fp>0,  fafi—fii>o0,  fufp—fi>o0;

on a alors un point double a tangentes imaginaires.
2° Le cone des tangentes sera réel, si deux au moins
des trois quantités précédentes sont négatives. On
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verrait facilement que la troisiéme est alors forcément
positive. On a alors un point double a tangentes réelles.
Si Je déterminant D est différent de o, le cone des
tangentes est un cone propre du second degré. SiD= o,
c’est-a-dire si

f”" " "
2 xy xs
" " i
xy .f:v’ yz | = 0y
" " "
x3z fyz 52

ce cone s¢ décompose en deux plans tangents a la sur-
face en M, plans qui peuvent éwre confondus.

Donc cing sortes de points coniques :

. , un cone tangent réel
1* Un point double réel & T
deux plans tangents réels;

. . un cOne tangent imaginaire,
2° Point double a tan- . L.
. L. deux plans tangents imaginaires,
gentes imaginaires

— e —

un plan tangent double.

Exemples :

I. 28 =22+ y*—z2. — La surface a un cdne tan-
gent réel a 'origine. Comme
’

Sr= 2, fy=2y, fi=—3z2—23,

ces équations sont satisfaites pour

sz:O,
Zx = 0, Yy =0,

o

Le point (z =0, ¥y =0, z=0) est sur la surface,

3
qu’un seul point double a tangentes réelles.

le point (x =0,y =o0,5=— 2 ) n'y est pas : elle n’a
P Y yestp

II. z22=x*+ y2+ z2. — Cette surface a un seul
point double, T'origine, qui est un point double a tan-
gentes imaginaires.
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Il z23=x2— y2:

Je=22z, fi=—2y, fr=—33% .

Donc, la surface a pour point double lorigine,
avec deux plans tangents réels; c’est son seul point

double.

IV. z3=x?+ y2. — La surface a pour point double
I'origine, avec deax plans tangents imaginaires; c’est
son seul point double.

Remarque. — Soit une surface f(x, ¥, z2) = o0. Ses
points doubles satisfont a quatre équations, celle de Ia
surface, et les équations

f.é:()y .f}ﬁ:()v :f=0,

En général, ces quatre équations sont incompatibles,
et, en général, une surface n’a pas de point double.

Il peut arriver que les quatre équations aient un
nombre fini de solutions communes, et qu’il y ait un
certain nombre de points doubles; ou méme une infi-
nité de solutions communes, et que la surface ait une
ligne de points doubles.

Je dis que, en tout point double appartenant a une
ligne double, le cone des tangentes est décomposé en
deux plans. En effet, si la surface a une ligne double,
les trois surfaces f, =o0, fy=o0, f/=o passent par
cette ligne double. Cherchons la tangente a cette ligne
double : elle est située dans les plans tangents a ces
trois surfaces auxiliaires, plans qui ont pour équations

(X —a) fis + (Y — ) [+ (L—3) faz=o,
(X_z')f.;‘y"*— (Y_)’)f.)"” +(Z—z)f”:. =0,
(X =) fiy+ (Y —y) fyz+(L—3)far =o0.
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Ces plans doivent passer par une méme droite; il
faut que le déterminant de leurs coefficients soit nul ou
que

" i "
s zy Jzxz

g:y fJ’Z’ f;lylfz =0,

" 1" "
x3z ¥z f 22

ce qui exprime précisément que le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. La droite commune a ces
deux plans est la tangente a la ligne double.

En résumé, en un point double d’une surface, toute
droite passant par ce point coupe la surface en deux
points confondus. Il y a une infinité de tangentes cou-
pant la surface en trois points confondus, ce sont celles
dont les paramétres directeurs satisfont a I’équation

(1) (ufip~+ofy+ wfi)e = o.

L’équation aux A des points d’intersection d’une tan-
gente en un point double avec la surface se réduit a

— g(uf;—% ofy+wfi)s +...=o.
Considérons, en particulier, les tangentes dont les
parameétres directeurs satisfont a I'équation

(2) : (ufz—+of y+ wf)a)-

On a, pour déterminer une telle tangente, les deux
équations (1) et (2), ou les inconnues sounl les trois
quantités homogenes u, ¢, w; I'une est du deuxiéme,
l'autre du troisiéme degré; et, par suite, il y a six tan-
gentes, en général, satisfaisant a ces conditions.

Pour une quelconque de ces six tangentes, le premier
coefficient non nul de I'équation en A étant celui de A4
(en général), un quatriéme point de I'intersection vient
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se réunir aux trois premiers. Donc il existe, en général,
en un point double d'une surface, siz tangentes oscu-
latrices ayant en commun avec la surface quatre points
confondus avec le point double.

Si la surface est du troisi¢me degré et posséde un
point double, ces six tangentes particuliéres, ayant
quatre poims communs avec la surface, sont situées
tout entiéres sur la surface. Donc, si une surface du
troisiéme degré a un point double, elle contient six
droites passant par le point double.

[l pourrait arriver que I'équation (2) fit une consé-
quence de I’équation (1). Dans ce cas, pour toute tan-
gente a la surface au point double, le coefficient de A3
s’annulerait et toute tangénte serait osculatrice. On
pourrait alors choisir les paramétres directeurs de la
tangente de facon a annuler le coefficient de A

I
Z(ufﬁv—*— ofy+ ®f)w)-

On aurait alors deux équations en u, v, w du deuxiéme
et du troisiéme degré qui détermineraient quatre tan-
gentes surosculatrices, coupant la surface en quaire
points confondus.

Nous n’insisterons pas sur cette singularité.

Intersection de la surface et d’un plan passant par
un point double. — Soit

a(X—2)+6(Y—y)+c(L—3z)=0

I’équation du plan passant par le pointdouble M (x, y, z).
Une droite quelconque de ce plan a pour équation

X—2r Y—y Z—z

=,
u (4 w
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avec la condition

au —+ by + cw = o,

ct coupe la surface (et par suite sa section par le plan
donné) anx points dont les X sont racines de I’équation

1 .
@y, 5)+ § (Wit ofy - f)
2
+Tz(uf;"—*_vf}l'—*-wfé)(?)'*—...:o;
or,
fla,y.5)=0, fi=o, fy=o, fi=o,

puisque le point xyz est un point double de la surface.
Cette équation a toujours deux racines nulles.

Donc, toute droite passant par le point double M et
située dans le plan de la surface v coupe la section en
deux points confondus : toute section de la surface par
un plan passant par M est un point double de la
section.

Si T'on choisit la droite telle que

(wfr—+ "f}‘*‘ wfl)z =0,

c’est-a-dire si on la prend sur le céone des tangentes,
elle coupe 'intersection en trois points confondus en M
ct, par suite, les deux tangentes a la section en M sont
les intersections du plan tangent et du céne des tan-
gentes.

Si le cOne des tangentes est imaginaire, les tangentes
a la section sont imaginaires et la section a nécessaire-
ment au point un point double isolé.

Si le cOne des tangentes est réel, les tangentes a la
section peuvent étre réelles ou imaginaires, et la section
peut présenter un point double réel ou isolé. Si le plan
sécant est tangent au coue des tangentes, les deux tan-
gentes a la section sont confondues et la section présente
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un point de rebroussement. Le plan est dit alors tan-
gent a la surface au point double M; et I'on voit que::

Tout plan tangent & une surface en un point double
coupe la surface suivant une courbe ayant un point de
rebroussement.

Ces résultats restent vrais si le cone des tangentes
est décomposé en deux plans. Les plans tangents a ce
cone sont alors remplacés par les plans passant par la
droite commune aux deux plans. Si les plans sont
imaginaires, toute section plane passant par le point
double y présente un point.double isolé: sauf les sec-
tions par des plans passant par la droite 1-éelle commune
aux deux plans, qui ont un point de rebroussement.
Un exemple de cette singularité est fourni par la. sur-
face engendrée par la révolution d’une parabole semi-
cubique autour de sa tangente de rebroussement; cest
la surface déja citée plus haut :

3= 2+ y2.

Si les plans tangents sont réels, les sections par des
plans quelconques passant par le point double y pré-
sentent un point double réel, sauf par ceux qui passent
par la droite d’intersection des deux plans, lesquels
présentent un rebroussement.

Siles deux plans tangents sont confondus, les sections
par des plans passant par le point double y présentent
toutes un point de rebroussement; un tel point sera
dit point de rebroussement de la surface.

Reste 4 voir comment les deux plans tangents eux-
mémes coupent la surface. Les plans tangents forment
le lieu des droites telles que

(W fot 0 fy+ @ f2)a=0;
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toute droite tracée dans 'un de ces plans annule le
coefficient de A% dans I’équation en A

A2
n(uf;+ Vf}//-i— ‘vfé)(n
3

1.2.3(uf‘;+ vf.';'+ sz/)(a)—ﬁ-...: 0.

Cette équation a trois racines nulles et une droite
quelconque, tracée dans un des plans tangents, et pas-
sant par le point double M, coupe la section par ce
plan en trois points confondus au moins. La section
par un des deux plans tangents coupe la surface
suivant une courbe ayant un point triple au moins.

Pour obtenir les tangeutes, il faut écrire qu’un qua-
trieéme point d’intersection de la droite et de la section
vient se confondre avec M; c’est-a-dire que I’équation
a une quatrieme racine nulle, ou que le coefficient de A3

est nul :
(ufiy + ofy+ wfi)s = o.

C'est I'équation qui détermine les tangentes oscula-
trices. Donc :

Les tangentes a la section par un des plans tangents
en un point double & céne de tangentes décomposé
sont trois des six tangentes osculatrices et il y a trois
de ces tangentes dans chacun des deux plans.

Si l’équation

(wfe+vfy +wfi)s=o0
était une conséquence de ’équation

(ufz +ofy + wfi)s = o,

la section par un de deux plans tangents présenterait un
point quadruple. Plus généralement elle pourrait pré-
senter un point multiple d’ordre quelconque.
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Remarque. — On désignera les points doubles a
cones de Langentes sous le nom de points coniques; ceux
a deux plans tangents sous le nomn de points doubles;
ceux a un point langent sous le nom de point de re-
broussement.

Points multiples. — 11 peut arriver, plus généra-
lement, que, par un point M(x,y, z) de la surface,
toutes les dérivées successives d’ordre 1,2, ..., (p —1)
s'annulent. L’équation aux A des points d’intersection
de la surface et d’une dreite passant par M se réduit a

AP ,
o1 (ufy +of 4+ wfi )i,

A1

— (ufe+ ofy +wf)prn+...= o0,

+
(p-+1)!

et a p racines nulles. Une droite quelconque passant
par M v coupe la surface en p points confondus. Le point
est dit multiple d’ordre p.

En nommant tangente en M une droite passant par
M ety coupant la surface en (p + 1) points confondus,
on Lrouve alors un cone d’ordre p lieu de tangentes, ces
tangentes étant définies par 'équation

(wfe—+ofy = wfi)m=o,
etp (p -+ 1) tangentes osculatrices définies par 'équation
précédente et I'équation
(ufr—+ of 4+ ®f2)p+1) = 0.

Le cone des tangentes pourra se décomposer, et com-
prendre un certain nombre de plans.
Ou verrait, comme précédemment, que :

1° La section par un plan qucleonque passant par M
présente en M un point multiple d’ordre p, les p tan-

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Février 190).) 5
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gentes étant les génératrices d'intersection de son plan
et du cdne des tangentes.

2° La section par un plan tangent au cbne des
tangentes présente un point multiple d’ordre p, deux
des p tangentes étant confondues, de sorte que deux
des p branches de courbe se réunissent et leur en-
semble prend I'aspect d’un point d’inflexion. Si le cone
présente des génératrices doubles, il faut ajouter aux
plans tangents ceux passant par ces génératrices.

3¢ Si le cone se décompose et comprend un plan, ce
plan coupe la surface suivant une courbe ayant un point
multiple d'ovdre p 41, les tangentes étant p 4 1 des
tangentes osculatrices, qui se trouvent alors dans ce

plan.

[L:14ax]
NOTE SUR LE THEOREME DE PASCAL DANS L'ESPACE;
Par M. J.-E. ESTIENNE.

Nous avons publié autrefois (') une étude sur la
relation géométrique entre dix points d’une quadrique
ou neuf points d’une quartique, ou huit points asso-
cies, c’est-a-dire tels que toute quadrique passant par
sept d’entre eux passe forcément par le huitieéme point.
Pour cette derniére relation seule, entre huit points
associés, nous avons trouvé une forme pascalicune :

S8i un octogone gauche a ses huit sommets associés,
ses faces opposées se coupent suivant quatre droites
qui sont sur un méme hyperboloide.

(') Nouvelles Annales, 1885, p. 131.
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Ayant eu récemment l'occasion de réfléchir de nou-
veau sur cette question de I'extension du théoréme de
Pascal a P'espace, nous avons rencontré quclques pro-
positions qui, sans prétendre a la souveraine élégance
de I'hexagramme mystique, peuvent intéresser les ama-
teurs de Géométrie.

Les voici briévement résumées :

1° Généralisation d’un théoréme de Hesse. — Etant
donné un hexagone gauche ABCDEF et un point P,
(fig. 1), si Pon méne par ce point les trois droites ad,

be, cf qui s’appuient sur les colés opposés de 'hexa-
gone, on sait que les cotés de I'hexagone abedef sont
six génératrices d’'un méme hyperboloide Hy que nous
appellerons hyperboloide de Hesse.

Le théoréme de Hesse consiste en ce que les deux
hyperboloides Hy et Hy correspondant a deux points Py
et Py associés aux six points A, B, C, D, E, F sont
identiques.

Ce théoréme est un succédané non pascalien de celui
que nous venons de rappeler.

Il comporie deux généralisations :

a. Si H,, H, et H, sont trois hyperboloides de Hesse

correspondant a trois points Py, P, et Py situés sur une



(68)
quartique circonscrite a ’hexagone ABCDEF, ces trois
hyperboloides ont une infinité de plans tangents com-
muns,

b. Si H,, H,, H, et H, sont quatre hyperboloides de
Hesse correspondant a quatre points Py, Py, Py, Py,
appartenant a une méme quadrique que les sommets de
I’hexagone ABCDEF, ces quatre hyperboloides ont
huit plans tangents communs (dont les six faces de
I’hexagone).

Ces généralisations comportent de nombreux corol-
laires plus ou moins intéressants, en particulier un
mode de génération de la surface du second ordre pas-
sant par neuf points quelconques.

2° Relation entre une generatrice et sept points
quelconques d’une quadrique. — Une telle relation
présente un intérét particulier parce qu’appliquée deux
lois clle donne la relation double qui lie neuf points
quelconques d’une guartique. Il suffit, en effer, de
remarquer que, si neuf points sont sur nne quartique,
sept quelconques d’entre eux et la droite qui joint les
deux autres sont sur une quadrique.

Nous avons rencontré deux formes simples de cette
relation, sans pouvoir d’ailleurs en déduire une forme
symétrique pascalienne.

Tueorkme I. — St sept points A, B, Py, Py, Py, Py,
Py et une droite D sont sur une quadrique, il en ré-
sulte gue cing certaines droites, telles que o, By, fort
aisées a construire, rencontrent une méeme droite.

La droite a, 3, joint les points «, et §; ou les droites
P, A ct P, B rencontrent deux plans tixes passant par
la génératvice D et d’ailleurs arbitraires.
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La démonstration géométrique est fort simple :

Les deux plans arbitraires passant par ) coupent la
quadrique suivant deux génératrices a et b. Cousidé-
vons le plan P, AB et soient Dy, a, et &, les intersec-
tions de ce plan avec les trois génératrices D, a et b

(fig. 2).

Fig. 2.

K" P
\\
/ ~

Ny’ N
A /
\/p‘

D!

Les six points Py, A, B et Dy, a,, b, sont sur une
méme conique, intersection de la quadrique avec le
plan P,AB; donc, d’aprés le théoréme de Pascal, les
droites A b, et Ba, se coupent sur la droite «,f, ou,
autrement dit, la droite «, B, rencoutre 'intersection
des denx plans A b et Ba, c’est-a-dire une droite fixe
quel que soit le point P, sur la quadrique.

Tutorime lI. — La relation qui suit ne fait inter-
vemir que des plans et des droites directement dé finis
par les données; elle consiste en ce que quatre certains
plans passent par un méme point.

Lemme. — 8i par quatre points d’une biquadra-
tigue gauche fixe, situés dans un méme plan A et par
trois points fixes quelconques on fait passer une qua-
drique, les quatre nouveaux points d’intersection de
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la quadrigue et de la biquadratique sont dans un
méme plan X qui passe par un point fixe quelle que
soit la quadrique.

Ce lemme, analogue au lemme classique qui sert
habituellement a démontrer le théoréme de Pascal en
Géométrie analytique, s'établit de la méme manieére :

Soient Iy et F, deux quadriques dont Iintersection
donne la biguadratique considérée; I'équation générale
des quadriques passant par Uintersection des plans A
et X avec la courbe donnée est

)\1F1+)\2F1+AX = 0,

Ay et hy étant deux paramétres avbitraires.

En écrivant que cette quadrique passe par les trois
points donnés et éliminant A, et Ay entre les trois équa-
tions ainsi obtenues, on a une relation Jdu premier
degré entre les coefticients du plan X, ce qui prouve
que ce plan passe par un poiunt fixe.

Soient maintenant une droite D et sept points Py,
P,, ..., P; d'une méme quadrique. Joignons P, P, et

Fig. 3.
D
0, D,
Py Py
o
P, P,
P . P
5 \P‘ 7

menons ( fig. 3) par Py et par P, les deux droites Dy
et D, s’apppuyant sur D et sur P, P,. D’aprés le lemme,
toutes les quadriques passant par P, et D (ce qui équi-



(7<)

vaut a quatre points) et par les trois points Ps, Ps, P7
coupent les droites Dg, D* et P, P> (qui avec- la droite D
constituent une qgnartique) en trois nouveaux points

dont le plan passe par un point fixe évidemment situé
dans le plan PsPoP7.

En considérant, par exemple, la quartique constituée
par les deux plans P4 P5 Ps et Pz D, on obtient un plan X
qui passe par les trois points suivants :

Premier  point

Intersection du plan P; D et de la droite PiP;;
Deuxiéme  point
Intersection des trois plans P,PsPs, P:P2P3, P3D;
Troisiéme  point
Intersection des trois plans P:PsPs, PjPsP~, P4D.

On peut donc dire que, si une droite D et sept points
P,, P>, ..., P7 sont sur une méme quadrique, quatre
plans, faciles a déterminer d'apres les données passent
par un méme point.

Ces quatre plans sont par exemple :

Premier  plan
PsPeP7;

Deuxiéme  plan

(P7D, Pi P2), (P1PiP«,P1P¢P,P3D), (P1PsPs P1P,P, P.D);
Troisiéme  plan

(P5D,P(P;), (P1P4P7,P1P,P3,P3D), (P1P¢P;,P1P,P4,PyD);
Quatriéme  plan

(P«D,PiPO, (PIP7Ps,PIP,P3,P3D), (PiP7P¢,P1P2P4,P4D).



