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NOUVELLES ANNALES 
D E 

M A T H É M A T I Q U E S . 

R E M A R Q U E S ALI S U J E T DU T H É O R È M E D E C A R N O T ; 

PAR M. G.-A. L A I S A N T , 

D o c t e u r è s S c i e n c e s . 

PROPOSITIONS DIRECTES. 

1. Le théorème de Carnot, relatif aux segments dé-
terminés sur les côtés d'un polygone fermé par les inter-
sections avec une conique, ou plus généralement avec 
une courbe algébrique plane d'ordre quelconque, me 
semble pouvoir être démontré d'une façon simple, à 
l'aide d'un petit nombre de remarques destinées surtout 
à abréger le langage et l'écriture. Par ce procédé, on 
arrive aisément à unegénéralisation, concernant l'espace, 
qui est peut-être nouvelle et qu'en tous cas je n'ai trou-
vée nulle part. Enfin, on peut établir une série de pro-
positions corrélatives, aussi bien pour le plan que pour 
l'espace. 

2. Considérons un segment AB, limité aux extrémi-
tés A et B, et tracé dans un plan qui contient une courbe 
( T ) d'ordre n, La droite AB indéfiniment prolongée 
coupe la courbe en n points P M P2, réels ou ima-
ginaires. Supposons-les dTabord tous réels et formons les 



( 6 ) 

rapports 
P_T_B PSJB PJB 
P I A ' P 2 A ' P „ A ' 

considérés en grandeurs et en signes. 
Le produit de tous ces rapports sera ce que nous appel-

lerons la puissance du segment AB par rapport à la 

courbe (T ) . Nous le désignerons par la notation (AB ) 
et nous écrirons ainsi 
/ x tf> Pi B.P2B .. . P/t B 

Par suite de cette définition, il est évident que les 
quantités ^p (AB ) et (J?p(BA) sont inverses, puisqu'il 
suffit de permuter les deux lettres A , B, c'est-à-dire 
qu'on a 

(a) 4Y(AB) .4Y(BA) - i. 

3. Même lorsque les points d'intersection P i , P2 , • • •, 
P„ sont en partie ou en totalité imaginaires, la puissance 
(JtY(AB) n'eu est pas moins réelle. 

Pour le démontrer, supposons qu'on ait rapporté la 
courbe ( T ) à un triangle de référence ABC, C étant un 
point quelconque, et que son équation, en coordonnées 
b a ryceu triques, soit 

(3) rta"-f- c«(>l-h . . . = o. 

Pour obtenir les points P n P 2 , . . . , il faut, dans cette 
équation, fajre y = o, ce qui donne une équation homo-
gène en a et ¡ï : 

( 4 ) = 

Si l'on prend un point P* quelconque parmi eux, et 
si ses coordonnées sont a*, o, on aura 
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~ étant Tune des racines de l'équation 
pA-

( 5 ) a ¿> = o. 

Mais le produit de toutes ces racines est ( — 

Donc la puissance de AB, définie comme nous l'avons 

fait ci-dessus, est (— i)2n ^ = c'est-à-dire toujours 

réelle. 

4. Si, reprenant l'équation (3 ) de la courbe (F) , nous 
appliquons successivement au côté BC, puis au côté CA? 
ce qui vient d'être dit au numéro précédent pour le côté 
AB, nous aurons évidemment 

(6) = tfr(BC)= g , « r ( G A ) = ~ 

et, par multiplication, 

( 7 ) « r ( A B ) « r ( B C ) £ r ( C A ) = i, 

ce qui démontre le théorème de Carnot pour le cas d'un 
triangle. 

O. Considérons maintenant un polygone fermé 

ABCD...LA, 

d'un nombre quelconque de côtés, dans le plan de la 
courbe (T ) . Prenons un point O arbitraire, dans le plan, 
et formons les triangles OAB,OBC, . . >, OLA. Nous 
aurons, en vertu de la formule (7) , et en supprimant les 
indices, pour plus de simplicité, 

/ « ( O A ) ® ( A B ) « ( B O ) = 1, 

( G ) J « ( O B ) « ( B C ) « ( C O ) = I, 

œ(OL)4\LA)4VAO) = i. 
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Multipliant toutes ces égalités, en tenant compte de la 
formule (2), il nous reste 

( 9 ) £ ( A B ) $ ( B C ) . . . £ ( L A ) = 1, 

formule qui exprime le théorème de Carnot pour un po-
lygone plan quelconque. 

6. Imaginons actuellement une surface algébrique (S ) 
d'ordre w, et un segment AB qui, indéfiniment pro-
longé, coupe la surface (S) en n points. Nous définirons 
comme ci-dessus la puissance du segment par rapport à 
la surface (S), et il suffira, pour l'obtenir, de considérer 
la section de la surface par un plan quelconque passant 
par AB et de prendre la puissance de AB par rapporta 
cette courbe de section. 

Si ABC. . .LA est un polygone gauche fermé quel-
conque, et si nous prenons un point O arbitraire dans 
l'espace, les triangles OAB, OBC, . . ., OLA détermine-
ront autant de plans qui couperont la surface (S) 
suivant des courbes de même ordre; et nous pourrons 
conséquemment écrire encore identiquement comme ci-
dessus les équations (8), les puissances des segments 
étant ici prises par rapport «à une surface au lieu de 
l'être par rapport à une courbe plane. Nous en dédui-
rons la formule (9) , c'est-à-dire que le théorème de 

Carnot s applique à un polygone fermé gauche et ¿1 

une surface algébrique quelconque, 

7. Le théorème de Carnot, soit dans le plan, soit dans 
l'espace, conduit à un nombre considérable d'applica-
tions et à des remarques assez curieuses au sujet des 
conditions déterminantes d'une courbe algébrique, et 
auxquelles il convient de s'arrêter un instant. 

Tout d'abord, si on l'applique à une droite et à un 
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triangle, on a le théorème des transversales, et la propo-
sition réciproque est vraie; c'est-à-dire que, si trois 
points sur les côtés d'un triangle satisfont à l'identité 
exprimée par le théorème de Carnot, ces trois points 
sont en ligne droite. Il en est de même pour six points 
(deux sur chaque côté d'un triangle). S'ils satisfont à 
l'identité de Carnot, ils sont situés sur une conique. 
Cette réciprocité tient à ce que le nombre des points 
considérés est précisément, dans ces deux cas, supérieur 
d'une unité à celui des points nécessaires pour la déter-
mination de la ligne, savoir : 2 pour la droite, 5 pour la 
conique. 

Il est intéressant de constater que ce sont même les 

deux seuls cas où le fait se produise, et où, par consé-

quent, la réciproque du théorème de Carnot soit vraie. 

Soit, en eifet, une courbe d'ordre coupant les côtés 

d'un polygone de p côtés. Le nombre des points déter-

minants de la courbe est j-— '> celui des points de 

section est pn. Il faut donc qu'on ait 

11 ( n -h 3 ) ri2 -+- H n -4- •>. 

Comme p doit être entier, le numérateur doit être divi-
sible par 71, On 11e peut donc avoir que n = 1 (droite) 
ou 11 = 2 (conique). Dans les deux cas, il en résulte 
p = 3 (triangle). 

Par contre, le théorème de Carnot nous montre que 
les points qui déterminent une courbe ne peuvent pas 
toujours être pris arbitrairement, même lorsqu'ils sont 
en nombre inférieur à celui des conditions détermi-
nantes. Ainsi une cubique se détermine par neuf points; 
et cependant, si nous prenons sur les côtés ÂB, BC, CA 
d'un triangle deux groupes de trois points P<, P2, P : {, 
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M,, M2, M3? et deux points N t , Na , ee qui fait huit 
points, le troisième point N3 , où la courbe coupe le 
côté CA, sera complètement déterminé par le théorème 
de Carnot. Ainsi huit points seulement auront pu être 
choisis arbitrairement, dans les conditions indiquées. 

Autre exemple : une courbe du sixième ordre coupe 
en dix-huit points les trois côtés d'un triangle. On ne 
peut donner arbitrairement que dix-sept de ces points, 
eu vertu du théorème de Carnot; et cependant il faut 
vingt-sept points pour déterminer, en général, une 
courbe du sixième ordre. On voit combien les conditions 
géométriques imposées apportent de modifications. 

Dans l'espace, il (in est encore de même. Comme 
unique exemple, appliquons la proposition du n° 6 à 
une surface du second ordre coupant les côtés d'un qua-
drilatère gauche en huit points; lorsqu'on se sera donné 
sept de ces points, le huitième sera entièrement déter-
miné, bien qu'il faille neuf points, eu général, pour la 
détermination de la surface. 

Par analogie avec ce qui a été dit plus haut, cherchons 
les cas dans lesquels la proposition réciproque du théo-
rème de Carnot est applicable dans l'espace. Le nombre 
des points nécessaires pour la détermination d'une sur-
face du ordre est 

N = ^ ( /?2 -+- 6/i -i- 11). 

Si donc une telle surface rencontre les côtés d'un poly-
gone gauche quelconque de p côtés, ce qui fait p/i points 
d'intersection, nous devrons avoir pn = N -f- Î ; en effet, 
si les pn points donnés satisfont à l'identité de Carnot, 
comme on peut en prendre arbitrairement pn — i = N 
et qu'ils suffisent à la détermination de la surface, le 
( \ -f- n'0"0 sera donc aussi sur cette surface. 
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Or, en résolvant en nombres entiers l'équation indé-

terminée 
n 

pn — — ( n2 H- 6 n -4-1 j ) -+-1, 

on trouve très facilement qu'elle n'admet que les solu-
tions 

N = I , P = 4 , 

71 = 1, p = 5, 

n — 6, p — 14* 

Ainsi, dans l'espace, la réciproque du théorème de 
Carnot s'applique : 

i° A un quadrilatère gauche coupant un plan; 
2° A un pentagone coupant une surface du second 

ordre ; 
3° A un polygone de ¡4 côtés coupant une surface du 

sixième ordre. 
Pour plus de clarté, nous énoncerons explicitement 

cette réciproque dans ce dernier cas : 

Si l'on donne () points sur chaque côté d un poly-

gone gauche de i 4 côtés ABC. . - L, et si l'on forme les 

puissances 
P,R P,N 
1 V V " " 1 » 0 A 

Q.C Q.C 
Q, B ' " Q . B 

S, A s,-, A 
S,L STL 

au moyen de ces points ; si, en outre, le produit 

est égal ci l'unité, les 84 points considérés sont sur une 

même surface du sixième ordre. 
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8. Nous limiterons, pour abréger, les applications du 

théorème de Carnot à un très petit nombre d'exemples. 
Supposons une courbe plane d'ordre n coupant un 
triangle en 3n points; si n est impair et égal ci m ' i 
et si n' groupes de 6 points (2 par chaque côté) sont 

situés sur 71 co7iiques, les tr ois points 7'cstants seront 

en ligne droite. 

Si 71 est pair et égal h 2(72'-!- 1) et si nf groupes de 

6 points (2 par chaque côté) sont situés siw n' coniques, 

les six poin ts restants sont aussi sur une 7iiéme conique. 

Ces deux propositions se déduisent immédiatement 
de l'identité de Carnot, eu ayant soin de se rappeler que, 
pour les coniques et les droites, la réciproque est ap-
plicable. 

Dans le cas où l'on remplace la courbe par un système 
de trois droites A f B j C i , A^BoCo, A3B3C3 , la première 
de ces deux propositions nous montre que, si B4, C4, C2* 
Ao, A;,, B3 sont situées sur une même conique, les 
troispoinLs A , , B2, C3 sont en ligne droite. C'est la pro-
priété de Y hexagone de Pascal, qui s'obtient ainsi 
comme un simple corollaire du théorème de Carnot, 

Ou a, en ellet, 

A,_C BjA Gj_B _ 
Aj \ > im; <mA 
v i c bjlA ÇiH -
\7n B2c G2 Y ~ 11 

A , G n , A C-, K _ 

A ^ B ¡ M L G T Â " 1 

et, eu outre, 

B t A B 3 A ÇVB G a B X j C A 3 G _ 

ï>! G B3G G, A G2A A 2 B Â ^ B 

Multipliant (Mitre elles les trois premières égalités et 
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divisant par la quatrième, il reste 

AT G B2A G, B _ 
AJ B B2C G3 A ' 

ce qui montre bien que les trois points A , , B2, C3 sont 
en ligne droite, en vertu de la proposition réciproque. 

PROPOSITIONS CORRÉLATIVES. 

9. Considérons un angle ACB dans un plan qui con-
tient une courbe T de classe n. Par le sommet C on peut 
mener à la courbe n tangentes CP<, CP2, . . . , CP„, 
réelles ou imaginaires. Dans le cas où elles sont toutes 
réelles, formons, pour chacune d'elles, le rapport 

SINIBGP/,) 
SIN ( P/7GA) ' 

dans lequel nous tiendrons compte du signe, d'après les 
conventions habituelles sur les angles. Le produit 

'¿Y (ACB) 

ou 
- S I N ( B C P I ) SIN(BCPÂ) SIN(BCP„)  

1 V ' ~ SIN(PIGA) SIN(P2GA) ' ' ' SIN ( P „ G A ) 

sera appelé puissance de l'angle ACB par rapport et 

la courbe F. 

Par définition même, il est clair qu'on a 

( ï ) <tY ( a T B ) ( I V ( Î C A ) = ' • 

Dans ces formules, les lettres A, B peuvent être imaginées 
comme représentant les côtés mêmes de l'angle ACB. 

10. Lorsque les tangentes CP,, CP2. . . . , CP„, ou 
quelques-unes d'entre elles, sont imaginaires, la puis-
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sanee ^ ( A , B) n'en restii pas moins réelle. Nous le 
démontrerons d'une façon tout à fait analogue à celle 
employée plus haut, en supposant l'équation de la 
courbe écrite en coordonnées tan genti eli es sous la 
forme 

( 3 ') aun -4- bvn -f- cw11 - + - . . . = o, 

les coordonnées ¿¿, V, ìv d'une droite étant, par exemple, 
dans le système considéré, proportionnelles aux dis-
tances AA', BB', CC de cette droite aux trois sommets 
du triangle de référence. Si alors une droite CP ( î î , y, o ) 
passe par h4 point C, on aura 

« _ A C sin ( A G P ) _ q s i n ( A C P ) 

v " BG s i n ( B C P ) " /> si m B G P ) 

et 
sin ( B G P ) _ q v 
sÎn îPCÂ") ~ - ( — 1 ) u ' 

/>, q, r représentant les longueurs des cotés BC, CA • AB 
du triangle de référence. 

Or, si nous voulons obtenir les tangentes à la courbe 
(F ) menées par C, il faut faire tv == o dans l'équation 
(IV) ci-dessus, ce qui donne une relation de la forme 

( j' ) au" -i- . . . -1- bvn — o 

o u 

(.V) — a = 

Le produit de toutes les racines de cette équation est 

<— i)" - • Mais, d'après ce que nous venons de voir, ce 

produit sera aussi 

( _ , ) » g ( J f r ( A C B ) . 
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Donc $ p ( A C B ) = ~ c'est-à-dire que la puissance 

considérée est toujours réelle. 

11. Si, reprenant l'équation tangentielle (3 ' ) de la 
courbe T, nous appliquons ce qui précède aux trois an-
gles du triangle de référence successivement, nous 
aurons 

[ $ r f A C B ) = ^ 
l P" b 

(6 ') c p r ( B A C ) = ~ 

f $r(CBA) = p - -

\ ~ r" a 

et, par multiplication, 

( 7' ) 4V ( AC B ) 9 R ( B A c ) âV ( CB A ) = I. 

Nous avons ainsi, pour le triangle, la proposition 
corrélative du théorème de Carnot : 

Le produit des puissances des trois angles successifs 

VCB, BAC, CBA d'un triangle, par rapport a une 

courbe plane de classe n, est égal à l'unité. 

12. Si nous prenons maintenant un polygone plan 
fermé, dont les côtés successifs soient désignés par A , 
B, C, . . . , L, nous étendrons, comme au n° D, à ce poly-
gone le théorème ci-dessus, en choisissant une droite 
arbitraire Q, et en considérant les triangles A, B, Q, 
puis B, C, Q, . . . , L, A, Q. Nous aurons ainsi 

[ FF(O) < Î ( O M Î C Q ) = I, 

( 8 ' , ^ Q T B ) Œ(TCC^) ^ ( C T Q ) = 1, 
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d'où, par multiplication, et eu vertu de la relation (2'), 

ibrmule qui démontre la proposition dont il s'agit. 

13. Pour essayer d'étendre à l'espace les propositions 
corrélatives, il est tout d'abord nécessaire d'introduire 
une nouvelle notion, tout à fait analogue «à celle du 
n° 9 : celle de la puissance d'un dièdre par rapport à 

un pointy ou en général par rapport à une surface de 

classe n. 

U11 dièdre étant formé p&r deux plans A, B, e tP étant 
1111 plan arbitraire conduit par l'arête du dièdre, le rap-

smilCV) ,. . 1 1,1 p o r t — — s e r a dit puissance du cliedre par rapport 
si» (l», b) 

à un point quelconque du plan P. 
Si par l'arête on mène les plans tangents P1 , P2, . . 

P„ à la surface (S) de classe n, le produit 

sinOCPi) s in( iÇl^) 
10) — • • • . — n — = ^ v v A , 1> ) 

( ^ \ \ ( •••• \ \ s m ( V n , A ) - v ' ' 
sin V1*!, A ) si 11 v 1*2? A J V 

sera la puissance du même dièdre par 'rapport à la sur-
face (S). 

14. Soit CD l'arête du dièdre que nous avons consi-
déré ci-dessus. Prenons deux points quelconques C, D 
sur cette arête, deux points A, B dans les plans A, B, 
respectivement, et supposons que, ABCD étant choisi 
comme tétraèdre de référence, nous adoptions un sys-
tème de coordonnées tétraédrales tangentielles, où ies 
coordonnées r, n>, t d'un plan soient proportionnelles 
aux distances de ce plan aux quatre sommets A, B, C, D, 
en grandeurs et en signes. 
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Si nous conduisons un plan e, o, o ) par CD, il 
est extrêmement facile de voir que nous aurons 

u _ ( A G P ) sin ( A , P ) 

v ~ ( B G P ) s i n ( B , P ) ' 

( ACD), (BCD) représentant les aires des triangles, ou 

sin Ç l Ç p ) _ ( A G P ) __ c 

~ ( B G P ) ( I } u 
sin VP, A ) 

En prenant l'équation d'une surface (S) sous la 
forme 

au11 -F- bvn H- cwtl -I- dtn -F-. . . = o, 

un calcul tout à fait analogue à celui du n° 10, et dans 
lequel nous ferons d'abord t = o, w = o, puis t = o, 
a = o, puis t — o, v = o, nous permettra, sans qu'il 
soit besoin d'entrer dans de plus grands détails, de dé-
montrer cette proposition : 

Le produit des puissances des trois dièdres DA, DB, 
DC d'un trièdre DABC, par rapport à la surface (S ) 
de classe 7iy est égal à l'unité. 

Il est à peine nécessaire de remarquer que les plans 
ADB, BDC, CDA du dièdre doiveut être pris dans leur 
ordre successif, et que, d'une manière générale, 

M, N représentant deux plans quelconques. 

15. Soit un polygone gauche fermé, dont les côtés 
sont A, B, C, . . . , L. Un côté quelconque B, par exem-
ple, forme un plan avec le côté C qui le suit, et un 
autre avec le côté A qui le précède. Si nous prenons un 
troisième plan arbitraire Q, nous aurons donc un 

Ann. de Malhémat., 3e série, t. IX. (Janvier 1890.) 2 
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trièdre formé par les trois plans Q, AB, BC; et de même 
autant de trièdres en tout que le polygone a de côtés. 
Prenant les puissances des dièdres de ces trièdres par 
rapport à la surface (S ) de classe n et appliquant le 
théorème du numéro précédent, nous aurons 

$ ( Q , A B ) < Î ( A B , B G ) $ ( B C , Q ) = i , 

<£(Q, LA ) (J?(LA. A B ) 9?(AB, Q ) = i 

et, par multiplication, 

$ ( A B , B C ) $ ( B C , C D ) . . . $ ( L A , A B ) = i , 

ce qu'on peut écrire plus simplement 

l £ ( B ) L S ( G ) . . . $ ( A ) = i , 

étant bien entendu que les dièdres A, B, . . . sont ceux 
formés dans le sens que nous avons défini plus haut. 
Ainsi : 

Le produit des puissances des dièdres déterminés 

par un polygone gauche fermé\ par rapport à une 

surface algébrique de classe quelconque9 est égal à 

unité. 

C'est la proposition corrélative du théorème de Carnot 
étendu à l'espace -

16. Le théorème corrélatif de celui de Carnot, appli-
qué à un triangle et à un point, donne la proposition 
de Jean de Ceva, dont la réciproque est vraie. De même 
pour six droites menées deux par deux par les trois côtés 
d'un triangle : si elles sont tangentes à une même co-
nique, le produit des trois puissances est égal à i ; si ce 
produit est égal à i , les six droites sont tangentes à une 
même conique. 
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Les conditions de réciprocité sont les mêmes que 

celles étudiées au n° 7, c'est-à-dire qu'elles se limitent 
aux points et aux coniques, par rapport au triangle. 

Pour reprendre un exemple analogue à l'un de ceux 
indiqués plus liaut, à une courbe de la sixième classe 
on peut mener par les trois sommets d'un triangle dix-
huit tangentes, dont dix-sept seulement sont arbitraires, 
bien qu'il faille, en général, vingt-sept tangentes pour 
déterminer une telle courbe. 

Dans l'espace, parles quatre côtés d'un quadrilatère 
gauche, on pourra mener huit plans tangents à une sur-
face du second degré; et sept seulement de ces plans 
seront arbitraires. 

D'une façon générale, la réciproque du théorème cor-
rélatif s'applique aux plans tangents menés : 

i° A un point, par les côtés d'un quadrilatère gau-
che ; 

>° A une surface du second degré, par les côtés d'un 
pentagone ; 

3° A une surface de la sixième classe, par les côtés 
d'un polygone de quatorze côtés. 

17. Soit une courbe plane de classe à laquelle on 
peut mener 3n tangentes par les sommets d'un triangle: 
si n = 2/if-h i et si n! groupes de six tangentes (deux 

issues de chaque sommet) sont tangentes ci n! coniquesy 

les trois tangentes qui restent se couperont en un même 

point. 

Si n = 2 (/z' -f-1) et si n' groupes de six tangentes 

(deux issues de chaque sommet) sont tangentes à n! co-

niques, les six tangentes qui restent sont tangentes à 

une même conique. 

Si nous remplaçons la courbe de classe n par un sys-
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ièine de trois points À', 13', C , nous arrivons au corol-
laire que voici : 

Si les six droites A'B, A'C, B'C, B'A, C'A, C'B sont 

tangentes à une mente conique, les trois droites AA', 
BB', CC' se rencontrent en un même point. 

On reconnaît la propriété de Y hexagone de Brian-

chon. 

Il nous suffit de ces indications pour montrer tout 
le parti qu'il est possible de tirer du théorème de Carnot, 
et toute l'extension à laquelle se prête cette proposition 
remarquable. 

Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1591. Soient A , H, G les pieds des trois normales à une pa-

rabole menées par un point de son plan. Par le sommet de 

la courbe on fait passer trois cercles respectivement tangents 

à la parabole en A, H, G. Ges cercles coupent la courbe en trois 

autres points A', 13', G'. Démontrer que les normales en A ' , B', 

G' à la parabole sont concourantes. (LEMAIRE.) 

1502. D'un point M du plan d'une ellipse, on abaisse les 

quatre normales dont les pieds sont A j , A 2 , A 3 , A4. Chaque 

normale, telle que A i M rencontre le grand axe en Pi et le 

petit axe en Q ^ Démontrer les relations 

M A , M A , M A J M A ^ 

Â7p; ÂTP: + = c o n s t " 
M A I M AO M A 3 M A , 

T~7T~ "+" ~T~7T "ï—7\ H T~7T~ = COnst. 
A I Q , A 2 Q , A 3 Q 3 A - O v 

( E . B A R I S I E N . ) 
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P R I N C I P E S G E N E R A U X S U R L E C H O I X D E S U N I T É S 

Extrait du Chapitre XIII des Leçons sur la théorie mathématique 

de VÉlectricité ; 

P A R M . J O S E P H B E R T R A N D , 

de l'Académie française, 

Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences ( ' ). 

1. Une unité est toujours arbitraire. Ce principe 
semble rendre la théorie facile en la supprimant ; il en 
fait, au contraire, toute la difficulté. Le droit de choisir 
permet d'imposer des conditions qui deviennent obliga-
toires, mais restent arbitraires} de là naissent des pro-
blèmes toujours faciles et des contradictions qui n'ont 
d'importance que si l'on oublie leur origine. 

Donnons immédiatement quelques exemples. 
Prenons pour unité de longueur le chemin parcouru 

par la lumière pendant l'unité de temps, l'unité de lon-
gueur sera proportionnelle à l'unité de temps. On 
pourra dire et l'on dira, en adoptant une for me de lan-
gage très usitée : une longueur est un temps. 

(*) Nous croyons être agréable et utile ù nos lecteurs en leur of-
frant cet extrait d'un Livre, dont la lecture est si attrayante, que son 
auteur semble l'avoir écrit d'un trait de plume et comme en se jouant, 
malgré les difficultés réelles que le sujet comporte et qui se trouvent 
élucidées avec cet art incomparable dont M. Bertrand possède le 
secret. Les cinq premiers Chapitres ont trait à l'attraction des sphères, 
au potentiel, au théorème de Green, aux lignes de force; ils forment 
une sorte d'introduction aux huit Chapitres suivants, qui sont consa-
crés à l'Électricité statique, aux aimants, aux courants, aux actions 
électromagnétiques el électrodynamiques, à la théorie de l'Induction 
et aux machines électromagnétiques. Enfin l 'Ouvrage se termine par 
la théorie des Unités, dont la partie générale fait l'objet du présent 
extrait. M. 1«. 
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Prenons, en second lieu, pour unité de longueur l'es-

pace parcouru pendant l'unité de temps par un corps 
pesant qui tombe verticalement dans le vide sans vitesse 
initiale. L'unité de longueur sera proportionnelle au 
carré de l'unité de temps, et l'on dira, en adoptant le 
môme langage : une longueur est: le carré d'un temps. 

Prenons, par un troisième choix, non moins légitime 
que les deux premiers, pour unité de longueur le grand 
axe de l'orbite d'une planète tournant autour du Soleil, 
placé à son foyer, et dont la révolution s'accomplit 
dans l'unité de temps. D'après la troisième loi de Ke-
pler, le carré du temps de la révolution étant propor-
tionnel au cube du grand axe de l'orbite, 011 pourra 
dire, en adoptant toujours le même langage : une lon-

gueur est la puissance | dyun temps. 

Adoptons enfin pour unité de longueur la longueur 
d'onde lumineuse correspondant à une raie donnée du 
spectre. La mesure d'une longueur deviendra un nombre 
absolu dans lequel rien ne reste arbitraire, l'unité de 
longueur étant indépendante de l'unité de temps comme 
de toute autre. Ou pourra dire alors : une longueur est 

un nombre abstrait ; et, comme un angle, rapport de 
deux longueurs, est aussi mesuré par un nombre ab-
strait, 011 pourra dire, en adoptant toujours le même 
•langage : une longueur est un angle. Une ligne de 
3,i4i5g . . . longueurs d'onde serait mesurée par tz et 
égale à deux angles droits. 

Si l'on se demandait, entre ces assertions contradic-
toires, quelle est la véritable : une longueur est-elle un 
temps ou le carré d'un temps ? est-il vrai qu'elle soit un 
angle? une seule réponse serait à faire : une longueur 
n'est rien de tout cela, et personne ne peut l'ignorer. 
Quand on dit, par exemple : une longueur est un temps, 
cela signifie simplement qu'on a défini les unités de 
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telle sorte qu'une longueur et un temps, ayant même 
expression numérique, conserveront des mesures égales 
pour tous les changements d'unité compatibles avec la 

convention. Lorsqu'une longueur est assimilée à un 
angle, il faut entendre que, l'unité étant définie d'une 
manière absolue, toute longueur est mesurée par un 
nombre abstrait que les conventions faites ne permet-

tent pas de changer. Ce nombre est la mesure d'un 
certain angle qu'on acquiert le droit d'assimiler à la 
longueur; ils peuvent donc se remplacer dans les for-
mules, on s'est enlevé le droit de troubler leur égalité 
numérique. 

Si, pour des raisons qu'il n'est pas nécessaire de 
chercher, usant du droit donné par le principe qui do-
mine toute la théorie : les unités sont arbitraires, 011 

convient de faire varier l'unité de longueur en raison 
inverse de l'unité de temps, on pourra dire : dans le 
système d'unités défini par la convention adoptée, une 

longueur est Vinverse d'un temps. 

Lorsque, après avoir adopté des conventions relatives 
aux unités mécaniques ou électriques, nous rencontre-
ions des conséquences analogues à celles qui viennent 
d'être indiquées et de forme non moins singulière, il 
n'y faudra pas attacher plus d'importance et se garder 
surtout de transformer en une vérité ou de chercher à 
comprendre une proposition qui, séparée de la con-
vention arbitraire qui l'a fait naître, cesse d'avoir un 
sens. 

2. Les géomètres rattachent à l'unité de longueur 
l'unité de surface et l'unité de volume. L'unité de sur-
face est le carré de l'unité de longueur et l'unité de 
volume en est le cube. Une telle dépendance n'est nul-
lement nécessaire. Un volume n'est pas la puissance 
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troisième d'une longueur. Rien n'empêche d'évaluer les 
longueurs en mètres et les surfaces en arpents. Les for-
mules de la Géométrie élémentaire, sans cesser d'être 
parfaites, subiraient un léger changement. La surface 
du cercle de rayon R ne serait plus exprimée par TUR-, 

B H 
ni celle d'un triangle de base B et de hauteur H par — • 

11 faudrait diviser ces expressions et celles de toutes les 
surfaces par le nombre des mètres carrés contenus dans 
un arpent. 

L'indépendance des unités présente un inconvénient 
plus grave que celui de changer les formules auxquelles 
ou est habitué. Il faudrait renoncer à trouver, pour la 
mesure de chaque surface ou de chaque volume, une 
formule indépendante du choix des unités laissées indé-
pendantes. Si S représente une surface, a et b deux 
lignes dont elle dépend, les nombres qui servent de me-
sures à a et à b étant donnés, celui qui mesure S reste 
entièrement inconnu; il est impossible de l'exprimer 
en fonction de a et de b. On pourra démontrer que S 
est proportionnel au produit ab, qu'il est représenté 
par une expression de la forme Kab; mais le coeffi-
cient K dépendra du choix de l'unité de surface. 

Le choix de l'unité d'angle, arbitraire au même titre 
que les au tres, est dirigé par le respect de la même con-
dition. 

Un secteur circulaire de rayon R, dont l'angle au 
centre est co, a pour mesure, dans le système adopté, 

Cette formule suppose que l'angle pris pour unité 

est celui sous lequel on voit du centre d'un cercle un arc 
égal au rayon. Aucune formule ne pourrait être propo-
sée si l'unité d'angle restait indéterminée, ou, pour 
mieux dire, la formule changerait avec le choix qui 
n'est pas encore fait. Si Ton prend pour unité d'angle 
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l'angle droit, la surface du secteur dont l'angle est u>, 
dans un cercle de rayon R, est 

71 R2 co 
4 

Si l'angle pris pour unité est celui d'un degré, la sur-
face du secteur d'angle co a pour expression 

tzR*IO 

l'unité de surface, bien entendu, étant le carré construit 
sur l'unité de longueur. Si l'on use du droit de laisser 
les unités arbitraires, il faudra se borner à dire : la sur-
face d'un secteur circulaire d'angle 10, dans un cercle de 
rayon R, a pour mesure 

K R 2 w , 

K étant un coefficient numérique à déterminer quand 
les unités seront choisies. 

3. La Mécanique met en présence des longueurs, des 
temps, des vitesses, des forces et des masses. Pour chacune 
de ces grandeurs, l'unité est arbitraire. Aucune dépen-
dance n'est nécessaire. Comme en Géométrie, cepen-
dant, et pour la même raison, il est permis et utile d'en 
introduire une. 

Si l'on veut, en écrivant les formules de la Dyna-
mique, ne rien supposer sur les unités, il faut pour cha-
cune d'elles, comme dans l'expression d'une surface ou 
d'un volume, introduire un coefficient numérique, à dé-
terminer ultérieurement, quand on aura choisi les uni-
tés, et à changer chaque fois qu'on voudra faire un 
choix nouveau. 

Lorsqu'une force F agit pendant un temps T sur une 
masse M partant du repos, l'espace L qu'elle lui fait 
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parcourir est représenté par 

Dans la démonstration de cette formule, une conven-
tion a été faite. Si, en effet, l'unité de longueur restait 
arbitraire lorsque les unités de temps, de force et de 
masse ont été choisies, le premier membre de la for-
mule ( i ) pourrait recevoir telle valeur numérique que 
l'on voudrait, lorsque le second serait déjà complète-
ment défini. Toute équation entre L, F, M et T serait 
impossible. 

On a admis en effet, dans la démonstration de la for-
mule ( i ) , que l'unité de force, appliquée à l'unité de 
masse pendant l'unité de temps, lui fait acquérir l'unité 
de vitesse, c'est-à-dire la vitesse d'un point qui, dans 
l'unité de temps, parcourt l'unité de longueur. Cette 
condition laisse trois unités arbitraires : celles de lon-
gueur, de temps et de masse, par exemple, et permet, 
quand elles sont choisies, d'en déduire les deux autres. 

Si l'on multiplie chacune des unités par un facteur 
numérique : 

L'unité de longueur par a; 
L'unité de temps par ¡6 ; 
L'unité de masse par y ; 
L'unité de force par o; 
L'unité de vitesse par s, 

les multiplicateurs devront satisfaire, c'est la traduction 
facile des conventions, aux deux équations 

La première de ces équations est nécessaire et suffi-
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santé pour qu'une relation de la forme (1) puisse avoir 
lieu, indépendamment du choix des trois unités non 
définies. Le coefficient numérique | pourrait seul être 
changé sans introduire de contradiction. 

4. Les conventions adoptées rendent possible la mise 
en équation des problèmes de Mécanique, sans qu'aucun 
coefficient doive varier avec le choix des unités. Est-ce »à 
dire que ces conventions soient nécessaires et que sans 
elles la Science deviendrait impossible ? Il n'en est nul-
lement ainsi : la Méeanique pourrait s'enseigner très 
correctement sans aucune hypothèse relative aux unités ; 
aucune dépendance n'existe entre elles. Si Ton refuse 
d'en établir, il en résultera, comme pour la Géométrie 
quand l'unité de surface reste indépendante de l'unité 
de longueur, la nécessité d'introduire des facteurs nu-
mériques variables avec le choix des unités, et très fa-
ciles à déterminer dans chaque cas. La formule ( i ) , par 
exemple, serait remplacée par 

L = T2, 
M 

K étant un coefficient numérique. Si, par exemple, 
l'unité de masse étant celle dont le poids est gsr, 011 

prend pour unité de longueur le kilomètre, pour unité 
de temps la minute et pour unité de force le kilogramme, 
il faudrait remplacer la formule ( i ) par 

F T 2 

L = 1 8 0 0 - - • 

o. La possibilité de mettre en équation tous les pro-
blèmes de la Mécanique et, par conséquent, de les ré-
soudre en laissant trois unités arbitraires, sans qu'aucun 
coefficient variable avec le choix de ces unités s'intro-
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duise dans les formules, impose aux équations un carac-
tère nécessaire que Ton peut appeler Y homogénéité en 
Mécanique. Supposons que la solution d'un problème, 
qu'il est inutile de définir, ait donné une relation entre 
une force F, une longueur L, un temps T et une 
masse M. Cette relation, étant mise sous la forme 

( 3 ) L = ©(F, M, T ) , 

devra rester la même si les unités sont multipliées par 
les facteurs a, ¡3, y, o, liés par la première des rela-
tions ( 2 ) ; la fouction <p sera telle, par conséquent, que 

(4) aL = ? ( j ? F , T M , ?T ) . 

Cette équation, ayant lieu quels que soient a, ¡3, y, 
détermine la forme de la fonction. Le premier membre 
étant proportionnel h a, le second doit l'être aussi, et, 

comme a 11e figure que dans -jpF, il faut que cp soit 

proportionnel à F ; on aura donc 

( 5 ) L = Ì F ? I ( T M , PT ) . 

Le premier membre de (5 ) étant indépendant de y 
et de ¡3, le second doit l'être aussi, et cp0 pour cela, doit 
être inversement proportionnel à yM et proportionnel 
à ¡S2T2 ; on doit donc avoir enfin 

00 l = = k m T 2 j 

K désignant une constante numérique. 

C. Le temps T de l'oscillation d'un pendule, pour 
un angle donné d'écartement, dépend de la longueur L 
du fil, do la masse ¡NI qui oscille et du poids de cette 
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masse qui est une force F. L'équation qui lie ces gran-

deurs étant nécessairement de la forme (6) , 011 aura, en 

la résolvant par rapport à T et désignant par G un coef-

ficient numérique égal à 

Si l'on nomme g le poids de l'unité de masse, 011 ob-
tient la formule connue 

G étant un coefficient numérique déterminé pour chaque 
valeur de l'angle d'écartement 9, c'est-à-dire une fonc-
tion inconnue de 9. 

7. Le temps de l'oscillation d'une corde vibrante dé-
pend de sa longueur L, de sa masse M et du poids F qui 
la tend. Si nous admettons ce théorème comme une vé-
rité expérimentale, la formule, devant être de la 
forme (6), sera 

Si p désigne la densité et r le rayon de la section de 

( 7 ) 

la corde, 011 a 
M = t. r 2 L p, 

et la formule ( 8 ) devient 

( 9 ) 

qui exprime la loi du temps de vibratiou d'une corde, 
en ne laissant à la théorie que le coefficient numérique G 
à déterminer. 
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8. La vitesse de propagation du son dans un gaz dé-

pend de l'élasticité et de la densité du gaz. En admet-
tant qu'il en soit ainsi, les mêmes principes peuvent dé-
terminer la forme de la relation. 

Définissons la vitesse de propagation v par le temps T 
nécessaire pour parcourir une distance L. L'élasticité E 
de l'air peut être définie par la pression F exercée par 
le gaz sur la surface L2 -, 011 aura F = EL2, et il est 
permis de choisir cette surface ainsi que la distance à 
parcourir, évidemment arbitraires toutes deux, de ma-
nière à n'introduire qu'une seule longueur L. La den-
sité D est le rapport de la masse au volume. Soit M la 
masse de volume L3 , L désignant toujours la même 
longueur; 011 aura 

La formule qui exprime la vitesse du son ayant lieu 
entre une longueur, une force et une masse, elle est né-
cessairement de la forme (6), et l'on peut écrire 

r M L 
( i o ) v = h — • 

En remplaçant la force F par EL2, la masse M par 
DL3, on aura 

Û O 

ou 
L> 

Le temps T est donc proportionnel à la distance L ; 
le mouvement est nécessairement uniforme, et l'on a, 
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en nommant la vitesse, égale à 

K étant un coefficient numérique. 
Il est évident que, si la vitesse dépend d'autres don-

nées, du rapport des deux caloriques spécifiques par 
exemple, Ja démonstration n'est plus valable. 

9. Les formules de la Mécanique peuvent être dé-
montrées et tous les problèmes résolus en laissant trois 
unités arbitraires. Le droit de les laisser arbitraires im-
plique celui d'établir entre elles telle relation qu'on 
voudra choisir, et l'on peut profiter de cette liberté 
pour simplifier certaines formules sans perdre l'avan-
tage d'employer les équations ordinaires de la Science. 

On démontre, en étudiant la théorie des mouvements 
planétaires, qu'un point matériel parcourant, dans un 
temps T , la circonférence d'une ellip.se dont le grand 
axe est i a , si la force qui le sollicite est dirigée vers le 
foyer, cette force, rapportée à l'unité de masse, a pour 

expression, à la distance r du foyerr ~ y et l'on a 

, O a * 

La loi de la gravitation universelle est déduite de ces 
théorèmes. En désignant par F l'attraction mutuelle de 
deux masses m et m' concenírées en deux points dont 
la distance est r, cette loi est exprimée par l'équation 

f est un coefficient numérique qui dépend du choix des 
unités. 



La présence d'un tel coefficient dans une formule gé-
nérale ne doit pas plus surprendre que celle de la gra-
vité g dans l'expression de la durée de l'oscillation du 
pendulej g , de même que y , dépend du choix des unités 
et s'introduit dans les formules parce qu'elles sont re-
latives à un système particulier dont les éléments n'ont 
rien d'arbitraire. 

Pour faire disparaître ce coefficient il suffit de 
choisir les unités de manière à le réduire à l'unité. Cela 
peut se faire d'une infinité de manières. On prendra 
pour unité de masse celle qui, agissant sur une masse 
égale à la sienne, à une distance égale à l'unité, exerce 
une attraction égale à l'unité de force. Cette condition, 
arbitrairement imposée, réduit à deux le nombre des 
unités qui restent arbitraires; mais on fait usage, en 
l'acceptant, d'un droit qui n'est pas contestable. 

La formule 

étant imposée, il ne reste que deux unités arbitraires. 
Il faut supposer entre les coefficients a, {3, y, S, défi-
nis au n° 3, la relation nouvelle 

0 3 ) 

Sans cette convention, en effet, les deux membres de 
( i a ) seraient multipliés par des facteurs différents et 
cesseraient d'être égaux si l'on changeait les unités 
adoptées. 

L'équation ( i 3 ) équivaut, en vertu delà relation ( l a ) 
qui subsiste, à 
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L'attraction du Soleil sur l'unité de masse d'une pla-

nète étant représentée par ^ » on a 

4 tc2 a 3 

¡ * = - T Î — 

Il résulte d'ailleurs de la convention adoptée que tx 
doit représenter la masse du Soleil. Le rapport rap-
port d'une masse à un volume, représente donc une 
densité, et par conséquent, dans le système d'unités 
adoptées, la densité d'un corps est l'inverse du carré 
d'un temps. Un angle étant un nombre abstrait, on 
peut dire qu'une densité est le carré d'une vitesse angu-
laire. 

Cherchons dans ces hypothèses la densité du Soleil. 
Le demi-grand axe de l'orbite terrestre est égal à 

222 fois le rayon R du Soleil. Si donc on nomme D la 
densité cherchée, on aura 

_ _ 3tz /a \ 3 

En remplaçant ^ par 222, le temps T de la révolu-

tion, évalué en secondes, surpasse 3i 000000, et la den-

sité D du Soleil, en prenant la seconde pour unité de 

temps, est inférieure à ~ • 
1 ' IO' 

10. Lorsque, comme on a été conduit à le faire en 
Géométrie et en Mécanique et comme nous le ferons 
dans la théorie de l'Electricité, on établit une dépen-
dance entre les unités, il importe d'indiquer par une 
notation convenue comment varient les unités dérivées 
quand on change les unités fondamentales. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. IX. (Janvier 1890.) 3 
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Si, par exemple, on prend pour unité de surface le 
carré de l'unité de longueur, la première de ces unités 
variant proportionnellement au carré de la seconde, on 
écrira, pour exprimer cette dépendance, 

On écrira, de même, en désignant les volumes par la 
lettre V, 

ces notations n'ont pas, je crois, besoin d'explications. 
En nommant v les vitesses, on écrirait, en adoptant 

les mêmes conventions, 

En désignant les forces par la lettre F, les masses 
par M, les longueurs par L et les temps par T , on écri-
rait, pour représenter la relation (2 ) entre les unités 
adoptées pour ces diverses grandeurs, 

Il ne s'agit pas, on le comprend, d'une égalité numé-
rique entre les deux membres de l'équation dans les-
quels ne figure aucune grandeur déterminée, mais de 
l'indication des variations simultanées que subiront les 
unités désignées par les lettres initiales des grandeurs 
corresponda 11 tes. 

[ S ] = [ L * ] . 

[ V ] = [ L ' ] ; 

( I 5 ) 

11. La convention faite (8 ) s'exprimera, d'après la 
notation (|ue nous venons d'indiquer, par 



L'unité de longueur et l'unité de temps restent arbi-
traires; l'unité de masse sera déterminée quand on les 
aura choisies, et l'équation ( i 5 ) donnera, les deux hy-
pothèses étant associées, 

Une force, dans ce système, est la quatrième puis-
sance d'une vitesse; si une force et la quatrième puis-
sance d'une vitesse ont la même mesure numérique, 
l'égalité subsistera, quelque choix d'unités que l'on 
fasse, pourvu que les conditions, arbitrairement pres-
crites, il ne faut jamais l'oublier, soient respectées. 

AUTRE SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE 

AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1 8 8 9 0 ) ; 

PAR M. P A P E L 1 E R . 

Je prends deux axes rectangulaires passant par le 
point O, dont l'un Ox est parallèle à l'axe de la para-
bole P. L'équation tangentielle du cercle est 

R2(W2_|_ P2) _ o. 

(*) Voir 3e série, t. VIII, p. 288, 298, 33.1 Nous rappelons briève-

ment l'énoncé : 

On donne une parabole P et un cercle dont on désigne le centre 

par O ; soit C l'une quelconque des coniques inscrites dans le qua-

drilatère formé par les tangentes communes au cercle et à la para-

bole. On demande : i° l'enveloppe des polaires A du point O par 

rapport aux coniques G; 20 l'enveloppe des tangentes 8 aux coni-

ques G telles que la normale au point de contact passe par O ; 

3° l'enveloppe des axes des coniques C ; 4° les lieux des projections 

de O sur les polaires A, les tangentes S et les axes de C. 
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Quant à celle de la parabole P, nous observerons 
que l'équation tangentielle 

au--h ibuv -t- cv2-{-ï duw -h i evw -f- fw - = o 

représente une parabole dans le cas o ù / — o ; les para-
mètres directeurs de l'axe sont d e t e ; comme l'axe est 
parallèle à Ox, e est nul et l'équation de la parabole 
P s'écrit 

au2-1- ibuv -F- CP2 -+- i duw = O. 

L'équation générale des coniques C sera alors 

f(uvw) = X [ R 2 ( « 2 H - P 2 ) — (*> 2 ]-Hau2-F- ibuv CP2-f- i duw — o. 

I° Soient M, v, w les coordonnées de la polaire A 
du point O, par rapport à l'une des coniques C. L 'é-
quation du pôle est 

U / « - * - V/p -H W f w = o, 

et, pour que ce pôle soit l'origine, il faut que l'on ait 

\f'a = X R 2 u H- au -+- bv h- dw = o, 

\fv = X R 2 P ->r bu -H CP = O. 

L'élimination deX> donne, pour l'équation tangentielle 
de l'enveloppe des droites A, 

(i) \(uf'v — vfû) = bu2-\- (c — a) uv — bp2 — dvw = o. 

On voit immédiatement que cette enveloppe est une 
parabole : nous l'étudierons tout à l'heure. 

2° Soient a, y, w les coordonnées d'une tangente T . 
On aura 

f(u, P, w ) = o. 
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Le point de contact a pour équation 

La droite qui le joint à l'origine a pour coefficient an-
f' ' > gulaire pour qu'elle soit perpendiculaire à T . il faut 
J H 

que 

( 3 ) ( ' f i - « 

Eliminant \ entre (2 ) et (3 ) , nous aurons l'enveloppe 
des droites T . Cette élimination est toute faite, puisque 
l'équation (3 ) ne renferme pas L'équation (3 ) est 
donc l'équation de l'enveloppe des droites T . Or cette 
équation est la même que l'équation (1). Il en résulte 
que les droites A et T ont pour enveloppe la même pa-
rabole (1). 

Nous n'avons pas utilisé la condition (1), qui expri-
mait que la droite T était tangente à la conique C. Il 
résulte de là que l'équation (1) est l'équation de l'enve-
loppe des droites A qui sont perpendiculaires à la droite 
joignant le point O à leur pôle. 

3° Les axes des coniques C sont perpendiculaires 
aux droites joignant le point O à leurs pôles: elles 
jouissent donc des propriétés des droites À et, par suite, 
sont tangentes à la parabole (1). 

En conséquence, les trois séries de droites considérées 
ont la même enveloppe : c'est la parabole 

b( iû- — v2) -H (c — a)uv — clvw = o, 

qui a son axe parallèle à O j . Les tangentes issues du 
point O à cette parabole satisfont à 

¿>(w2— v2) (c — a)uç = o ; 

elles sont rectangulaires. Donc le point O appartient à 
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la directrice ; par suite, la directrice de cette parabole est 
la droite Ox. Enfin on vérifiera sans peine que le foyer 
de cette parabole se trouve sur la droite qui joint le 
point O au foyer F de la parabole P à une distance du 
point F égale à OF. 11 suffit d'observer que les coor-
données du foyer de la parabole 

au2 H- 2 buv -h cv2 -h 2 duw -f- bevw = o 

sont déterminées par 

ex -t- dy — b = o, 

2 dx — 2 ey — « -f- c = o, 

et de vérifier que les coordonnées du foyer de la para-
bole ( i ) sont les doubles de celles du foyer de P. La 
parabole ( i ) est donc bien déterminée géométriquement. 

Remarque. — Il est aisé d'obtenir géométriquement 
les résultats qui précèdent. 

Observons d'abord qu'étant donnés un point O et 
une conique C, l'enveloppe des droites A perpendicu-
laires aux droites qui joignent le point O à leur pôle est 
une parabole. Soit H le pôle de A. 

Le pôle K de OH se trouve sur A et aussi sur la 
polaire A du point O, en sorte qu'on peut encore dé-
finir la droite A comme menée par un point de la droite A 
perpendiculairement à sa polaire. Nous voyons aussi que 
la droite A est tangente à l'enveloppe cherchée, il suffit 
de prendre sur A le pôle de la droite passant par O et 
perpendiculaire à A. En conséquence, par un point 
quelconque I de A passent deux tangentes à l'enveloppe, 
la droite A d'une part et la perpendiculaire abaissée du 
point I sur sa polaire d'autre part; l'enveloppe est donc 
une conique. Cette conique est une parabole; car, si le 
point I s'éloigne indéfiniment sur A, la perpendiculaire 
menée de ce point sur sa polaire est rejetée à l'infini. 
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Cette parabole est tangente aux deux axes de la conique 
C, ils correspondent aux points de A situés sur ces axes. 
Nous appellerons Q cette parabole. 

Il nous faut établir que cette parabole est invariable 
de forme et de position, si la conique C se déplace en 
demeurant tangente à quatre droites tangentes à un 
cercle de centre O, c'est-à-dire équidistantes du point O. 
Il est, en effet, inutile d'introduire la parabole P, puis-
qu'il existe une parabole et une seule tangente à quatre 
droites. 

On reconnaît sans peine que les tangentes issues du 
point O à la parabole Q sont les bissectrices des tan-
gentes issues de O à la conique C ; le point O est donc 
sur la directrice, le point to, centre de la conique C, 
également-, donc, la directrice est la droite Ow. Or, 
quand la conique C reste tangente à ces droites, son 
centre décrit une droite qui passe par le point O. La 
droite Ow est donc la même pour toutes les coniques C. 

Les tangentes issues du point O à toutes les coniques 
C forment deux faisceaux en involution ; elles divisent 
harmoniquement les rayons doubles ; or, parmi ces 
couples de tangentes se trouvent les droites isotropes 
tangentes issues du point O au cercle. Les rayons 
doubles sont alors rectangulaires et, par suite, bissec-
trices de tous les couples de tangentes. Par suite, les 
tangentes issues du point O à la parabole Q restent les 
mêmes quand la conique C varie. 

Enfin, cherchons à déterminer la tangente au sommet 
de la parabole Q : il faut mener une tangente parallèle 
à Oo). Par le point D, je mène OL perpendiculaire à 
Ou, et du pôle N de OL, j'abaisse NR perpendiculaire 
sur OL } NR est la tangente au sommet. Quand la co-
nique C varie, le pôle N de la droite fixe OL décrit une 
droite qui est perpendiculaire à OL, puisqu'elle passe par 



( 4o ) 
le pôle de OL relativement au cercle de centre O. Cette 
droite est la droite NR. Cette droite est donc la même 
pour toutes les coniques C. 

En conséquence, quand la conique C varie, la direc-
trice, la tangente au sommet, les deux tangentes issues 
du point O restent les mêmes dans la parabole Q. Cette 
parabole reste donc toujours la même. 

Elle est indépendante du ravon du cercle. Considé-
rons la parabole P qui est tangente aux quatre droites, 
et étudions la parabole Q considérée comme enveloppe 
des droites À dans la parabole P. La directrice de Q 
sera la droite Ox parallèle à l'axe de P ; sa tangente au 
sommet sera Taxe de P. Soit F le foyer de P. La bis-
sectrice de l'angle F O x est aussi bissectrice des tan-
gentes menées de O à P ; cette bissectrice qui coupe l'axe 
de P en U est donc tangente à Q ; par suite, le foyer F ' 
de Q se trouvera à l'intersection de O F et de la per-
pendiculaire IJF' à OU. On voit sans peine que 

FF ' = : FU = OF, 

et nous retombons sur les résultats trouvés analytique-
ment. 

4° Tout revient à trouver la podaire du point O par 
rapport à la parabole Q. Comme le point O est sur la 
directrice, cette podaire est une strophoïde dont l'équa-
tion s'obtient en remplaçant dans l'équation tangentielle 
de Q, /¿, w respectivement par x, y, —(x2—y2)'-> 

on a 
b{x2-y2) + (c - a) xy -+- dy{x*+y*) = o. 
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R E M A R Q U E S G É O M É T R I Q U E S S U R L A M Ê M E Q U E S T I O N 0 ) ; 

P A R M . G . L E I N E K U G E L . 

Il était évident a priori que la parabole ( H ) était in-
dépendante du rayon du cercle (O ) . Cette parabole ( H ) 
admet, en effet, comme directrice le diamètre de ( P ) 
qui passe en O; elle est de plus tangente à la polaire A 
de O par rapport à ( P ) , ainsi qu'aux bissectrices des 
deux tangentes menées de O à (P ) . Cette dernière pro-
priété de (H ) résulte de ce que les polaires A de O dé-
terminent sur ces deux droites deux divisions homo-
graphiques en involution, et d'après une propriété 
connue : 

La droite qui joint les points homologues de deux 

divisions homographiques enveloppe une conique tan-

gente aux deux droites sur lesquelles sont tracées les 

deux divisions ( C H A S L E S , Traité des sections coniques). 

De même l'hyperbole équilatère (h ) des neuf points 
d'un quadrilatère inscrit à la fois dans un cercle ( O ) et 
dans une conique (p ) fixe ne change pas quand, le centre 
du cercle restant fixe, son rayon varie. En effet, elle 
admet comme tangente au centre du cercle la perpen-
diculaire au diamètre de (p ) qui passe en ce point; elle 
passe par le centre de ( p ) et admet comme directions 
asymptotiques des parallèles aux axes de (p ) . 

( ' ) V o i r 3e s é r i e , T o m e V I I I , p . 298. 
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De là il résulte immédiatement les propriétés sui-

vantes : 

T H É O R È M E V I I I . — L'enveloppe des polaires d'un 

point O par rapport aux coniques inscrites dans les 

quadrilatères circonscrits à une conique (P) et aux 

cercles (O) de centre fixe et de rayons variables est 

une parabole (H). 

T H É O R È M E I X . — Les quadrilatères circonscrits à la 

conique (P) et aux cercles (O) déterminent par leurs 

points de contact avec ces cercles des quadrilatères 

dont les centres de gravité se déplacent sur la perpen-

diculaire menée de O au diamètre de (P) qui passe en 

ce point. 

T H É O R È M E X . — Les quadrilatères inscrits dans une 

conique fixe et dans une série de cercles concentriques 

ont même centre de gravité. 

T H É O R È M E X I . — Les sommets des quadrilatères 

circonscrits à une conique (P) et à des cercles (O) con-

centriques décrivent une strophoïde oblique ( T ) . 

T H É O R È M E X I I . — Les foyers de toutes les coniques 

inscrites dans les quadrilatères circonscrits à ( P ) et 

aux cercles (O) sont situés sur cette strophoïde ( T ) . 

Ces deux derniers théorèmes se déduisent de ce que 
la strophoïde oblique trouvée dans la dernière partie 
de la question du concours passe par les six sommets du 
quadrilatère circonscrit à (O) et à ( P ) et qu'elle est la 
podaire de O par rapport à la conique ( P ) , qui reste fixe 
quand le rayon de ( O ) varie. 

T H É O R È M E X I I I . — Les côtés des triangles autopo-

lairqs communs à une conique (P) et à des cercles (O) 
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concentriques enveloppent une conique (H), et leurs 

sommets décrivent également une conique (h). 

Comme une série de cercles concentriques et de rayons 
variables sont des coniques bitangentes à l'infini aux 
deux ombilics du plan, une transformation par projec-
tion conique des théorèmes précédents conduit aux sui-
vants qui sont plus généraux : 

T H É O R È M E X I V . — L'enveloppe des polaires d'un 

point quelconque to par rapport aux coniques inscrites 

dans les quadrilatères circonscrits à une conique fixe 

( P ) et aux coniques (Q) bitangentes à une conique 

) aux points de contact des tangentes menées de to 
h la conique (û< ), est une conique ( 2 ) . 

T H É O R È M E C O R R É L A T I F . — Les pôles d'une droite 

quelconque par rapport aux coniques circonscrites aux 

quadrilatères inscrits dans une conique fixe ( P ) et 

dans des coniques (Q) bitangentes à une conique (Q* ) 

fixe aux points où la droite la rencontre, est une co-

nique (a). 

En particulier, les côtés des triangles autopolaires 
communs à la conique ( P ) et aux coniques (Q) envelop-
pent la conique (S) , et leurs sommets décrivent la co-
nique (T). 

T H É O R È M E X V . — Les sommets des quadrilatères 

circonscrits à une conique ( P ) et aux coniques (Q) bi-

tangentes à une conique (Q, ) en deux points fixes dé-

crivent une cubique. 

T H É O R È M E X V I . — Etant donnés un quadrilatère 

circonscrit à une conique (Q), on joint les points conju-

gués harmoniques des points de rencontre a, P, y de 

la polaire L d'un point to du plan a avec les diago-
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nales, par rapport aux segments déterminés par cette 

conique sur les diagonales de ce quadrilatère au 

point co; et par les conjugués harmoniques des mêmes 

points par rapport aux diagonales on mène des droites 

rencontrant la droite L aux points oit les trois droites 

issues de co la rencontrent. 

Par les sommets du triangle ainsi obtenu, on mène 

des droites rencontrant L aux points ou les droites qui 

joignent le point co arbitrairement choisi aux points 

conjugués harmoniques des points d'intersection de L 
avec les côtés du nouveau triangle rencontrent L; on 

obtient ainsi trois droites concourantes sur la droite 

conjuguée de la polaire du point co par rapport à la 

conique (Q). 

Ce théorème résulte du théorème II, en remarquant 
que, par suite de la transformation par projection co-
nique, le centre du cercle se projette en un point quel-
conque co du plan. Les perpendiculaires aux milieux 
des diagonales donnent dans la projection des droites 
menées par les points a', ¡3', y* (conjuguées harmoni-
ques des points a, ¡3, y de rencontre de la polaire L 
de avec les diagonales, par rapport à ces diagonales) 
et rencontrant la droite L aux points où les droites qui 
joignent le point co aux points a", [3", y/; [conjugués 
harmoniques des points a, ¡3, y par rapport aux seg-
ments déterminés par (C2) sur les diagonales] la rencon-
trent. 

Quant à la droite de Newton qui, dans le théorème I I , 
est par rapport au cercle la droite conjuguée de la droite 
de l'infini, il lui correspondra la droite conjuguée de 
la polaire L de co par rapport à (Q). 

T H É O R È M E X V I I . — Le diamètre conjugué de la 

droite* de Newton d'un quadrilatère circonscrit à une 
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conique passe par le centre de gravité du quadrilatère 

qui a pour sommets les points de contact du premier. 

T H É O R È M E XVII I . — Les quadrilatères inscrits dans 

une conique ( P ) et dans des coniques bitangentes à 

une conique fixe aux points oii une droite A la ren-

contre ont tous même centre de gravité G a harmoni-

quement associé à la droite A. 

Voici comment nous définissons le centre de gra-
vité GA liarmoniquement associé à une droite A dans 
un quadrilatère ABCD quelconque. 

Soient 
a, a' ; b, b' et c , c' 

les couples de points où A rencontre les côtés opposés 
et les diagonales intérieures. 

Si Ton prend par rapport à ces mêmes côtés et ces 
diagonales les conjugués harmoniques de ces points, on 
obtient les trois couples suivants 

a\ ; bi b\ et c l5 c\ ; 

les droites a n a\, bK, b\, cK, c[ sont concourantes en un 
point GA intimement lié à la droite A. Il devient le 
centre de gravité du quadrilatère quand la droite A 
passe à l'infini, de sorte que nous en déduisons : 

Les quadrilatères inscrits dans une conique P et 

dans des coniques homothétiques et concentriques ont 

tous même centre de gravité. 

T H É O R È M E X I X . — Etant donnés un quadrilatère 

circonscrit à une conique (S ) et une droite A, il existe 

une conique (Sj) passant par les quatre sommets du 

quadrilatère formé en joignant les sommets du premier 

aux points ou leurs polaires respectives rencontrent A 
et par les points de rencontre de A et de (S). 
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Si Von considère cette conique (S,) et les deux co-

niques (S2 ), ( S3 ) qui passent par ces deux mêmes points 

et qui sont l'une circonscrite au triangle formé par les 

trois diagonales, l'autre au triangle formé en joignant 

les points conjugués harmoniques, par rapport aux 

diagonales, des points de rencontre (a, ¡i, y ) de A 
avec ces droites aux points d'intersection des droites 

qui joignent le pôle de A, par rapport à (2 ) , aux con-

jugués harmoniques des points a, [3, y, par rapport aux 

segments déterminés par (S) sur ces diagonales, avec 

la droite A, on obtient trois coniques ), (S2 ) , (S3 ) 
se coupant en un même point. 

N O T E DE G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E ; 

PAR M . H . - P . DU M O T E L , 

Ancien élève de l 'École Polytechnique. 

Nous nous proposons de résoudre, à Laide de la 
règle et du compas, la question suivante : 

Mener un plan tangent à l'hjperboloïde réglé par 

une droite donnée (ou construire une droite s'appuyant 
sur quatre autres). 

Nous savons qu'il suffit de déterminer les points de 
rencontre de la droite avec l'hyperboloïde. 

Nous supposons l'hyperboloïde défini par trois généra-
trices de même système. 

Commençons par rendre une de ces génératrices ver-
ticale par des changements de plan. Puis, dans ce sys-
tème, déterminons les génératrices qui ont leur projec-
tion horizontale parallèle à celle de la droite donnée. 

Pour plus de netteté dans l'épure et dans le langage, 
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nous traçons en traits pleins les génératrices d'un sys-
tème, en traits mixtes celles de Pautre. Nous désignons 
deux génératrices parallèles par la même lettre, sans 
indice pour la génératrice trait plein, avec l'indice i 
pour la génératrice trait mixte. 

Soient alors : 

DD' la droite donnée ; 
A A7 et A 4 A\ les génératrices verticales de l'hyperbo-

loïde; BB' et BjB'J les génératrices dont la projection 
horizontale est parallèle à D 5 

CC' une autre génératrice. 

Par la droite DD' menons une quadrique, dont la dé-
finition sera complétée par les génératrices AA ' et BB'. 
Les trois génératrices choisies étant parallèles à un 
même plan, cette surface auxiliaire sera un paraboloide. 
11 a en commun avec l'hyperboloïde deux génératrices 
de même système AA ' et BB'; il le coupe donc en outre 
suivant deux génératrices de l'autre système, dont les 
points de rencontre avec DD' sont les points cherchés. 
Pour trouver ces deux génératrices, nous chercherons 
leur point de rencontre avec une autre génératrice trait 
plein EE' du paraboloide, convenablement choisie : ce 
qui revient à remplacer DD' par EE' dans le problème. 

Nous choisirons EE' de la manière suivante : 

Soit un cylindre vertical ayant pour base dans le plan 
horizontal un cercle quelconque 10 passant par A et A<. 
Il coupe l'hyperboloïde suivant ses deux génératrices 
verticales et une seconde courbe plane S projetée hori-
zontalement suivant le cercle considéré, et dont le plan 
a ^ y a ' ^ V est facile à déterminer. Or ce plan coupe le 
plan vertical B, suivant une droite apa'¡i' et il existe 
sur notre paraboloide auxiliaire une génératrice trait 
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plein parallèle à cette droite. C'est cette génératrice, 
facile à construire, que nous prenons pour EE'. 

Alors, pour trouver les rencontres de EF/ avec l'hy-
perboloïde, nous menons par cette droite un plan auxi-

liaire parallèle au plan aßya'ß'y'. Il coupe la surface 
suivant une conique homothétique de 2, et dont, par 
suite, la projection horizontale est aussi un cercle. Du 
reste, ce cercle passe par le point A et A , . Il suffit donc 
d'eà déterminer un troisième point, et pour cela de 
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prendre l'intersection du plan auxiliaire avec une géné-
ratrice quelconque de l'hyperboloïde, B< B'4 par exemple. 
Ce cercle coupe E en deux points, JJL et V. Il suffit de 
joindre AJJL et Av qui coupent D aux projections hori-
zontales, m et/i, des points cherchés. 

(Pour ne pas embrouiller l'épure, nous n'avons pas 
reproduit les constructions qui servent à trouver la 
droite EE', une fois sa direction connue.) 

Q U E S T I O N P R O P O S É E . 

1593. Si Ton appel le 0 et R le c e n t r e et le rayon du cerc le 

c i rconscr i t à un t r i a n g l e A B C , I e t r le c e n t r e et le rayon du 

cerc le inscrit , H l ' o r t h o c e n t r e , a , b, c les côtés , <xp le p é r i -

m è t r e et S la s u r f a c e du t r i a n g l e OJH : 

i° O n a ( avec a > b > c ) 

Q A - C . A — C . A - B 
¡5 = 2 r t 2 s i n si il sin * 2 1 2 

(b — c) (a — c) (a — b) 
S = = — 8 7 ' 

i6S« = — 2(aR*+ioRr — r2)/?2 — r(4 R -+- r f ; 

2° Si I' et v' sont le c e n t r e et le rayon du cerc le e x - i n s c r i t 

dans l ' angle in tér ieur A et S ' la sur face du t r i a n g l e O I ' H , on a 

aussi 

n . • B — G A — G A — B S = 2 R 2 sin cos cos , 

2 2 2 

_ (b — c) (a -+- c) (ci b) 

b - îp : » 

S -4- S ' = R 2 s i n ( B — G ) ; 

3° La condit ion 

— 2 ( R 2 - f - i o R r — r ( 4 R + r ) » g o 

e x p r i m e que le t r i a n g l e A B G est possible avec ses é l é m e n t s /?, 

R , r . ( R . SONDÂT.) 

Ann. de Mathémat3e série, t. IX. (Janvier 1890.) 4 
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SUR QUELQUES PERFECTIONNEMENTS DONT SERAIT SUSCEP-
TIBLE L'EXPOSITION DE LA THÉORIE DES QUANTITÉS 
NÉGATIVES. 

Extrait de Leçons nouvelles sur l'analyse infinitésimale 

et ses applications géométriques (en préparation); 

PAR M. CH. M É R A Y , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon, 

AVEC LA COLLABORATION DE M . CH. R I Q U J E R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Caen. 

U n e confus ion t r o p p r é m a t u r é e et t r o p a b s o l u e fa i te e n t r e 

les s ignes opératoires de l 'addit ion et de la s o u s t r a c t i o n et les 

s ignes constitutionnels des q u a n t i t é s pos i t ives et n é g a t i v e s , 

faite encore entre les quanti tés posi t ives et leurs v a l e u r s n u m é -

riques, rend les pr inc ipes de ce t te t h é o r i e à peu près in inte l l i -

gibles pour les c o m m e n ç a n t s . Ses a p p l i c a t i o n s à la spéci f icat ion 

m a t h é m a t i q u e des g r a n d e u r s c o n v e n a b l e s dans deux, sens c o n -

traires, et la p r a t i q u e du ca lcul a l g é b r i q u e , finissent sans 

d o u t e par leur a p p r e n d r e le m a n i e m e n t de ces q u a n t i t é s ; mais 

ils p a r v i e n n e n t bien r a r e m e n t à se r e n d r e un c o m p t e p a r f a i t e -

m e n t raisonné de ce qu'i ls font ainsi. 

En p r o c é d a n t c o m m e c i - a p r è s , il s e m b l e qu'on réussirait à 

év i ter toute o b s c u r i t é et qu 'on g a g n e r a i t p a r s u r c r o î t l ' a v a n -

tage de ne pas s ' écar ter du d o m a i n e de l ' A l g è b r e p u r e . 

lo. De même que la substitution des nombres frac-
tionnaires aux nombres entiers rend toutes les divisions 
possibles et permet même de changer une multiplication 
en une division ou inversement, celle des nouvelles 
quantités fictives dont nous allons parler aux nombres 
fractionnaires absolus ajoute à ce double avantage celui 
de supprimer les soustractions impossibles et de per-
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mettre aussi de remplacer à volonté une soustraction 
par une addition ou bien une addition par une soustrac-
tion. 

Nous appellerons provisoirement qualifiées des quan-
tités absolues (14) conventionnellement pourvues de 
certaines qualités factices les rendant aptes à subir les 
opérations également factices qui vont être successive-
ment définies. 

A chaque quantité absolue a non = o correspondront 
deux quantités qualifiées dites l'une positive, l'autre 
négative dont nous appellerons ce nombre a la valeur 

absolue (quelquefois numérique) et que provisoirement 

nous noterons par a respectivement. 
A la quantité absolue o correspondra une seule quan-

tité qualifiée dite neutre et de valeur absolue nulle, que 
<—> 

nous représenterons par o. 
Deux quantités qualifiées dont les valeurs absolues 

sont égales entre elles, mais non à o, seront dites égales 

si leurs noms sont identiques, opposées s'ils sont diffé-
rents. 

Deux quantités neutres seront dites indéfiniment 

égales ou opposées. 

16. L'addition de plusieurs quantités qualifiées don-
nées consiste à faire la somme des valeurs absolues, de 
celles qui sont positives, celle des valeurs absolues des 
négatives, et à qualifier du nom de la plus grande de ces 
deux sommes son excès sur la plus petite (on néglige 
naturellement les quantités neutres). Quand cet excès 
est nul, par exemple quand il s'agit d'additionner deux 

quantités qualifiées opposées, on prend o pour ré-
sultat. 

Par exemple, en conservant pour toutes nos opérations 
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factices les signes opératoires employés dans le calcul 
des quantités absolues, on aura 

(1) - (T) 

4 , 

=1T, 

Une somme de plusieurs quantités qualifiées reste la 

même si Von modifie arbitrairement Vordre de suc-

cession de ses termes, si Von y introduit ou qu'on en ôte 

un nombre quelconque de parties neutres. 

17. Deux quantités qualifiées quelconques étant 

données, on peut toujours en trouver une troisième et 

une seule dont Vaddition à la seconde reproduise la 

première. Pour exécuter cette soustraction, il suffit 
d'ajouter à la première quantité l'opposée de la seconde 
(15). Le résultat est la différence de ces quantités 
considérées dans l'ordre indiqué. 

Exemples : 

- > 
7 — 3 = 7 + 3 = 4 , 

t\ i~1}\ i<s\ / T \ f~~5 3 

3 / V 3 / V 3 / \ 3 / — \ 3 / ' \ 3 i H 
18. Deux quantités qualifiées, quand elles sont égales 

entre elles, ont leur différence neutre et réciproque-

ment. 

Quand elles sont inégales, elles ont une différence 
positive ou négative. On dit, selon l'un ou l'autre de ces 
deux cas, que la première est supérieure ou inférieure à 
la seconde. 
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Par exemple, 

i \ > 
7 > \ J > ° > " > " 

ou bien encore 

ia < 11 < o < 1 - y < 7 • 

<—^ 
En particulier, la quantité neutre o est supérieure à 

toute quantité négative, inférieure au contraire à 

toute quantité positive. 

19. Des quantités qualifiées données étant combi-

nées dans un certain ordre par voie d'additions et 

soustractions consécutives, le même résultat final est 

encore obtenu si, à l'addition ou à la soustraction 

d'une quelconque de ces quantités, on substitue respec-

tivement la soustraction ou Vaddition de la quantité 

opposée. 

Par exemple, 

5 — 11 -H- 6 — 3 = 5 -h 11 -+- 6 — 3 

= 5 — i i — G -+- 3 = . . . 

= 5 + I I + 6 - R 3 = |5. 

En particulier, cette observation permet de rem-
placer toutes les soustractions par l'addition des quan-
tités opposées à celles qu'il faut soustraire, c'est-à-dire de 
transformer toujours en une somme l'expression consi-
dérée. 

Si donc, on compose plusieurs notations simples en 

unissant indissolublement diverses quantités qualifiées 

à des signes opératoires -h ou — placés devant elles ; si 
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l'on écrit ces notations les unes à la suite des autres en 

convenant de remplacer la première par a quand elle 

est -f- a ou — a, par a quand elle est — a ou «, 

on obtient une notation composée représentant la même 

quantité qualifiée, quel que soit Vordre de succession 

adopté pour les notations simples. 

Line pareille notation composée se nomme un poly -

nôme dont les divers termes sont les notations simples 
formées ainsi par des associations artificielles de signes 
opératoires -f-, — avec des quantités qualifiées. 

La valeur d'un polynôme ne change pas non plus, 

si dans quelques termes on change simultanément le 

signe opératoire et le nom de la quantité qualifiée qu'il 

précède. 

En écrivant ses termes par groupes quelconques, 

on obtient des polynômes partiels représentant des 

quantités dont la somme reproduit toujours la valeur 

du proposé. 

20. Le produit de plusieurs quantités qualifiées est 
celui qui a pour valeur absolue le produit des valeurs 
absolues des facteurs, et qui est positive quand le nombre 
des facteurs négatifs est nul ou pair, négative quand ce 
nombre est impair, neutre quand quelqu'un des facteurs 
l'est lui-même. 

Exemples : 
- > - > - f — 
a x b — a X b = \ab), 

-> / -<! \ 
a x b = a x b = V ab ), 

- > — y <—>• ^ — > 
axo = axo— o. 

Pour qu'un pareil produit soit neutre, il faut donc 

et il suffit que l un au moins de ses facteurs le soit lui-

même* 
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21 . Le produit de deux polynômes peut s'obtenir 

en en formant un autre qui a pour termes les divers 

produits des quantités qualifiées figurant dans le pre-

mier par celles qui figurent dans le second, chacun de 

ces produits partiels étant précédé du signe opératoire 

-+- ou — selon que, dans les polynômes proposés, ses 

facteurs sont précédés de signes identiques ou diffé-

rente. 

Exemple : 

(-4- a — a ) ( — c — d ) = — ( a c ) - ( ad) -+- ( bc ) -h ( bd). 

22. Le quotient de la division d'une première quan-
tité qualifiée par une seconde sera (en cas qu'elle existe) 
la quantité dont le produit par celle-ci régénère la pre-
mière. Sa recherche conduit aux résultats suivants : 

i° Quand le diviseur n'est pas neutre, le quotient 
existe et il est unique : 1° neutre si le dividende l'est; 
11° non neutre, si le dividende ne l'est pas, et alors posi-
tif ou négatif selon que les noms du dividende et du di-
viseur sont identiques ou diiïérents; de plus, sa valeur 
absolue est toujours égale au quotient de celle du divi-
dende divisée par celle du diviseur; 

Quand le diviseur est neutre : 1° la division est 
impossible si le dividende ne l'est pas en même temps; 
11° la division redevient possible, mais le quotient est 
absolument et entièrement indéterminé si le dividende 
est neutre aussi. 

Exemples (¿> non = o ) : 

^—x 
o o •<—V 

b b 



a a l a 

F = t 

— = telle quantité qualifiée qu'on voudra. 

Comme on a 

a X i = — = a, 

a a x i = —-; — a, 

le changement d'une quantité qualifiée en son op-

posée équivaut à sa multiplication ou ci sa division 

par i. 

23. Dans un monôme, expression composée ne 

comportant que des multiplications et des divisions, la 

substitution? à un facteur ou diviseur, de la quantité 

qualifiée qui lui est opposée change seulement le nom 

du résultaty sans changer sa valeur absolue. 

En combinant cette remarque avec celle du n° 19, 
011 aperçoit que dans toute expression impliquant seule-

ment Vexécution d'additions, soustractionsy multipli-

cations et divisions de quantités qualifiées, on peut ou 

Von voudra remplacer l'un par l'autre les signes 

opératoires -f-, —, à condition de changer en même 

temps d'une manière convenable les noms de quelques-

unes de ces quantités. 

En particulier, on peut ainsi ri y laisser subsister que 

des sigtîes -f- ; cela même se fait de plusieurs manières. 
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Exemple : 

8 5 - 4 — io. io 

3 -f- 4 . 7 -4- i 

5 . 4 — io. io 

5 . 4 -+-1 o . i o 

24. R est le résultat d'opérations, additions et 

multiplicationsy soustractions et divisio?is(ces deux der-

nières sortes d'opérations étant naturellement supposées 

possibles) exécutées sur les quantités absolues 

ab, c, o, 

la quantité positive R (ow neutre o R = o ) aasii 
le résultat des opérations homonymes dans la théorie 

des quantités qualifiées qu'on exécuterait parallèle-

ment sur les quantités positives ou neutres 

a, c, ..., o. 

Cette proposition évidente autorise la substitution 
systématique, aux nombres absolus définis dans le para-
graphe précédent, des quantités positives dont ils sont 
les valeurs numériques. Et sa combinaison avec la possi-
bilité constante de toutes les soustractions qualifiées, 
d'une part (17), avec les observations des nos 19 et 23, 
d'autre part, assure à la substitution dont il s'agit les 
deux avantages annoncés au n° 15. 

Moyennant la substitution ultérieure de quelques 
quantités négatives à des quantités positives, on reste 
notamment maître de ne laisser subsister dans une 
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expression donnée que ceux des signes opératoires -f-

ou — qui facilitent le mieux la conception, la géné-

ralisation et Vénonciation des résultats obtenus dans 

la question ou elle se présente. C'est en procédant ainsi 
qu'on est arrivé, par exemple, à cet énoncé simple et lu-
mineux de la règle de multiplication de deux polynômes 
quelconques : 

Le produit est la somme des produits partiels des 

ternies du multiplicande et du multiplicateur trans-

formés de manière à ne plus contenir Vun et Vautre 

que des signes opératoires 

25. Le plus souvent (mais pas toujours) on a intérêt 
à 11e laisser partout que le signe opératoire -f- ; le mé-
canisme habituel dm cette transformation d'un polynôme 
à termes absolus en une somme de quantités qualifiées 
consiste donc à substituer une quantité positive à chaque 
nombre absolu qui est précédé du signe -h et une quan-
tité négative, précédée du même signe -h-, à chaque nota-
tion complexe constituée par un nombre absolu précédé 
du signe — et par le signe — lui-même. 

Mais s'il demeure bien sous-entendu que le polynôme 
qualifié ne contiendra jamais que des signes -j-, on peut 
se contenter de retenir que des nombres absolus â  ... 

doivent être remplacés par les quantités positives a, Z>, ... 
et des notations telles que — a, — b, . . . par les quan-

tités négatives a^ . . . . Cette manière de voiries choses 
conduit à juger équivalentes les notations 

a, . ,., a, b, ... 

d'une part, 

a, b, -a. —b. 
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d'autre part, et, d'autre part encore, par extension, 

-h a, r~ b, —a, —¿>, .... 

L'usage courant est conforme à ce dernier point de 
vue : on trouve commode de confondre les quantités 
positives avec leurs valeurs absolues, sauf à écrire devant 
les notations de celles-ci, quand on tient à mieux aflirmer 
qu'on les a transformées par la pensée en des quantités 
positives, le signe opératoire -f- changé tacitement en 

signe qualificatif \ et à représenter une quantité négative 
par la notation de sa valeur absolue précédée du signe 
opératoire — pris de même dans un sens nouveau qui 

est purement qualificatif. C'est ainsi qu'on est ramené 
à dire que les quantités positives ont le signe -f- et les 

quantités négatives le signe —, bien qu'il ne s'agisse 
pas nécessairement d'additions ou de soustractions à 
exécuter. 

Eniinle théorème du n° 24 conduit encore à identifier 
< — y 

la quantité neutre o avec le zéro naturel. 

Mais, en réalité, un nombre n'est pas une quantité posi-

tive; et, pour la notation habituelle des quantités néga-

tives, le signe — n'est détourné de son sens opératoire que 

par une convention tacite. On ne verra plus les quantités 

négatives à travers un nuage en ne l 'oubliant pas, en se sou-

venant aussi qu'il y a, non une théorie des quantités néga-

tives-, mais bien une théorie des quantités factices tant 

positives que négatives. 

Ce mode d'exposit ion peut, à ce qu'il semble, se passer d ' i l -

lustrations empruntées à la considération des grandeurs con-

crètes dirigées; c 'est au début des diverses théories où les 

grandeurs se rencontrent qu'il convient le mieux d 'expl iquer 

l 'application des quantités positives et négatives à leur repré-

sentation analytique. 
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R É A L I S A T I O N E T U S A G E D E S F O R M E S I M A G I N A I R E S 

EN G É O M É T R I E . 

C O N F É R E N C E S DONNÉES PAR M . MAXIMILIEN M A R I E 

au Collège Stanislas, à Sainte-Barbe, à l'Ecole Sainte-Geneviève 

et à l'Ecole Monge. 

1, Est-il possible de faire réprésenter un point du 

plan des axes par une solution 

x — a -4- P i , 

y = a'-f- P ' / 3 7 ? , 
d'une équation 

sous la condition que le point représentatif de cette 

solution, dont les coordonnées x{ et y{ seraient des 

fonctions de CL, ¡3, a', ¡3', conserve une position invariable 

dans le plan, quelque transformation que Von fasse 

subir aux axes et, par suite, à la solution considérée? 

Et d'abord, si xs doit être fourni par la formule 

* i = ? ( a , P, a',?'), 

il faudra que yK le soit par 

y i = <?(«', P', a, p ) ; 

sans quoi l'échange des deux axes des x et desj' ne lais-
serait pas le point ( x ^ y ^ ) à la même place. 

Supposons donc que les formirles 

= <?(*» p, P ' ) e t .Y\ = P', p ) 

remplissent la condition exigée. 
Si l'oji transporte l'origine sur l'axe des x à une dis-
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tance a de l'ancienne, les formules de transformation 
seront 

x' — x — a 

de sorte que la solution 

x = a $ \/—1 , y = a' -+- ¡3' y/— i 

deviendra 

x' = a — a -f- p i , y' — a' -4- P' i ; 

le point ( x , ) deviendrait donc 

a?; = ©(a — a , p, a', p'), 

/ t = ?(»'> P', « — a , P) ; 

pour qu'il ait conservé la même situation, il faudra que 

ses coordonnées soient liées à x1,y1 par les for-

mules de transformation, c'est-à-dire que l'on ait 

c?(a — a, p, a', p ' ) = cp(a, p, a', p')—a 

et 
? ( a ' - p ' , a - a , p ) = c p ( a ' , p ' ) a , p), 

quels que soient a, ¡3, a', ¡3' et a. 

Ces conditions exigent évidemment, d'abord, que a 
n'entre pas dans la fonction cp relative à y , ni, par 
conséquent^ et! dans la fonction o relative à xr, en se-
cond lieu, que la fonction o relative à xK ne contienne 
a qu'au premier degré, sans coefficient, et de même, que 
la fonction ©relative hy { ne contienne a'qu'au premier 
degré, sans coefficient. 

Ainsi la transformation considérée conduit à conclure 
que xK ety { doivent respectivement affecter les formes 

Considérons maintenant la transformation dans la-
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quelle l'axe (les y aurait simplement tourné autour de 
l'origine, de manière à faire avec l'axe des x , resté fixe, 
l'angle supplémentaire de celui qu'il faisait auparavant. 

Les formules de transformation seront 

y' — y e t x' = x -4- 2COS6JK; 

la solution x — a -h ¡3 y/— j , y — a'-f- ¡3' y — 1 devien-
dra donc 

./;'== a -I- p -H 2COS6(a '4- P' s / ^ i ) . 

Le point représentatif de la solution transformée se-
rait donc 

i ' i = a + 2 a ' cosO -+- <]̂ (P -+- a p ' cosO, p') 

/ t = « ' - + - < K P ' , p H - 2 P ' c o s ô ) ; 

mais, pour que le point représenté soit resté le même, il 
faudra que ses coordonnées x\,y\ et soient liées 
par les formules de transformation, c'est-à-dire que 

y\ = yi et x\ — xx -+- 2y\ c o s 6 

ou que 
a ' - h < K p ' , ? 2 p r c o s 0 ) = p) 

et 
a 4- 2 a ' c o s 6 <^(p H- 2 p' cosO, P') 

= a -h P ' ) - + - 2cos6 [ a ' -4- < | ; ( p ' , p ) ] . 

La première condition montre que la fonction ^ rela-
tive à y { ne doit pas contenir ¡3 et, par suite, que la 
fonction A relative à x{ ne doit pas non plus contenir P'. 

En conséquence, il faudra réduire xK et y K à 

= c t j'i = ViP )• 

Mais alors la condition 

> x\ = Xx -f- '}.yx cosO 
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se réduit à 

a 2 a ' c o s G -h ( p H-2 p 'cos 8 ) 

= a -h ( P ) -»- «2 cos 0 [ a' -f- <|/(P')] 
ou 

•¿(P + AP' cos 6) = < | / ( P ) H - 2 C O S 6 I ] / ( P ' ) , 

ce qui exige que ty soit du premier degré et sans con-
stante. 

En résumé, on est amené à faire obligatoirement 

yt = T! •+• 

Il est, du reste, facile de vérifier que, dans ces condi-
tions, le point représentatif d'une solution 

a? = a + p y/—i, y — a'-t-P'/— i 

restera toujours le même, quelque transformation des 
coordonnées qui intervienne. 

En effet, si les formules de transformation sont 

x" = a -f- mx -f- ny, 

y'=b -hpx -h qv, 

la solution transformée de 

X = OC H— p \J — 1 , 

y = a'-4- P V ' — i 
sera 

x' — a - f - m a - + - n ol - 4 - ( m p - h n p ' ) y / - — i , 

/ = b-hpx -Hyp'jy/Znf; 

les points représentatifs de ces deux solutions seront 
donc 

— a -{- y i = a'-4- X:P' 

et 

x\ — a -h m a -4- n a' -h k ( m p -4- n p' ) = a -f- mxj -h ft^i, 
y\ = b-hpa 4 - $ R A ' - T - Â - ( / > P - 4 - Y P ' ) = - + - » 

les coordonnées anciennes et nouvelles de ces deux 
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points seront donc liées entre elles par les formules de 
transformation : les deux points coïncideront donc. 

Il n'y aurait aucun avantage à donner à k une valeur 
différente de i ; nous ferons donc toujours 

= a - t -p , y i = a '-h ¡3'. 

Les solutions imaginaires x = a -f- ¡3 y/— i , 
j = a ' + — i d'une équation à deux variables 
f(x,y)= o présentent une double indétermination, 
c'est-à-dire que les quatre variables a, ¡3, a', (3' ne sont 
liées entre elles que par deux conditions, celles dans 
lesquelles se décompose 

/ ( a + p / I T Ï , a '+P ' y/~i)=o. 

Il en résulte que les points ( x ^ j i ) représentatifs de 
toutes les solutions imaginaires d'une équation/1^,j)—o 
formeront plaque sur le Tableau. 

Sur la surface recouverte par ces points ( X Î , / , ) , on 
pourra tracer une infinité de courbes : l'une d'elles sera 
définie par une équation complémentaire 

cp(a, p, a', P ' ) = o. 

La théorie donnera les moyens de les étudier toutes ; 
niais la classe de celles dont les points correspondraient 
à des solutions qui pussent être rendues réelles, en 
même temps, par rapport à l'une des variables, x par 
exemple, par une transformation convenable des coor-
données, préséntera un intérêt tout particulier, parce 
que ces courbes auront des rapports beaucoup plus in-
times que toutes les autres avec la courbe réelle repré-
sentée par la même é q u a t i o n f ( x , y ) = 0} en effet, dans 
un système convenable de coordonnées, les ordonnées 
de l'une de ces courbes et de la courbe réelle seront 

% 
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respectivement représentées par deux fonctions con-
jointes de l'abscisse commune 

y = o(x)± V <K # ) 

et 
y — o (x ) ni yj — ( x ), 

analogie algébrique d'où résulteront une infinité d'ana-
logies géométriques, qui permettront d'instituer une 
Géométrie comparée. 

Les lieux courbes contenus dans le lieu p lan/(x , j r )=o 
qui sont définis par la condition précédente sont dési-
gnés sous le nom de conjuguées du lieu réel f(x,y)=o. 

Cherchons la condition complémentaire qu'il faudra 
joindre à l'équation f(x,y) = o pour définir une des 
con juguées de ce lieu, c'est-à-dire cherchons le caractère 
commun de toutes les solutions imaginaires de l'équa-
tion d'un lieu, qui pourraient devenir en même temps 
réelles par rapport à ¡l'abscisse, à la suite d'une trans-
formation convenable de coordonnéel. 

Soient 
__ x' s in(ô — a ) - h y ' s in(0 — a ' ) 

X " sTnT ~ 
et 

x' sin a -4- y' sin a' y — £ 
y sinO 

les formules d'une transformation ; on en tire 

[x sin a ' — y s i n ( 0 — a')] sin 0 

= . r ' [ s i n a ' sin(Q — a ) — sin a s i n ( 6 — a ')] . 

Si donc on veut que les xf soient réels, il faudra quex 
et y soient tels que 

v sinot' — y s in(0 — v!) 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. IX. (Février 1890.) 5 
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soit réel, c'est-à-dire, si sj—i et y= a'-b[3'y/— i , 
que 

£sin;c' — p' s in(6 — a ' ) = o 
ou que 

P' s ina ' 

P sin(0 — ol' ) ' 

condition indépendante, comme on le voit, de l'équa-
tion du lieu considéré. 

Ainsi, l'on pourra rendre en môme temps réelles, par 
rapport à l'abscisse nouvelle, les solutions de toutes les 

équations à deux variables où jj- aurait une meme 

valeur C. 

La constante C = p- qui définit une conjuguée d'un 

lieu. y)=. o est ce que nous nommerons la carac-

téristique àe cette conjuguée. 
On voit que cette caractéristique 

ç s i n a ' 

~ sin(0 — a') 

est le coefficient angulaire de la direction qu'il faudrait 
donner au nouvel axe des y pour rendre en même temps 
réelles les abscisses nouvelles de tous les points de la 
conjuguée. 

Ainsi l'équation de la conjuguée C d'un lieu 

résulterait de l'élimination de a, ¡3, a' et ¡3' entre les 
équations 

/•(a-H v/=T)=o, 
O' 
f - C 

et 

.r,= a h- p. j i = a'-f- ¡3'; 

mais orme se servira jamais de cette équation d'une con-
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juguée en coordonnées réelles. Cette équation serait de 
degré m ( m — i ) ou de degré m- suivant que l'équation 
fix^y) — o, de degré m, aurait tous ses coefficients réels 
ou en aurait d'imaginaires ; mais la conjuguée elle-même 
sera bien plus facile à étudier dans l'équation f(x,y) = o, 
qui la représente en coordonnées imaginaires, que dans 
celle qui la représenterait en coordonnées réelles. 

Les conjuguées d'un lieu de degré m présentent, en 
effet, comme on le verra, tant au point de vue algébrique 
qu'au point de vue géométrique, tous les caractères des 
courbes de degré m. 

Nous démontrerons d'ailleurs, et c'est, en définitive, le 
but que nous nous proposons, que toute question quel-
conque, résolue déjà pour le lieu réel J ( x , y ) = o, l'est 
par cela même, au moyen des mêmes formules, pour 
une quelconque de ses conjuguées, moyennant une in-
terprétation toujours très simple. 

Cordes réelles d'une conjuguée. — Une équation 
v = + dans laquelle d peut prendre toutes les 
valeurs réelles, n'est capable que de solutions du sys-
tème C; en effet, si l'on y fait x = a 4- ¡3 y/—i et 
y = a'-f- ¡3'y/—i, il vient 

+ et = 

on voit donc qu'on pourrait directement construire la 
conjuguée C d'un lieu f ( x , y) = o, en recherchant 
toutes les solutions communes à l'équation f(x,y) = o 
et à l'équation y = Cx -f- r/, dans laquelle on ferait va-
rier «¿de —oc à -+-ac; au reste le point xK = a-f- [3, 
vK = a' -h ¡3', qui représenterait une de ces solutions, 
appartiendrait à la sécante considérée^ = Cx -f- car 
les deux équations précédentes donnent 

a'-h 3 ' = C ( a ~ S ) - h 
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3. Conjuguées des coniques. — Soit C ( fig. i ) une 

ellipse quelconque, cherchons la conjuguée de cette 

Fis. i. 

ellipse dont les cordes réelles sont parallèles à la droite 
NN': pour cela rapportons la courbe au diamètre paral-
lèle à NN', pris pour axe des y , et à son conjugué, pris 
pour axe des x ; l'équation de l'ellipse prendra la forme 

x2 r2 

si l'on donne à x des valeurs non comprises entre — cl 

et + a', l'ordonnée du lieu sera imaginaire et repré-
sentée par 

y = h~, sjoc'ï—a!* / — i , 

les coordonnées réalisées du point correspondant seront 

xv^x e t r i = —, s/xî — a*; 

elles seront donc liées entre elles par la relation 



S A S ' T A ' T ' ayant pour diamètre non transverse le dia-
mètre de l'ellipse parallèle aux cordes réelles de cette 
même conjuguée, et pour diamètre transverse le dia-
mètre conjugué du premier. 

Ainsi les conjuguées d'une ellipse sont toutes les hy-
perboles qui ont avec elle un système de diamètres con-
jugués commun; elles recouvrent tout le plan, sauf l'in-
térieur de l'ellipse, et cette ellipse est l'enveloppe de ses 
conjuguées. ÎNous savions déjà qu'il en est de même de 
toutes les courbes : une courbe quelconque est l'enve-
loppe de ses conjuguées, ou d'une partie de ses conju-
guées. 

Considérons maintenant une hyperbole (Jîg. 2) : les 

parallèles à un rayon compris dans les angles des deux 
asymptotes qui comprennent eux-mêmes la courbe 
réelle rencontreraient tous cette courbe en deux points 
réels ; ainsi les cordes réelles des conjuguées d'une hy-
perbole sont parallèles aux diamètres non transverses 
de cette courbe; en d'autres termes, quels que soient les 
axes auxquels une hyperbole soit rapportée,la caractéris-

Fig. a . 
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tique C = -jj- d'une conjuguée ne peut varier qu'entre 

les valeurs extrêmes des coefficients angulaires des dia-
mètres non transverses de la courbe. C'est un fait gé-
néral en ce sens que, si une courbe de degré m est tou-
jours coupée en m points réels par toutes les droites 
parallèles aux rayons d'un secteur, la courbe n'a pas de 
conjuguée dont la caractéristique soit comprise entre les 
coefficients angulaires des rayons extrêmes de ce secteur, 
et ces rayons extrêmes ont généralement des directions 
asymptotiques, parce que, généralement, on peut mener 
à la courbe plus de tangentes inclinées à une asymptote, 
dans un sens, qu'on n'en peut mener qui soient inclinées 
dans le sens contraire. Au reste, cela ne veut pas dire 
qu'une courbe n'ait jamais de conjuguées dont les cordes 
réelles aient des directions parallèlement auxquelles on 
ne pourrait pas lui mener de tangentes. 

Supposons que nous voulions connaître la conjuguée 
de l'hyperbole S A S ' T A ' T ' , dont les cordes réelles se-
raient parallèles à une droite NN ; parallèle à un diamètre 
BB' non trans verse de cette hyperbole ; prenons pour 
axe des y ce diamètre BB' et son conjugué AA ' pour axe 
des x , l'équation de l'hyperbole prendra la forme 

et si l'on donne à x des valeurs comprises entre — a! et 
4- a'y y sera imaginaire et représenté par 

*>' r-r* ; / 
y — -7 V , / 2 _ . T 2 V / _ I ) 

les coordonnées réalisées du point correspondant seront 

V /—~ ; ,rt — ,r et n = —, Y a -— 
/1 1 
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elles seront donc liées entre elles par la relation 

la conjuguée lieu de ces points sera donc l'ellipse 
B A B' h!, ayant pour diamètres les deux diamètres de l'hy-
perbole considérée, qui seraient parallèles, l'un aux 
cordes réelles de la conjuguée, et l'autre au diamètre 
conjugué du premier. 

Ainsi, les conjuguées d'une hyperbole sont toutes les 
ellipses qui ont avec elle un système de diamètres con-
jugués commun. Elles ont deux enveloppes, l'une 
réelle, c'est l'hyperbole proposée, l'autre imaginaire, qui 
est l'hyperbole de mêmes axes, mais changés de réels en 
imaginaires, et réciproquement. Cette seconde enveloppe 
est ordinairement désignée sous le nom d'hyperbole 

conjuguée de la première; mais nous l'appellerons 
plutôt supplémentaire de la proposée, parce que, lorsque 
les conjuguées d'une courbe ont deux enveloppes, l'en-
veloppe imaginaire présente toujours tous les caractères 
d'une véritable supplémentaire de la courbe elle-même 
ou de l'enveloppe réelle. 

Les deux enveloppes ont ici les mêmes asymptotes, 
c'est un fait qui sera généralisé. 

Les conjuguées d'une hyperbole recouvrent toute la 
portion du plan comprise entre cette hyperbole et sa 
supplémentaire, et aucune ne peut pénétrer dans l'in-
térieur de la concavité de Tune ou de l'autre des deux 
hyperboles. 

Les points de l'enveloppe imaginaire, ou de l'hyper-
bole supplémentaire, seraient fournis par les solutions 
imaginaires sans parties réelles de l'équation de l'hyper-
bole proposée, rapportée à deux de ses diamètres con ju-
gués quelconques a et b. 
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En eifet, si dans l'équation 

X~ Y'1 

on fait 
x — $ y/——et. / = S V - i , 

il vient 
^ p 
—, — ±7— -4-1 = o b1 

les coordonnées réalisées du point correspondant sont 

et elles sont liées par l'équation 
i l y\ — 
a2 J2 + 1 - °> 

qui représente bien l'hyperbole supplémentaire. 
¿/y . x2 y2 

Le coefficient angulaire du lieu — — ^ — 1 = 0 , 
dx CL o 

en un point de l'enveloppe imaginaire, se réduit ici à 

et est, par conséquent, réel. Nous verrons bientôt 

que c'est le caractère général de l'enveloppe imaginaire 
des conjuguées d'un lieu quelconque. 

Lorsque la caractéristique d'une conjuguée d'une hy-
perbole tend vers le coefficient angulaire d'une des 
asymptotes, la conjuguée correspondante s'aplatit indé-
finiment et, à la limite, se confond avec l'asymptote elle-
même, qu'elle recouvre deux fois. Nous verrons plus 
tard que le fait est général et même que les conjuguées 
d'une courbe de degré quelconque tendent, dans une 
de leurs parties, à devenir des ellipses, lorsque leur 
caractéristique tend vers le coefficient angulaire d'une 
asymptote réelle. * 

On verrait, comme précédemment, que les conjuguées 
d'une parabole sont des paraboles égales à la proposée 
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et opposées à elle par uu diamètre commun et une tan-
gente commune. 

Les conjuguées d'une ellipse imaginaire 

x2 y~ _ 

sout toutes les hyperboles qui ont avec l'ellipse réelle 
correspondante 

yt 

a » + F» - 1 

un système de diamètres conjugués cominuu. Seulement, 
c'est alors le diamètre transverse de la conjuguée qui 
est parallèle à ses cordes réelles. 

L'enveloppe imaginaire de ces conjuguées est l'el-
lipse 

Elle est fournie par les solutions imaginaires, sans par 
ties réelles, de l'équation du lieu lui-même, 

c'est-à-dire par les solutions de la forme 

réalisées par 

En un quelconque des points de cette enveloppe imagi-

naire, le coefficient angulaire ^ du lieu est réel. 

Les conjuguées de l'ellipse évanouissante 

sont naturellement réduites à leurs asymptotes, c'est-
à-dire sont des droites. Les conjuguées dont les cordes 
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réelles sont parallèles à une droite donnée sont les dia-
gonales du parallélogramme construit sur les deux dia-
mètres conjugués d'une ellipse liomotliétique à l'ellipse 
évanouissante, dont l'un serait parallèle aux cordes 
réelles de cette conjuguée. 

4. Des éléments d'un lieu en un de ses points et 

de ïenveloppe imaginaire des conjuguées du lieu. — 

Le coefficient différentiel en un point x , y d'un lieu 

/ ( X , Y ) - o 

est 
dy _ _ f'A^y). 
dx ~~ f'y(x,y)} 

ce rapport n'a qu'une valeur, quel que soit dx, c'est-
à-dire que si l'on donne à x l'accroissement 

dx = dx -i- dri sj— i, 

l'accroissement correspondant dej% 

dy — ch' -h s/— i , 

sera toujours lié à l'accroissement de x par la même 
relation 

d x ' d ï ' = - - f } ; ^ ' S ] (dx -+-drÁ 
Jy^y) 

quels que soient (h,: et dfì l'un par rapport à l'autre. 

Soit m 4- n y/— i la valeur du coefficient différentiel 

au point x , y , les accroissements correspondants de 

x et de y seront donc liés l'un à l'autre par la relation 

1 dx drò'\/~ i = ( m -r- n y/7- i") (dx 4-
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qui se décompose en deux 

d% ~ m doL — n dfi, 
et 

dfi' — m dfi 4 - n dec. 

Soient, suivant notre notation habituelle, x{ et les 
coordonnées du point représentatif de la solution, x , y , 
r, 4 - d x { e t j j -f~dyt celles d'un point infiniment voi-
sin, de sorte que 

dx\ = r/a -h et dyx — ¿/a'-t-

les deux équations précédentes donnent 

dyi _ dir — dV __ (m n) di -f- (m — n) drp 
7lJ{ ~~ dx ~ d% -f-

ou 

j m -h n ( m -4- n ) d vi _ ' d% 
dFt ~ 

doL 

pourra donc prendre habituellement une infinité de 

valeurs, qui dépendront c'est-à-dire qu'autour 
du point qui correspond à la solution y de 
l'équation/'(X, Y ) = o, le lieu en présentera générale-
ment une infinité d'autres, placées dans toutes les direc-
tions, ce qui est tout naturel, puisque ce lieu constitue 
une surface, f.es lignes droites qui joindraient le point 
[x i , aux points [xt H- dx{, y{ 4- rfj'i]. constituent 
les éléments du lieu au point y< ] . 

Pour que tous ces éléments se confondissent géomé-

triquement, il faudrait que fut indépendant de 

ce qui exigerait que 
m -r- n ni — n 

i i 
f>u q u e n = o . 
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Ainsi, aux points d'un lieu où est réel, tous les 

éléments de ce lieu se confondent, c'est-à-dire que toutes 
les courbes, lieux de points qui y passent, s'y 
touchent. 

C'est là la propriété caractéristique de la limite, réelle 
ou imaginaire, de la portion du plan recouverte par tous 
les points imaginaires réalisés d'un lieu quelconque -, les 
deux enveloppes réelle et imaginaire des conjuguées 
d'un lieu quelconque seront donc fournies simultané-
ment par la condition commune : 

est réel . 
dx 

Nous allons donner deux exemples d'une telle re-
cherche. Soit d'abord le lieu 

yZ aiy a1 X — o, 

dy _ _ a2 

dx ~~ oy2 — a2 ' 

pour que ^ soit réel, il faut que y soit de la forme 

¡3'y/—1 ? alors x sera de la forme ¡3 \j—î. D'ailleurs, 
ces valeurs de x et y devant satisfaire à l'équation du 
lieu, on aura 

— p — fl»p'+fl!f = o ; 

l'équation de l'enveloppe imaginaire des conjuguées du 
lieu est donc 

y3 -h a2y — a2x = o. 

La courbe réelle, ou l'enveloppe réelle des conjuguées 
du lieu, est S A O A'S' (/tg. 3), et l'enveloppe imaginaire 
est S J O S ' J . Ces deux enveloppes se touchent à l'origine, 
qui est pour elles deux un point d'inflexion, et elles 
sont réciproques. 

Nous verrons plus tard qu'il en est toujours ainsi : 
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les deux enveloppes sont toujours réciproqùes Tune de 
l'autre, c'est-à-dire que chacune d'elles est l'enveloppe 

Fig. 3. 

imaginaire des conjuguées de l'autre, et les deux courbes 
ont les mêmes points d'inflexion, où d'ailleurs elles se 
tournent leurs convexités. 

Considérons, comme second exemple, le lieu repré-
senté par l'équation 

( x _ « _ b + ( y _ a'_ b's/~iY= ( r H- r V ~ i ) 2 , 

qui se présentera de lui-même dans la théorie des cour-
bures et auquel nous donnons le nom de cercle imagi-

naire. 

Soient x = a -h ¡3 y/— i et y = a'-f- (S'y/—i les coor-
données imaginaires d'un point du lieu, a, ¡3, a et (3' 
satisferont aux deux conditions 

(!) ( a _ _ a ) 2 _ (p _ (a'— a')« — (pr— = /*—/•'* 

et 

( 2 ) = 

le coefficient différentiel ^ aura pour valeur en ce 

point 

cly _ x — a — b s/—i __ a — <2 + (¡3 — b) /— 1 
dx ~ y .— q] — b ' ~ ~ a— a ' b ' ) /^T' 
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et, pour qu'il soil réel, il faudra que 

a — a 3 — b 

L'équation ( 3 ) donne 

en substituant dans les deux autres, il vient 

(i bis) 1 J (ot'—a')*yr > 

( -h ( ol — à f — ( pf — b' f = r2 - r'i 

ou 
/ (a — « / M - ( a — a y-

( Vi (a— 
et 

B I S > [ ^ C ? - ( * ' - < O ] ( P ' ~ = 

ou 

/ NR « » RR'(CL— A') 
2 ter) ( p ' — 6 ' ) = 1 , ; ; 

( a — « ) 2 - h ( a — a )•• 

éliminant maintenant ¡3'— //, il vient 

( 4 ) (a — a'Y- 0 , , , 

c'est-à-dire 

( 4 bis) | f ( « ' - « ' ) * ] » 

équation qui donne 
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mais (a — « ) - ' + ( a ' — a ' ) 2 ne saurait être négatif; par 
conséquent, en définitive, la solution est 

(4 quater) (oc — a)ï-{- ( a '— a' )2 = /*2, 

c'est-à-dire que a et a' sont les coordonnées d'un point 
de la circonférence 

( 5 ) (x — — a ' ) 2 = r2. 

L'équation ( i ) donne, par suite, 

(6) (p — 6 ) 2 - r - i p ' — = 

et, par conséquent, ¡3 et ¡3' sont les coordonnées d'un 
point du cercle 

( x — b )2 —j— ( y — b'y~ r'*; 

mais l'équation (3 ) 

a — a __ 3 — b 
a' — a ' ~ p' — // 

montre que les rayons des deux circonférences (5 ) et 
(G), qui contiendront respectivement les points (a, a') 
et (¡3, ¡3') seront parallèles. 

11 en résulte que l'enveloppe imaginaire du lieu pro-
posé est la circonférence du cercle 

(x — a — b)2H- (y — a'—b')*= (r H- r')2. 

En effet, soient, par rapport aux axes Ox et Oj- {fig- 4)? 
C et G les points dont les coordonnées sont a et a' 

pour le premier, b et b' pour le second; CA et CB, 
deux rayons parallèles des deux circonférences décrites 
de C et de G comme centres, avec r et r ' pour rayons; 
les projections de CA et de C'B sur O x seront respecti-
vement 

a — a et p — b, 
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cl leurs projections sur Oyr seront 

a' — a' et p ' — b ' ; 

en conséquence, si Ton construit le point Ci, dont les 
coordonnées soient a -f- b et a!-h et qu'autour du 

Fig. 4-

point Ci on décrive une circonférence de rayon r -f-
celte circonférence sera le lieu cherclié. 

En eifet, les coordonnées d'un point M de cette cir-
conférence seront 

xx — a -h b OL — a M- p — b — a + P 
et 

jTi — a'-h b'-h a' — a ' - f - P ' — b'— a'-f- P'. 

5. De la ligne droite. — Les conjuguées d'une ellipse 
étant toutes les hyperboles qui ont avec elle un système 
de diamètres conjugués commun, les conjuguées d'une 
ellipse évanouissante, telle que le lieu représenté par 
l'équation 

(y — mx — (nx -+- q)2 = o, 

seront des hyperboles réduites à leurs asymptotes; cha-
cune de ces conjuguées sera composée des diagonales 
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de l'un des parallélogrammes construits sur deux dia-
mètres conjugués d'une ellipse liomothétique à la pro-
posée, par rapport à leur centre commun, telle que 

(y — mx — p)2 (n x g)'1 = lc 

Ainsi, les conjuguées du lieu 

(y — mx — p)1 -h (nx -h qY = o 

constituent deux faisceaux de droites, émergeant l'un et 
l'autre du point réel 

nx H- q = o, y — mx — p — o, 

où se réduit l'ellipse évanouissante. 
L'un de ces faisceaux constitue le système des conju-

guées du lieu 

y — ( m-+- n i) x -4-p 4- q / — 1 , 

et l'autre, le système des conjuguées du lieu 

y = (m — n\J — \ ) x p — q y/ — j. 

Considérons l'un de ces lieux en particulier. 

On pourra toujours déterminer m -h n y/— i et 

p H- q y/— 1 , de façon que l'équation 

y — (m 4- n \J— \)x p q s/ — 1 

admette deux solutions imaginaires données y ' ) et 
( x", y" ) ; l'équation 

répondrait, en eifet, à la question. 
Si les deux points (x\ v7), (x//^yfr) ont été pris sur 

une même conjuguée C d'un lieu f(x^y) = o, la droite 
Ann. de Mathémat3e série, t. IX (Février 1890). 6 
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de caractéristique C du lieu 

sera une sécante effective, quoique représentée en coor-
données imaginaires, de la conjuguée C du lieu 

f ( x , y) = o. 

Si les deux points („r. >'), (xf\j-,f) tendent à se con-
fondre sur la conjuguée G du lieu f { x ->y ) = o, la même 
droite deviendra tangente à la même conjuguée. Enfin, 
si les deux points (a/, <j/), (x", y") s'éloignent à l'infini 
sur la même conjuguée G du même l\euj\x,y') = o, la 
même droite deviendra asymptote à cette conjuguée. 

On voit par là que la forme imaginaire sous laquelle 
sont représentées les droites d'un faisceau 

y — (m + rt sj — \ )x -- p 4- q 1 

11e s'opposera aucunement à la solution des questions 
relatives aux tangentes et aux asymptotes, aux courbes 
représentées elles-mêmes en coordonnées imaginaires. 

Au contraire, il est clair qu'il fallait bien qu'une 
droite fut imaginairement représentée pour pouvoir en-
trer analyliquement en concurrence avec une courbe, 
représentée elle-même imaginairement. 

L'important était de constater que l'équation 

y — ( m -4- n y 7 — 1 x í jp 1 q \J — 1 

contient juste le nombre de constantes arbitraires suffi-
sant, sans superfétation, pour permettre d'établir tel 
concours que l'on voudrait entre une droite du faisceau 

y — ( m + — 1 ) x 4- p 4- q /— 1 

et une conjuguée désignée d'un lieu donné. 
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Il en sera toujours de même dans toutes les recher-

ches possibles. C'est ainsi, par exemple, que l'étude 
préalable des conjuguées du lieu 

_ a - * C K - (r H- r ^ T 

se trouvera tout naturellement désignée pour présider 
aux recherches relatives aux courbures des conjuguées 
d'un lieu quelconque. 

L'équation en coordonnées réelles de la conjuguée C 
du lieu 

y = (m n ^ — \ )x p q sj — i 

résulterait de l'élimination de a, ¡3, a' et fi! entre les 
équations 

(a'-f- 3' i) — (m + /i/-i)(a-T-[i yj— i) -f- p q s/— i , 

— a -l- 3 et y , = a ' + 3' : 
c'est 

/ 2 \ qn 
yx — m + n-\ )x{ -f- p h- q H ± ; 

\ m — n — LJ 1 m — n — G 

mais on ne s'en sert jamais sous cette (orme compli-
quée, par la raison que, dans les recherches théoriques 
sur une conjuguée désignée d'un lieu donné, on sup-
pose toujours qu'on ait d'abord rendu réelles les ab-
scisses des points de cette conjuguée, par un choix con-
venable d'axes, et que les droites imaginaires, utiles à 
considérer, doivent alors, nécessairement, avoir aussi 
leurs abscisses réelles. 

g' 

Or, si l'on suppose les fi nuls, C = est alors infini, 

et l'équation précédente se réduit à 
j! — ( m -h n ) xi -f- p -h q. 

Lorsque le coefficient angulaire rn-\-nsJ—i d'un 
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faisceau île droites imaginaires devient réel, c'est-à-dire 
lorsque l'équation du faisceau se réduit à 

y — mx p -T- q \J— i, 

toutes les conjuguées du faisceau se replient sur la 
même droite 

yi = mxi-i-p-^- q ; 

on le vérifie aisément. 

6. Des tangentes aux courbes imaginaires. — Si 
deux équations 

/ ( X , Y ) = o et / 1 ( X , Y ) = o 

ont une solution commune (.r, j ) , et que, d'ailleurs, 

ces deux équations fournissent pour en ce point, la 

même valeur m -f- n \/—i, les deux lieux admettront 
les mêmes éléments autour du point ( x ^ j ^ q u i re-
présenterait la solution commune; ils auront autour de 
ce point un disque élémentaire commun dont le con-
tour sera défini par les équations 

dy = r/a'H- d§ = ( m -f- n sj~7) ( è + ^ji 

ou 

et 

d'où 

dv! = m dz — n 

= n doi. -f- m ; 

da'-f- — (m n) r/a (m — n) 

e 'est-à-dire 

. m + m — n ) 
dfi __ da ^ 
dxi d'à 

1 th. 

Si l*on considère, en particulier, les deux courbes, 
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d é f i n i e s séparément par les deux équations proposées 
f { i r , y ) — o, f (.r, y ) = o et par une relation complé-
mentaire commune, d'ailleurs arbitraire, 

^ aura la même valeur de part et d'autre, et les deux 
doc 1 

courbes seront tangentes. 
Les deux équations 

/ ( X , Y ) = o 

et 

Y - y = 
dx 

remplissent les deux conditions imposées, quelle que 
soit la solution ( x ^ y ) de / (X, Y ) = o, et si, au lieu 
d'une condition quelconque ¡3, a', ¡3') = o, on in-
troduit la condition 

£ = c, 

G désignant la caractéristique du point (x, y), d'une 
part, la courbe tracée sur le lieu ./"(X, Y ) = o sera la 
conjuguée C de ce lieu; d'autre part, la courbe tracée 
sur le lieu 

sera la droite de caractéristique C du faisceau correspon-
dant, et la droite sera tangente à la courbe. 

Donc la tangente à la con juguée d'un lieu/(X, Y ) = o, 
au point (xf,yi) de cette conjuguée qui correspond à la 
solution ( x , y ) , est la conjuguée G du faisceau 

^ -tt}——(x — x)« 

Des tangentes menées par un point extérieur réel 
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à un lieu représenté par une équation algébrique, et 

application aux courbes du second degré. — Soient 
/*(X, Y ) = o l'équation du lieu proposé, et j o l e s 

coordonnées du point donné, les coordonnées x et y du 
point de contact inconnu seront fournies par les deux 
équations] 

f(x,r) = o 
et 

Vo/'y -+- S0 fz = O» 

z0 représentant i. 
Les solutions de ces deux équations seront en nombre 

m (m—i), si m est le degré de f(oc,y). Aux solutions 
réelles correspondront des tangentes réelles menées du 
point (jCoyJ'o) an lieu réel. 

Si les deux équations admettent les solutions imagi-
naires conjuguées 

x ^ a r t p / — i , 

^ = i» 

le faisceau de droites que représenterait l'équation 

contiendra les deux points ( . r , j ) et (x0,y0), parce que 
les deux égalités 

•T /Í-+- y.f'y-^f'z^ ° 
et 

seront satisfaites, comme étant les deux équations 
mêmes du problème. D'un autre côté, le point réel 
( X Q I J O ) sera le centre du faisceau 

+ o; 

par conséquent, toutes les droites du faisceau y passe-
ront. La droite du faisceau qui aurait pour caractéris-
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tique celle ^ de la solution obtenue joindra donc effec-

tivement le point ro) a u point mais les 

deux lieux 

/ ( x , Y ) = o et X/; + Y / ; + / : = O 

contiendront les mêmes éléments autour du point re-
présentatif de la solution ( X = ,r, Y = j - ) . Donc, en-

rif 
fin, la droite de caractéristique C = ^ du faisceau 

X Y j " r + f'z = o sera bien l'une des tangentes me-
nées du point (x 0 , j o ) à la conjuguée C du lieu 
/(X, Y ) — o. Comme 011 aura obtenu deux solutions 
conjuguées, on connaîtra deux tangentes menées du 
même point (x0 , à la même conjuguée du lieu pro-
posé. La caractéristique C de cette conjuguée dépendra 
de la situation du point (x 0 , JTo)-

Si les deux équations 

/ ( x , y ) = o e t x*fx -f- jro fy -Hf'z = ° 

avaient d'autres solutions imaginaires, il y correspon-
drait généralement des tangentes à d'autres conjuguées. 

f . 
Si, en particulier, — était réel en l'un des points 

J y 
imaginaires de contact et en son conjugué, ces deux 
points appartiendraient à l'enveloppe imaginaire des 
conjuguées du lieu/"(X, Y ) = o, et l'on se trouverait 
avoir mené du point (.r0, j 0 ) deux tangentes à cette 
enveloppe. 

Supposons qu'il s'agisse d'une ellipse réelle ABA'B 
5), et soit M le point donné (x0,tT"o)? 011 c iue ' a 

polaire de ce point est parallèle au diamètre conjugué de 
OM et qu'elle est réelle-, elle ne peut donc couper le 
lieu qu'en deux points de la conjuguée dont les cordes 
réelles lui sont parallèles, c'est-à-dire de la conjuguée 
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qui touche l'ellipse aux extrémités A et A' du dia-
mètre OM. Soit JNN' cette polaire; les points de contact 
cherchés seront N et IV, et les tangentes cherchées se-
ront MN et MIN'. 

Fig. 5. 4 

Supposons en particulier que le point donné soit 
l'un des foyers réels de l'ellipse et que cette courbe 
soit rapportée à ses axes : la polaire du point y = o, x = c 

a2 11 v ... x2 y2 

sera x = — > elle coupera 1 ellipse — -f- = i aux 

points 
« z 
—, y 

_ ^ b / a*b* __ ¿>2 . _ 

~ ~ a \ c2 ~ ~ c V ' 

les tangentes menées au lieu en ces deux points sont les 
conjuguées à abscisses réelles des deux faisceaux 

X - Y / — — ± r — 1 / — r — 1 = 0 
c c 

ou 
Y zh c / ^ T . 

Ces tangentes ont donc pour équations en coordonnées 
réelles 

Y = + X ± c, 

elles sont rectangulaires entre elles et elles passent géo-
métriquement par les foyers imaginaires de l'ellipse 

1 
x — o et y =ziz c; 
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d'ailleurs leurs équations en coordonnées imaginaires 
Sont satisfaites par x = o avec y ~ ± c \ j — i . C'est 
pour cela que le calcul donne les deux foyers imagi-
naires. 

Les quatre tangentes menées à l'ellipse des deux 
foyers réels F et F ' forment un carré dont les autres 
sommets sont les foyers imaginaires y et ©'. Les tan-
gentes menées des points <p et considérés comme ima-
ginaires coïncideraient avec les tangentes menées des 
points F et F ' réels. 

Le carré F'çFcp' est géométriquement et analytique-
inent inscrit à la conique. 

Si l'on rapportait l'ellipse à deux de ses diamètres 
conjugués a et V et que, en supposant a' > />', on prit 
sur le diamètre af le point situé à une distance du centre 
égale à c = \ja'--—¿'2, on arriverait à des conclusions 
analogues; seulement, au lieu d'un carré inscrit dans la 
conique, on trouverait un parallélogramme ayant ses dia-
gonales égales-, les quatre sommets seraient des simili-
foyers. 

Lorsqu'on ferait varier le système des diamètres con-
jugués, les quatre simili-foyers décriraient un lieu sur 
lequel ils se réuniraient à l'origine lorsque les diamètres 
conjugués viendraient se confondre avec ceux qui sont 
égaux ; à ce moment, les quatre tangentes deviendraient 
géométriquement indéterminées-, elles seraient bien 
représentées, par rapport aux axes, par exemple, par 
l'équation complètement déterminée 

mais toutes les conjuguées de ce lieu répondraient à la 
question, parce qu'elles contiendraient toutes le point 
donné (,r0, jKo)? transporté à l'origine. L'ensemble de 
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ces conjuguées serait constitué par l'ensemble des asym-
ptotes de toutes les hyperboles conjuguées de l'ellipse. 

Nous verrons bientôt qu'il en est de même pour tous 
les lieux algébriques : si, en cherchant les asymptotes 
d'une courbe j\x,y) = o, on en a trouvé une imagi-
naire 

y = ( m -4- X / — i) X -hp -h q s/— I , 

en réalité, on a trouvé un faisceau d'asymptotes à toutes 
les conjuguées du lieu proposé. 

Si le point ( I 0 , J 0 ) , par lequel on voulait mener des 
tangentes à un lieu / ( x , j ) — o, était imaginaire, les 
m ( m — i ) tangentes trouvées appartiendraient à des 
conjuguées non désignées d'avance et d'ailleurs ne pas-
seraient généralement plus par le point (.r0, y 0 ) réalisé. 
Ce cas ne présente aucun intérêt pratique. 

7. Quelques propt iétés de Venveloppe imaginaire. 

— Si l'on propose de mener à un lieu de degré m, 

= o, des tangentes parallèles à une direction 
réelle donnée, jr =•- kx, les points de contact appartien-
dront soit à la courbe réelle, soit à l'enveloppe imagi-
naire des conjuguées. Le nombre total de ces tangentes 
sera m(m—i), puisque les équations du problème se-
ront 

f(.r,y)=o et - L i = k . 
J y 

Il en résulte que, si l'une des enveloppes n'a que p tan-
gentes parallèles à une direction donnée, l'autre en a 
m (m — i)-— p. A ce point de vue, les deux enveloppes 

sont supplémentaires. 

Si y — mX 4- z> ( w ) est l'équation générale des tau-

gentes à la courbe réelle représentée par une équation, 

/ ( X , Y ) = o, Y = ("m 4- 77 X 4- ? (m 4- n yj~i ) 
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sera évidemment l'équation générale des tangentes à 
toutes les conjuguées. La solution double commune aux 
deux équations 

f(X, Y ) = o et Y = n \J—i) X -f- tp(//i-f- n yj— i) 

représentera le point de contact et si, dans cette solu-

tion double, on a = C, la conjuguée C du faisceau 

Y — ( m -L- n \J — i ) X -4- O ( m 4 - n / — i ) 

sera tangente au point en question à la conjuguée C du 
lieu f ( x , y) = o. 

Aux valeurs réelles de m, pour lesquelles f (/n) serait 
imaginaire, correspondront des tangentes à l'enveloppe 
imaginaire des conjuguées du lieu/*(X, Y ) = o. 

Si <f(m) peut devenir imaginaire, deux de ses valeurs 
deviendront momentanément égales et le point de con-
tact des deux tangentes confondues sera alors un point 
d'inflexion du lieu réel. 

Ces deux valeurs de y (m) pourront, avant d'être de-
venues égales, etre représentées par 

y (m ) étant alors positif; aussitôt après, elles devien-
dront 

£( m) \J— i . 

— y (m) étant alors positif. 
Les deux tangentes au lieu réel seront représentées 

par 

quant aux deux tangentes à l'enveloppe imaginaire, 
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elles le seront par 

Y = + — yy m ) / — i . 

Mais cette dernière opération ne représente que la seule 
droite 

Y — m X © ( m ) zi: y/ — y ( m ) . 

Il résulte de là que les deux enveloppes d'un même 
lieu sont respectivement les enveloppes de droites repré-
sentées, pour l'une, par une équation telle que 

Y = mX -h >Jy^m) 

et, pour l'autre, par l'équation correspondante 

Y = « t X -4- s/— 

Il eu résulte que les deux enveloppes d'un même 

lieu sont toujours réciproques Vune de l'autre, lors-
qu'elles coexistent. 

Au moment où '/(m) s'annule, le point de contact 
appartient à la fois aux deux enveloppes et est point 
d'inflexion pour l'une et pour l'autre, puisque les deux 
tangentes, à ce moment confondues, à l'une ou à l'autre 
deviennent instantanément imaginaires pour l'une ou 
l'autre suivant qu'on fait varier m dans un sens ou dans 
l'autre, à partir de sa valeur singulière. Il en résulte 
que les deux enveloppes ont toujours les mêmes points 

d inflexion, qu elles se touchent en ces points et. qii elles 

s'y tournent leurs convexités. 

Une asymptote réelle 

y — m x H- ( ni ) 

d'un lieu réel est toujours la réunion de deux tangentes à 
deux branches distinctes du lieu. Lorsque cette asymptote 
ne coupe le lieu qu'en deux points situés à l'infini, sa 
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direction est généralement une direction limite pour 
les tangentes au lieu. Si l'on essayait de faire varier 
dans un sens convenable la direction de la tangente, à 
partir de celle de l'asymptote, les deux tangentes, un 
instant confondues, deviendraient imaginaires et, leur 
coefficient angulaire étant resté réel, les points de con-
tact appartiendraient à l'enveloppe imaginaire. 

Il en résulte que les deux enveloppes ont générale-

ment les mêmes asymptotes. (A suivre.) 

SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES; 

P A R M . M A U R I C E D ' O C A G N E . 

1. J'ai démontré dans ma Théorie élémentaire des 

séries récurrentes (Nouvelles Annales, 1884, p. 65) 
que le ternie général \)fl d'une série récurrente, définie 
par les valeurs des p premiers termes U0, XJ,, . . ., U ^ 
et par l'échelle de récurrence 

U„ = ai U//—1 -h a2 -f-.. . -h af) 

pouvait s'exprimer en fonction linéaire de p termes 
consécutifs de la série fondamentale correspondante, dé-
finie par la même échelle de récurrence 

Un — a 1 un~ 1 -l- «2 a,t-2 -H.. . ~f- af) un—{,, 

avec les valeurs initiales 

Uo = O, UX = 0, . . . , i/VJ_2 = O, Up-1 = I ( 1 ). 

En raison de l'importance de ce résultat, que j'ai eu 

0 ) Loc. cit., p. Ho. 
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occasion d'appliquer assez souventdepuis sa publication, 
je crois devoir y revenir ici à la fois pour rétablir d'une 
manière plus simple et le compléter, car mon premier 
Mémoire ne contenait pas la forme des coefficients de 
l'expression obtenue ( 4 ) . 

Écrivons donc les n— p -h i égalités consécutives 

Dp — a1U/>_i-4- a^Up-2-T-. . .-f- apU0, 

Up+i= ciiUp + 

U„_1= ai\jn-2-ir- . .4-apU^-!, 

I1 n = Cl 1 U n-1 -i- «2 ^ n-2 ~r . . . -h « p U n -p • 

Multiplions la première par la deuxième par 
un_2, . . ., l'avant-dernière par up, la dernière par 
et faisons la somme en tenant compte des égalités qui 
définissent la série (u) . Il vient alors 

U„ = U/,-1 M«-t- U/>_2( ««-f-i — <*>\ w«)-f-. • • 
-h Ui (Un^p-2 — al U„+P-3 —. . .— M« ) 
-- Uo(tt«+/j-l— u/i+p- 2—a lit n+p - 2 — • • •— W« ) 

O U 

/ U/|= Un-hp-l -H ( fJl— . . . 
CI) C I I U P - Z — . . FLP_2U0)TT«+I 

( -^(U;;-! —aiU^-2 —. . . - f l ^ j U o ) » « . 

Telle est la formule que nous avions en vue. 
Pour en faire saisir toute l'importance, nous allons 

l'appliquera un exemple qui se trouve dans notre pre-
mier Mémoire (n° 12), mais sans que le calcul soit 
achevé, et l'on va voir que la forme du résultat est inté-
ressante. 

( ' ) A la vérité, il était facile d'achever le calcul que j'indiquais 
alors. Le résultat que je donne ici était donc implicitement contenu 
dans le Mémoire en question. Je n'en crois pas moins devoir le 
donner explicitement, surtout à cause de l'application qui suit. 
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Le problème dont il s'agit est le suivant : 

Trouver (lorsqu'elle existe) la somme S de la série 

U 0 - f - U i - I - U 2 4 - . . . -+-U/i- i - . . . 4 - a d inf., 

en jonction de U0 , U , , . . . , , a\ , aO, • • • I dp qui 

sont les données de la question. 

Voyons d'abord comment la formule de La grange 
s'appliquerait à ce problème. Lagrange a démontré que 

(2) U/,= tt! p?-i- «2 pï 

p,, pp étant les racines supposées inégales de 
l'équation (dite génératrice) 

O(.r)= XP — « i XP-1 — a 2 xP~- —... — ap = o 

et aH, a2, . . . , OLp des coefficients qui se déterminent en 
faisant successivement dans (2)72 = 0, 1, 2, p — 1, 

ce qui donne les p équations linéaires 

( 3 ) U/ = a! p\ -h a2 p'2 -f-.. . -h <xp plp 

La formule (2 ) donne 

v=ri 

y U v = a i 1 -f- a2 
¿ d P 1 — 1 P 2 - 1 
V̂ O 

Si donc, toutes les racines p4, p2, . . . , pp ont un mo-
dule inférieur à l'unité, on a, à la limite, lorsque 11 
croit indéfiniment, 

I — Pi I — p2 I — pp 

a4, a2, ..., 0Lp ayant les valeurs qui résultent du système 
d'équations (3 ) . On tombe ainsi sur une fonction symé-
trique des racines de l'équation génératrice d'une forme 

( / = o, 1, 

PP' 
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tellement compliquée qu'il est à peu près inutile de 
chercher à en calculer la valeur au moyen des coeffi-
cients de cette équation. 

3. Nous allons faire voir maintenant comment notre 
formule ( i ) donne directement cette expression. 

Rappelons d'abord le résultat suivant démontré dans 
notre Mémoire de 1884 (n° 10). 

En représentant par (p, p8.. »PpYn) ce que devient le 
développement de (pt -f- p2-(-. . .-+• pP)n lorsqu'on y 
remplace tous les coefficients par l'unité, nous avons fait 
voir que 

Partant de là et nous appuyant sur les formules ( 3 ) 
et ( 4 ) de notre Mémoire, qui donnent 

(pi Pi--- p/>){o)-Kpi p-2 •.. p/>yi) h-. . . -h pi p2... p/,V"-/^i) 

=(p1p2...ppiy»-p+t), 

et, en posant ¿(a:) = (.r — i)cp(x), 

( Pi p* — P/>i)("-/M-1) 

a//-h1 nn+1 nn+1 
— P2 Pp 

<K(?l) f ( p 2 ) " " ' <|/(pp) 

nous avons obtenu la formule 

Irn h=p 

i—p-1 h—1 

d'où, à la limite, en supposant les modules de p4, 
p2, . . . , pn inférieurs à 1, 
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Ceci rappelé, remarquons que la formule ( 3 ) donne 

i=n i=n+ p—l i—n+p—2 

2 ^ = 1 1 . 2 — a l U o ) 2 M/ + . . . 
¿=0 i=p—i i=p — l 

i—ii 

- H ( U — A T U P - 2 — . . . — U 0 ) 2 U( 

et, par suite, à la limite, 
1 

/ S — U 0 ( i — a x — a 2 — . . . — ) 

(5) j -4- Ui (1 — a,—- a2 — . . .— a p _ 2 ) -4-. . . 

( - ^ U p - s O - a O + U p - , ] . 

Il suffit alors de porter dans ( 5 ) la valeur ( 4 ) de s 

pour avoir le résultat cherché. Pour l'écrire plus sim-
plement, nous poserons 

bp + ), 

bp-\ = 1 —(«î-f- «2-4-. . .4- <3/>-l ), 

62 = 1 — ( a j + a j ) , 
— 1 — a, . 

Nous aurons alors la remarquable formule 

(6) s — ^i0-1 U0"^^"2^1"4"- • Up-i 

ou, en posant encore è0 — 1, 

Ann, de Mathemat., 3( série, t. IX. (Février 1890. ) 




