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NOUVELLES ANNALES 
DE 

M A T H É M A T I Q U E S . 

NOTE SUR L ' I M P O S S I B I L I T É DE LA Q U A D R A T U R E DU C E R C L E 5 

PAR M. EUGÉNÉ R O U G H É ( I ) . 

Il n'est guère de problème qui ait donné lieu à plus 
de tentatives que celui de la quadrature du cercle : on 
entend par là, comme on sait, la construction avec la 
règle et le compas, c'est-à-dire à l'aide d'un nombre 
limité de droites et de cercles, du carré équivalent à un 
cercle donné quelconque. L'insuccès de tant d'eiibrts avait 
lait regarder ce problème comme impossible, bien qu'il 
n'existât, à vrai dire, aucune démonstration rigoureuse 
de cette impossibilité^ on avait seulement prouvé jus-
qu'ici que le rapport de la circonférence au diamètre est 
incommensurable (LAMBERT, 1 7 6 1 ) , et qu'il en est de 
môme de son carré (LEGENDRE, Note IK de sa Géomé--
trie; HERMITE, Journal de Crelle, 1 8 7 3 ) . 

Dans tout problème susceptible d'être résolu avec la 
règle et le compas, chaque point de la ligure s'obtient 
par l'intersection de deux droites ou d'une droite et d'un 
cercle, ou de deux cercles*, si l'on imagine qu'on tra-
duise algébriquement les constructions au fur et à me-
sure, à l'aide des formules de la Géométrie analytique, on 
aperçoit qu'on n'aura jamais à résoudre que des équations 

( ' ) Tirée de la cinquième édition du Traité de Géométrie de 
MM. Eug. Rouché et Ch. de Coinberousse, qui vient de paraître à la 
librairie Gauthier-Villars. 
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linéaires ou quadratiques, en sorte que Téquation finale 
pourra, par un nombre suffisant d'élévations au carré 
successives, être ramenée à une équation de degré pair 
à coefficients rationnels. On aura donc démontré Tim-
possibilité de la quadrature du cercle, si l'on prouve que 
le nombre t. ne saurait être racine d'une équation de 
degré quelconque à coefficients rationnels, 

M. Lindemann a annoncé (Comptes rendus^ t. XCV, 
et Mathematische Annalen^ t. XX-, 1882) qu'il était 
parvenu à déduire cette proposition de certaines formules 
de M. Hermite [Mémoire sur la fonction exponen-
tielle, 1874)? sa méthode n'est qu'une généralisation, 
mais fort habile, de celle qu'avait employée l'illustre 
géomètre pour démontrer que le nombre e, base des lo-
garithmes népériens, jouit de la propriété similaire. 

Nous allons exposer, en simplifiant quelques détails, 
les fornudes de M. Hermite et les recherches de M. Lin-
demann ; ce dernier travail, si remarquable, appelle d'au-
tant plus l'attention qu'il ne semble pas devoir être le 
dernier mot sur ce sujet, au moins sous le rapport de la 
simplicité. 

Formules de M. Hermite. 

Remarquons d'abord que, si Ton désigne par/w un 
nombre entier et positif quelconque, par 
les racines d'une équation entière de la forme 

(a) J{z) = = o, 

on peut toujours déterminer un polynôme entier et de 
degré w en 

tel qu'on ait identiquement 

^ -i dz 
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i désignant Tun quelconque des nombres o, 1 , 2 , •••j'^î 
à condition de remplacer Zq par zéro. 

Car, en égalant les coefficients des mêmes puissances 
de z dans les deux membres, on trouve, puisque le pre-
mier terme est z^ de part et d'autre, n relations qui per-
mettent de déterminer les n coefficients 

ces relations, qu'on déduit de 

• azt' ajç 

- H- . .H- + S;t-i], 

en faisant successivement k égal à i , 2, . . . , n et ou ooî 
Si , . . . désignent les sommes des puissances semblables 
des racines de f { z ) = 0, montrent que est un po-
lynôme de la forme 

, , bfi étant des fonctions entières symétriques et à 
coefficients entiers des racines d e y ( z ) = o. 

L'expression (1) fait voir en outre que, si l'on pose 

I . . . 1 

Zq ... Z 

a x ei(^o) 

^nizo) 

61 
-So) 

^{Zo.Zn) 

^{ZnyZo) 

^(^ny -Si) 

^{ZnyZn) 
et comme, en vertu de l'expression de le second 

déterminant se réduit par des transformations bien 
connues à 0, on voit que le dernier déterminant est égal 
à 82. 
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Enfin, si l'on désigne par cp(z, z/) ce que devient 
Zi) lorsqu'on y remplace m par zéro, on a 

et 

( 3 ) 
... ^{ZnyZi) 

oi^Oi^n) 

2. Cela posé, considérons l'intégrale 

1.2 . . . (//l—l)X 
dz, 

le chemin d'intégration pouvant être choisi à volonté, à 
condition toutefois de ne pas passer par l'infini-, nous 
désignerons cette intégrale par le symbole mj,.. 

En multipliant les deux membres de la relation (2) 
par on a 

f>-z -/«-Hl /̂n-f 1 - ) 

Z —Zi 

d'où, en multipliant par dz et intégrant entre les limites 
o et Z),̂  

(m -4-1);-. = <i>(^0, -+-...-h ^{Zn, Zi)mk' 

La recherche, des intégrales se trouve ainsi 
ramenée à celle des intégrales Par le même procédé, 
on ramènera à leur tour celles-ci aux intégrales (m — i)̂ . 
et, en continuant de la sorte, on arrivera à la formule 



avec la relation 

(4) 
US 

U? 

( 9 ) 

u;: 

Mais, en multipliant par e ^ les deux membres de la 
relation (2'), on a 

d'où, en multipliant par dz et intégrant entre o et 

(i)^ = 9(̂ 0, Zi) — e- ^{zi,, Zi). 

11 suffît dès lors de poser 

( 5 ) 4 = uicpc^;,, ^ 0 ) . 

pour obtenir la formule 

(6) ml = wi - e-̂ A 

due à M. Hermite et dont dépend toute la suite de cette 
étude. 

Les quantités u)̂  sont des fonctions entières et à coef-
ficients entiers des racines à e f [ z ) = leur expres-
sion (5) montre en outre que leur déterminant 

A == 

est égal au produit des déterminants (3) et (4)i d'où 
résulte l'égalité 

A 02/«. 

3. Enfin, pour terminer ce travail préparatoire, nous 
allons montrer que l'intégralem^ tend "vers zéro lorsque 
m croît indéfiniment. 
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Si Ton désigne, en effet, par V la longueur du chemin 
d'intégration adopté pour le calcul de et par ¡JL' et V' 
les modules maxima de z f { z ) et de — l e 
long de ce chemin, on a évidemment 

mod m/, < i 

Par suite, si \ [jl, v sont les plus grandes valeurs de V, 
v' pour toutes les valeurs de k et de i, toutes'les inté-
grales auront un module inférieur à 

(XvX, 
I . 2 . . . ( M — L) 

or |j., V sont des nombres finis et indépendants de m, 
et l'on sait d'ailleurs que la fraction mise entre paren-
thèses peut, pour une valeur assez grande de l'entier m, 
devenir inférieure à toute quantité donnée. 

Tliéorhmes de M. Lindemann. 

4. Supposons : que n soit de la forme pq ^ p el q 
étant deux entiers positifs quelconques -, que Zi, ...^Zp 
soient les racines d'une équation irréductible de la 
forme 

(ß) ^i^z)^ zP -k-h^zP-"^-^. 

èo, . . . , étant des nombres entiers réels ou ima-
ginaires^ S''que l'on ait pour toutes les valeurs i , 2, 
de l'indice v 

On aura, par la formule (6), 

^-v m[ = u[ — u[ , 

m' e-P+v Mf — u 
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d'où, en multipliant respectivement par des nombres 
Ni, N2, . . . , supposés entiers réels ou imaginaires, 
mais différents de zéro, puis ajoutant et ayant égard aux 
relations (7), 

N I 2 E-V ml H - NA S E-P+V - 4 - . . . -F- N ^ 2 E-{I-I)P+V 

= [ Ni 2 e-v -f- N2 S . . . N̂  2 ei'̂ v] 

- Ni 2 u i_ N2 2 - . . . - N̂  2 

toutes les sommes S étant prises de v = i à v = p. 
L'existence d'une relation telle que 

(1) No -+- Ni2e2v-|- N2 2 e 2 - v - + - . . = o 

entraînerait donc les /z -1- 1 relations que l'on déduit de 

i Ni 2 e-v ml -h N2 2 -h...-f- N̂  2 ^̂ («z-dp+v 

en y faisant 1 = o, i , 2, ,, ., n. L'impossibilité de la 
relation (I) sera donc démontrée ,̂ si l'on prouve l'impos-
sibilité du système des (/z -+-1) équations (8). 

A cet eiïet, nous ferons d'abord les remarques sui-
vantes, qui résultent de la composition des et de la 
forme entière des coefficients de l'équation qui a les Zk 
pour racines. 

Le second membre de la première des équations (8) 
(relative à i = o) est un nombre entier; car ce second 
membre, qui est une fonction entière et à coefficients 
entiers des est en outre une fonction symétrique de 
ces racines; vu que, si l'on échange les indices x y 
qu'on suppose choisis parmi 1 , 2 , . . . , y:?, s'échange 
avec u]., Zoc^xp avec Zy^xp^ et avec 

2̂  Les seconds membres des autres équations ( 8 ) ne 
font que s'échanger entre eux par l'effet de l'échange mu-
tuel des Zk \ car, si l'on échange ẑ r et s'échange 
avec wĵ xr tant que l diffère de x et de j , et en outre 
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s'échange avec û -̂̂ p et avec Ces seconds 

membres sont d'ailleurs des fonctions entières et à coef-

' ilcients entiers des z/; si donc on considère Téquation 

Al O)«-i-. . .-4- A« = o, 

qui aurait les seconds membres des équations (8) pour 

r a c i n e s , les coefficients Ai, . . . , A;, étant des fonctions 

<întières et symétriques de ces seconds membres seront 

des nombres entiers. 

Mais les premiers membres des équations (8) tendent 

vers zéro quand m croit indéfiniment; donc il en est de 

même alors de A^, A2, . . A „ , et, comme ce sont des 

nombres entiers, il faut qu'à partir de cerlaines valeurs 

de m et pour toutes les valeurs plus grandes de m on 

ait rigoureusement Â  = o, Ao — o, . . . , A,̂  = o. Donc 

pour ces uumies valeurs de m les seconds membres des 

équations (8) devraient s'évanouir, et, par suite, tous les 

déterminants d'ordre (î/H-i) déduits du tableau des 

coefficients des iNo, N i , . . . , JN̂  dans les seconds mem-

bres des équations (18) devraient être nuls; il en serait 

donc de même du déterminant A et par conséquent aussi 

de 0, puisque A = 

Mais le déterminant 0 est, comme on sait, égal au 

produit de toutes les difïerences =t ( a — lors-

qu'on donne à i et h toutes les valeurs 1 , 2 , . . . , et à 

a et ¡i toutes les valeurs o, i , 2, . . . , (à condition ce-

pendant de ne pas faire à la fois a et ^ nuls )•, 5 ne pour-

rait donc être nul que s'il y avait entre deux racines Zi 

et Zh une relation de la forme a z i — ^ Z h = o\ mais 

alors Téquation = o et l'équation 

auraient une racine commune, tandis que à [ z ) a été 
supposé irréductible. 
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On a donc le théorème suivant : 

. .., Zp sont les racines d'une équation ir-
réductible de la forme (¡3) à coefficients entiers 

. . b n réels ou imaginaires y il ne peut exister, entre 
les fonctions symétriques, 

' Eê v =z e^i e-"' H-...-4-e-V, 

I 

oh q désigne un nombre entier et positif quelconques^ 
aucune relation telle que (ï), c est-ci-dire aucune rela-
tion linéaire dont les coefficients NQ, N^ , ... , N^ soient 
entiers réels ou imaginaires et ^différents de zéro. 

En particulier, on ne saurait avoir 

No -+- Ni (e''-« -H -r . . . e ' - " ) = o, 

r étant un entier positif quelconque ; et par conséquent, 
sous les conditions admises, aucune des fonctions symé-
triques 

ne saurait être égale à un nombre rationnel. 

5. Les propositions précédentes peuvent s'étendre 
aux fonctions symétriques 

(lo) S 

En eiiet, supposons d'abord que les nombres qui 
figurent comme exposants de e soient tous différents les 
uns des autres et différents de zéro. L'existence d'une 
relation linéaire à coefficients entiers No, Ni, N2, . . . 
entre les quantités (10) conduirait alors à un système 
d'équations entièrement analogue au système (8 ) et dont 
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on mettrait l'impossibilité en évidence par un raison-
nement pareil à celui du n'' 3. 

Si l'hypothèse ci-dessus n'est pas remplie, admettons 
d'abord que dans l'une des fonctions (lo), que nous dé-
signons par plusieurs des exposants Z soient égaux 
entre eux, et considérons une relation de la forme 

( I I ) 

Toutes les quantités Z peuvent alors être réparties en 

plusieurs groupes 

Zi, Zj, Z\, ...; Z2, Zg, Zg, 

tels que les quantités qui forment un même groupe soient 
racines d'une équation . irréductible à coefficients ra-
tionnels et ne fassent que s'échanger entre elles quand 
on échange les racines z^. Or le succès du raisonnement 
appliqué dans le n"" 3 à la relation (I) était dû précisé-
ment à ce qu'il n'intervenait dans chaque somme sépa-
rée que des exposants de e s'échangeant entre eux par 
suite de l'échange des z^. Nous pouvons donc ici conclure 
immédiatement à l'impossibilité d'une équation de la 
forme 

o =: No-h NiS^z. -h N ^ S e Z i - h . , . 

et, par suite, de la relation (II) qui en est un cas particu-
lier. Si, de plus, une des quantités Z était nulle, cela 
équivaudrait à un changement dans la valeur de No ; 
mais alors le raisonnement serait en défaut, à moins que 
tous les exposants du second membre de (II) ne s'éva-
nouissent en même temps. Si l'équation qui alesz>tpour 
racines est irréductible, le cas d'exception que nous si-
gnalons ne peut se présenter que pour l'exposant de la 
fonction 

lorsque le coefficient de zP'^ dans l'équation = o 
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est nul. Considérons maintenant, au lieu de (U), une 
équation linéaire dans laquelle figurent plusieurs des 
fonctions ( i o ) ; on pourra encore grouper les exposants 
de telle sorte que chacun des nombres N multiplie une 
somme telle que les exposants de e qui appartiennent 
aux termes de cette somme soient les racines d'une 
équation irréductible, et l'on répétera ce qui a été dit 
ci-dessus à propos de l'équation (II). 

Donc : Aucune des fonctions symétriques (lo) ne 
peut être égale à un nombre rationnel] et plus généra-
lement, entre les fonctions (lo), il ne peut exister au-
cune relation linéaire à coefficients rationnels ] à moins 
que Véquation = o ne soit prii^ée de second terme, 
auquel cas une fonction symétrique des quantités (i i) 
peut être égale à un nombre rationnel. 

6. La première série des quantités (lo) n'est autre que 
la suite des coefficients M ,̂ Mg, . . . , Mp de l'équation 

( 12) \P — Ml Vp-I -h Mo — ...ztMp^-o, 

qui a pour racines e^s . . . , ê p. 
D'après ce qui vient d'être dit, ces coefficients ne 

peuvent être rationnels, sauf M^ pour ¿>4 = o, et il ne sau-
rait exister entre eux aucune relation linéaire à coeffi-
cients rationnels. Mais si l'une des racines de (12), c'est-
à-dire l'une des quantités ê «, ..., ê p était rationnelle, 
sa substitution à la place de V dans (12) établirait pré-
cisément une relation à coefficients rationnels entre 
Mi, Mo, . . . , M^. Donc : Si z est une équation irréduc-
tible de la forme ( e^ ne peut être un nombre ra-
tionnel. 

Or on a e""^"'——i; donc tzsJ—i ne saurait être 
racine d'une équation irréductible de la forme (P). 
D'ailleurs, on peut ramener toute équation à coefficients 
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rationnels à la forme ( ¡ï), en prenant pour inconnue pz, 
au lieu de p étant un nombre entier convenablement 

clioisi. Donc enfin : 

Le nombre TÎ ne saurait être racine d'une équation 
algébrique à coefficients rationnels ( réels ou imagi^ 
naires ), 

m L E S ANTICAIÎSTIQIIES P A R REFLEXION DE LA P A R A B O L E , 
L E S R A Y O N S I N C I D E N T S É T A N T P A R A L L È L E S ; 

PAR M . L A G U E R R E . 

J. J'appelle bissectrice de deux semi-droites données 
la droite parfaitement déterminée qui est le lieu des cy-
cles tangents à ces demi-droites la droite menée par 
leur point de rencontre et perpendiculairement à la bis-
sectrice sera désignée sous le nom de bissectrice im-
propre» 

Deux demi-droites sont symétriques par rapport à 
leur bissectrice impropre; je dirai qu'elles sont anti-sj--
métriques par rapport à leur bissectrice. 

Ces définitions étant posées, je m'appuierai sur les 
lemmes suivants : 

L E M M E I . — Quatre semi-droites étant données, si 
Von considère trois à trois ces semi-droites, on obtient 
quatre triangles; les centres des cycles inscrits dans ces 
triangles sont sur un même cercle. 

Considérons en effet [fig- i ) les quatre semi-droites 
AB, BE, EA et CF. Les bissectrices des côtés du triangle 
ABC le coupent au point 3, celle du triangle BCD au 
point a, celles du triangle EDF au point ^ et celles du 
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triangle CFA au point y. Pour établir que ces quatre 

Fig. I . 

points sont sur une même circonférence, il suffît d'éta-
])1 irque l'angle aSjâ est égal à Tangle ayjâ. 

On a évidemment 

Í ^ = 4- J BEA + y ÊBA - i BAH ; 

d'autre part, on a 

F ^ + C T Y zin 1 Fc)i + i ^ F A = y ^ n , 

La proposition est donc démontrée. 

2. Sur la circonférence ayjSo, considérons le point M 
diamétralement opposé au point o, on voit que les 
droites Ma, M ¡3 e t M v sont respectivement perpendicu-
laires aux droites T3a, E¡3 et A y . Or a est le centre du 
cycle qui touche les semi-droites AB, BE et CF, 
centre du cycle qui touche les semi-droites BE, AE et 
CF, et y le centre du cycle qui touche les semi-droites 
AE, AB et CF. On peut donc énoncer la proposition 
suivante. 

LEMME I L — Etant données quatre semi-droites D, 
D', D'' et A, soient a, a', a'' les centres descjdes inscrits 
respectivement dans les triangles déterminés par les 

/4nv. de Mathémnt., 3' série, t. Il (Janvier i883). 
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semi-droites D", A), (D'', D, A)ei (D, D', A)-, de-
signons par ¡3 le point de rencontre de ly et D", par ¡^^ 
le point de rencontre de W et de D et enfin par le 
point de rencontre de D et D'. 

Cela posé, les droites menées par les points a, a', aJ' 
et perpendiculaires respectivement aux droites a^, ol ¡3' 
Ci!' ^j" concourent en un même point. 

Considérons maintenant deux semi-droites fixes A 
et A et une semi-droite mobile B assujettie à la condi-
tion suivante, à savoir que p désignant le point de ren-
contre de A et de A, q le centre du cycle inscrit dans 
Je triangle formé par les semi-droites A, B et A, la droite 
menée par q perpendiculairement à pq passe par un 
point fixe F. 

La se mi-droite B enveloppera dans son mouvement 
une courbe parfaitement déterminée^ elle est de l'espèce 
de celles que j'ai appelées liypercycles et de la troisième 
classe^ c'cst donc un hjpercjcle cubique. Dans tout le 
cours de cette Note, quand il n'y aura aucune confusion 
à craindre, je la désignerai simplement sous le nom 
dihypercycle; comme je le montrerai plus tard, le point 
fixe F est le foyer de cette courbe ( ̂  ). 

4. Un hypercycle étant ainsi défini par les deux semi-
droites A et A, considérons une autre tangente quelcon-
qu/î à la courbe C ; en désignant par r le point de ren-
contre de A et de C, par s le centre du cycle tang(̂ nt aux 
semi-droites A, et A, il suit de la définition de la 
courbe que la droite menée par 5 perpendiculairement à 
rs passe par le foyer de la courbe. Soient maintenant 

C) Voir à ce sujet ma Note Sur les hyper cycles ( Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences, séances des lo mars ,3, 
10 et 24 avril iSSi). 
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ale point de rencontre des tangentes C et B, p le centre 
du cycle tangent à B, C et A, il résulte du lemme II 
que la droite menée par ¡3 perpendiculairement à ^a 
passe également par le foyer F . 

Nous pouvons donc énoncer cette propriété fondamen-
tale. 

T H É O R È M E I. — Etant données deux tangentes quel-
conques de l'hjpercjcle, considérons le centre du cycle 
qui touche ces deux tangentes et la semi-droite A 5 Les 
droites, qui joignent ce centre au foyer de la courbe et 
au point de rencontre des tangentes, sont perpendicu-
laires entre elles. 

5. Considérons une tangente A( fig, 2 ) à un hypercycle 
Hetale point oùelle touche la courbe; la tangente infini-
ment voisine A' passe par le point A et la bissectrice de 

Fig. 2. 

deux semi-droites A et A' est la normale menée au point 
a ; soit OL le point où cette normale rencontre la bissec-
trice des semi-droites A et A; d'après le théorème pré-
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cèdent, la droite F a est perpendiculaire à la normale et̂  

par suite, parallèle à A. D'où la proposition suivante : 

Etant donnée une tangente A à Vhypercyde H, que 
par le foyer F de la courbe on mené une parallèle à A, 
ét que l'on prenne son point de rencontre a avec la bis-
sectrice des semi-droites A ei A ; quedupoint OL on abaisse 
ensuite une perpendiculaire de la tangente A, le pied a 
de cette perpendiculaire est le point de contact de A. a^ec 
la courbe, 

6. La semi-droite A est tangente à la courbe. Suppo-
sons en eilet {fg- 2) riiypercycle défini par la semi-
droite A et une tangente quelconque A. Soit ojoV la bissec-
trice des demi-droites A et A; abai, sons du point F une 
perpendiculaircî Fp sur toco', puis, du point une per-
pendiculaire po sur A. Si nous imaginons une semi-
droite A' infiniment voisine de A et passant par le point 
i/, la bissectrice de A et de A est la droite wco', le centre 
du cycle tangent à A, A et A' est évidemment le point ¡) 
et, comme p F est perpendiculaire à pco, il résulte du 
théorème I que A' (et par suite A) est tangente à l'hyper-
cycle ; son point de contact est le point A. 

Je dirai que A est la tangente principale de la courbe. 
Dans la démonstration précédente, A est une tangente 

quelconque de riiypercycle ; lorsque cette tangente varie, 
on voit que la bissectrice toa>' enveloppe une parabole II 
ayant F pour foyer, et pù pour tangente au sommet: 
cela résulte immédiatement de ce que l'angle Fp(ù est 
un angle droit. 

11 est aisé de voir que la droite wto' touche la parabole II 
au pointa-, de ce point, comme centre, décrivons un 
cycle touchant à la fois A et A ; son enveloppe, lorsque A 
se déplace tangentiellement à l'hypercycle, et que le 
point a décrira la parabole II, se compose de la semi-
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(il cite A et de l'hj^pereycle H : ou peut doue dire cjue le 
lieu des centres des cjcleSy qui touchent Vhjpercjcle et 
la tangente fondamentale A, est la parabole H. 

En d'autres ternies : 

IJ hyper cycle H estwie anticaustique ( ^ ) par réflexion 
de la parabole II, les rayons incidents étant perpendi-
culaires à l'axe de, cette parabole. 

Remarque, — On voit que la parabole U est le lieu 
des points a; il en résulte que la parabole II est le lieu 
des projections du fojer F sur les normales h Vhyper-
cycle, 

7, Tangentes que Von peut mener ci la courbe par 
un point situé su?- une tangente donnée. 

Soient un liypercycle H défini par son foyer F , sa tan-
gente principale A et une tangente quelconque A ; soit, 
de plus, coco' la bissectrice des semi-droites A et A. Étant 
pris sur A un point quelconque M, si nous imaginons 
une tangente quelconque menée de ce point à la courbe, 
il suit du théorème I que, du centre du cycle inscrit 
dans cette tangente, A et A, on doit voir sous un angle 
droit le segment MF. Soit MF comme diamètre décri-
vant un cercle, et soient a, ^ les points où ce cercle 
coupe la bissectrice il est clair, d'après ce qui pré-
cède, que les tangentes que, du point M, on peut 
mener à la courbe (et qui sont distinctes de A), sont les 
antisjmétriques de A relativement aux droites Ma et 
M¡í. 

Remarque 1. — 11 résulte de la construction précé-
dente que par chaque point du plan passent trois tan-

( ' ) Dans la suite de cette Note, chaque fois queje parlerai d'une 
anticaustique, sans rien mentionner de plus, je supposerai expres-
sément que les rayons incidents sont parallèles. 
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geiites à la courbe : l'hypercycle est donc une courbe de la 
troisième classe. 

Remarque IL — Par le foyer F, menons une droite 
qui soit parallèle à la bissectrice WÎO' et qui rencontre A 
au point p\ soit <7 le point symétrique p relativement 
au point CO, intersection de A et de A. Si, sur <7F comme 
diamètre, nous décrivons un cercle rencontrant la bis-
sectrice 0)0)' aux points a et p, le centre de ce cercle est 
évidemment sur cette bissectrice; l'angle est par 

conséquent droit, et les deux tangentes, que du point q 
on peut mener à l'hypercycle (indépendamment de la 
tangente A), sont des semi-droites opposées : cela résulte 
immédiatement de la construction donnée ci-dessus. 

Ces deux tangentes sont distinctes, ainsi que leurs 
points de contact; la droite qui coriespond à ces deux 
semi-droites opposées est donc une tangente double de 
la courbe; mais elle doit être considérée comme une 
tangente double apparente {*). 

L'hypercycle, étant de la troisième classe et ayant une 
tangente double, est du quatrième degré. 

Remarque ///. — Supposons que le cercle décrit sur 
MF comme diamètre soit tangent à la bissectrice cow'; 
les points a et ¡3 étant confondus, il en est de même des 

( ' ) Au point de vue où nous sommes placés ici, une semi-droite 
est tangente double d'une courbe, si, en deux de ses points, elle a 
même direction que cette courbe; c'est alors une tangente double 
effective. Mais, si une droite est telle, qu'en la prenant d'abord dans 
un sens déterminé elle touche la courbe et qu'elle la touche encore 
en la prenant dans le sens inverse, on a une tangente double ap-
parente. 

Lorsqu'on eiïectue une transformation par directions réciproques, 
une tangente double effective a pour transformée une tangente 
double effective, tandis qu'une tangente double apparente (qui ré-
sulte de la superposition de deux tangentes opposées) a pour trans-
formées deux tangentes ordinaires distinctes. 
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droites Ma et M¡3; par suite, les tangentes menées du 
point M à la courbe (et distinctes de A) sont confondues. 
Le point M est donc situé sur la courbe^ d'où la conclu-
sion suivante : 

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du 
foy er F sur la tangente A ; par les deux points F ei P 
on peut mener deux cercles tangents CL la bissectrice 
de k et de la tangente fondamentale, 1rs points oii ces 
cercles coupent A sont les deux points [distincts du 
point de contact) ou cette tangente coupe Vhjper-
cycle. 

8. Tangente parallèle à une semi-droite donnee — 
L'iiypercycle étant défini comme précédemment par son 
foyer F, la tangente fondamentale A et une tangente 
quelconque A, proposons-nous de menerà cette courbe 
une tangente parallèle à une semi-droite donnée I). 

Construisons à cet effet la bissectrice (D, A) et 
menons par le foyer F une perpendiculaire à (P, A) ; 
par le point ¡B, où cette perpendiculaire coupe la bissec-
trice (x\, A), menons une parallèle à (D, A) rencontrant 
au point a la tangente A. Il résulte du théorème I que 
Tantisymétrique de A relativement à la droite a^ est une 
tangente à la courbe qui est évidemment parallèle à la 
semi-droite donnée D. 

On peut donc mener, une tangente et une seule, qui 
soit parallèle à une semi-droite donnée ; comme on peut 
mener également une tangente parallèle à la semi-droite 
opposée, il en résulte que, par un point situé à l'infini, 
on peut généralement mener deux tangentes à la courbe. 

C) Ici et comme dans tout ce qui suit, je désigne, pour abréger, 
par la notation (P, Q) la bissectrice de deux semi-droites données 
P et Q. 
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La courbe étant de troisième classe, on voit qu'elle est 
nécessairement tangente à la droite de Tinfini. 

Deux cas particuliers sont à remarquer : si la droite 
donnée est antiparallèle à A, les bissectrices (D, A) sont 
(A, A) perpendiculaires, et le point est répété à l'in-
fini. La tangente antiparallèle à A étant rejetée à l'in-
fini, on voit que le point de contact de l'hypercycle avec 
la droite de l'infini est sur A; en d'autres termes : 

La tangente principale est la tangente que Von peut 
mener et la courbe par le point ou elle touche la droite 
de Vinfini. 

Considérons, en second lieu, le cas où D est une di-
rection isotrope^ je ferai remarquer à ce sujet ç\\iune 
semi-droite isotrope doit être considérée comme se 
confondant avec son opposée ( ^ ). 

Si donc on considère un des ombilics du plan (c'est-
à-dire des deux points imaginaires communs à tous les 
cercles du plan), on voit que parce plan on ne peut 
mener à la courbe qu'une tangente distincte de la droite 
de l'infini : d'où il résulte que ce point est situé sur la 
courbe. 

L'iiypercycle est donc une courbe de la troisième 
classe et du quatrième degré, tangente à la droite de l'in-
fini et passant par les ombilics. Elle a un seul foyer, 
qui est un foyer singulier; la construction donnée ci-
dessus montre aisément que ce foyer est le point F 

Réciproquement, toute courbe de la troisième classe 
et du quatrième degré qui touclie la droite de l'infini et 
passe par les ombilics du plan est un hypercycle. 

( ' ) On voit qu'il n'y a pas besoin de distinguer le sens dans lequel 
est décrite une droite isotrope ; ainsi droite isotrope et semi-droite 
isotrope ont exactement la même signification. 

(•-') II suffit de remarquer que la bissectrice d'une semi-droite 
donnée et d'une droite isotrope est cette droite isotrope elle-même. 
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9. Voici encore une conséquence de la construction 
donnée ci-dessus. Une tangente A étant donnée, cher-
chons à déterminer la tangente A' parallèle à la direc-
tion opposée. La bissectrice (A, A') est une droite pa-
rallèle à A, et la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
cette droite rencontre la bissectrice au point M 
[fig. 2) : d'où il résulte que A' est l'antisymétrique A 
par rapport à la droite MN menée par le point IM paralr-
lèlement à A. 

Or l'enveloppe de cette droite est aisée à trouver \ l'an-
gle MF a étant droit, le point M décrit la directrice de la 
parabole II, et l'angle JNMF étant également droit, MIN 
enveloppe une parabole II', qui a pour foyer F et pour 
tangente au sommet la directrice MR de la parabole II. 

Je ferai remarquer que la droite RS, menée par le 
point R perpendiculairement à R F , est la tangente 
double de la courbe. 

10. L'hypercycle étant défini comme enveloppe d'une 
semi-droite mobile est,, comme le cycle une courbe de 
direction^ je veux dire parla qu'en chacun de ses points 
la tangente est déterminée de position et de direction. 

Considérons un cycle C et le cercle K déterminé par 
ce cycle; le cercle K étant de seconde classe et l'hyper-
cycle de la troisième, ces deux courbes ont en commun 
six tangentes dont la direction est déterminée, puis-
qu'elles touchent l'hypercycle. De ces six semi-droites, 
trois seulement sont tangentes à C, les autres étant tan-
gentes au cycle opposé. 

Ainsi, un cycle et un hypercycle ont trois tangentes 
communes. 

11. Détermination des tangentes communes à un 
cycle qui touche une tangente à Vhypercycle.— Consi-
dérons un cycle C qui touche une tangente A à l'hyper-
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cycle-, il a en commun, avec cette courbe, deux autres 
tangentes que Ton peut déterminer par la règle et le 
compas. 

A cet effet, A désignant la tangente principale de la 
courbe, F son foyer et (oco' la bissectrice (A, D), appe-
lons O le centre du cycle donné, et qui est ain^i bien 
défini; sur OF comme diamètre, décrivons un cercle K 
qui coupe (OO)'aux points Y et 8; joignons Oa et O^, et 
soient Y et 3' les points où ces droites rencontrent la 
tangente A. 

Cela posé, on vériflera facilement que les tangentes 
menées des points a' et ^̂  au cycle C sont les tangentes 
cliercliées. 

12. Construction du cycle osculateur en un point 
donné. — Soit {jig- s) «à construire le cycle osculateur 
au point a où la tangente A touche la courbe. Si le 
cycle C est osculateur, les points y' et S' doivent se con-
fondre avec le point îï, et par conséquent les points v 
et 8 avec le point a. Lv, cercle K touche donc la bissec-
trice wco' au point a, et son centre est déterminé, puis-
qu'il est, en outre, sur la droite élevée par le milieu du 
segment F a perpendiculaire à ce segment. 

De là la construction simple suivante : 

Fp étant la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
la bissectrice tow', déterminons le point q sy métrique 
de p par rapport à CL et au point menons une droite 
perpendiculaire à woj' : le point O oii cette droite ren-
contre la normale est le centre du cy cle osculateur de 
la courbe au point a. 

13. Lieu des centres des c) des qui touchent Vhy-
percycle et une tangente donnée de celte courbe. — 
En conservant les mêmes notations que ci-dessus, sup-
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posons que le cycle qui a pour centre le point O soit 
tangent à l'hypercycle; les deux points V et 8' seront 
alors confondus, ainsi que les points y, S. Le cercle décrit 
sur OF comme diamètre touche donc wto' ; son centre 0\ 
étant également distant du point F et de wo)̂ , décrit une 
parabole ayant F pour foyer et toto' comme directrice, et, 
par suite, le centre O décrit une parabole P ayant F 
pour foyer et tow' pour tangente au sommet. 

La même proposition peut s'énoncer de la façon sui-
vante : 

Vhjpercjcle est une anticaustique de la parabole P, 
les rayons incidents étant perpendiculaires à la tan-
gente A. 

Un hypercycle peut être ainsi considéré d'une infinité 
de façons comme une anticaustique de parabole ; toutes 
les paraboles qui correspondent à ce mode de génération 
sont homofocales, et leurs tangentes au sommet envelop-
pent la parabole H. 

14. Il résulte également de là le théorème suivant, 
qui exprime une propriété de six semi-droites quel-
conques tangentes à un même hypercycle : 

T H É O R Î Î M E II. — Si six semi-droites A I , A 2 , A 3 , A 4 , 

A 5 et k^ sont tangentes à un même hypercycle, les 
cinq bissectrices (A,, A3), (A^, A4), (A, ,A5) 
et (A,, Ag) sont tangentes à une même parabole. 

Le foyer de cette parabole est le foyer de l'hyper-
cycle. 

15. Comme je l'ai dit plus haut, l'hypercycle est une 
courbe de direction ; en d'autres termes, en chaque point 
de cette courbe, la tangente est déterminée non seule-
ment en position, mais encore en direction. Il en est de 
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même du cycle ^ mais une courbe algébrique, prise au 

hasard, n'est pas une courbe de direction. 

Étant donnée une courbe algébrique R de classe /i, 
si, en la supposant décrite dans un certain sens, on peut 
la transformer en une courbe de direction Ko, il faut 
que, étant donné un cycle quelconque C, des i n tangentes 
communes à K et à C, /z soient seulement des tangentes 
effectives à KQ, les n autres étant des tangentes appa-
rentes. 

De là résulte que l'équation qui détermine les tan-
gentes communes à K et à C doit, par l'extraction d'une 
simple racine carrée, se' ramener à la résolution des 
deux équations du degré /¿̂  et, comme (en coordonnées 
rectangulaires) l'équation tangentielle d'un cercle quel-
conque est 

il en résulte que l'équation tangentielle la plus générale 

d'une courbe de direction est de la forme 

F et <ï> désignant deux fonctions rationnelles de u et 

de V. 

16. Lorsque l'équation d'une courbe algébrique K 
du degré 7i n'est pas de la forme que je viens d'indi-
quer (telle est, par exemple, une conique quelconque dif-
férente du cercle), pour la transformer en une courbe 
de direction, il faut la considérer comme double, et 
comme le résultat de la superposition de deux courbes 
opposées qui sont l'enveloppe d'un cycle de rayon infi-
niment petit dont le centre décrit la courbe K . 

Une telle courbe doit être considérée comme double; 
en chacun de ses points on peut mener deux tangentes 
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qui sonidos semi-droites opposées, et, au point de vue 
où nous sommes placés, elle est de la classe in. 

17. Étant données une courbe algébrique quelcon-
que K et une semi-droite A, considérons les cycles qui, 
ayant leur centre sur K, sont tangents à A-, ils envelop-
pent évidemment une courbe de direction G, qui est 
une anticaustique de K, les rayons incidents étant per-
pendiculaires à A. 

Ainsi toute anlicaustique d'une courbe algébrique est 
une courbe de direction; réciproquement, étant donnée 
une courbe de direction quelconque G, elle est une an-
ticaustique d'une infinité de courbes algébriques que 
Ton déterminera de la façon suivante. 

Etant prises arbitrairement une semi-droite A et une 
langent(i quelcon(|ue T à la courbe G, que Ton con-
struise la bissectrice (T, A); lorsque T se déplace tan-
gentiellement à G, la droite (T, A) enveloppe une courbe 
algébrique K , qui est le lieu des centres des cycles qui 
touchent à la fois A et la courbe G. 

Si la courbe G est une courbe double, en chaque 
point :M de cette courbe, on peut mener deux tangentes 
opposées, et si N désigne le point où elles rencontrent A, 
par N passent deux bissectrices rectangulaires entre elles, 
dont l'enveloppe est la courbe K. 

Dans ce cas, l'enveloppe des cycles tangents à A et 
ayant leur centre sur K est la courbe double G, chaque 
point M de G étant le point de contact de deux cycles 
tangents à A et ayant leur centre sur K ; ou, si Ton 
veut encore, chaque point de G étant situé sur deux 
layons rélléchis sur K. 

18. On peut encore énoncer les résultats qui précè-
dent sous la forrtie suivante : G désignant une courbe 
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algébrique, traçons dans le plan une drôite arbitraire D, 
menons une tangente T à G et construisons les deux 
bissectrices rectangulaires des droites T et D ; cela 
posé, lorque T se déplace tangentiellenient à la courbe, 
ces bissectrices enveloppent une autre courbe. Si cette 
dernière courbe se décompose en deux autres, on peut 
transformer la courbe G en une courbe de direction 
en donnant en cliacun de ses points une direction à 
la tangente. On retrouverait ainsi la condition analy-
tique que j'ai donnée plus haut, à savoir que l'équation 
en coordonnées tangentielles d'une courbe de direction 
est de la forme î ) = (w--f- v-) ^^{u.̂  v̂ ). 

Les courbes parallèles à une courbe de direction et l'en-
veloppe de ses normales sont également des courbes de 
direction; il en est de même des caustiques par réflexion 
des courbes algébriques, les rayons incidents étant pa-
rallèles. 

19. Considérons une courbe de direction G qui est 
Tenveloppe des cycles dont les centres décrivent la 
courbe K , tandis qu'ils demeurent tangents à une semi-
droite A. 

Effectuons une transformation par semi-droites réci-
proques-, soient Go la transformée de G, et Ao la semi-
droite transformée de A. Go peut être considéré comme 
l'enveloppe de cycles tangents à Ao, et dont les centres 
parcourent une (tourbe Ko-

Il est aisé d'établir que Kq est une transformée homo-
graphique de K, la transformation étant de telle nature 
que la droite de l'infini se correspond à elle-même. 

Prenons en effet pour axe des x l'axe de la transfor-
mation, et pour axe des j une droite perpendiculaire. 
vSoient x , 7 les coordonnées du centre d'un cycle tangent 
à A et à G, et /• son rayon; soient X, Y les coordonnées 
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du cercle transformé et R son rayon. On aura les for-
mules suivantes ( ^ ) : 

Yrrz^r, Y —r=::a(R —/•), Y + 
a 

en éliminant R entre les deux dernières relations, il 
vient 

y 0 — 
a- -h 1 

Si maintenant on remarque que le cercle de rayon r 
demeure tangent à une semi-droite fixe du plan, on voit 
que, en grandeur et en signe, r est exprimé par une 
fonction linéaire de or etdej> . 

On a donc une relation de la forme 

où A, B, C désignent des constantes, et cette formule, 
jointe à la fonnule X = x , démontre la proposition 
enoncée. 

Une transformation homograpliique, qui conserve la 
droite de l'infini, transformant une conique en conique 
et une parabole en parabole, il en résulte qu'une anti-
caustique de conique se transforme, par une transfor-
mation par directions réciproques, en une anticaustique 
de conique, et qu'un hypercycle (qui est une anticaus-
tique de parabole ) a pour transformée un autre hyper-
cycle (2). 

( ' ) Voir le Traité de Géométrie, de xMM. Rouché et de Combe-
rousse, 5® édition, p. et Nouvelles Annales de Mathématiques, 
3* série, t. 1, p. 55o. 

Sur ce point et sur d'autres propriétés de l'hypercycle, voir 
ma Note Sur les hypercycles, insérée dans les Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences, séances des 20 et 2;-mars, 3, 10 
et 24 avril 1882-
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20. Un hypercycle est déterminé quand on se donne 

cinq de ses tangentes. — Cinq tangentes A, B, C, D, E 
étant en effet données, que l'on construise, par exemple, 
les quatre bissectrices (A, B), (A, C), (A, D), (A, E ) , 
et la parabole P tangente à ces quatre droites; il est 
clair, d'après ce qui précède, que l'hypercycle est l'en-
viiloppe des cycles qui touchent A, et dont le centre dé-
crit P; son foyer est du reste le foyer de P. 

La proposition précédente signiQe qu'il y existe un 
seul hypercycle touchant cinq semi-droites données^ 
niais il y existe seize liypercycles touchant cinq droites 
données. Ayant en effet attribué un sens arbitraire à 
l'une d(;s droites pour la transformée en semi-droites, 
on peut attribuer à chacune des quatre autres un sens 
arbitiaire, ce i[ui donne lieu à seize combinaisons diffé-
rentes. 

2L Indépendamment de la di oite de Viîilini, deux 
hypercycles quelconques H et IF ont quatre tangentes 
communes.— Soient, en effet, Ho la courbe li'considérée 
indépendamment de son sens; HQ et H, étant toutes les 
deux de troisième classe, ont neuf tangentes communes. 
Abstraction faite de la droite de Tinilni, il en reste huit 
autres qui sont tangentes soit à H, soit à la courbe H, 
opposée à H. Deux hypercycles ne peuvent d'ailleurs, 
d'après le théorème précédent, avoir plus de quatre tan-
gentes communes ; des huit tangentes considérées, 
quatre sont donc tangentes à H et quatre tangentes à H|, 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

22. Faisceaux d'hypercycles. — Je dirai que l'en-
semble des hypercycles qui touchent quatre semi-droites 
données constitue un faisceau. 

Il est clair, d'après ce qui précède, que, parmi les 
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hypercycles d'un faisceau, il n'y en a qu'un qui louche 
une semi-droite donnée ; on prouvera facilement qu'il y 
en a quatre qui passent par un point donné. 

Le lieu des foyers des hypercycles du faisceau déter-
miné par quatre semi-droites données A, B, C, D est le 
cercle qui contient (lemme I) les centres des cycles in-
scrits dans les triangles que l'on détermine en considé-
rant trois à trois les semi-droites données. 

Considérons en effet les bissectrices (A, B), (A, C) 
et (A, D)-, on voit que les foyers des hypercycles du 
faisceau sont les foyers des paraboles tangentes à ces trois 
droites-, or, d'après un théorème connu, le lieu de ces 
foyers est le cercle circonscrit au triangle formé par ces 
droites, d'où la proposition énoncée. 

23. Hypercycles exceptionnels pointé à l'infini 
étant défini par un système (D) de semi-droites paral-
lèles entre elles, on peut considérer l'ensemble du pointe/ 
et d'un cycle quelconque C comme constituant un hy-
percycle. Les tangentes que l'on peut, d'un point quel-
conque M du plan, mener à cet hypercycle exceptionnel 
se composent des tangentes menées du point M au cycle 
et de la semi-droite menée par M parallèlement au sys-
tème (D). 

Etant donné un tel hypercycle exceptionnel (i/, C), si 
l'on mène à C une tangente antiparallèle au sys-
tème (D) ( ̂  ), cette tangente est la tangente principale du 
cycle exceptionnel, et la droite correspondante en est la 
tangente double. 

C'est ce que l'on verra facilement sur ^̂  f ig- en 

(') Je rappellerai que deux semi-droites sont dites antiparallèles 
lorsque, les droites qu'elles déterminent étant parallèles, elles sont 
dirigées en sens inverse. 

Jnn. de Mathémac., 3® série, t. H. (Janvier i883.) 3 
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supposant que le loyer F se rapproche indéfiniment de 
la bissectrice toto' et vient se placer sur cette droite, au-
quel cas rhypercycle se réduit à un cycle et à un point 
à l'infini. 

24. Un faisceau déterminé par quatre semi-droites A, 
B, C, D renferme quatre cycles exceptionnels, à savoir ; 

Celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans A^ 
B, C et le point à l'infini sur D, celui qui est déterminé 
par le cycle inscrit dans B, C, D et le point situé à l'in-
fini sur A, celui qui est déterminé par le cycle inscrit 
dans C, D, A et le point situé à l'infini sur B, et enfin 
celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans D, A, B 
et le point à l'infini sur C. 

La considération de ces cycles exceptionnels est d'une 
grande importance dans la théorie des faisceaux d'hy-
percycles, théorie sur laquelle j'aurai occasion de re-
venir. 

NOTE m L E S ÉQUATIONS L I N É A I R E S AUX D É R I V É E S P A R -
T I E L L E S , A DEliX V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S , Dll 
DEUXIÈME E T DU T R O I S I È M E O R D R E ; 

PAR M. A . P I G A R T . 

1. Laplace a donné une méthode, qu'on pourrait ap-
peler méthode pai' cascades y pour intégrer les équations 
linéaires du deuxième ordre ramenées préalablement à 
la forme 

Legendre a montré ensuite qu'on pourrait appliquer 



( 35 ) 

directement la méthode à Téquation complète 

Rr-f-S5-h T i + P/?-H Q^ V. 

Mais ses formules de transformation n'ont été obte-
nues qu'après coup comme extension de celles de La-
place, tandis qu'on peut les déduire immédiatement de 
l'équation même par le procédé suivant. 

Nous avions cru notre méthode complètement nou-
velle, mais, en parcourant le Chapitre du grand Traité 
de Lacroix, relatif aux équations diilérentielles partielles, 
nous avons vu que Legendre, voulant généraliser le pro-
cédé de Laplace, avait déjà été conduit à la même trans-
formation. Seulement nous croyons pouvoir ajouter, 
d'après les indications de Lacroix^ que sa méthode, 
basée sur une identification, et par conséquent indirecte, 
diiïère complètement de la nôtre, qui tire sa transforma-
tion en quelque sorte du fond même de l'équation diffé-
rentielle. 

2. Soit l'équation linéaire du deuxième ordre à deux 
variables indépendantes 

On peut la mettre sous la forme 

\ dœ dx ' dy dy dœ 

a, p. étant trois indéterminées. 
Posons 

^ ' s — a T (X k 
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Ces équations détermineront a et ¡JL; A seul restera in-

déterminé; a sera donné par l'équation du deuxième 

degré 

(4) 

T S OC 
et ti. sera égal à ; quant à /r, sa valeur est - ou — ^ — 

Introduisons une fonction auxiliaire X définie par 
l'équation 

(5) H/> H-A^/-h X^ = X, 

d'où résulte, en vertu de l'équation (3), 

(S — A)/? 4 - T<7 H- [J.̂  — kX. 

Ces deux dernières équations donnent 

d.i' ^ d.v ' dx ~~ dx dx^ dx^^ dx^' 
dp dq dr d\ dk ^(S — a ) 

dy dy dy dy^ 
dT 

dy 

(7) 

Par suite, l'équation (2) devient 

^ ^^X ^ dk^ d{S--a) 
dx dy dy dy 

dx 

+ P - X 

+ Q - IX 
d\ 

+ Q - IX 

doi d^ 
dx dy 
dT 

4- Z 

Y. 

Remplaçons dans cette équation par AX, ^ par 

d\ ^ dk 1 X—%q — \z . , j 
et p par sa valeur ^ ? tiree de 
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l'équation (5), nous obtiendrons 

dx dy 
dk dx dy 

Idy H 
X 

dy dy 

R \dx dy ) dx ' dy dy 

Égalons à o le coefficient de <y, nous aurons 

dR d{S — a) i/a dT^ n _ 

(9) ^ = 
dx dy 

et l'équation (8) se réduira à la forme 

dX , dX 
( 1 0 ) 

en posant 

(11) 

dx ' ^dy • MX. + N^ =i V, 

dk dx 
M — 

dy 

^R , ^ ( S - g ) p ^ , 
dy 

R 

^R — a ) 
dx dy 

- P + X 
d\ ^dX . dk 
dx dy dy 

On peut simplifier les valeurs de A, M, N. Faisons 
R = I -, ce qui suppose que le terme en r ne manque pas 
dans l'équation différentielle ( i ) et qu'on a divisé tous 
les termes par le coefficient de alors h est égal à S — a 
et T à a ( S — a ) . En portant ces valeurs de T , /r et R 
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dans les formules (9), ( ï i ) , {12), on obtient 

( . 3 ) , 

( 1 4 ) M = P - / , 

( . 5 ) N = + 

L'équation différentielle du deuxième ordre se trouve 
donc ainsi ramenée aux deux équations simultanées du 
premier ordre (5) et (10). On tirera de (10) la valeur 
de z et de ses dérivées /Ĵ , on les portera dans (5) et 
on aura une équation du deuxième ordre en X de même 
forme que la proposée. 

Si dans (10) le coefficient de z est nul, c'est-à-dire si 
N = o, on aura à intégrer une équation du premier ordre 
en X *, et, en portant dans (5) la valeur trouvée de X , 
on aura une équation du premier ordre en z. 

Lorsque N n'est pas nul, on peut appliquer à l'équa-
tion du second ordre en X une transformation analogue; 
et de même que l'équation du second ordre en z a été 
remplacée par les deux équations simultanées du premier 
ordre 

/rv dz dz . ^ 

dans lesquelles a et /r sont les racines de l'équation 

(4) a2 4 - S a - f - T = : o , 

et X, M, N ont les valeurs ( i3), ( ( on rempla-

cera Téquation du deuxième ordre en X par les deux 
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equations 

dans lesquelles V, M', N' ont de certaines valeurs dé-

pendant de celles de a, k̂  \ M, N. Lorsque N' sera nul, 

on obtiendra X' en intégrant l'équation du premier 

ordre 

dx dy 

l'intégration de l'équation (16) donnera X , et, par 
suite, on aura z en substituant cette valeur de X dans 
l'équation (10). Si N n'est pas nul, on formera deux 
nouvelles équations simultanées 

dx dy 

( iq) A: i p - 4- M'̂ X'̂ -h zrr Y", 
dx dy 

dans lesquelles )/', M'', ont de certaines valeurs dé-

duites, suivant une loi constante, de a, k et des quantités 

précédentes )/, M', JN'. Lorsqu'en continuant ainsi on 

tombera sur un système d'équations simultanées dans 

lequel le coefficient N̂ ^̂  sera nul, on n'aura qu'à inté-

grer deux équations du premier ordre pour obtenir, par 

une série de substitutions, l'intégrale de l'équation pro-

posée, avec deux fonctions arbitraires. 

3. La méthode de transformation que nous venons 

de développer se trouve en défaut quand l'équation (4). 

qui donne la valeur de a, a ses racines égales, c'est-à-dire 
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(|UAIKL = car OU ne peut plus disposer de )> 

dans Téquation (8) pour faire disparaître le terme en /y, 

puisque le coefficient de X, a — S, est nul dans le mul-

tiplicateur de q. 

4, On peut ap)»liquer la même méthode à Téquation 

linéaire du troisième ordre 

(20) U M -f- lU ut + V + Wiv H- Rr 

-i- S^ H- T ^ 4- Vp + Q^ 4- Z^ = H, 

cPz 
dans laquelle ¿¿, WÎ, w désignent respectivement ^ ^ > 

d^z d^z d^z 
-7—^—7-1 — - r ^ r Pour cela, on mettra cette équation dx^ dy dxdy- dy^ ^ 
sous la Ibrme suivante 

13-y- 4- (II) — a-7- 4- (Y — P:7- H-W-T-dx ^ ' dy dx ^ ^ ^ dy ^ dx dy 
. dp dp , , dg dq ^ dr dr 

dx d y Ulx ^ dy dx dy 
4- (R->0A'4- (S- (JL)̂ 4- (T -Y) Î 4- ( P - 0)/>4-(Q - TO)(74-Z^ =11, 

a, [JL, £, fj, 0) étant des indéterminées-, et on 

posera 

(22) U/- 4- 4- 4- \p -\-{\x—z)q X, 

avec les équations de condition 

d'où résulte 

(24) ( L l ' — a ) / • 4- ( V — ? ) ,v 4- \V7 -h- E y? 4- 7 7 4- co ^ = A- X. 
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Si l'on remplace dans cette équation e par k \ y par 
/L([JI — k\) et iô par il y restera trois indéterminées 

[JL et 9; et Ton pourra en disposer généralement de 
manière à faire disparaître les termes en .ç, i, p. On aura 
ainsi une équation de la forme 

Si B = o, on tirera de cette équation la valeur de ^ et 
de ses dérivées du premier et du deuxième ordre, et, en 
portant ces valeurs dans l'équation (22), on aura une 
équation linéaire du troisième ordre en X. Connaissant 
la fonction X, on aura z au moyen de l'équation (27). 

Si B et C sont nuls, on aura à intégrer une équation 
de premier ordre en X, et, connaissant X , on détermi-
nera -S par l'équation du deuxième ordre (22). 

5. Il existe une classe générale d'équations linéaires 
du troisième ordre pour lesquelles l'équation (27) man-
que du terme en q\ ce sont celles qui ne renferment pas, 
soit V, W , T , soit U, l U , R, c'est-a-dire les termes où 
la fonction ^ est diiférentiée plus d'une fois, soit par 
rapport à soit par rapport à x . En eifet, lorsque 
V = W = T = : o , par exemple, les équations (23) 
donnent a = LU, p = o, A = o, e = o, y = o, (0 = 0; 
par suite, dans l'équation (26), le coefficient de t est 
nul, et, en égalant à o les coefficients de .ç, /?, on 
aura trois équations pour déterminer X, [JL, 0, savoir 

. dk I fd\] r. r. n 

dlL ¡L /dU 
dx U \dx + A ) — Q = o. 
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Le système d'équations à intégrer sera alors 

et Ton voit que, en tirant de la seeonde de ces équations 
la valeur de z pour la porter dans la première, on aura 
une équation du troisième ordre en X de même forme 
que la proposée, et à laquelle on pourra appliquer la 
même transformation. Nous ne développerons pas davan-
tage cette méthode, qui est tout à fait analogue à celle 
que nous avons suivie pour l'intégration de l'équation 
linéaire du second ordre. 

D É M O N S T R A T I O N ÉLÉMENTAIRE DE LA F O R M U L E DE S T I R L I N G ; 

PAR M . ERNEST G E S A R O . 

1. Considérons l'expression 

on la transforme aisément en 

1 
n ^ 

" 5 > i.2.6... n 
d'où 

I 

( I ) 1.2.3. . . n ~ — n 

I I . Calculons cp„. Nous avons 
, 3 ,2 5 ,3 7 , 4 2Ai — î . n 4 - - -f- . .H / 

2 1 2 2 2 3 
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Or 

ri — \ I 2 N — I Z {in —ly 5 ( 2 / 1 — I ) ^ 

et, par suite. 

si l'on pose 

2 /I — I ^ N 

2 n — \ 
i Un-x 

Un-A — 
I I 

Donc 
3 ( 2 / I " I ) - 5 ( 2 / ? . — I ) ^ 

( 2 ) /I — 1 + ( ¿¿J - H ¿ ¿ 2 - + - . . . H - W ^ - I ) = AI — I - } - - I . 

IIL Afin de calculer étudions la série 

¿¿1 - h «2 4 - «3 • • • • 

On a 

_(2/¿ —I)- {2n — ïy 
I 

1 2 n — I n 

On obtient, par addition. 

Donc tend vers une limite S, inférieure à Les 

termes étant positifs, on a 

( 3 ) . 

On obtient de même 

S — S „ _ I 1= UN + UN-^I - } - . . . < ' 

d'où 

(4) 

12« 

s „ - , > s . 
12 n 
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Des illégalités (3) et (4) il résulte que l'on peut poser 

S ) 
12/1 

(i étant compris entre o et i . 

IV. L'égalité ( 2 ) devient 

c ^ — n — I -h b 

On en conclut 

'fa 

Substituant dans (i), on obtient 
1 _ 

(5) 1 .2 .3 . . . N—CN'^ '^E 

C étant la constante à déterminer. 

V. Soit 

7 3 3 5 5 7 7 ' " 

Une transformation facile donne 

. 2 . 3 . . . /I)-
/ ( « ) = — 

Or, d'après la formule (5), 

1 . 2 . 3 . . . 2 n 

Donc 

( 1 . 2 . 3 . . . 

1 . 2 . 3 . . . 2/I — C(2/Z)" 

a 
4 

étant, comme Q, une fraction proprement dite. 

Si 11 augmente indéfiniment 
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Mais, d'après la formule de Wallis, 

Par conséquent C = 

VI. Donc, enfin, 

(6) 1 .2 .3 . . .n^v/i ïm./i^e 

S I R L ' E X I S T E N C E RE C E R T A I N S P O L Y È D R E S ; 

PAR M . ERNEST C E S A R O . 

T H É O R È M E . — Il ny a que cinq espèces de polyèdres 
dont tous les angles solides ont m arêtes, et toutes les 
faces n côtés. 

D'après l'hypothèse, le nombre des arêtes serait mS 
ou TZF; mais chaque arête est comptée deux fois. Le 
nombre des arêtes est donc 

. mS nF 
nr , 

2 2 

d'où 

m n 

En remplaçant dans l'équation d'Euler 

S 4 - F = i A - + - 2, 
on obtient 

2 mn A=z 
2(m n) — mn 

On doit avoir 
2{m ~h n) — mn > o, 
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d'où 

in m< n — 2 

D'autre part, 2, ce qui exige que l'on ait ^^^ ^ 

d'où En faisant sucoessivement 71 = 3, 5, on 
trouve m <[6, 4, 3|. Nous obtenons ainsi cinq solutions 

m — 3, /I — 3 

Í m — 3, /I = 4 I 

( m = 4, /I = 3 j 

! m = 3, Ai =z 5 ) 

m — 5, /I rzz 3 ) 

qui correspondent aux polyèdres suivants : 

I. Tétraèdre à faces triangulaires et 
angles trièdres F = 4, S = 4, A zzi 6 

IL Hexaèdre à faces quadrangulaires 
et angles trièdres F — 6, S 8 

III. Octaèdre à faces triangulaires et 
angles tétraèdres Fzzi8, S = 6 

IV. Dodécaèdre à faces pentagonales et \ 
angles trièdres F — 12, S — 20 f y A. — 3o 

V. Icosaèdre à faces triangulaires et 
angles pentaèdres F =20, 8 = 1 2 

RËMARQliE S U R L ' I N T E R S E C T I O N DE DEUX QIIADRIQVES 
R É G L É E S ; 

PAR M . ERNEST L E B O N . 

Azzz 

Loî'sque deux quadriques réglées ont un plan prin-
cipal communV^ une génératrice commune et leurs sec-



( 48 ) 
lions par un autre plan principal Q homolhétiques, 
leur intersection est formée de deux génératrices et 
d'une conique parallèle au plan Q . 

Remarquons d'abord que les deux quadriques ont une 
seconde génératrice commune, car l'intersection de 
deux surfaces ayant un plan principal commun est symé-
trique par rapport à ce plan. De plus les deux surfaces 
ayant deux génératrices communes, leur intersection est 
complétée par une conique C. 

Soit M un point de la conique C. Un plan Q', parallèle 
à Q, mené par le point M coupe les deux quadriques 
suivant deux coniques ayant cinq points communs : le 
point M, les deux points où le plan Q' coupe les géné-
ratrices communes et deux points à l'infini. Donc ces 
deux coniques coïncident et le plan Q' détermine la 
conique C. 

Exemple. — Trouver les projections de l'intersection 
d'un liyperboloïde de révolution à axe vertical et d'un 
cylindre ayant deux génératrices communes avec l'by-
perboloïde et dont la trace liorizontaÎe est une circon-
lérence. 

QUESTION. 

1430. Résoudre le système des deux équations 

s i n ' ^ r y/1 — s i n ' " y a . 

sin 

et donner l'interprétation géométrique des premiers 
membres des équations que l'on obtient, en éliminant 
tour à tour sinj et sinx. ( E S C A I I Y . ) 
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T H É O R I E NOUVELLE DU C A L C U L D E S V A R I A T I O N S ; 

PAR M . A . P I G A R T . 

1. Le calcul des variations, envisage dans toute son 
étendue, a pour objet la solution du problème général 
suivant : 

Étant donnée Vintégrale 

du du 

du dhi dPu 

dv dv d'^ç v ^ r / ï - / " " 
dxx dx.2 

dPi> 
(T, 

dx. 

dans laquelle z/, ç», çv, . . . sont de certaines fonctions 
rie Xi, 0:2,.. .y Xn'-^ on fait subir respeclivefnent aux va-
riables Xi, .r2, , . ,, Xnet aux fonctions m, w , . . . des 
variations infiniment petites oXi, 0X2,. . . , Su, ù^, 
ow,. . , que Ion suppose fonctions de x^^^x 2. . . ., il 
s'agit de trouver la variation correspondante SV^ de 
cette intégrale. 

Pour résoudre cette question, nous nous bornerons à 
considérer le cas particulier d'une intégrale triple dans 
laquelle ne figure qu'une seule fonction M, les résultats 
relatifs à ce cas s'étendant facilement à celui d'un nombre 
quelconque de variables indépendantes et de fonctions. 

Ann.de Mathérnnt,, 3« série, t. H. (Février i883.) 4 
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( ) 
2. Soit donc à trouver la variation que subit l'inté-

grale triple 

C C du du d-u \ , , , 

lorsque les variables indépendantes r , ^ et la fonc-
tion u de ces variables subissent respectivement des va-
riations infiniment petites o.r, o j , 03, Zu^ fonctions 
de X, j , 

La variation d'une somme étant égale à la somme des 
variations de ses parties, on a 

ou, en appliquant aux variations les règles de dilféren-
tiation des fonctions 

(2) o\=l j j (oF.dxdfdz-hF.odxdfdz). 

11 l'aut donc évaluer oF et 0 dxdydz. 

3. Or 

; dF ^ dF ^ dF ^ 
o r — - h - 7 - o r + l dx dy " dz 

( 3 ) ; 
I du , du ^ dx ' ' ' ^ d ' dx 

par conséquent, il suffit de calculer la variation des dé-
rivées partielles successives de la fonction u. 

Or,attribuer aux variables , z et à la fonctions les 
accroissements infiniment petits ox, 5j , os, Sw, cela 



revient à poser 

( 4 ) 

( 5. ) 

et à substituer aux variables x , les nouvelles va-
riables X , Y, Z, et à la fonction u de x^ j^ z la nouvelle 
fonction U de X, Y, Z. On est donc conduit à calculer 
les valeurs des dérivées partielles de cette nouvelle fonc-
lion U, par rapport à X , Y, Z, au moyen des dérivées 
partielles de u par rapport à x , j-, 

Pour évaluer ces dérivées, on regardera U comme une 
fonction 4c Xy ir exprimée par la dernière équation 
du groupe ( 4 ) et ^ comme des fonctions de X , Y, Z 
données par les trois premières. 

On a ainsi 

i dlJ _ d\] dx i/U dy dV dz 
dx dX ' d y dX -^Tz dX' 

U u d\] dx d\] dy d\] dz 
dY " dx ^ dy d\ + dz 
dU d\] dx dU dy dl] dz 
dL ~ dx dï. ^ 'dz •Tà 

mais les équations (4) donnent 

dx dx 
dla 

(0) dy dy 

dx ' 
don 

dz 
(lu 
dz 

dy ^ 
dùu 



et 
( ) 

dx dix ^ d^ ^ 
— I, 

^ ^ doy dx ( dZy\ dy c/oy dz 

diiZ dx doz dy ( dlz\ dz 
dx dX ' dy dX ' V dz J dX 

I / dox\ dx dix dy dix dz 

/o\ ' dly dx ( dly\ dy dly dz 

doz dx doz dy / dlz\ dz 

I / tì^SjcX dx dix dy dix dz 

, , dly dx ( dly\ dy dly dz 

'd^ dz'^'sy t L ^ y ^ d z ) 

Comme Sx, ùy, Ss et par suite leurs dérivées sont 
des infiniment petits, les équations (7) montrent que 

^ estfini, ^ infinimentpetits, et, en conséquence, 

que Ton a, sans calcul, 

(7') 

dx dix 
dX dx ' 
dy _ dly 
dX -

dz dlz 
dX - dx' 

aux quantités du second ordre près. 
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De même, des équations (8) et (9) on déduit 

(8') 

et 

(9') 

dy . dly 
dX 
dz dlz 
dY -

dx dix 
dY - dy' 

dz dlz 
dZ ^ ^ dz' 
dx dix 
5 z "" dz 
dy dly 
dL ~ dz 

„ , . . . . . dU du dU 
Lu portant ces valeurs, ainsi que celles de 

données parles équations (6), dans les équations (5), 

on obtient 

dV> 
5 X dx 

^dii 

dou 
dx 

dlu 

dlx\ 
"d^J 

d^y 
' dy ) dx 

d\j /du dZu\ . dix 
dY ~ \dx dx j ' dy 

(du 
' ( ; -" d y ) ' ( ; -

dU 
dZ \dx 

dlu\ 
" da^) 

dix 
' dz 

— 

[du dlu\ 
~ d y ) 

dly 
dz 

dz dz ) dx^ 

du d'iu\ d^z 

du d^u 
dz dz 

dlz\ 
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ou, abstraction faite des termes du second ordre, 

d\} _ du dou du dox du doy du doz 
dX dx dx dx^ dx dy dx dz dx 
i/U du dou du dox du doy du doz 
dY ~~ dy dy dx dy dy dy dz dy ' 
d\J du dou du dox du doy du doz 

et, si I'on pose 

du ^ du ^ du ^ tu ox — -¡- oy J- oz ~ OM. dx dy ' dz ' 

CCS forniules deviennent 

d\] du doM d^ u ^ d'u . d'u 
dX dx^ dxdy " dxdz 
dV du d o to d^u . d'u . d'u 
dY OX dy dx + - r ^ o v + dydz 
dV du doo) d -'u . d'^u 
d?: + 7 / T 

+ -j—i-ox dz dx ^dzdy'^y^ -^dz^ 

De là on déduit les valeurs de 

dX dx' dY " 'ch ' d'L ~ ITz 
ou de 

^ du ^ du ^ du 
0 -y- ? 0 — î 0 -y- Î dx dy dz 

savoir 

^ du dOLO d'- u . d^u , d^u , 
dx^ dxdy ' dx dz 

^ du r/oto d'u . d'- u . d^u . 
dydx 

f ^ du c/oto dUi . d^u . d^u^ 
h Y- • dzdx dzdy ' 

En dilîérentiant la première des équations (lo) par rap-
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port à X, Y, Z, la seconde par rapport à Y et Z, et la 
troisième par rapport à Z, et tenant compte des équa-
tions (7'), (8^), (9'), on obtient successivement 

d'u d'-oM d^ii^ d^ii , 

_ } d'u ^ dùx \ / __ dox\ 
dX^ " dx^dz lix l V dx ) 

d'n doy d'u dùz 
dxd y dx dxdz dx 

d^ a , . , \ dly 
' termes du premier ordre dxdy ' — — -y 

d^ u , . ^ \ dZz 
+ termes du premier ordre j 

ou 

d^V _ d'^u d'~rjM d^n^ d^ u , d^ n 
dX' " " ^ ^ di'^ d ^ y ''' '' d ^ z ^ ' 

et, de la même maoière, 

d'\} d'à d'du^ 
d\d\ ' dxdy dxdy 

d^ u , d^ n , d^ n 
6X •• • dx '^dy dxdy '^ " dxdydz 

d'V __ d'n d-'oio 
dXdZ ~ d^z d^z 

d^ u ^ d'' u ^ d^ u ^ -f- ox -h -J , , oy H- -j—j-7, oz, dx-dz dxdydz ' dxdz-
d'\j d'ù^ dHi d'u^ d'à , 

d- U _ ff 
dYdlu ~ dydz ' dydz 

d^ u ^ d^ Il ^ d^ u , 
' dxdydz ^ l ï ^ z dyd^ 
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par suite, 

( i 2 ) 

0 
d^ ôoj 

dx'' ~ dx' 

c/̂ ooj 
dxdy dxdy 

, d'u i/̂  00) 
dxdz dxdz 

d^u^ 
+ û.r dx^ 

d^ u , 
d'u ^ ox 

d^ u ^ 

dx^ dy 
d^ n . 
d'n . 

d^ u 
dxdydz 

dx^dz 
d'u 

h' dxdydz " dxdz'' 
. d'u 
0 dy' ~ dy' 

d'' u 
dy dz 

dxdy 
d^u^ 

d- O(') d^ K 
dy dz dx dy dz 

d^ u , ùy 

d^u 
dy^'dz 

ox 

, d'Il (P 0(0 
dz' dz' 

dy'dz^' 
d^ii , 

dx dz ' ' 

d^u 
dvdz 

d^ u , d^ u . 
dyd 

Telles sont les variations des dérivées premières et 
secondes de u. La loi de formation en est évidente; il 
reste à montrer qu'elle est générale. 

Supposons, à cet effet, que l'on ait 

0 
a 

dx'dyj dx'dyj dx'-^^dy^ Ix d-^j^^ u 
dx^dyj^' Iv 

dx^dyjdz 
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en diilérentiant l'équation 

d'-^Ju d'-^J^ 
dx'dyj dx^dyi ' dx'^'dyJ 

Il , u , 
dx'd^f^^ dx^dyidz 

ÙX 

par rapport à X, on obtiendra 

; d'-^j-^^ Il d'-^J-^^ ùuy 
1 dx^- '̂dyJ dx^- '̂dyJ 

d'-^j-^^u dix 
dx'-^^dyj ~dx 

d'-^J-^'^ u dlz 
dx^dyjdz dx 

^ dx^-^^dyj""^ 

dx'-^^dyJdz 
doy 

dx'dyj-^^ dx 

dix 
"d^ 

dx'dyj-^^ 
/ d'-^j-^^ u 
\dx'yjdz 

-I- termes du i®'' ordre 
dly 

termes du i®«" ordre j - ^ ? 

ou 

d'^^^ U 
dX^^J 

d'^J^^ u d'+J^^ lo 
dx'^^dyj dx'^'^dyj dx'^HiyJ 

ou 

d'^j^^ n rji+j-^t if. 
dxdyJ dx'^^ dyi dx'^'^ dyJ ùx -or dx'-^^dyJ^'^ 

dx^dyrdz""^' 

d'^j a 
c'est-à-dire la formule relative à ^ ^ . . ? dans laquelle 

l'indice i est remplacé par i - f - i , ce qui démontre la 
généralité de la loi de formation des variations des déri-
vées partielles successives de la fonction u. 
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Si l'on j)0i lc dans oF l(;s valeurs de ces variations, on 
aura oF (îxprinié eu fonction linéaire de ox, or, Ss, Sco 
et des dérivées partielles de o(o. 

4. Quant à la variation de dxcijdz.^ c'est-à-dire du 
produit des différentielles des variables indépendantes, 
on Toljtiendra en se rappelant que, lorsque l'on substi-
tue dans uni; intégrale multiple aux variables x , z 
d'autres variables X, Y, Z liées aux priuiiières par trois 
équations, il i';uit substituer' au pioduit dxdy dz le 
produit d\ (i\ i/Z multiplié par le déterminant 

A = 

dx 
d\ 
(U 
d\ 
dx 
dV. 

dy 

d\ 
dy 
d\ 

^ 
dA 

dz 
d\ 
dz_ 
d\ 

^ 
TTl 

c'est-à-dire que l'on a 

d\ dZ =1 dxdy dz 

Ici, la valeur du déterminant est, aux quantités du 
second ordre près, 

dy dz 

il en résulte pour //X (]\ d'L — dx dy dz. ou la variation 
de dx dy dz^ 

(i3) o{dxdydz) — 
'dox doy doz ] dx dy dz. dx ' dy ' dz J 

La variation oV de l'intégrale se présentera donc sous 
la forme d'une intégrale triple portant sur une fonction 

J J dox doy odz oa-, dz, — , linéaire liomogènt de 

de 00) el de ses dérivées partielles successives. 
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5. On peut la ramener à une intégrale portant sur 

une quantité qui ne renferme que oto en facteur. 
Sco 

En effet, d'abord le terme qui contient ^ î̂ yĵ ^^k 

donne lieu à l'intégrale 

/ / / ^ zj-vzj-ïy-i "> ' dx^djJdz^ 

qui pcvit s éci ire 

OU, en i n t é g r a n t p a r p a r t i e s , 

dydzi A 

- f f j 
dx'-^ dyj dz'' 

dx dx'-^dyJdz'' dx dy dz. 

Cette dernière intégrale, dans laquelle l'ordre de la 
dérivée de 5co est abaissé d'une unité par rapport à x , se 
transformera de même en une autre dans laquelle l'ordnî 
sera abaissé de deux unités, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'il n'y ait plus de dérivées de oco par rapport à x. On 
iéra de même pour lt;s dérivées iwlatives à y et pour 
celles relatives à s, et l'on aura (inalement une intégrale 
dans laquelle ne figurera plus que la variation oco. 

Ensuite, en transformant de la même manière les in-
tégrales 

Y'^dxdydz, 
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on oblient pour la première 

f f dy dz ( F ûjc ) 

• f f f 
r / ^ 

dx du) dx-
dF \ 

d d^ 
dx ) 

d^^u 
dx"- Ix dxdydz. 

Or, dans oF, les termes qui renferment ox en facteur 

sont 
/V7F\ / dF \ d'u 
[d^r , d dM I dx' 

dx) 

donc, après réduction, les termes qui renfermeront 2x, 
Sj , ùz seront 

¿/F / du ^ du ^ du ^ 
—• —- ox H ^ oy H ^ ùz 

du \dx OY 4- -J-dy ^ dz 

\ 

et ils se réduisent avec ou à du 

ou 

/ ^ du ^ du . du 
dx^^ dy ^ dz^^ 

dF , 
du 

Ainsi, toutes réductions faites, la variation SV se com-
posera d'une suite G d'intégrales doubles relatives aux 
limites, c'est-à-dire à la surface du corps dans l'éten-
due duquel doit se faire l'intégration triple, et d'une in-
tégrale triple de la forme 

J j y m^ dxdydz, 

M étant une certaine fonction de x , r , z^ u et des dé-
rivées partielles de u. 

S'il y avait sous l'intégrale triple proposée plus d'une 
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fonction M, s'il y avait deux, trois fonctions u, VyW^ en 

posant 

lu — du 
dx 

du 
-i-y'y-' 

du ^ 
ow, 

Ci^ dv ^ -j-ox dx - i T y ' y -
dv . 

00),, 

— dw ^ dw ^ 
oy dy 

dw ^ 
00)2, 

on arriverait, après réductions, à l'intégrale triple 

( M 8a> -f- N Soji -f- P otog ) dx dy dz. f f f ^ 
6. Supposons maintenant qu'il s'agisse de déterminer 

les fonctions z/, w, de manière que, quelles que soient 
les variations Sx, Sj-, ùz, ou^ S ,̂ ow.) la variation SV soit 
nulle. Comme, dans les intégrales doubles, il n'entre que 
les valeurs à la surface des variations Sx, Sĵ , Sz, 5(o, 
S(i)4, S(JL)4 et de leurs dérivées, tandis que dans l'intégrale 
triple les variations sont relatives à toute l'étendue du 
corps, il faut évidemment que l'intégrale triple et l'en-
semble des intégrales doubles soient séparément nulles; 
et pour que l'intégrale triple soit nulle, quels que soient 
Sù), Soji, Sa)2, il faut que l'on ait ^ 

M = 0, N = o, P o, 

trois équations nécessaires et suffisantes, avec l'équation 
relative aux limites G = o, pour déterminer les trois 
fonctions w, w. 

7. Exprimer que la variation de V est nulle, quels que 
soient S(o, Stoi, Swa, c'est exprimer que l'intégrale V est 
maximum ou minimum. 

Si l'on proposait de trouver le maximum ou le mini-
mum dont est susceptible V quand une, deux, trois 
autres intégrales V4,Y2?V3 relatives aux mêmes fonctions 
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w et aux mêmes variables x , j , 3 doivent conserver 

en même temps chacune une valeur constante, il faudrait 

joindre à l'équation oV = o les équations analogues 

o V i " o, oV2=0, oVg—o 

et Ton devrait avoir simultanément 

('4) ( 

( j I I I oco -h N otoi-f-P oLo^jdxdfdz =: Oy 

Gi-i-- I I ^ (^11 00) H- N1 0(01 Pi otog) dxdydz — o, 

Ci 2 H ^ ^ ^ ( 2 + ^ 2 1 + P2 ) dx dy dz —- o, 

! ^ ^ ^ ( \1:j0(0 N-jOOJi 4-p30oj2)r/^(:/r 

Or on peut toujours poser 

Ml OOJ 4- Nj 0(0i + Pi i'/iô  y 

M 2 0(0 -t- X.̂ OOJj-l -y-? 

T.. > -V- -N u ^ 
¡M 3 0(0 - H 0(0I -4- I 3 0(02 — - - J ~ ' 

Ài, Ao, A3 ('tant des fonctions de d'oii, en desi-

gn a n t p a r A 1 e d é te r m i n a 111 

M, Ni P, 

M, No P. 

Ma P3 

. d/k y . dlo 4 r/Aj 

(I5) ; + + 
1 dx dx dx 

. .. dl, dl, dl^ 
dx - dx ' dx 
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Eu portant ces valeurs de ooj, Stô , otoo dans la pre-

mière équation du groupe (i4)? on obtient 

^ r/MA, -f- NB, -h PC, ol, MA. -h NB. -H PC^ —///( 
X 

A dx 
^ , MA, 4- NB34-PC3 f^a 

dx ' A dx 
dx dy dz ; 

l'intégration par parties donne ensuite 

if A 

MA, 
\ 

-

dr dz 

dx 
^ M A,4-NB,-4-PC. 

, A Â  
dx dx dxdydz ; 

mais sont, dans l'intérieur du corps, des quan-
tités arbitraires comme oco, oto ,̂ ocoo: donc on doit avoir 

(16) 

I MA,4- NB, 4- = 

MA24-
MA34- NB3 4- PC3==:ca, 

c étant indépendants de x. Mais on arriverait au 
même résultat si, au lieu d'égaler les quantités 

M̂ OW 4- N, Oto, 4- Pi OWoi 

MgOW 4 - NoOCD, 4 - P2OOJ2, 

M 3 0 0 ) 4 - N 3 0 0 ) , 4 - P 3 ô t O g 

aux dérivées relatives à x de trois fonctions A,? A3, 
on les égalait aux dérivées relatives à j ou à s. Donc 
i , c doivent être regardées comme des constantes. 

Des trois équations qui précèdent, en se rappelant les 
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propriétés fonda mentales des déterminants, on déduit 

^ M aMj-r ¿^Mg-r-cMg, 

( 1 7 ) \ N z z i a N , 

( P z=al\ 4-CP3. 

Telles sont les équations qui serviront à déterminer 
les fonctions M, iw 11 faudra, en outre, tenir compte 
de l'équation aux limites 

- f f 
ou 

( MA, -4- NB, + P C , . MA,-4-NB,-HPC,, ] \ • ^ - S L . 
^ ^ I 

G a JAidydz -h h Ç Çl^dy dz-h c Ç Çl^dydz — o \ 

mais on a 

^ f f f ^ d x d y d z ^ - - f j \dydzy 

G^-zr - j I A.dydz, 

f fl.dydz: 

cette équation équivaut donc à 

( 1 8 ) G = a G i + ¿ ^ G ^ - h c G s . 

D'où l'on voit que les équations qui servent à déter-
miner les fonctions p», w ne sont autres que celles aux-
quelles on serait conduit si l'on cherchait le maximum 
ou le minimum de la fonction 

La recherche des maxima ou minima relatifs se trouve 
ainsi ramenée à celle des maxima ou minima absolus. 
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m QUELQUES P R O P R I É T É S D E S C Y C L E S ; 

PAR M . L A G U E R R E . 

1. Etant donnés deux cycles A et B, menons-leur une 
tangente commune; la distance comprise entre les points 
de contact de cette semi-droite est la distance tangentielle 
des deux cycles. Elle n'est évidemment déterminée qu'en 
valeur absolue; dans tout ce qui suit, je la désignerai 
simplement sous le nom de distance des deux cycles. 

On sait que, si l'on eiïectue une transformation par 
semi-droites réciproques, la distance de deux cycles est 
égale à la distance des deux cycles correspondants. 

2. Etant donnés trois cycles A, B et C, on peut clicrclier 
de quelle façon sont distribués dans le plan les cycles 
équidistants de ces trois cycles. Si nous efïectuons une 
transformation par semi-droites réciproqaies,de telle sorte 
que, les cycles a, ¡3 et y correspondant aux cycles donnés, 
a et ¡3 soient opposés, il suffira évidemment de résoudre 
le problème proposé relativement à la nouvelle figure. 

Il est aisé de voir que les cycles équidistants de deux 
cycles opposés a et ¡3 se réduisent aux points du plan. 
Désignant, en effet, par R et — R les rayons des cycles 
opposés, par p le rayon d'un cycle équidistantde a et de p, 
par i/la distance de son centre au centre commun de a et 
de p, on a 

d'où 
R p == o ; 

et, comme R est supposé différent de zéro, il suit 
de Mathémat., série, t. II. (Février i883.) 5 
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nécessairement 

p = o, 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Les cycles équidistants de a, ¡3 et y devant se réduire 

à des points, on»les obtiendra tous en considérant les 
divers points de l'axe radical D des cycles a et y ; et de 
là, si l'on revient à la première ligure, on voit que les 
cycles équidistants de trois cycles donnés A, B, C sont 
tangents à deux semi-droites fixes A et Â  qui sont les 
transformées des deux semi-droites opposées définies par 
la droite D. Ces deux semi-droites passent d'ailleurs par 
les points p et <7, intersections des cycles a et y, lesquels 
points peuvent être considérés comme les cycles tangents 
à a, p et y. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Les cycles cujuidlstants de trois cycles donnés A, B ei 
C touchent deux send-droites fixes A ei A, qui sont les 
tangentes communes aux deux cycles qui soJit tangents 
à A, B et C. 

J'appellerai ces semi-droites les semi-droites radicales 
des cycles A, B et C -, leur point de rencontre est évidem-
ment le centre radical des trois cycles. 

3. Proposons-nous de trouver les cycles équidistants 
de quatre cycles donnés A, B, C et D. Dans ce but eiïéc-
tuons une transformation par semi-droites réciproques, 
de telle sorte que, a, ¡3, y et 8 correspondant respective-
ment à A, B, C et D, a et ^ soient des cycles opposés. 

Les cycles équidistants de a et de se réduisant aux 
points du plan, il est clair qu'il n'y a qu'un seul cycle 
qui soit équidistant des cycles a, ¡î, y et S : c'est le centre 
radical des cycles a, y et S ; et de là, en revenant à la figure 
primitive, on peut conclure que : 
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Il 71J a dans le plan qaun seul cycle équidistant de 

quatre cycles donnés A, B, C ei D. 

Je le désignerai sous le nom de cycle radical des 
cycles A, B, C et D. 

A. Le cycle radical de A, B, C et D étant équidistant 
de A, B et C touclie les semi-droites radicales de ces 
trois cycles: d'où la proposition suivante : 

Etant donnés quatre cycles, les semi-droites radicales 
de trois quelconques de ces cycles touchent leur cycle 
radical; en groupant de toutes^ les façons possibles 
trois à trois les quatre cycles donnés, on a donc quatre 
systèmes de deux semi-droites qui touchent le cycle 
radical. 

Un cas particulièrement remarquable est le suivant : 
Soient Al, A2, As et h,̂  quatre semi-droites données; 

A/ désignant l'une quelconque d'entre elles, appelons K̂ -
le cycle qui touche les trois autres. Nous déterminerons 
ainsi quatre cycles K î , Ko, K3 et K4 ; soit K leur cycle 
radical. 

Il résulte de ce qui précède que K est tangent aux trois 
semi-droites radicales de K^, K2 et K3 -, or ces cycles 
touchent tous les trois la semi-droite A4 et il est aisé de 
voir que, quand trois cycles sont tangents à une même 
semi-droite A, leurs deux semi-droites radicales se con-
fondent entre elles ou, pour parler plus exactement, se 
composent de deux semi-droites se coupant en leur 
centre radical et différant infiniment peu de la semi-
droite menée en ce point parallèlement à la semi-droite A. 

On conclut de là que le cycle K passe par le centre 
radical de K i , K2 et K3 et est tangent à la semi-droite 
menée par ce point parallèlement à A^. 
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D'où la proposition suivante : 

Si l'on considère de toutes les façons possibles trois 
quelconques des cycles K^ K2, K3 et K4 et leur centime 
radical y on obtient quatre points qui sont sur un même 
cycle K et les tangentes menées à ce cycle en ces points 
sont respectivement parallèles aux semi-droites A i , Ao, 
A3 et A4. 

Ce cycle K est le cycle radical de K^, Kg, K3 et K/,. 

5. Les quatre cycles K/ qui sont ainsi déterminés par 
les semi-droites Ai , A2, A3 et A4 jouissent d'un grand 
nombre de propriétés remarquables. J'énoncerai ici la 
suivante : 

Si, parallèlement à une semi-droite donnée A, on 
mène des taJigentes à KÎ, Kg, K3 et K4, le rapport 
anliarmonique de ces quatre semi-droites est constant 
quelle que soit la direction de A. 

Pour démontrer cette proposition, j'énoncerai d'abord 
le lemme suivant dont l'application est fréquente : 

L E M M E . — Si Von effectue une transformation par 
semi-droites réciproques, à quatre semi-droites paral-
lèles entre elles correspondent également quatre semi-
droites parallèles. 

Le rapport anliarmonique de celles-ci est égal au 
rapport anliarmonique des quatre premières. 

La démonstration de ce lemme résulte immédiatement 
de ce que deux semi-droites correspondantes se coupent 
au même point de l'axe de transformation. 

Cela posé, je remarque que l'on peut toujours eifectuer 
une transformation par semi-droites réciproques, de telle 
façon que deux semi-droites données aient pour transfor-
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mées deux seuii-droites opposées ; le théorème que nous 

voulons démontrer étant projeetif, il suffira donc de le 

démontrer dans ce cas. 

Soient donc (/%. i) ca, ¿c, ah et ha quatre semi-

droites données ( * ), R le cycle tangent à èc, ca et ab^ K ' 

\ ^ 
b 

V 

le cycle tangent ¿a, ca et bc. Il est clair que le cycle 
tangent à ca, ah et ha se réduit au point a et que le 
cycle tangent à ¿c, et ¿¿z se réduit au point h. 

Cela posé, menons aux deux cycles K et K' des tan-
gentes parallèles à une semi-droite prise arbitrairement 
et soient respectivement a et 7/ les points où ces tangentes 
coupent la droite ah. Les points a et a' se correspondent 
de façon qu'à un point a correspond un seul point â  et 
réciproquement à un point a' correspond un seul point a. 
En effet, si l'on se donne par exemple le point a, on ne 
peut par ce point mener au cycle K qu'une seule tangente 

(*) Lorsque je désigne une semi-droite par deux lettres, Tordre 
dans lequel sont placés ces lettres indique le sens de la semi-droite: 
ainsi PQ désigne une semi-droite décrite par un point mobile allant 
du point P au point 0. Il en résulte qwc PO et sont deux, semi-
droites opposécii. 
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distincte de aè^ d'autre part, on ne peut mener au cycle 
K' qu'une seule tangente qui soit parallèle à celle-ci; le 
point OL' OÙ elle coupe ab est donc déterminé. 

11 résulte de là que les points a et a/ déterminent sur 
la droite ab deux divisions liomograpliiques dont les 
points doubles sont évidemment les points a et è, et, 
par suite, en vertu d'une propriété bien connue, le 
rapport anliarmonique des quatre points a, a el b est 
constant. 11 en est évidemment de même du rapport 
anliarmonique des tangentes passant par les points a et 
a' et des parallèles à ces tangentes menées par les points 
a et b. En d'autres ternies, le rapport anliarmonique des 
semi-droites, menées parallèlement à la semi-droite prise 
arbitrairement et tangentiellement aux cycles K , K^ a et 

est constant; ce qui démontre la proposition énoncée. 

6. Etant données deux semi-droites quelconques A et 
y circonscrivons à K , un angle dont les côtés soient 

parallèles à A et A'', et soit P^ le sommet de cet angle. 
Soient de même P2, P3 et P/, les sommets des angles 

analogues circonscrits aux cycles Ko, K3 et K4. Le rapport 
anharmonique de quatre côtés de ces angles étant égal 
au rapport anliarmonique des quatre autres, il suit de la 
proposition fondamentale de la théorie des coniques que 
les quatre points P/ sont sur une conique ayant ses 
asymptotes parallèles CL A et ¿1 M, 

En particulier, supposons que A et Â  soient deux droites 
isotropes de système différent-, les points P/ sont les 
centres des cycles K/. On peut donc énoncer la proposi-
tion suivante, que j'ai déjà démontrée directement dans 
une JNote antérieure f M : 

(*) Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole {Nouvelles 
Annales), rnérne tome, p. lii. 
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Les centres des cycles K/ sont situés sur un nié/ne 

cercle, 

7. J'énoncerai encore la proposition suivante : 

Étant donnés deux cycles K et K', si Von considère 
quatre cycles quelconques H ,̂ Ho, et H/, doublement 
tangents à IL et CL K', et si, TI ces quatre cycles, on cir-
conscrit des angles ayant leurs côtés parallèles aux 
deux]tangentes comnnmes à K et à K', les quatre som-
mets de ces angles sont sur une conique ayant leurs 
asymptotes parallèles à ces tangentes communes. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de faire voir 
que le rapport anliarmonique des semi-droites, menées 
tangentiellement aux cycles K/ parallèlement à Tune 
des tangentes, est égal au rapport anharmonique des 
semi-droites menées à ces cycles parallt^lement à l'autre 
tangente; et, comme cette propriété est projective, il 
suffit de la démontrer dans un cas particulier. Or on 
peut toujours elï'ectuer une transformation par directions 
réciproques, de telle sorte que les cycles K et K' soient 
opposés entre eux; les cycles U/ se réduisent alors à 
quatre points du cercle Ko déterminé par K et K ' ; les 
deux tangentes conmiunes à K et à K' sont des droites 
isotropes et l'on sait, par la propriété fondamentale du 
cercle, que les droites isotropes d'un système qui passent 
par ces quatre points ont leur rapport anliarmonique 
égal au rapport anliarmonique des droites isotropes de 
l'autre système qui passent par les mêmes points. 

La proposition est donc entièrement démontrée. 
Une conique dont la direction des asymptotes est 

donnée étant déterminée par trois de ses points, la pro-
position précédente peut s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Si Von considère tous les cycles II qui touchent deux 
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cycles donnés K eL K' et si, à chacun des cycles H, on 
circonscrit un angle dont les cotés soient parallèles aux 
tangentes communes à¥%. et à K', le lieu du sommet de 
cet angle est une conique dont les asymptotes sont pa-
rallèles à ces deux tangentes. 

Il est facile de voir que cette conique a eiïectivement 
ces deux tangentes pour asyuiptotes et qu'elle passe par 
les points d'intersection des cycles K et K ' ; d'où encore 
la proposition suivante : 

Etant dotuiée une coni(/ue quelconque, attribuons 
un sens quelcomjue aux asymptotes de cette conique de 
façon à les transformer en deux send-droites A et A'. 
Cela posé, considérons deux points quelconques M et JN 
de la conique; par le point M, on peut mener deux 
cycles tangents ci A et ci A -, par N on peut mener deux 
¡jarallèles ci á et A' : ces deux cycles et ces deux pa-
rallèles sont tangents ci un même cy de P. 

J'ajouterai que la corde qui joint les points de contact 
de P avec A et A' est l'axe radical des cycles qui, passant 
par M, touchent ces deux seuii-droites. 

8. Il est aise de voir que le théorème précédent peut 
encore s'énoncer ainsi qu'il suit ; 

Par deux points donnés y et S, on peut mener deux 
cercles K et K' qui touchent un cercle donné C*, par les 
points oil la droite yo rencontre C, menons des tan-
gentes Cl ce cercle, soit s leur point de rencontre. Par 
les points V, 5 et z, faisojis passer une conique ayant 
ses asymptotes parallèles aux tangentes dont je "viens 
de parler ; les asymptotes de cette conique sont deux 
tangentes communes à K et à K'. 

On peut généraliser ce théorème en faisant une trans -
formation homographique de telle soi te que les ombilics 
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du plan deviennent deux points quelconques a et ¡3 ; on 
obtient alors la proposition suivante : 

Étant clonjiés deux points quelconques a et ¡3 sur une 
conique C, par deux points et ù du plan et les points a 
et ¡3 on peut mener deux cojiiques K et K' qui touchent 
C', par les points oii la droite yo coupe C, menons des 
tangentes ci cette conique et soit e leur point de ren-
contre ; soient de plus \ et ^ les points oit la corde a^ 
rencontre ces tangentes. Cela posé y si l'on construit la 
conique déterminée par les cinq points ijl, y, S et e, 
les tangentes menées à cette conique aux points \ et y-
sont deux tangentes communes ci Ys. et à¥J 

9. En particulier, supposons que les points y et o soient 
les ombilics du plan; la proposition précédente pourra 
s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Etant donnés sur une conique C deux points a et ¡3, 
on peut par ces points mener deux cercles qui touchent 
C ; ces deux cercles ont pour tangentes communes les 
tangentes menées au cercle qui passe par le centre de la 
courhe et les points oii la droite a^ coupe les asymptotes, 
aux points situés sur la droite a^^. 

Il est d'ailleurs évident que ces tangentes communes 
aux deux cercles se coupent en un de leurs centres de 
similitude. 

10. Proposons-nous maintenant le problème suivant 

C) La détermination des deux autres tangentes communes à K et 
à K' donnerait lieu à des recherches intéressantes. 

Un théorème analogue au précédent a lieu à l'égard des coniques 
qui touchent une conique donnée, deux tangentes à cette conique el 
deux droites données, 

.le reviendrai du uestc sur ce sujet. 
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( proposé cette année comme sujet de la composition 
d'admission à l'École Polytechnique) : 

Etant donnés deux cercles K et K' se coupant aux 
points a ei p, construire les div^erses coniques qui, pas-
sant par CL et touchent ces cercles. 

Construisons deux tangentes communes à K et à R' 
passant par un de leurs centres de similitude, puis le 
cercle H qui touche ces tangentes en leurs points de 
rencontre avec la droite En désignant par 1 et [JL ces 
deux points, il est clair, d'après la proposition précédente, 
que si l'on prend un point O quelconque sur le cercle H 
et si l'on joint O). et O ui, la conique qui, passant par les 
points a et a pour asymptotes OX et Ojji, touche les 
deux cercles K et K'. 

Le lieu des centres des coniques cherchées est donc le 
cercle II, et l'on voit que l'angle formé par les asymptotes 
de toutes ces coniques est constant. 

En considérant les deux tangentes communes qui 
passent par le second centre de similitude, on obtiendrait 
un autre système de solutions, le lieu des centres de ces 
coniques étant un second cercle ayant, comme il est 
facile de le voir, même centre que le premier. 

C O N S T R U C T I O N G É O J l É T R I « l i E D E S C A I I S T I Q I E S 
P A R R É F L E X I O N ; 

PAR M . L A Q U J È R E . 

Soient Fie pôle lumineux, MM^ l'élément de la courbe 
miroir dont to est le centre de courbure. Le point I 
brillant, ou contact du rayon réfléchi sur la caustique 
par réilexion, est le ^second foyer de la conique dont le 
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premier foyer est F et qui a un contact du second ordre 
en M avec la courbe réfléchissante, c'est-à-dire ayant 
avec elle le point o) comme centre commun de courbure. 

Si l'ou projette le centre de courbure co sur le rayon 
incident en G, puis la projection G elle-même en N sur 
la normale, en joignantle point lumineux F à cette se-
conde projection, la droite FN sera l'axe transverse de 
la conique précitée et par suite coupera le rayon réfléchi 
en son point de contact I avec la caustique de la courbe 
proposée. 

Nous allons démontrer directenient cette construction 
du point brillant, d'où l'on peut à l'inverse déduire l'élé-
gante construction du centre de courbure sur laquelle 
nous nous sommes appuyé. 

Soit K l'image du pôle lumineux sur la facette MM,, 
le lieu des points K sera la caustique secondaire, déve-

loppante de la caustique, lieu des points I. Elle sera par 
rapport au pôle l'homothétique à dimensions doubles 
de la podaire P du point lumineux par rapport au mi-
l'oir, dont le centre de courbure ç sera au point milieu 
de la droite FI, et vservira à déterminer le point E 
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Par F menons les parallèles F K , F K | aux deux nor-
males infiniment voisines du miroir qui concourent 
en w; elles détermineront, sur la perpendiculaire au 
rayon réiléclii, les extrémités K , Ki de l'élément de la 
caustique secondaire correspondant aux dimensions de 
la facette MM|. Par R menons une parallèle à la facette 
R R'^R' coupant F R , en R'' et R, I en R', et posons, pour 
simplifier l'écriture, 

M N == F M = r , M w ^ p , F P = p , 

F M w = tuMl i , 

et cherchons la longueur MI = / du rayon réfléclii. 
Nous avons 

P _ î̂ ïi _ ^̂ ^̂ ^ _ ^ ï 
'2p KK" KK'cOS î 2p COs2¿ 

d'où 

expression dont la construction géométrique donnée 
ci-dessus pour le point brillant I n'est que la traduc-
tion littérale. 

On obtient ensuite la valeur de l par le rapport 

/ __ // _ p cos i 

r ip ~ n 2/' — p cosi 

Le rayon de courbure de la podaire du point F s'en 

déduit et a pour valeur 

'2 ^ i r — p cosi 



G É N Ë R A I J S 4 T I 0 N D UN T H É O R È M E R E L A T I F AUX P O I N T S 
« INFLEXION » E S C U B I O I E S P L A N E S ; 

PAR M . A . L E G O U X . 

Soit 

( I ) U = 

une équation en coordonnées homogènes; x , j , s étant 
les trois côtés du triangle de référence, u un polynôme 
égal à a a: -h b) -j- cz'^ a, ¡3, y, o, des nombres entiers 
tels que S = a -f- ^ -f- y ; a, c des quantités données 
et k un paramètre variable. 

Cette équation représente un système de cubiques 
lorsque l'on suppose oî = = y = i et o — 3. On sait 
que les points d'inflexion de ces cubiques sont distri-
bués trois par trois sur des droites, savoir les trois points 
réels sur la droite u et les deux autres séries de trois 
points sur deux droites imaginaires. 

Dans le cas général on a des courbes d'ordre o. Les 
trois côtés du triangle de référence sont tangents à toutes 
les courbes du système aux points où ces côtés rencon-
trent la droite u. L'ordre de contact est égal à 5 — i , de 
sorte que, si o est pair, la courbe est située du même côté 
de la tangente dans le voisinage du point de contact et, 
si S est impair, la courbe coupe la tangente ; nous aurons 
dans ce dernier cas un point d'inflexion d'ordre supé-
rieur. 

Nous démontrerons que les courbes proposées ont des 
points d'inflexion imaginaires qui sont distribués sur 
deux droites imaginaires conjuguées indépendantes de 
la valeur de /r. Si le degré est pair, il n'y a pas d'autres 
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ijiflexions; mais, si le degré est impair, il y a en outre les 
trois points d'inflexion réels situés sur la droite u, de 
sorte que, dans ce dernier cas, il existe un triangle in-
ilexionnel comme dans les cubiques. 

On sait que les points d'inflexion sont situés sur la 
liessienne dont on peut écrire l'équation sous la forme 

a' b' c' o.f g' K — a'f"^ — b' g'"- — c' h'^ ^ o, 

en posant 

Or on a 

d m 
dx -

d m , d m 
" dy^ ' ^ ^ dz-^ ' 

r/2 u 
d^dz' 

d m r/HJ 
dz dx ' dx dy 

d\] 

dx 

ou, en tenant compte de l'équation (J), 

= kie-^ oa , 
dx \ X / 

d\] 

dV 

dz 

(tx 

c' zẑ  1 ( ï — 0 M - A- 0 ( 0 — 1 ) c2 2, 
/ == I^Yx^y^-'^ko \o~i)bc 

A' 1 1 H- A a ( 0 — I ) aô 

En substituant ces valeurs dans l'équation de lahessienne, 

on trouve que les termes en k̂  et en k̂  disparaissent et 
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il rrsle, toutes réductions faites, 

( 2) ' H- icazx labxy) 

X — + t — (Y a -

On sait que la liessienne passe aussi par les points 
singuliers des courbes du système. D'ailleurs ces points 
sont déterminés par les trois équations 

r/U d\5 r/U 

et l'on voit facilement que les solutions communes à ces 
équations sont x = o, u = o -, y = o, u — o -, s ~ o, 
a = o. Donc, en deliors de ces trois points situés sur la 
droite u et par lesquels passent toutes les courbes du 
système, tous les points d'intersection de l'une des cour-
bes et de sa liessienne seront bien des points d'inflexion. 

L'équation ( 2) se décompose dans les deux suivantes : 

ce qui donne les trois côtés du triangle de référence, ré-

sultat évident, puisque ce sont des courbes singulières 

infiniment aplaties qu'on obtient en faisant A = o et 

dont chaque point est un point d'inflexion-, et 

cazx abxy) 

X _ Y — 

__ -f- a — i ) i ) c 2 ^ 2 j 

On aura le lieu des points d'inflexion de toutes les cour-
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bes (lu système en éliminant/r entre cette équation et 
Téquation (i), ce qui donne 

(3; 
\ -h Sibcyz icazx 1 ahxy — o^ 

ou bien 

Sous cette dernière forme, on voit que le lieu des points 
d'inilexion se compose de deux droites imaginaires con-
juguées. 

Enveloppe des tangentes d'inflexion. — L'équation 
d'une tangente à une courbe du système en un point 

z) peut s'écrire 
X X Y - r - V Z = o , 

en posant 

. ^ Oiu ^J ^u ^ y H 
A — Ort ? [J. = ou ? V r - OC 

X ^ y z 

Cherchons la relation qui doit exister entre A, [JL, V, 
pour que le point de contact soit situé sur une des droites 
représentées par l'équation (3). L'équation de l'une de 
ces droites peut s'écrire 

\ax -hBby-h-Ccz — o; 

mais on a, d'après ce qui précède^ 

et au , ^bu y eu 
ax — by ^ ^ 7 = ^r-i ; 

oa — À oh — ¡ji oc — V 

en substituant, il vient 

A a a Cyc 
(4) . -f- TT-̂  h ^ = O, 
^^ oa — A ob ~ [x oc j 

équation du second degré en A, ix, v. 
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En remplaçant ax^ bj^ cz par leurs valeurs dans 

l'expression de û  
u — ax hy cz, 

on a 
c / ! u ! — I ' 

^̂  la — X — ¡Jl. ' oc—V ' 

l'équation de la tangente à la courbe peut s'écrire 

(6) ( ô a — | i . ) Y 4 - ( 8 c ~ v ) Z S ( a X 6 Y - 4 - c Z ) . 

En prenant pour paramètres variables les quantités 

Sa — x' 86—a' oc — v ' 

et en éliminant deux de ces paramètres entre les équa-
tions (4), (5) et (6), on trouve que l'équation finale est 
du troisième degré relativement au troisième paramètre. 
D où l'on conclut que, par un point donné quelconque, 
on peut mener trois tangentes à la courbe enveloppe des 
tangentes d'inflexion : donc, en général, les tangentes 
aux points d'inflexion imaginaires situés sur les deux 
droites trouvées précédemment enveloppent deux cour-
bes de troisième classe. 

Remarque I. — Les courbes du système précédent 
sont telles qu'il en passe une seule par un point quel-
conque du plan et qu'il en existe deux tangentes à une 
droite donnée. Cette propriété est une conséquence im-
médiate de la forme de leur équation différentielle que 
l'on trouve sans difficulté et qui peut s'écrire 

{oLby — ^ax) z {ydx — rdy) 
^(^cz — -(by)x{zdy —ydz) 
-f- {^(ax — cLCz)y{xdz — zdx) = o., 

ces courbes font donc partie du système ( i , 2), d'après 
les notations de Chasles. 

Remarque I I . — Si l'on prend les transformées de 
Ann. d€ Mathémat., 3* série, t. II. (Février i883.) 6 
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ces courbes par le principe de dualité, on aura un système 
de courbes douées de points de rebroussement imagi-
naires et le lieu de ces points de rebroussement se com-
posera de deux coniques. Ces courbes corrélatives fe-
ront partie du système (2, i), c'est-à-dire qu'il en 
existera une seule tangente à une droite donnée et qu'il 
en passera deux par chaque point du plan. 

SUR LA C m C O K F É K E X C E D E S NEliF P O I S T S , 

PAR M . E . C A T A L A N . 

1. Triangles annexes. — Par le sommet B d'un 
triangle ABC, menons la droite B.r, symétrique de BC, 
relativement à AB; et, par le sommet C, menons C 7 , 
symétrique de BC, relativement à AC» En général, ces 

/ / \ 

h ^ 
t— 

i f y 
\ I /y 
M/ 

droites Bo:. Cj cleteriniiiciit, avec BC, un triangle 
BCA' ( ' ). Pour abréger, je dirai que ce triangle est Van-
nexe de ABC, suivant BC. 

D'après la construction, les angles CBA', BCA' sont 

( ' ) Si l 'angle A est droit. les lignes BJ7, C.y sont parallèles. 



• ( 83 ) 
donnés par les formules 

2B, G':::. — 2 C ; 

d'où il résulte, semblablement, 

A'=2^—2 A. 

Ainsi; les angles du triangle annexe de ABC sont 
les suppléments des doubles des angles du triangle 
ABC. ' 

R E M A R Q U E . — Les trois annexes d'un triangle 
donné sont semblables entre elles^ 

3 . TuÉoaÈME I. — L a circonférence circonscrite à un 
triangle ABC contient les centres des cercles inscrits 
aux trois annexes de ABC. De plus, ces centres sont 
les points diamétralement opposés aux sommets A, B, C. 

Soit a le centre du cercle inscrit au triangle BCA'. La 
droite Ba, bissectrice de l'angle CBA', est, par la 
construction même, perpendiculaire à BA'. Semblable-
ment, Ca est perpendiculaire à CA. Donc la circonférence, 
décrite sur A a comme diamètre, est circonscrite au 
triangle donné. 

4 . T H É O R È M E IL — Les sommets A , A! et les centres 
0, a appartiennent à une même droite, bissectrice de 
l'angle A'. 

Soit A'a cette bissectrice* On a 

B aA' = 2«̂  — 1 ( A'-i-B') A -i-B. 

D'un autre côté, les angles BaC, BCA sont égaux, 
comme inscrits au même segment : 

BaC=:G; 
donc 



( 84 ) 
5. REMA-TIQUES. — est. le centre du cercle ex-

inscrit au triangle A 'BC, tangent au côte BC*, 2® le 
rayon de ce cercle est la hauteur du triangle ABC, 
opposée au côté BC. 

6. Relations entibe les éléments des quatre triangles. 
— Ces relations donnent lieu à d'intéressants exercices 
trigonométriques. En général, elles sont assez compli-
quées, sauf celle-ci : 

Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle 
donné; soient ¡x, v les distances A A', BB', C C . On a 

I I I _ I 
X fJL V ÏÏ' 

7. Circonférence des neuf points. — Supposons que 
A, B, C soient les milieux des côtés d'un triangle MiNP. 
La circonférence ABC devient la circonférence des neuf 
points [milieux des côtés; pieds des hauteurs; milieux des 
segments compris entre les sommets etle point de concours 
des hauteurs); elle contient donc les centres des cercles 
inscrits aux annexes de ABC. Autrement dit : 

T H É O R È M E . — La circonférence des neuf points y rela-
tive CL un triangle M J N P , contient les centres des cercles 
inscrits aux annexes du triangle dont les sommets sont 
les milieux des côtés de MNP. 

Voilà donc trois points, ajoutés aux neuf que l'on 
connaissait ( M. 

( ' ) Nous faisons abstraction des autres points remarquables, en 
nombre indéfini^ situés sur Ja circonférence des neuf points. Voir 

Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire, 6" édit., p. i8r. 



P U O P R I É T É S D U N E C O U R B E DE P O U R S U I T E ; 

PAR M . ERNEST C É S A R O . 

I. Deux mobiles M, [JL partent en même temps d'un 
point O. M parcourt une trajectoire quelconque, [A se 
meut de manière à occuper, à chaque instant, le centre 
de gravité du chemin parcouru par M. Soient x ^ y et 
a, P les coordonnées respectives de M, ¡x. Soit r la dis-
tance M [A et 5, 0- les chemins respectivement parcourus 
par M, [K, 

On a 
5 a — f x d s , 

et, en diiTérentiant, 
s d'y.— {x — a) dŝ  

Ces égalités, divisées membre l\ membre, donnent 

d(i x — a 

Donc le second mobile est constamment dirigé vers 
le premier. Les mêmes égalités, élevées au carré, ajou-
tées membre à membre, donnent 

d(5 r 
ds s 

Donc le rapport des vitesses des deux mobiles est 
égal au rapport de leur distance au chemin parcouru 
par le mobile poursuivi. 

Diiïérentiant l'égalité 

(.r — ( r — 
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on trouve 

dr ix — CL dx y—^ dy\ / x — CL dcc y — ^ d^ 
d s ^ y r ds r ds J \ r ds r ds 

Or, si l'on désigne par 9 l'angle des tangentes aux deux 
trajectoires, en deux points correspondants, la première 

parenthèse est évidemment égale à cos9,etlasecondeà 

Donc 

COSO ~ —^ ; ds 
OU b i e n 

7 ^^ COSO ~ 2/t -h 5 -r-? ds 

si l'on désigne par/rie rapport des vitesses ^ 

II. Y a-t-il des trajectoires pour lesquelles h reste 
constant? On doit avoir cos9=: 2/1, c'est-à-dire que 9 
doit être constant. Généralement, cet angle est nul 
en O : donc il doit rester constamment nul, et l'on doit 
avoir A = TjCS trajectoires se confondent en une ligne 
droite. Mais 9 peut ne pas être nul en O, et cela arrive 
lorsque la tangente en O n'est pas déterminée, comme 
dans une spirale logaritlimique de pôle O, Alors les tra-
jectoires jouissent des propriétés suivantes ; 

I® cos9 2A. 9 est constant. 
oP r = d =r Jxs. La distance des deux mobiles est 

égale au chemin parcouru par le mobile poursuivant, 
et proportionnelle au chemin parcouru par le mobile 
poursuivi, 

l î l . Examinons le cas d'une spirale logarithmique, 
dont l'équation est u = ae^"^, 

1° Les arcs étant comptés à partir du pôle, les for-
mules ordinaires donnent, pour les coordonnées du 
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c o n t r e de gravité, les valeurs suivantes 

mu , . 
(X — — - ( s i n w - h 2 m 006Ü)), 

i-h/im^^ ' 

mu 
3 — ^̂ —- ( 2 m sin w — cos to). 

P u i s 

% — r r ( H - 2 7 ? i 2 ) c o s a ) — m s i n w ] , 

r — S — %—- f m costo -I- ( i 4 - 2m'')sina)], 

I -H 4 

D'autre part, on sait que 

\Ji -{- m^ 
Í — ^^ u. m 

Par suite, 
da r m 

K 

Donc le rapport des ^vitesses est constant. 
On a 

\Ji + 
Donc le rapport des rayons ^vecteurs est constant, 

3° On a 
2771 

cos6 — 

d'où 

si l'on désigne par V l'angle constant que fait la tangente 
en M avec OM. II est donc facile de construire Ô, con-
naissant V. D'autre part^ 

B 2 771 sino) — costo , .. 
- — -; tan2:(to —- 6). 
a sinto -4- 2 771 costo 
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Donc l'angle des rayons vecteurs OM, est con-
stant et égal à 9. Remarquons aussi que le triangle 
OM(x reste toujours semblable à lui-même. 

4® De ce qui précède, il résulte une construction fort 
simple du centre de gravité d'un arc de spirale logarith-
mique, compté à partir du pôle. Soit MT la tangente 

en M. On mène O M[JL faisant respectivement avec 
OM, MT le même angle 9. Le point p. est le centre de 
gravité cherché. Si l'on élève ¡JiN perpendiculaire à 0 [ J . , 

on a 

c o s O c o s ò ^ 

Donc N est le milieu de OM. De là une autre construc-
tion. Enfin, une troisième construction consiste à dé-
crire sur OM, ON les circonférences respectivement 

capables des angles TI — V, Ces circonférences se 

coupent en ¡JL, au centre de gravité cherché. 
5® L'angle O [JLT est évidemment égal à 9-j-(V — 9)=V. 

Donc le lieu du point ¡x est une spirale égale à la pre-
mière et de même pôle. 

6° On démontre aisément que le centre de cour-
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bure C, de la spirale (M) au point M, est le point dia-
métralement opposé à M, dans la circonférence OM[JL, et 
que le centre de courbure de la spirale (|JL), au point p., 
se trouve au milieu de C a. 

CONCOURS i r A D H l S S I O : \ A L ' É C O L E C E N T R A L E EN 1 8 8 2 . 

PREMIERE SESSION. 

I. — Géométrie analy tique. 

Soit ^ "¿2 — 1 = o l'équation d'une ellipse rapportée 

à son centre et à ses axes, et soient a et ¡i les coordonnées 
d'un point P situé dans le plan de cette ellipse. 

Former l'équation générale des coniques qui passent 
par les points de contact M et M' des tangentes menées 
du point P à l'ellipse et par les points Q et Q' où cette 

ellipse est rencontrée par la droite ^ — fe -f- jji = o. 

Disposer du paramètre [JL et de l'autre paramètre 
variable que contient l'équation générale, de manière 
qu'elle représente une hyperbole équilatère, passant par 
le point P. 

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée 
par l'équation = Z, et l'on demande : 

Le lieu décrit par la projection du centre de l'ellipse 
sur la droite QQ'-, 

2° Le lieu décrit parle point de rencontre des cordes 
MM^ et q q . 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points 
fixes, quel que soit et déterminer ces points. Chercher 
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pourqut4les valeurs de / ce lieu se réduit à deux droites 
et déterminer ces droites. 

II. — Epure, 
Hyperholoide à une nappe, entaillé par quatre 

sphères,— LMiyperboloïde a son axe (z, z') vertical, 
à o™,io5 du plan vertical et au milieu de la feuille-, la 
cote de son centre est o"',o87-, les rayons de son col-
lier r') et de sa trace horizontale (6) ont respecti-
vement o"',oo8 et o^",o9D de longueur. 

Les sphères, dont les centres sont dans le plan du 
collier (/•, touchent le plan horizontal aux extrémités 
[a^, a\), (a-y, a'^),, [a^^ â J des deux diamètres 
du cercle (9) respectivement parallèle et perpendiculaire 
a la ligne de terre. 

On demande de construire les projections des inter-
sections de rhyperLoloïde avec les sphères. 

Dans la mise à l'encre, on représentera les parties de 
la surface de l'hyperboloide qui, placées à l'extérieur 
des sphères, sont comprises entre le plan horizontal de 
projection et le plan horizontal P', à la cote o"^,!^!. On 
indiquera, à l'encre rouge, les constructions employées 
pour obtenir un point quelconque de l'une des lignes 
d'intersection et la tangente en ce point. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 
du cadre, à o" ,̂22o du petit côté inférieur. Les dimensions 
du cadre sont o"',27 et 

litre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Hyperholoide entaillé par quatre 

sphères. 

IIL — Triangle, 
On donne les trois côtés d'un triangle, savoir : 

m 
a — 4257,819, 
h = 73I4,S>O5, 
c ~ 9682,424, 
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et Ton demande de calculer les trois angles A, B, C et 

l'aire S du triangle.. 

lY. — Physique et > Chimie. 

1. On a deux baromètres fixes, A et B, formés de deux 
tubes cylindriques fermés à la partie supérieure par des 
surfaces planes. 

Dans une première expérience, à la température de 
la pression étant mesurée dans les deux baromètres par 
une colonne de mercure H, et la longueur de la chambre 
barométrique de A étant /, on introduit dans cet espace 
vide une quantité d'air qui fait baisser le mercure de h 
dans le tube, le niveau étant supposé constant dans la 
cuvette. 

La température et la pression changent alors; la 
pression lue au baromètre B est devenue H'; la colonne 
de mercure de A a une hauteur Ĥ  — h!. A quelle tempé-
rature a été faite cette deuxième expérience? On négligera 
la dilatation des tubes, du mercure et de la règle qui a 
servi à eifectuer les mesures. 

Coefficient de dilatation de l'air : a = o,oo3665. 

Exemple numérique : H = 76^*", l — h — 6 " " , 

H' = h ' = 129, 

2. Indiquer sommairement les préparations de l'acide 
sulfureux, et donner les formules qui les représentent. 

3. Combien faut-il de litres d'air (à 0° et ^ôo"""") pour 
brûler de soufre? 

E q u i v a l e n t s en p o i d s 8 = 1 6 , 0 = 8 

P o i d s du l i t r e d ' o x y g è n e à o® et 760'""'. . 43 
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SECONDE SESSION. 

I. — Géométrie analytique. 

On donne, dans un plan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires OX, OY et deux points H et H', le 
premier défini par ses coordonnées a et le second 
symétrique du premier par rapport au point O. 

Par ce dernier point, on mène une droite indéfinie DOE 
formant avec l'axe OX un angle DOX ~ 9-, on projette 
les points H, H' sur cette droite en N. 

On projette le point h en u sur l'axe OX, et le point u 
en Mj sur la droite DOE. 

On projette le point // en v sur Faxe OY, et le point r 
en v'i sur la droite DOE. (Toutes ces projections sont 
orthogonales.) 

Enfin sur la longueur û v̂ y comme hypoténuse, on 
construit un triangle rectangle WÎ ^̂  S, en menant VtS 
parallèle à OX et û  S parallèle à OY. 

Cela posé, on demande : 
De trouver les coordonnées du point S, en fonction 

des trois constantes 
D'écrire l'équation d'une parabole ayant le point 

S pour sommet et la droite DOE pour directrice; 

3® De démontrer que le lieu des foyers de toutes les 
paraboles obtenues en faisant varier l'angle 9 se compose 
d'un système de deux circonférences de cercle ; 

4® De démontrer que toutes ces paraboles sont tan-
gentes aux axes de coordonnées; 

5" De démontrer que les cordes de leurs contacts avec 
ces axes se croisent toutes en un même point. 
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IL — Épure, 

Intersection de deux cônes, — Les cônes, dont les 
sommets (i , (i, t') ont respectivement pour cotes 
o'",o5o et o"",080, touchent, suivant deux génératrices 
verticales, distantes de 0^,070, un même plan de front 
F, dont l'éloignement du plan vertical égale o"',o35. Les 
sections de ces cônes, par un plan horizontal, à la cote 
o"", 090, sont deux cercles égaux (y, y'), (yi, y'J dont 
les rayons ont o"", 042 de longueur. 

On demande de construire les projections du corps 
constitué par la partie du cône de sommet (5, qui, 
placée de part et d'autre de ce sommet et à l'extérieur de 
l'autre cône, se trouve comprise entre : i® un plan de 
front, dont l'éloignement du plan vertical est o™,o2o; 
2° un plan horizontal, à la cote o'",23o; et 3® le plan 
horizontal de projection. 

On indiquera, à l'encre rouge, les constructions 
employées pour déterminer un point de la courbe 
commune aux cônes, et la tangente en ce point. 

Placer la droite sŝ  à égale distance des grands côtés du 
cadre, et la ligne de terre à o"", 170 du petit côté inférieur. 
Les dimensions du cadre sont o™, 27 et 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Intersection de deux cônes. 

III. — Triangle • 
Soient 

a = 4546 ,723, 
h ^ 5678,364, 

c 6246, 549 

les trois côtés d'un triangle. Calcuh^r les angles et la 
surface. 
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IV. — Physique et Chimie. 

Un tube cylindrique, fermé à sa partie supérieure par 
une surface plane A, plonge dans l'eau par sa partie 
inférieure ouverte B. 

Le niveau mn de l'eau dans ce tube est le même que 
le niveau extérieur MN. L'espace Kmn de hauteur / est 
plein d'air saturé de vapeur d'eau; la température de 
l'air et de l'eau vers la surface est i, et la tension corres-
pondante de la vapeur d'eau est mesurée par une colonne 
de mercure y . 

On fait alors descendre verticalement le tube dans des 
couches plus profondes où la température est t' et la 
tension correspondante de la vapeur d ' e a u L a distance 
du niveau fixe MN à la nouvelle surface de séparation m'n' 
est h. Quelle est la longueur x de l'espace occupé par 
l'air humide? 

La pression atmosphérique reste constante à la surface 
MN, où elle est mesurée par une colonne de mercure de 
hauteur IL 

On ne tiendra pas compte de la dilatation de l'en-
veloppe ni de la dissolution de l'air. 

Exemple numérique : l ~ t •= 20", t' = 10®, 

H == 738, A = 655'^'", 25, / o«̂ - 918. 

Densité du mercure : D = i3,6. Coefficient de dila-
tation de l'air : a ~ 0,00867. 

2. Indiquer les préparations industrielles de l'oxygène. 

3. Quel poids d'acide sulfurique faut-il dédoubler 
totalement en acide sulfureux et oxygène (sous l'action 
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(le la chaleur), pour obtenir d'oxygène mesurés à 
o® et à 760"""' de pression. 

É q u i v a l e n t s en p o i d s S = 16, 0 = 8 

P o i d s d u l i t r e d ' o x y g è n e à 0° e t 760°^™.. iS ' ,43 
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IlSTtlODUCTION A LA THÉORIE DES DÉTEUMIN AI^TS, par 

P. Mansion, professeur à l'Université de Gand. — Gand, 
Ad. Hoste; Pa ris, Gauthier-Villars, 1882. ln-8° de 32 p. 
Prix : 

D e p u i s q u e F u t i l i t é des d é t e r m i n a n t s s 'est a f f i r m é e p a r de n o m -

b r e u s e s a p p l i c a t i o n s , p l u s i e u r s m o n o g r a p h i e s o n t été p u b l i é e s 

p o u r v u l g a r i s e r l ' e m p l o i de c e t t e n o t a t i o n e t en i n c u l q u e r r a p i -

d e m e n t les p r i n c i p e s a u x é l è v e s . A u j o u r d ' h u i , a v e c le d é v e -

l o p p e m e n t q u e p r e n n e n t les S c i e n c e s m a t h é m a t i q u e s , le n o m b r e 

des q u e s t i o n s à e n s e i g n e r n 'a f a i t q u ' a u g m e n t e r . 

Il en est r é s u l t é , p o u r les é l è v e s c o m m e p o u r les p r o f e s s e u r s , 

le b e s o i n d ' O u v r a g e s d i d a c t i q u e s e x c l u s i v e m e n t l i m i t e s a u x 

seules d o n n é e s i n d i s p e n s a b l e s p o u r la c o n c e p t i o n des t h é o r i e s . 

D è s 1875, M . M a n s i o n a p u b l i é , d a n s la Nouvelle Correspon-

dance mathématique^ un p e t i t T r a i t é de 44 p a g e s , i n t i t u l é : 

Eléments de la théorie des déterminants, d'après Baltzer et 

Salmon, d o n t u n e t r a d u c t i o n a l l e m a n d e p a r M M . W . H o r n et 

S . G ü n t h e r a p a r u en 1878. C e t O p u s c u l e a s e r v i de p l a n à Vin-

traduction à la théorie des déterminante d u m ê m e a u t e u r , 

d o n t la p r e m i è r e é d i t i o n , de 28 p a g e s , a é t é p u b l i é e en 1876. 

L a n o u v e l l e m o n o g r a p h i e d i f f è r e de la p r e m i è r e p a r p l u s i e u r s 

a d d i t i o n s d o n t l ' e x p é r i e n c e de l ' e n s e i g n e m e n t a f a i t r e c o n n a î t r e 

la n é c e s s i t é à l ' a u t e u r . 11 ne f a u t p a s y c h e r c h e r des r é s u l -

t a t s n o u v e a u x ; e l le es t , a v a n t t o u t , d e s t i n é e à s e r v i r de g u i d e 

a u x p r o f e s s e u r s e t a u x é l è v e s . 

^Introduction à la théorie des déterminants e s t d i v i s é e 

en t r o i s C h a p i t r e s : 

I . — Définitions et propriétés fondamentales. 

Formation des déterminants de quatre et de neuf éléments. 
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P r o p r i é t é s de c e s d é t e r m i n a n t s s p é c i a u x . 

I I . — Calcul des déterminants. 

P r o p r i é t é s d e s m i n e u r s . P r i n c i p e de l ' a d d i t i o n d e s l i g n e s . 

S o m m e s e t p r o d u i t s d e d é t e r m i n a n t s . 

I I I . — Applications. 
É q u a t i o n s l i n é a i r e s à d e u x e t à t r o i s i n c o n n u e s . É q u a t i o n s de 

d e g r é s u p é r i e u r . 

Appendice. — D é f i n i t i o n s p a r l e s d é r a n g e m e n t s o u i n v e r s i o n s 

e t p a r les p r o d u i t s s y m b o l i q u e s . 

L ' O p u s c u l e r e n f e r m e 80 e x e m p l e s o u e x e r c i c e s , d e s t i n é s à 

f a m i l i a r i s e r le l e c t e u r a v e c les a p p l i c a t i o n s les p l u s e s s e n t i e l l e s 

d e s d é t e r m i n a n t s . H . BROCARD. 
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EHRA TU M. 

Dans la quest ion 1430, m ê m e tome, au lieu de 

sin^^ry/ 1 ~ " a, — sin'"^ = b, 
il faut 

1 — s in -"y ~ a , sin">'y' i — = b. 


