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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
SUR UN C R I T E R I U M R E L A T I F A LA THÉORIE 

DES SECTIONS CONIQUES ; 

PAR M. HALPHEN. 

On détermine une conique par trois de ses points eL 
par son centre, et il s'agit de distinguer les cas où cette 
conique est une ellipse de ceux ou elle est une hyper7 
bole. 

Pour résoudre cette question, Steiner adonné le cri-
térium suivant : Soient a, b, c les trois points, tracez 
les trois droites qui joignent deux à deux les milieux 

des segments ab, ¿c, ca. Ces trois droites partagent le 
plan en sept régions, dont quatre ne contiennent aucun 
des points a, c. Si le centre est dans une quelconque 
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de ces quatre régions, la conique est une ellipse ; s'il est 
dans une quelconque des trois autres, la conique est 
une hyperbole. 

Daus la figure ci-contre, les quatre premières régions 
sont distinguées par des hachures qui les couvrent. 

Voici maintenant une seconde question qui se présente 
ici : 

Le centre étant placé de telle sorte que la conique 
soit une hyperbole, on demande de distinguer la répar-
tition des trois points entre les deux branches de cette 
hyf>erbole; 

et voici la réponse : 

Chacune des trois régions qui contiennent a, b \ou c 
est subdivisée en quatre parties par les trois droites ab, 
bc, c«, savoir : un triangle, un angle, et deux bandes 
comprises entre deux droites parallèles. 

Si le centre est dans un angleles trois points sont 
sur une même branche de l'hyper bole. 

Si le centre est dans un triangle, celui des trois% 

points qui est un sommet de ce triangle est sur une 
branche, les deux autres sur Vautre branche. 

Si le centre est dans une bande, les points sont 
répartis de la même manière que pour le triangle qui 
a un angle opposé par le sommet à l'un de ceux qui 
limitent cette bande. 

Sur la ligure, la répartition est représentée par un 
trait qui sépare les points appartenant à une branche de 
ceux qui appartiennent à l'autre branche. Ainsi a | bc 
signifie que a est sur une branche, ¿ e t c sur l'autre. 

Envisageons maintenant les mêmes questions pour \ine 
conique déterminée par trois de ses tangentes, et son 
centre. 



( 7 > 

Tout ce qui précède s'applique exactement à ce nou-
veau problème, pourvu que Ton envisage les droites ab, 
bc, ca comme étant les tangentes données. Pour la répar-
tition des tangentes entre les brandies d'hyperbole, on 
devra considérer a comme désignant la droite bc9 b la 
droite ca, c la droite ab. 

Remarquons, en terminant, cette conséquence : Sur 
une même branche d'hyperbole on prend trois points 
quelconques. Le centre de la courbe est toujours dans 
un des angles opposés par le sommet à ceux du triangle 
formé par les trois points. Il est aussi dans un des 
angles opposés par le sommet à ceux du triangle 

formé par les tangentes en ces trois points. 

S I R QUELQUES APPLICATIONS DU THÉORÈME DE SAYARY, 
R E L A T I F AUX E P E L O P P E S DES COURBES P L A N E S ; 

PAR M. H. RESAL. 

1. Soient, dans un plan, 

(S) une courbe qui roule sur une courbe fixe (S') 
A le point de contact de ces courbes; 
R, R' leurs rayons de courbure en ce point; # 

ma une courbe tracée dans le plan de (j); 
p = Km la longueur de la normale abaissée du point A 

sur ma ; 
cp l'angle formé par la direction de km avec celle deR ; 
p le rayon de courbure en m de la courbe ma\ 
G' le rayon de courbure au même point de l'enveloppe 

ma de cette courbe. 

En supposant que(S)et(S') opposent leurs convexités, 
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)cos* = R + ÏÏ ?' — P + P + P 

Dans le cas où les courbes (S) et (S') seraient inté-
rieures l'une à l'autre, on affecterait du signe — le plus 
grand des rayons de courbure R et R'. 

Nous allons d'abord déduire de l'équation (i) quel-
ques théorèmes connus, en admettant que (S) et (S') sont 
deux circonférences. 

2. Enveloppe d une hypocycloïde ou d'une épicy~ 
cloïde. — Supposons que am soit la courbe décrite par 
un point d'une circonférence (S4) de rayon Ks roulant 
intérieurement sur (S); la normale en m doit passer par 
le point de contact de ces deux circonférences, qui se 
confond par suite avec A. 

Pour obtenir le rayon de courbure de ma, nous 
remplacerons dans la formule (i), eu égard au sens des 
courbures, p' par — p,, R par — R {, R' par R<, en suppo-
sant de plus p = o. Il vient ainsi 

Le rayon de courbure p' de l'enveloppe de ma se déter-
minera %u moyen de la formule (i) en y remplaçant 
p par p1, ce qui donne 

Cette dernière équation définit bien l'épicycloïde dé-

d'où, par addition, 
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crite par un point de la circonférence (S<) roulant sur 

la circonférence (S'). 
Réciproquement, l'hypocycloïde ma est l'enveloppe 

des positions de l'épicycloïde déterminée par un point de 
la circonférence (S, ) roulant extérieurement sur (S'). 

3. Enveloppe de la développante d'une circonfé-
rence concentrique à (S). — Dans ce cas, l'angle cp est 
constant et l'on a évidemment 

p -+- p — R cos cp, 

et le rayon de la circonférence développée estRsincp. 
La formule (i) donne par suite 

coscp 1 

pr—p R 7 ' 
d'où 

p' — p — R ' coscp : 

ce qui est bien l'équation de la développante de la cir-
conférence concentrique à (S') et dont le rayon serait 
R' sino. 

4. Enveloppe d'une circonférence (S,) de rayon p 
dont le centre se trouve sur la circonférence (S). — Si 
nous considérons, par exemple, le point m de la partie 
intérieure de l'enveloppe, on a 

p 4- p — 9À{ coso, 

et la formule (î) donne 

a RR 
P ~~ P —n E77 cos ° > 

' 2K + K' 

d'où, par addition, 

4 R ( K 4 - R ' ) 

Mais en supposant p = o, cette dernière formule ferait 
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connaître le rayon de courbure p' de l'épicycloïde décrite 
par le centre de ). D'où il suit que la branche consi-
dérée (et il en est de même de l'autre en remplaçant p 
par — p) est parallèle à cette épicycloïde. 

5. Quelles que soient les courbes (S) et (S') et la na-
ture de l'enveloppée, l'enveloppe peut être décrite, au 
moins en partie,par un point du plan d'une courbe (Si ) 
qui roulerait sur (S'). — Soit le rayon de la courbe 
cherchée (S4 ) au point A. La formule ( i ) donne, en y fai-
sant p — o et remplaçant R par R,, 

( ~— H " ) c o s ? ~ i r W' 
\?—P P) R i R 

et, en retranchant cette équation de la formule précitée, 
on trouve 

I I pcos© 

on voit ainsi que la nature de la courbe (Si) «est indé-
pendante de la forme delà courbe (S7). 

6. Si l'enveloppée est une droite, on a .p = 00 et 

1 i coso 1 i 

en désignant par D la portion de la normale en A à (S) 
déterminée par la droite. 

Dans le cas où ( S ) est une circonférence et l'enveloppée 
un rayon de cette circonférence, on a p ~ R coscp, d'où 

On vérifie ainsi que l'enveloppe est répicycloïde dé-
crite par un point de la circonférence, dont le diamètre 
est R, qui roulerait vsur (S'). 
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7. Supposons maintenant que am soit la développante 

d'une circonférence concentrique à (S), et dont le rayon 
est par suite Rsincp. Nous avons 

p -f- p = R cos<p 

et la formule ( 2 ) donne 

1 1 p 1 / Rcos<p—/>\ 
R; = R + /R = R ( 1 H p — ) ' 

d'où 

(4) R 1 = — • coscp 

Soit 9 l'angle formé par le rayon vecteur mA = p du 
point de la courbe cherchée (Si ) avec une droite mx fixe 
dans son plan. L'angle formé par la normale en A à (Sj) 
avec mx étant 6 — <p, l'angle de contingence est ¿9, et 
l'on a par suite 

R î = dv—' 

et, en vertu de la formule (4), 

dp 
— tango ¿/8, 

d'où, en désignant par A une constante, 

p — Àe t a ns?6 , 

ce qui représente une spirale logarithmique si A est po-
sitif. L'origine de la spirale roulant sur la circonférence 
(S') ne décrira qu'une courbe intérieure à cette circonfé-
rence, qu'elle ne rencontrera que pour 0 = —oo (1 ). 

Donc l'origine de la spirale ne décrira que la portion 

On reconnaît fac i lement que, entre 6 — o et 6 = — °c, la lon-

gueur de l'arc de la sniralo est finie et a pour valeur • 1 911» 9 



extérieure à (S) de la développante du cercle concen-
trique ayant pour rayon R'sincp. 

La partie intérieure de l'enveloppe sera obtenue en 
prenant A négatif. 

8. Enveloppe d'une normale à une ellipse (S) qui 
roule sur une courbe fixe (S') (1 ). 

Soient, dans une position quelconque : 

ia le grand axe de l'ellipse dont O est le centre ; 
I l'intersection de la normale en A aux courbes (S) et (S') 

avec le grand axe \ 
mN la normale enveloppée rencontrant BB' en J, m dé-

signant le point correspondant de l'enveloppe 
a l'angle donné NJB et a'l'angle variable AIB. 

Nous attribuerons aux lettres a, c leurs significations 
ordinaires et nous poserons 

(5) m ~ tanga, tanga', 

d'où 

(6) = 

Nous savons que la normale au point A de l'ellipse 
rapportée à ses axes a pour équation 

(7 ) 
V 

et que les coordonnées de ce point ont pour expressions 

(8) ' ' » m ' \J a2 -h b2 m'1 * \j a2 -t- b'1 m1'1 

Soient X\,y\ les coordonnées de l'intersection I des 

< * ) ],e problème se rapporte à la question fies engrenages ell iptiques, 
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normales iNJ et AI; on a 

ÎT» \ ,/ * \ 
' Vl m yfa* -f- b*my ' 

c'2 / m m' \ 
1 ~~ »? — m' [^/a^ m2 \ja*m** ) ' 

c2miri / i i \ 
m — /?? 

't, en se reportant aux valeurs (8), 

c2 m b2 m' — a1 m \ i c m u m — u ni v 

m — m { v b2m2 y b ' 2 m) ' 

m' / czm b2m' — a2m\ 

On déduit de là, pour la distance AL — I), 

i / c2 m b2 ;??/ — a2 
D 

/ C- //i //? M //i \ / — 
-, | - ^ ; ;......-. H ) i/ I 
> \ \ia2b*2 ni2 \J a2 b2 m,=2 ) 

Nous avons pris le signe —pour le radical, pour que 
l'on obtienne un résultat positif quand on suppose 
;?? = m\ et l'on obtient ainsi 

" • > " ( S O T ) 1 ' 

ce qui est bien l'expression connue du rayon de cour-
bure de l'ellipse. 

On déduit des formules (8), (9) et (10) 

i R 2 / 2 / - • 7 1 7 

v / + 

(11), 

/ 

m — m 
X 

[c2 m a2-h b2 m'2 -4- ( b2 îrïr — a2 m ) \J a24- b* m%] 

Soient rnx une droite fixe dans le plan de (S, ) partant 
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du point m qui sera l'origine des coordonnées auxquelles 
on rapportera cette courbe; ¿/¿l'élément commun à (S) 
et (Si), 6 l'angle formé par mi avec mx. Nous avons 

R ¿0 cft , 

et, d'après l'équation (11), 
dt — doL'— a* b2sj a* -h b'2 m2 

( m — m! ) dm' 
X (a2 -h b2m'2) [c2 m \/a'2-+- b2m'~2 + (b2m'— a*m) a* -+- b*m*] 

Pour fixer les idées, nous considérons le roulement à 
partir du moment où B se trouvait sur (S'), et nous sup-
poserons que mx coïncidait avec la portion initiale de 
m J. de sorte que l'on a 0 = a pour a' = o ou m' = o. 

Nous avons ainsi 

l 8 = arc tan g m' -h a— a2 b2 y/ a2 -h b'2 m2 

( 1 3 ) ] Çm' (m — m') dm' 

( Jo («* + m[mS/'"1 + b~ m'~ + ( b~m' ~ «2 m ) m] 

L'équation (IO) peut se mettre sous la forme 

se' \a2-h b'2m'-2J 
ds_ 
da! 

d'où 
a*b*(i-h m'*)dmr 

ds 
(a*-+-b* m'*)* 

Nous avons ainsi pour (S4 ) 

• * a262(i4-m'2)sin8</m' 
cix — ds sin 8 = 3 ? 

(l3) x . « a2 b2 (i-\- m'2) cos8 dm1 
dy= — ds cos 8 — 5 1 

(a2-}-£2m'2)2 

et les équations (12) et (i3) permettront de déterminer 
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x et y en fonction de la variable auxiliaire ni. On peut 
d'ailleurs, en remplaçant cette variable par une autre, 
convenablement choisie, simplifier et même réduire 
quelques-unes des transcendantes qui entrent dans leŝ  
expressions de x et y. 

NOTE SUR LES COORDONNÉES B IPOLAIRES; 

PAR M. P. BARBAR1N, 

Professeur au lycée de Nice. 

I. Dans le système des coordonnées bipolaires, un 
point M est déterminé par ses distances F M = p , 
F, M = p4, à deux points fixes F, F4 appelés foyers ou 

I i>. i. 

pôles. Si le point M est assujetti à décrire une certaine 
courbe, il y a entre ses coordonnées bipolaires p, p, une 
relation 

F(p, p,) = o 

qui est l'équation bipolaire de cette courbe. Récipro-
quement, toute équation de cette forme représente une 
courbe. 
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On peut construire géométriquement le point M en 
décrivant deux circonférences, l'une du point F pour 
centre avec p pour rayon, l'autre du point F* pour 
centre avec p, pour rayon. M sera un point commun à 
ces deux circonférences. Mais il faut remarquer que ces 
deux courbes ont un second point commun M' symé̂ -
Irique du premier par rapport à la droite FFj . Donc 
toute courbe dont l'équation a la forme 

F (?> ?i) = o 

est symétrique par rapport à la droite FF*, que nous 
appellerons pour cela axe polaire ou focal. 

Soit O le milieu de FF< ; considérons deux axes rec-
tangulaires : Ox dirigé suiyant OFetOjy; soient x,y les 
coordonnées cartésiennes du point M par rapport à ces 
deux axes; on a, en posant OF = c, OF< — — c, 

K } \ + + V 2 , 

système d'équations déterminant p et p< en fonction de x 
et y . Ces formules servent à transformer l'équation bi-
polaire 

F(p. p,) — o 

en l'équation cartésienne 
F \\(x — c f H- y'1, x 4- c\l -+- y2] = o. 

il est facile d'en déduire des équations permettant 
d'opérer la transformation inverse, caries équations (i) 
soustraites l'une de l'autre, membre à membre, donnent 

d'où 

y — p 16 r2 16 c* 

< — (P Pi ( p — Pi (p]^rp — '2c)(pi—p-[- 1C) 
y — ï6C'2 
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Il est facile de trouver, en fonction de p et pM la dis-
tance p' d'un point M à un autre point F' de l'axe po-
laire. Soit, en effet, OF' = d et soit m la projection 
de M sur l'axe; on a successivement 

p2 = (c' — C ) 2 H - P'2 — 2(C'— c)mF, 

p2rzr (c'-h c)2-f- p'2— 2 ( c ' + c ) m P ; 

éliminons mFf entre les deux équations et nous aurons 

( c ' 4 - C)p 2 — (C' — C)P j — 2 C p / 2 - H ( C ' — C) 2 (C ' -F- C) 

c'est-à-dire 

(3) 2 c p ' 2 — (c'-+- C)P2 — (c'— c)pî + 2 C { C ' 2 ~ C 2 ) . 

II. Tangente à la courbe. — Soient M , M, deux 
points voisins, (p, p4 ), (p-f-Ap, p, -f- Ap4 ) leurs coor-
données : nous supposerons, pour fixer les idées, Ap et 
A p , o . 

Décrivons du point F comme centre l'arc MH, et du 
point F, comme centre Tare MI; nous aurons 

M ^ —Ap, IMt=: APl. 

Or, dans les triangles MHM« et MIM,, 

(c'—c)2 (c'H-c), 

Fig. 2. 

Ann. de Haihèmat.^ 3e sér ie , t. I . (Janvier 1882.) 2 
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donc, en divisant, 

Ao sin HMMj sinMIM^ 

A ?1 sin IMM^ s i nMHM; 

Lorsque le point tend à se rapprocher du point M 
la corde MMA devient tangente en ce dernier point, les 
angles MIM4 et MHM4 sont droits, et si Ton désigne par 
V et V| les angles que fait la tangente dirigée vers Mf 

avec les rayons FM et F< M prolongés, on a 

l im HUM] =z 77 - Y , lim IMM^ = - — Y t ; 
2 2 

donc 

. dp cosV 

cette formule détermine la position de la tangente. 

THÉORÈME. — Les projections d'un segment quel-
conque de la tangente sur les rayons vecteurs sont dans 
le même rapport que les différentielles des rayons vec-
teurs du point de contact. 

Caries projections du segment h sont h cosV, AcosVj, 
et l'on a 

hcos Y dp 

Acos Yj dpx 

Si Ton désigne par U, U4 les angles que fait la normale 
avec les rayons vecteurs, on a 

donc 

dp __ s inU 
(4') 

dpi s inUj 

Les formules (4) et (4') établies au cas où Ao et Ap, 
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sont > o sont vraies dans tous les cas, comme Qn pour-
rait le démontrer par une analyse directe. 

III. Asymptote. — Soit M un point qui s'éloigne 

Fig. 3. 

indéfiniment sur une branche de courbe; dans le triangle 
M F* F, nous avons 

p2 — 4c2-h p2 — 4C P i C O S M Î f\F , 

d'où 

4 ̂  pi 

Lorsque le point M s'éloigne indéfiniment, p et pt 

tendent simultanément vers oo , mais les rayons FM, F4 M 
tendent vers des positions limites qui sont parallèles à la 
direction asymptotique. On a donc alors 

( 5 ) cos CP = lim cos MF\>=r lim P* - P2-*-^2. 
4 cpt 

<p est l'inclinaison de la direction asymptotique de l'axe 
polaire. 

Réciproquement, si Pl ~ ^ & une limite finie 

comprise entre — i e t + i , lorsque et p tendent a la 
fois vers oo , cette limite peut être considérée comme 
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le cosinus d'un angle <p qui est l'inclinaison de la direc-
tion asymptotique sur l'axe polaire. 

Pour déterminer la position de l'asymptote, abaissons 
du point F, une perpendiculaire F, A| sur cette asym-
ptote, et du point M la perpendiculaire MmK sur F« A4, 
nous avons 

lim mx¥x — AjF,; 
or 

F, mx ~ pt sin Ft M mi = pt sin ( MFt F — <p ) 
= p^sinMFiFcoscp — cosMF, Fsincp), 

d'où 

(6) A j F ^ limpi (sinMF1 F cos? — cosM Ft F sincp) ; 

de même on pourra prendre, pour déterminer la position 
de l'asymptote, 

AF — lim p sin ( MF x — <p ), 
et aussi 

00 ; — \ (AF -+- A, F, ) 
~ -|limp sin)MFx — o) -i-ilimpi sin(MFtF — <p). 

Réciproquement, si l'une de ces trois limites existe 
quand p et p4 tendent simultanément vers oo , elle déter-
minera la position de l'asymptote. 

IV. Cas particuliers. — Je vais appliquer les con-
sidérations précédentes à l'étude de quelques courbes. 

i° J'étudierai d'abord les courbes représentées par 
l'équation 

p -h mpx— i a, 

dans laquelle a est une longueur et m un paramètre po-
sitif ou négatif. Ce sont les ovales de Descartes. En dif-
férentiant l'équation, on trouve 

dp -+- ni dpt — o. 



( « ) 
d'où 

dp cosV i 
dpt cosVj m 

Dans les ovales cartésiens, le rapport des projections 
d'un segment de la tangente sur les rayons vecteurs est 
constant, et cette propriété est caractéristique de ces 
courbes. 

On a encore 

eosMF.F^ 

__ ( i — m1)p\ 4 - (\ampx 4 - 4 ( c 2 — à1) 

~~ 4 cpi 

Si m2^i, ce que nous supposerons tout d'abord, cosMF<F 
n'a pas de limite : donc les ovales n'ont pas d'asymptote. 

Les ovales coupent l'axe O y au point pour lequel 

i a û ~ p! — > 1 r m 1 

et l'axe polaire aux points 

2 (a — c) ; 2 (a + c) 
p — , l p ~ 5 
1 m 4- i \ m + i 

I 2(a-f-c) ] 2 (a — c) 
m + i ' m 4- i ' 

La distance p' d'un point de la courbe à un point F'de 
l'axe polaire est déterminée parla formule (3) 

2Cpf2=(c'-h C)p2— (c'—c)p24- 2c(c'2 — C2), 

c'est-à-dire, en éliminant p, 

2cp ' 2 " (c'-f-c) (2a— /rcp,)2— (cf — c)p2 -b 2(c'2 — c2)c, 

2cp/2=[(c'-hc)m2 — (c' — c)]p2 — 4a/»(c'-hc)p1 

4 - 4 a2 ( c ' 4 - c) 4-. 2 c (c'2 — c2) — 0. 
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Le second membre esl une fonction du second degré 

de : on peut chercher à rendre ce polynôme carré par-
fait-, il suffit, pour cela, qu'on prenne 

4<z2m2(c'-4-c)2 — [ka*(c'-4-c) — 2 c(cf2—c2)] 
x [m2(c'-+c) — (c'—c)]~o, 

ou 
( c ' ! - c 2 ) [ i a ! + 2 c ( c , - c ) - 2 c ( c ' - h c ) w 2 ] - ô . 

c'2 — c 2 = o donne comme solutions singulières 

c c, 

. c' — c, 

c'est-à-dire les deux foyers déjà existants; le second 
facteur donne 

/ _ c ~ ( 1 m * ) — 2 Q _ 
(i — m2 ) c 

cette condition remplie, l'équation en p< et p' devient 
alors 

2a2 , 0 c2 — a 2 8(c2 — a 2 ) 2 m 2 

2 c p'- = p'r — 8 «m — p ! 4 — - — > r c ( 1 — m2 )c (1 — m2)2c 
ou 

[ 2 (c2 — a2) m 1 2 

ou enfin 2 m ( c2 — a2 ) api m C p —-. 

1 — m-

THÉORÈME. — Le point F ' déterminé par 

c2(i + m2) — 2 a2 
C — : ( i — m2 ) c 

est un troisième foyer pouvant s* associer à l'un de ceux 
qui existent déjà. 

THÉORÈME. — Les ovales cartésiens sont le lieu des 
points tels que le rapport de leurs distances à deux 
cercles fixes est constant. 

C2 p'2 : 
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En ejSet, posons 

2 a — m R4 — R, 
nous aurons 

p 4- mpl = m R , — R , 

ou bien 
5 + R 

" f i 

En particulier, considérons les points tels que le rap-
port de leurs distances aux deux foyers est constant. Tous 
ces points sont sur l'ovale cartésien 

p = mpi, ( a — o ) . 

Cet ovale, comme nous l'avons démontré plus haut, a un 
troisième foyer F' déterminé par 

, i -f- m ~ 
C r • C, 

i — m-

ct si l'on associe ce foyer à F t , l'équation de l'ovale de-
\ ient 

2 m ( c2 — a1 ) 
c p — — — • 

r (1 — m1) 

Cet ovale est donc un cercle dont F' est le centre, ré-
sultat déjà connu géométriquement. 

2° J'ai tout d'abord écarté le cas où m2 i. Je reviens 
maintenant à cette hypothèse pour étudier successive-
ment les deux courbes 

P -H P I = 2 A , 
p — pi — 2 a. 

La première courbe est une ellipse que son équation 
définit tout entière. La tangente est déterminée par la 
relation 

cosV 
cosVj 

elle fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs, 
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et réciproquement. Il n'y a pas d'asymptote, car 

(p, — p)2a -j- 4 c* _ (pi — a)a -t- c1 
c o s M F , F : 

4cp, Cp, 

limcosMF, F = mais a^>c : donc l'angle limite cp 

n'existe pas. Le grand axe de la courbe est i a , le petit 

axe 2 s/a2— c2 = ib. 
La deuxième courbe est une branche d'hyperbole en-

tourant le foyer b\ \ pour avoir l'autre branche, il faut 
associer à l'équation 

p — pi=2a 
l'équation 

Pi— P — 2 a , 

de sorte que la courbe entière serait représentée par 
l'équation unique 

(P — Pi) 2 — 4«2 = o. 

La tangente est bissectrice de l'angle des rayons vec-
teurs, car 

c o s V 

c o s V , 

On a 

c o s M F > ^ < P l ± P > » « + = , 
4 cp, cP l 

limcosMFi F = a étant < c : il y a donc une direc-

tion asymptotique déterminée par cos cp = Pour 

trouver la position de l'asymptote, posons 

nous avons alors 

cos M F ^ — ^ Ù — J L , costp — 
cp, c 

sin M F ^ F = — V c 2 f î — ( « P i H - sin cp - , 
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donc 

en multipliant et divisant par la quantité conjuguée, on 
trouve facilement 

b 2ap1(a*-h b2)-h b2(a*-h b2) 
£ j /?!, — — • • — » 

c a\Jp\ — 2ap!—62H-ap,4-62 

d'où, en passant à la limite, 

Fi A, = lira F, m, — — b ~ — c sin cp. 

L'asymptote passe par le point O, centre de la courbe. Il 
y en aura une seconde symétrique par rapport à l'axe 
polaire. 

3° Tout cercle ayant son centre sur l'axe polaire peut 
être représenté par une équation de la forme 

ap2 -+- bp\ = r2, 

a, b étant des nombres positifs ou négatifs. En effet, si 
l'on calcule, d'après la formule (3), la distance d'un point 
de cette courbe à un point fixe F' de l'axe polaire, on 
trouve 

2 cpf2—(c'-hc)p2— (c' — c) r 2 "^ a p 2 H- 2 c(c'2 — C2) 

Si l'on choisit d de façon que le coefficient de p2 soit nul, 

(a-Jb) 
c — c T y 

a-\- b 
il vient 

+ b)2 

équation d'un cercle dont F' est le centre, et le rayon a 
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, , /¿(a 4- 6)r2 — l\c2ab . 
pour valeur 4/ — J ^ ; en particulier, pour 

a = i , o n a 

c' = o, 

,2 r2— 2ac2 __ p2 4- p2 — 2c2 

P 2 « 2 

Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs 
distances à deux points fixes est constante est donc un 
cercle ayant pour centre le milieu de la distance des 
points fixes. 

4° On appelle ovale de Cassini le lieu des points tels 
que le produit de leurs distances à deux points fixes est 
constant. 

L'équation polaire de cette courbe est donc 

ppi— a2; 

les points où elle coupe l'axe polaire sont donnés par 
p — p, zb a ; 

il y a donc trois cas à distinguer : 
a c : la courbe ne coupe pas l'axe O^ et se compose 

de deux ovales séparés entourant chacun un foyer ; 
a = c. : la courbe coupe l'axe polaire au point O et 

porte alors le nom de lemriiscate; 
a^>c : les deux ovales se sont confondus en un seul 

qui entoure les deux foyers. 
Si on diiférentie l'équation de la courbe, on trouve 

4- p ^ p i — O, 

donc 
dp c o s V p 

dpi c o s V , p, 

De cette formule ressort une construction simple de la 
tangente en un point M de la courbe : il suffit, en effet. 
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de mener MT perpendiculaire à OM et de prendre la sy-

Fig. 4. 

métrique MS de MT par rapport à la bissectrice MN de 
Tangle F MF,. 

Les points où la tangente est parallèle à Taxe polaire 
sont ceux où l'on a aussi 

p sin Y = p, sin Y, : 

donc, en ces points, 

p sin Y, cos Y ^ 
p, sin Y cosY,' 

de là résulte 
cos V sin Y -h cos Y, sin Y, = o, 

c'est-à-dire 

Le lieu de ces points est donc la circonférence qui a 
O pour centre et OF = OF4 = c pour rayon. 

5° Le système des coordonnées bipolaires est quelque-
fois utile pour faire apercevoir des propriétés de cer-
taines courbes définies par rayons vecteurs, et simplifier 
dans certains cas la recherche de leur équation carté-
sienne. 
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Ainsi les courbes définies par l'équation 

i i i 

Ô V ^ *>Yi ~ & 

ne sont autre chose que les courbes 

a2 b2 p2 p* — a2 p2 K* — b2 p2 K> = o, 

ou, ce qui revient au même, 

(a 2p 2— K>) (62p? — K>) = K8 , 

ou enfin 

V' </ \ b2)~a1bi 

Ces courbes sont donc le lieu géométrique des points 
tels que le produit de leurs puissances par rapport à deux 

K2 

cercles ayant respectivement F et Fi pour centres et — > 

K2 
pour rayons, soit constant. Ce lieu est le même que 

celui des points tels que le produit des tangentes qui en 
sont menées aux deux cercles soit aussi constant. 

Lorsque a=b, l'équation de ces courbes devient, en 
K 2 t 

posant — = h, 

( p 2 - = 
ou bien 

i i i 

Le lieu des points tels que le produit des tangentes 
qui en sont menées à deux cercles égaux est égal au 
carré du rayon de ces cercles jouit donc de la propriété 
suivante : 

La somme des carrés des inverses des rayons vec-
teurs est constante. 
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GÉNÉRALISATION D UKE PROPRIÉTÉ DE LA SURFACE 
DE L 'ONDE ; 

PAR UN ABONNÉ. 

On sait, comme l'a fait voir M. Mac-Cullagh, que si 
par le centre o d'un ellipsoïde on mène un plan BJ con-
tenant la normale du point m(x,y, z) et, dans ce plan, 
une droite o[Ji égale et perpendiculaire à om, la surface 
de l'onde est le lieu des points p.(a, ¡3, y), et les normales 
aux points correspondants m et fi. sont dans le même 
plan. Il est facile de reconnaître que cette dernière pro-
priété subsiste pour le cas plus général où l'on suppose 

om — sjx^-hy^z2 = /(v/a2-i- f ) =/(«). 
En effet, la recherche du lieu se ramène à l'élimina-

tion de x,y, z entre les équations 

px2 4- qy* -h rz2 — i, ^ + 

(1) eux 6y + ^ = 

(2) — r)yz 4-ê(r — p)zx-{- Y(/> — q)xy — o. 

Remplaçons les deux premières par celle-ci 

Px~-\- Qj24-FU2 = O, 

où Ton a fait, pour abréger, 

P=p/*(u)-i, Q = qp (m) — «, R = rf*(u) — i. 

Comme on peut l'écrire 

Y* x.x 4- Q / . / 4- Rz .z — o, 

on en déduit, à l'aide de l'équation (i), 

x y z 
iRz— —aRz~~ aQy — GPx 

x2 4- y2 4- z1 

~ f1 [ a ( q — r)yz 4- 6 ( r — p ) zx 4- x(P — Ç)*y]' 
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et par suite 
« g _ y 

( 3 ) Px ~~ Q j Rz ' 

ou bien 
x ___ y _ z aj- + Sy+ 

V V V.Q/ W P Q R 

ce qui donne, pour l'équation du lieu, 

or ê2 72 

(4) p + Q + R ^ 0 ' 

équation tout à fait semblable à celle de la surface de 
l'onde. 

Pour trouver la direction de la normale au point j/., 
désignons par F (a, ë, y) le premier membre de cette 
équation*, il en résulte 

1 r/F _ a <*//'i P* 2 

2 7h ~ P " " ~ÏT + "Q" TT 

Soit o) la valeur commune des rapports (3); elle est 
égale à 

qS g2 «,2 ^ e/2 

Pxoc 4- Q j ê R^y /2 (p^a -h q j o -j- rzy)9 

ce qui permet d'écrire 

1 dF ( ff'to - — — to # — a-

2 aa \ u 

et semblablement 

idF ( tf'uA id¥ ( ff'*>\ 

Or, ces trois demi-dérivées sont respectivement pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la normale au 
point [A ; les quantités [q— r)yzt ( r — p)zxt (p — (f)xJ 
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le sont de même aux cosinus directeurs de l'axe du 
plan nr, et, comme l'expression 

est nulle, la normale au point p. est bien située dans le 
plan qui contient celle du point m. 

Pour la surface de l'onde, M. Mac-Cullagh a démontré 
que ces normales se coupent à angle droit, mais cela n'a 
pas lieu généralement. En effet, l'expression 

ne s'annule que lorsqu'on a f(u) = A*«, k désignant une 
constante. 

On peut observer que la valeur absolue de w repré-
sente le rapport des projections de op et de om sur le 
plan tangent à l'ellipsoïde. 

Observons encore que l'élimination de x, y, z entre 
les équations du système 

ax 4- oy -]- — o, ayz 4- bzx 4- cxy = o, 

px2 4- qy~ -h rz2 — o, 

plus général que celui qui donne l'équation (4)^ s'exé-
cute aussi très simplement et conduit à la relation 

(a/?6y 4- bq*(* 4- crag)2 = H(a2qr 4- &rp 4- -fpq), 

où 

H =r zabado 4- ibcZy 4- 2caya— a1 a*— 6*6*— c*f2. 

(* - J ^ ) {g - r)y* + ( y - ^ ) { r - p ) z * 
/ srl \ 
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REMARQUES SUR LE PENDULE; 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E . 

Un pendule circulaire se meut dans un milieu qui lui 
fait éprouver une résistance constante. La loi de son 
mouvement est donnée, comme on sait, par la formule 

6 -f- p — — (a — p ) c o s k t , 

dans laquelle 0 est l'angle du pendule avec la verticale, 
a la valeur absolue de l'amplitude initiale, ¡3 et k des 
constantes, (S dépendant de la résistance du milieu am-
biant. 

Considérons les angles décrits successivement par le 
pendule pendant des intervalles de temps égaux T. Soient 
o), et w2 deux de ces intervalles consécutifs. Nous avons, 
par application de la formule précédente, 

0 + w,+ fJ = — (a — B) cosk(t — z) 
et 

0 — to2-f- p — — (a — (3) cosÂ-(* -+-t). 

Retranchons la seconde de ces égalités de la première -, 

il nous vient 

u)2 -h cot — — 2 ( a — p ) sin kt sin k-z, 

ou, en posant GO, 4- oo2 = eo, 

2 . . d h 
— — — sin kt ~r -

k dt 
Donc : 

1. Les angles décrits successivement par le pendule 
dans des intervalles de temps égaux sont proportion-
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nels aux vitesses angulaires du pendule au milieu de 

chacun de ces intervalles de temps. 

Au lieu de retrancher les égalités précédentes, ajou-
tons-les; nous avons 

2 (0 -f- p) -f- Wj — W2=z — 2 (a — P) coskt COSÀ-T, 

Or, 

donc 

a / « x i . 1 
•-t-P = — ( a — P ) c o s k t - = z - ^ — ; 

2 dH 2 ¿/2e 

ou 

tOj — Wgm — (COSA-T: — i ) — . 

Par suite : 

2. La différence de deux angles consécutifs décrits 
par le pendule pendant des intervalles de temps égaux 
est proportionnelle à Vaccélération angulaire du pen-
dule sur la ligne de séparation de ces deux angles. 

Remarquons que, dans un cas comme dans l'autre, la 
valeur du rapport constant est indépendante de (3 et, par 
suite, de la résistance du milieu considéré. 

SOLUTION D U N PROBLÈME DE G É O M É T R I E ; 

PAR M. A. PICART. 

Dans un triangle isoscèle OAB, l'angle à la base A 
vaut n fois L'angle au sommet O ; déterminer le rapport 
de la base AB au côté OA. 

Menons les droites qui divisent l'angle A en « parties 
Ann. de Mathèmat3e série, t. Ier. '(Janvier 1882.) 3 
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égales, et soient B|, B2, . . les points où elles ren-

contrent le côté opposé OB. Désignons par x la base AB 
et par X\, • • •, Xji j, Xji les droites AB,, AB2, . . . , 

AO ; Xt est égal à x et xK à R. 
Les triangles semblables OAB, ABB4 donnent 

B B ^ i j p . 

Par suite, en vertu de la propriété de la bissectrice de 
l'angle d'un triangle, 

B t B 2 — B ,B S 
R 

n — 2 ti — 1 : R > 

XE> X 3 

= i r ' 

B „ 0 = 
R 

Mais le triangle ABB2, en vertu d'une autre propriété 
connue de la bissectrice AB ( , donne 

(•> 
On a de même 

(2) 

(3) 

/Y -Y* 2 /Y» 
2 u

 ^ 1 
— ~ ' 

.r ! .r3 — x 

x*x< — x 

X I X 2 X 3 

R* ' 

2 X 2X^ X4 

R'2 
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De l'équation( i )on pourra tirer x2 •, de l'équation ( 2 ), 
après la substitution de la valeur de x 2 , on pourra tirer 

de l'équation (3), après la substitution des valeurs 
de on pourra tirer Xrn et ainsi de proche en 
proche jusqu'à l'équation [ n — 1) ; et, en remplaçant en-
suite xK par x et xn par R, on aura la relation cherchée 
entre x et R. Mais quelle est la forme générale de cette 
relation pour une valeur quelconque de n? Telle est la 
question que nous nous proposons de résoudre. Pour 
cela, il faut intégrer l'équation aux différences 

2 ^n—i & 11 
R* 

Divisons les deux membres de cette équation par 
Xn-iX„_s xn} elle devient 

1 

& n—I^C n, R2 n— 1 n ^^ n 

I 
ou, en posant — — y ny 

œ n 

(b) yl-\— yn-iy'n— j^r 

On voit sans peine que 

(c) yn=Can—C'a-n, 

C, C , a étant trois constantes qui satisfont à la rela-
' tion 

(d) CC + 2 ) — ¿ 5 = 0 . 

En effet, 

— C2^2^-1) H- — 2CC', 

y n - 2 y n = G2a2^"1) -4- C f 2 — CC' (a2 a~*), 

d'où 

yV^ - yn-fyn = CC' ( a2 -h a"2 - 2 ) : 
1 

R2* 
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L'équation (c) est l'intégrale générale de l'équation 

(h), puisqu'elle renferme deux constantes arbitraires. 
On tire de ( d ) 

- — 

« Ry/CC' 
ou 

Ry/CC 
d'où 

— i — o, 

i ^ - v w œ + i 
(e) a~~ 1 == 

7 Ry/CC' 

Par suite, l'intégrale générale de l'équation (è) est 

C et CJ sont deux constantes que l'on déterminera par 
deux valeurs particulières de yn, par exemple^ e t . 

Dans la question qui nous occupe, nous avons donc 

avec la condition 

CC' ( a2 -h a-4 - 2 ) - ~ = o ; 

et comme, pour n = i et n = o, xn doit être égal à x, les 
constantes a, C, C' sont déterminées par les trois équa-
tions 

• - ( - ¿ Y - * -

(/>) { C - C ' = I , 

r C' I l a ~ - • 
\. a x 
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Les deux dernières donnent 

C = - 7 — r y C' = — 
. r ( a H - i ) 

par suite, la première devient 

a 

ou 

ou 

d'où 

(a i) 

i\2 i 

a) 

a ^ 2 R 2 î>2 ^ 

Remplaçant C et C par leurs valeurs dans (g-), on ob 
tient 

1 x ( a H- 1 ) 
Xn ~~ ô» a-n+1 ~~ an + a-n+l 

x(a -+-1) x(a-\- 1) 

^ ' ^ ( a + i ) ail-xx 

Faisons or« = R et nous aurons enfin, pour former l'é-

quation cherchée en x et R, à éliminer (a 4- - ) entre 

les deux équations 1 
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Pour faire cette élimination, il faut d'abord exprimer 

— en fonction de a -f-
an a 

Or, en posant an-+- ~ = on a 

Comme A0 = 2 et At = a -h cette formule permettra 

de calculer de proche en proche A2, A3 , . . . , et l'on aura 
l'expression générale de An par l'intégration de l'équa-
tion linéaire aux différences (/), intégration bien connue 
à laquelle nous ne nous arrêterons pas. Nous nous bor-
nerons à remarquer que le premier membre de la seconde 

équation (A) sera du degré (/z — i) en a -h -> qu'en 

l'élevant au carré, puis l'égalant à 2 — ya -h valeur 

de on aura une équation de degré 2 n — 2 en 

a-f- ^ pour déterminer la valeur de cette quantité, et 

que de cette valeur connue on déduira la valeur de 

par la relation 

D'après la nature de la question géométrique posée, 

^ doit être plus petit que 1 ; a -f- i doit donc être positif 

et compris entre 1 et 2. Par conséquent, on prendra, 

parmi les m — 2 racines de l'équation en a-f- celle 

qui est comprise entre 1 et 2. 
Mais 011 peut se demander pourquoi l'analyse donne, 

x2 
pour déterminer l'unique valeur de une équation du 
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degré 2 n — 2, et quelle est la signification des autres ra-
cines de cette équation. On s'en rendra compte en don-
nant à l'énoncé géométrique de la question le sens plus 
général suivant : 

Etant donnés un point O et une droite XrcY, mener 
par le point O deux droites également inclinées sur XY, 
et telles que l'angle qu elles forment avec XY soit égal 
à nfois V angle O qu elles font entre elles. 

Dans cet énoncé, l'angle que forme chacune des 
droites avec XYpeut être aussi bien l'angle A du triangle 
isoscèle OAB de la figure, l'angle TZ — A, 211 — A, 

— A , . . ., kiz — A , . . .. Alors l'angle O doit être égal 
, , . 1 , A ki1 — A 

generalement, non seulement a — ? mais a - — ; par 

suite, comme O 4- 2 A = tt, on doit avoir 

{2k — T)TC A _ 0 — k)r, 

d'où 
2 n — 1 

(2^ — i ) r 
. _ sin-

sin2U 2 n — 1 
R2 sin2 A . , (n — k)r/ 

sin — 
2 n — 1 

pour toutes les valeurs entières de k, o, 1, 2,. . ., n — 1, 
. . . j 2 n — 2. 

Ce rapport est susceptible de m — 2 valeurs diffé-
xi 

rentes qui constituent les 2 n — 2 valeurs de ^ fournies 

par les équations (k). 
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ÉTUDE SUR UN MODE DE DÉTERMINATION DES COURBES PLANES. 
APPLICATION CINÉMATIQUE; 

PAR M . M A U R I C E D ' O C A G N E , 
Élève de l 'École Polytechnique. 

1. Sur une courbe quelconque (M) tracée dans un 
plan, prenons un point fixe O ( f i g . i). Imaginons un 

Fig. i . 

point mobile M se déplaçant d'une façon continue sur la 
courbe (M), à partir du point O. Pour chaque position 
du point M tirons la tangente à la courbe (M) et por-
tons sur cette tangente une longueur MT = /, fonction 
de la longueur s de l'arc OM : 

( I ) Z = F ( S ) . 

Nous porterons cette longueur dans le sens du dépla-
cement du point M, ou en sens contraire, suivant qu 'elle 
sera affectée du signe -+- ou du signe — . Le lieu du 
point T sera une certaine courbe (T), que nous allons 
étudier. 

2. Voyons d'abord comment, connaissant le centre 
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de courbure en chaque point de la courbe (M), on peut 
construire la normale à la courbe (T). 

Soient <¿9 Tangle de contingence de la courbe (M) au 
point M considéré, C le centre de courbure en ce point, 
N le point où la normale TN cherchée coupe MC. 

Nous avons 

Or 

par suite, 

ds 

^ = N C , 
as 

MC 

dl _ NC • 
ds ~~ MC' 

ou encore 

Le point N est ainsi déterminé, et par suite la normale 
TN. 

Remarquons que, dans le cas où l est constant, 
étant nul, les points N et C se confondent, ce qu'il était 
facile de voir a priori. 

Il est aussi assez intéressant de remarquer que, si Ton 
représente les variations de la fonction l = F (s) dans un 
système de deux axes rectangulaires, les s étant portés en 

abscisses et les l en ordonnées, le rapport égal à 

F(s) , sera donné par le coefficient angulaire de la tan-
gente à cette courbe représentative. 

3. Le rayon de courbure MC = R de la courbe (M) 
est une fonction de l'arc s : 
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Nous allons voir comment, dans le cas où Ton connaît 

la nature de cette fonction, on peut construire le centre 
de courbure de la courbe (T). 

Soit I le centre de courbure actuellement inconnu de 

la développée de la courbe (M) au point C. L'angle de 

contingence de cette courbe est aussi ¿9. Nous avons 

d.MC 

ou 

c'est-à-dire 

=rCl 

R 

C I ./ s 

Le point I est ainsi défini. Nous allons maintenant 
déterminer la normale NK à la courbe décrite par le 
point N. Pour cela, remarquons que 

db 

Mais nous avons vu que 

dl 

D . N C = K L 

donc 
d NG Kl 

di ~ NG 
Or, d'après ( i ), 

NC = MC.F'($) = ©(*)F'(5). 

La relation précédente devient donc 

Kl __<p'(g)F'(*) + <p(j)F'(s) 
NC ~~ F '(s) 

Le point K est ainsi déterminé, et par suite la normale 
NK. 
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Nous pouvons maintenant chercher le centre de cour-

bure P de la courbe (T) au point T , c'est-à-dire le point 
où TN touche son enveloppe. 

En effet, en appelant Q le point de rencontre de NR et 
de la perpendiculaire à TN au point P cherché, nous 
avons, entre les arcs infiniment petits ds, ds^ ds2 dé-
crits simultanément par les points M, N, T, les relations 
suivantes : 

ds _ MC dsi NQ ds2 _ TN 

ds, ~ N K ' ds2 ~~ T P ' ds ~ M C ' 

Multipliant ces trois relations membre à membre, nous 
avons 

_ N Q . T N 

N K . T P 
ou 

TN TP 

NK ~~ N Q ' 

Or, parle point P tirons, parallèlement à NR,PR qui 
coupe TK en R ; nous avons 

TN _ TP 

NK ~ P R ' 

Par suite, 
P R = NQ. 

Donc la figure PQNR est un parallélogramme : RN 
est parallèle à PQ, et, par conséquent, perpendiculaire à 
TN. 

La construction du point P sera donc la suivante : 
après avoir déterminé, comme nous avons vu, le point I, 
puis le point K, on tire T R , on élève à TN e/iN la per-
pendiculaire NR qui coupe T R en R ; par R on mène, 
parallèlement à RN, RP qui coupe TN en P ; P est le 
centre de courbure demandé. 
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Application aux mouvements plans. 

Nous allons appliquer la théorie précédente à l'étude 
du mouvement d'un point mobile M sur une courbe 
plane (M) (fig- 2), lorsqu'on suppose ce mouvement 

Fig. 2. 

Vi 

réglé par l'équation qui lie la vitesse à l'espace parcouru ; 

Ç = 9(5). 

Pour chaque position du point mobile portons sur la 
tangente à la trajectoire la vitesse MV = v et considérons 
le mouvement du point V. 

Soient ÎZO l'angle de contingence de la courbe (M), 
MC = R son rayon de courbure, YN la normale à la tra-
jectoire du point V. On sait, d'après ce qui vient d'être 
démontré, que 

dv _ NC 
ds R ' 

d'où 

n c = RÇ. 
ds 

La normale VN est ainsi déterminée. Tirons alors la 
tangente et considérons sur cette tangente la vitesse 
W j = y, du point V> On sait que 

r _ MC 
c, ~ VN" 



( 45 ) 

Les angles MCV et VNV4 sont donc égaux, ce qui dé-
termine la vitesse du point V. 

Nous allons chercher les composantes de cette vitesse 
le long de MV et de la perpendiculaire VH à MV. 

La similitude des triangles MVN et H V, V donne 

VH _ V J 1 

VN — MV ~ MN 

ou, puisque ^ = 

v VH V t H 

d'c 

et 

H v _/ dv\ 

ds) 

Or 

donc 

™ = Ï 

dv 
V«H = v v - r • 

ds 

dv dv dt dv î 

ds dt ds dt v' 

w * n = v + dt' 
c'est-à-dire que : 

i° La composante VH est égale à l'accélération cen-
tripète du point M. 

2° La composante V{ H est égale à la somme de la 
vitesse et de l'accélération tangentielle du point M. 

Portons la longueur V, I = VM \ nous aurons 

dt 

Puisque HI est égale à l'accélération tangentielle et 
VH à l'accélération centripète du point M, VI sera, en 
grandeur et direction, l'accélération totale de ce point. 
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CORRESPONDANCE. 

Monsieur le Rédacteur, 

En étudiant la question n° 1323 de M. Proth, j'ai trouvé 
la règle générale que j'ai le plaisir de vous communiquer. 

On a le polygone convexe de i n — i côtés dont les 
sommets sont A A2, A3 , . . A2/2_4, les milieux des côtés 
consécutifs Ai A2, A 2 A 3 , . . . , A2n-i A, -, M.,,M2,M3, 
M-j^.i et la suite des nombres i , 2, 3, . . . , ( m — i)2 . 

On forme le polygone étoile A< A3A5 . . . A2W_4 A* 
A4 . . . A2n-2 en mettant sur les sommets par l'ordre 
indiqué les m — 1 termes de la progression 

n, n-^rin — 1, 71 + 2(2/1 — 1), n-\-{in — 2)(2n — 1). 

On construit le polygone M2„_2 M2/z_4 . . . M2M2/Z_< 
M2/2_3 . . . M 0 en écrivant sur ses sommets les i n — 1 
premiers nombres, laissant en blanc le n déjà écrit. 

A partir du côté du polygone donné où se trouve le 
nombre k en sens A4 A2 A3 . . . A2/z_4 on écrit succes-
sivement sur les autres côtés les nombres 

k-h2n — 1, k-\-i(in — 1), 

k 4-3(2« — 1), k +(2« — 2) (in — 1), 

k représentant les nombres 1, 2, 3 , . . . , n — 1, n-\- 1, 
T i - l - 2 , . . . , 27i — 1résultant de ces opérations, on par-
tage les ( m — 1 )2 premiers nombres de sorte qu'on lise 
zn de chaque côté, ayant la double propriété d'être la 
somme des nombres appartenant à un même côté égal à 
an[(n2-h(w — i) f], et celle de ses carrés à 



( 47 ) 

E X E M P L E S . —Application de la règle au pentagone, 

Application à Vheptagone, n = 4 -

Sj = 200, S2 = 6596. 
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Cette règle est applicable aux [ i n — i)2 termes con-

sécutifs de toute progression arithmétique, et si vous la 
trouvez digne de figurer dans vos Annales, vous pouvez 
proposer la démonstration. 

Agréez, Monsieur, etc. 

J. ROMERO (à Bilbao). 

QUESTIONS. 

1382. On donne un triangle et la circonférence qui 
lui est circonscrite. Tangentiellement en m à cette 
courbe, on décrit une conique tangente aux trois côtés 
du triangle donné. Soit [x le centre de courbure de cette 
conique correspondant au point m : on demande le lieu 
du point p. lorsque m décrit la circonférence donnée. 

( M A N N H E I M . ) 

1383. On donne sur un plan une circonférence dt; 
centre o et un point fixe c. 

On prend un triangle rectangle acè, dont le sommet 
de l'angle droit est en c et dont l'hypoténuse est tan-
gente en a à la circonférence donnée. On abaisse du 
sommet une perpendiculaire sur ab. Cette perpendicu-
culaire rencontre ab au point he t elle rencontre en i 
la perpendiculaire abaissée de b sur oc. Démontrer 
que, quelle que soit la position de acb, la quantité 

^ ± est constante. On prend le signe — lorsque h 

et i sont d'un même coté par rapport à c. 
( M A N N H E I M . ) 
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NOTE SUR LES P R O P R I É T É S DES L IGNES GÉODÉSIQUES 
ET DES LIGNES DE GOURRURE DE L ' E L L I P S O Ï D E ; 

PAR M. A. PICART. 

Considérons Tu H des ellipsoïdes représentés par l'équa-
tion 

p2 + p2 — b% ^ p2 — c 2 ~ 

où b2 et c2 sont des quantités fixes, la première plus 
petite que la seconde, et p2 un paramètre variable supé-
rieur à h2 et c2; et proposons-nous de démontrer géomé-
triquement quelques-unes des plus importantes propriétés 
des lignes géodésiques et des lignes de courbure de cette 
surface. 

1. Ces lignes jouissent de la propriété fondamentale 
commune que le produit du demi-diamètre de l'ellip-
soïde parallèle à la tangente en un de leurs points, par 
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 
en ce point, est constant dans toute leur étendue. 

Soit d'abord une ligne géodésique G. Imaginons les 
tangentes MT, M'T' en deux points infiniment voisins 
M, M', et leurs tangentes conjuguées MS, M'S sur la 
surface. Parle centre Cde l'ellipsoïde menons un plan 
parallèle au plan tangent en M, et une droite CI, paral-
lèle à MS, qui rencontre la surface en I. La tangente IH 
à la section elliptique est parallèle à MT. Menons parle 
même point C un plan parallèle au plan tangent en M' 
et une droite CK parallèle à M'S; la tangente KL à la 
section elliptique est parallèle à M'T'. Le plan KCI est 
parallèle au plan MSM'. De même, le plan des deux 
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droites IH et KL est parallèle au plan des deux tangentes 
MT, M'T'. Ce dernier plan, qui est le plan osculateur 
de la ligne géodésique en M, est perpendiculaire sur le 
plan tangent MSM'. Donc le plan KCI est perpendiculaire 
sur le plan IKL. Par conséquent, les perpendiculaires 
abaissées du point C sur les deux droites IH et KL sont 
égales. 

Menons le demi-diamètre D parallèle à IH. Le paral-
lélogramme construit sur les deux demi-diamètres CI et 
D a pour mesure D X p, p étant la distance de I à D. 
En multipliant Y aire de ce parallélogramme par la per-
pendiculaire P abaissée du point C sur le plan tangent 
en M, on a un produit qui est égal au produit des trois 
demi-axes de l'ellipsoïde. Or la longueur p reste con-
stante, lorqu'on passe du point I au point K. Donc le 
produit PD est constant. 

2. Désignons par a' et b' les deux demi-axes de la 
section elliptique parallèle au plan tangent en M, et par 
i l'angle que forme le demi-diamètre D avec le grand axe 
i a ! : on a 

n - . 

y/a!2 sin21 b' cos21 
Par suite 

PD m • — = const., 
s/a'2 sin2 i -h b'2 cos2 i 

d'où, puisque a!b'P est constant, il résulte pour la 
ligne géodésique l'équation 

(2) a'2 sin2/ -t- b'2 cos2i — const., 

i étant l'angle que forme la ligne géodésique en un point 
M avec l'élément de ligne de courbure parallèle à a! en 
ce point. 
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3. Les demi-axes af et b' peuvent s'exprimer en fonc-

tion des paramètres ¡JL2, V2 des surfaces homofocales ortho-
gonales représentées par les équations 

(où p.2 est compris entre b2 et c2, et v2 inférieur à b2 et 
c2), qui passent par le point M et qui déterminent par 
leur intersection avec l'ellipsoïde les lignes de courbure 
de cette surface relatives à ce point. 

En effet, considérons une ligne de courbure correspon-
dant au paramètre ¡JL2 et la tangente con juguée en chacun 
de ses points. Par le centre de l'ellipsoïde menons des 
parallèles à toutes les tangentes conjuguées. Les points 
où ces droites rencontrent la surface sont à égale dis-
tance du centre. Pour le point Nde la ligne de courbure 
située dans le plan xz, cette distance est égale au demi-
diamètre CH conjugué de CN dans la section elliptique 
faite par le plan xz \ or 

GN2 = p 2 + (X2— c2, CN 2 -h CH* = 2 p 2 — c2, 
d'où 

CÏÏ2 = p 2 — jx2. 

Ainsi b'2= p 2 — ¡JL2, de même af2= p2 — v2. Rempla-
çons dans l'équation de la ligne géodésique a'2 et ¿'2 

par ces valeurs, nous aurons 

(5) {x2 cos2 i -f- v2 sin2i = const. 

4. Pour une ligne de courbure, le produit PD est aussi 
constant, parce que les parallèles à la tangente MT de 
la courbe en M et à sa conjuguée MS, menées par le 
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centre de l'ellipsoïde, sont précisément les demi-axes de 
la section elliptique centrale parallèle au plan tangent 
en M . Alors DJJL devient olV\e\,ciW étant constant 
ainsi que V, le produit a!P est constant. 

5. Il reste à déterminer la valeur de la constante qui 
figure dans l'équation de la ligne géodésique. 

Or, toutes les tangentes à une ligne géodésique for-
ment une surface développable qui est circonscrite à 
une même surface homofocale. 

C'est là une seconde propriété importante des lignes 
géodésiques de l'ellipsoïde. 

Soient MT et M'T' deux tangentes infiniment voi-
sines. Parmi les ellipsoïdes homofocaux, il y en a un dont 
la normale NA, au point N d'intersection avec MT, est 
située dans le plan de MT, M'T'. Ce plan est tangent 
en N à l'une ( p2 = a2 ) des deux surfaces orthogonales 
qui passent en ce point. Car si l'on imagine le cône cir-
conscrit à l'ellipsoïde ( i ) du point N, on sait que ce 
cône a pour axes les normales NA, NB, NC aux trois sur-
faces orthogonales passant par le point N. Or le plan 
TMT' mené par la génératrice TM de ce cône lui est 
normal, comme étant normal à l'ellipsoïde auquel le 
cône est tangent en M. C'est donc un plan principal du 
cône, qui dès lors contient l'une des normales NB, NC. 
Si l'on considère une troisième tangente infiniment voi-
sine des premières de la ligne géodésique on reconnaî-
tra qu'en un point W de M'T', infiniment voisin de N, 
situé sur la surface ([¿ 2 = a2), le plan T'M'T", conte-
nant la normale NA à l'ellipsoïde homofocal qui passe par 
le point N', est tangent à cette même surface (fx2 = a2). 
On voit donc que tous les plans osculateurs de la ligne 
géodésique sont tangents à la surface (¡JL2 = a2 ). 

Il en résulte que la constante de l'équation (5) est 
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égale à a2. Car la surface a2) coupe l'ellipsoïde 
suivant une ligne de courbure à laquelle la ligne géodé-
sique est tangente, et, comme au point de contact i est 
égal à zéro, l'équation pour ce point se réduit à [x2 = const. 

L'équation de la ligne géodésique est donc 

( 6 ) FA2 COS2/H- v2 sin2*' = a2. 

C'est une relation entre les coordonnées curvilignes 
superficielles [JL2, v2 de chacun de ses points et l'angle i 
qu'elle forme en ce point avec la ligne de courbure 
(¡ji2= const.) passant par ce point. 

6. Si l'on revient à l'équation PD = const., commune 
aux lignes géodésiques et aux lignes de courbure de 
l'ellipsoïde, on peut évaluer sa constante au moyen de a2. 
En effet, elle est égale h 

py/p2— h'2 — c2 

s]a!'1 sin2 i b'2 cos2/' 

ou à 

py (p*—fr l ) ( p 1 —g*) 

\J{ p2 — v2 ) sin2 { + ( p2 — p.2 ) cos2 i 

ou enfin à 

p sAp2— ¿*)(p 2— c f ) • y/p111^2 

Ainsi l'on a 

( 7 ) P P ^ P V V - F R ' H P ' - C ' ) . 
v/p2— a2 

7. Considérons en particulier les lignes géodésiques 
passant par un ombilic de l'ellipsoïde. 

La surface ( p.2 = a2 ) à laquelle tous les plans oscula-
teurs d'une ligne géodésique sont tangents se réduit 
alors à la portion du plan xz limitée par l'hyperbole 
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X1 z2 

¿2 ^ c i — 1 • Toutes les tangentes de cette ligne 

viennent donc rencontrer cette hyperbole, et ses plans 
osculateurs lui sont tangents. 

8. Proposons-nous de trouver l'expression de la dif-
férence entre la longueur NM = t de la portion de tan-
gente à une ligne géodésique ombilicale, limitée par son 
point de contact M et par le point où elle rencontre 
l'hyperbole limite, et la longueur OM = s de cette ligne 
comptée de l'ombilic O jusqu'au point M. 

Si l'on considère une autre tangente N'M7 infiniment 
voisine, et qu'on désigne par to l'angle que forme la 
tangente NM avec la tangente NT à l'hyperbole, on a 

d (t—s) = N N ' cos w. 

Pour calculer la valeur de cos co, nous rappellerons que 
le cône circonscrit d'un point quelconque N de l'hyper-
bole ombilicale à l'ellipsoïde est de révolution autour de 
NT, et qu'alors on a à trouver le cosinus de l'angle que 
forme la tangente en N à l'hyperbole avec la tangente 

/ x2 z2 \ 
menée du pointN à l'ellipse y y — o, "̂ i" — 1 j ' 

Or, si l'on désigne par pt le demi-grand axe de l'ellipse 
homofocale qui passe par le point N, par r et r* les rayons 
vecteurs focaux du point N de cette ellipse, et par a, 
l'angle que forme sa normale NT avec chacun de ces 
rayons vecteurs, on a, d'une part, dans cette ellipse, 

4 c 2 = r2-br'2-b 2 r r ' ( i — 2 cos2^), 

d'autre part, dans l'hyperbole, 

4 62 = r2 H- r'2 — 2 rrf. 

En retranchant ces deux équations membre à membre, 
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on obtient 

C2__ ¿« = r r ' ( i —cos'oti). 

Cette équation jointe à la première, qui équivaut à 
cette autre 

rr' cos2«! — pj2— c2, 

fournit les valeurs de rtJ et de cos2 cl{ , soit 
R>2 

P i " & 

Cela posé, Ja propriété de l'ellipse, en vertu de laquelle 
le produit des distances des deux foyers à une tangente 
est égal au carré du petit axe, donne l'équation 

ou 

ou 

d'où 

(8) 

rr' sin (to— O^) sin (W-H O )̂ = p 2 — c2t 

(p2 — b2) (cos2 a, — COS2OJ) — p2— c2, 

62> ( c o s 2 a ) 

V PT - 6 ' 

9. Quant à NN', sa valeur est donnée par la formule 
qui exprime généralement la distance en un point d'une 
surface du second ordre à la surface homofocale infini-
ment voisine. Cette distance n'est autre chose que la 
variation que subit la distance P du centre au plan tan-
gent en ce point, lorsque son expression 

P = y/p2cos2a -h (p2 — b2) cos2p -h (p2 — c2) cos2y, 

où a, (3, y sont les angles de la normale avec les axes, 
varie avec p seulement. On trouve ainsi, en tenant 
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compte de la relation 

cos2A 4- cos2 P H- cos2Y = h 

(9) 

Mais P, exprimé en fonction de p3, [JL2, V2, est égal à 

V * 

p ï ( p « _ 6 « ) ( P * - c » ) 

Donc, généralement, en un point quelconque d'une 
surface (p), on a 
( l 0 ) 

y/(p2— 6 2 ) ( p 2 — c 2 ) 

Pour le point N situé dans le plan .vz^ où p = o,, 
[xa = v- = é2 -, on a donc 

10. Substituant les valeurs de cos o> et de NN' dans la 
valeur de d (t — Î ) , on obtient 

(12) = 
s/p'i —c2 

On peut exprimer cette différentielle en fonction de w. 

On a, en effet, 
y/p2— b* cos2 

PI ~ T T T T ; — 
d'où 

V/' P2 — b'2 cos2 io — c2 sin2 co 
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par suite 
3 

( p2 — b2 )2 cos2 co do) 
( i3 ) —5) = — — 

sin2 to y/(p2 — 62cos2io) (p2 — ¿>2cos2u> — e2 sin2 ta) 

L'intégration donne 

J f VPT— C» 

= f " PÎrfPi 

/ V /(PÏ-P2)(PT-C i) J s V/PÎ-P'XPÎ c«) 

En posant p< = ex , 

c2 r x X2 ¿¿r 
¿ — 5 — 

( « 4 ) Ì 

c2 A 

c 

> f 

V / < ~ 
dx• 

î \ / < — * • > ( ' -

On voit que £ — s'exprime au moyen des transcen-
dantes elliptiques de première et de seconde espèce. 

11. Nous terminerons ce qui est relatif aux lignes 
géodésiques de l'ellipsoïde par la recherche de l'angle 
que forme le plan osculateur d'une ligne géodésique 
ombilicale avec le plan des ombilics. 

Le plan osculateur en M est MNT, ou M'N' T.; le plan 
osculateur en M' est M'N7T. 

Désignons par 0 l'angle que le plan osculateur fait 
avec le plan des ombilics. 

Le trièdre qui a son sommet en N' et pour faces M'N'T, 
M'N'T, T 'N'T donne 

sin (0-h î/0 ) sinw 
sm6 sin M'N'T'* 
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Posons M ' N ' r = tÙ — U, T'N'T = s ; o n a 

A s i n ( 8 - f - i / ô ) — s i n 6 s i n c o — s i n ( c o — u) 
U — Z COSO, r—T = : j 

s i n 6 s i no ) 

ou 
cosÔ . a f ô u c o s co ¿ c o s ò . cos to 

s m 8 s i n co s i n co 

ou 

(,5) 
d § e c o s co 

s i n 6 s i n co 

e est l'angle de contingence de l'hyperbole ombilicale au 
NN' 

point N} il est égal à > R désignant le rayon de cour-

bure de cette courbe en N. 

Or V P F ^ NN' = d?l 

v/pï 

12. Quant au rayon de courbure, nous le déduirons 
de la formule générale du rayon de courbure d'une sec-
tion normale de l'ellipsoïde en un point M. 

Soient dp le rayon vecteur correspondant de l'indica-
trice et h la distance du plan de l'indicatrice au plan 

tangent -, le rayon de courbure r = • 

Menons le demi-diamètre CM, et soit h la portion de 
ce diamètre comprise entre le point M et le plan de l'in-
dicatrice. On a 

k 

<p étant l'angle que forme CM avec la perpendiculaire 
abaissée du centre sur le plan tangent en M. Menons le 
demi-diamètre CN parallèle à dp} désignons les deux 
demi-diamètres par a! et V. Le plan MCN détermine dans 
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l'ellipsoïde une ellipse ayant pour diamètres conjugués 
CM et CN ; on a dans cette ellipse 

(a'—hy d? 
Ò'2 - 1 ' 

ou 

donc 

ou 

(16) 

ih _df 

. _ 2 lib'% _ b"2 

2 ka' a' cos c& ' 

b'2 

r " P~' 

P étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent. 

En appliquant cette formule générale, on aura 

ry d 2 

p > 
or 

d'où 

par suite 

Mais 

d'où 

b y/c2 — b2 ' 

b\/c2 — b2
 dp1 

pî — v/PÏ - c2 

/p2—b'2 
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Donc on a 

ctf)! _ b \Jc~ — b2 dp i v7pî — p2 

sinO v/p2 _ ¿2 (p| — ¿,3) 
ou 

/ V 7 ! 0 V ( ' — ^Pl V P l " P2 

(17) d log tan g - = ; = r v 1 1 , --—= ' 
2 y/p2 — b2 V/P2— 

On pourrait, comme précédemment, exprimer cette 
différentielle en fonction de (0 et do). On trouverait ainsi 

, „ Q 6 v/c2— ¿>2 COS2 tO ¿/tO 
(18) ¿/log tang - = , 

2 y/( p2 — b1 cos2 to ) ( p*2 — b2 cos2 to — c2 sin2 to} 

et, en intégrant par rapport à p4 de p à p4 et conséquem-

ment par rapport à co de ^ à to, on obtiendrait 

0 
log tang log tang — — — b y/c2 — b* 

( , i , ) I A 2 rf-
f X 

y/ (p2 tang2 to 4- p2 — b2) [ (p2 — c2 ) tang2 to + p2 — b2 )] 

0o étant l'angle de la ligne géodésique avec le plan ombi-
lical à l'ombilic. 

13. Démontrons maintenant quelques propriétés des 
lignes de courbure de l'ellipsoïde. 

Nous* avons vu que, le long d'une ligne de courbure, 
on a 

PD const. 

Le rayon de courbure, étant est alors égal à CC^3St - Il 

est donc proportionnel au cube de la distance de la sur-
face à la surface liomofocale infiniment voisine. 

Si l'on considère une ligne de courbure de l'ellipsoïde, 
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le demi-diamètre parallèle à la tangente conjuguée en 
chaque point est constant : donc le rayon de courbure de 
la section principale perpendiculaire à la ligne de cour-
bure considérée varie proportionnellement à la distance 
de la surface à la surface infiniment voisine,. 

De ces deux propositions découle la suivante : 

Suivant toute ligne de courbure d'un ellipsoïde, le 
rayon de courbure principal correspondant varie pro-
portionnellement au cube de Vautre rayon de courbure 
principal. 

14. Considérons un quadrilatère A 0 A 4 A 2 A 8 , formé 
par quatre lignes de courbure. Soient <20, a\ •> u i 1ad les dis-
tances de la surface proposée à la surface homofocale infi-
niment voisine aux points A0, A 0 A 2 , A 3 ; soient R 0 , R f , 
R2 ,R3 les rayons de courbure principaux de la surface 
aux mêmes points, suivant A 0 A t 1 A< A2, A2A3 , A3 A0. 
Nous avons, d'après ce qui précède, 

Ro _ al 
Ki~ « f 
Hi __ a\ 

R 2 a2 

R , rr? 

R3 _ <H. 
R 0 a0 9 

multipliant les égalités membre à membre, il vient 

/ \ f '> 9 9 (20) a" Q ai—a{al ou — =: — • 

Ainsi, si sur une surface du second degré on considère 
un rectangle formé par quatre lignes de courbure, les dis-
tances des sommets de ce rectangle à la surface du 
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second degré homofocale infiniment voisine forment 
une proportion. 

15. Enfin démontrons que les lignes circulaires de 
l'ellipsoïde en un point sont également inclinées sur 
chacune des lignes de courbure qui passent par ce point. 

D2 

Le rayon de courbure d'une section normale est -p- ? D 

étant le demi-diamètre de l'ellipsoïde parallèle à la tan-
gente et P la perpendiculaire abaissée du centre sur le 
plan tangent; or D et P sont les mêmes pour les deux 
sections circulaires : donc les rayons de courbure des sec-
tions normales dirigées suivant les tangentes aux lignes 
circulaires en leur point d'intersection sont égaux. Il en 
résulte la proposition énoncée. 

16. Remarquons que le rayon de courbure d'une sec-
tion normale le long d'une section circulaire est en 
raison inverse de la distance du plan tangent au centre. 

DE LiNVOLlITION DE PLUSIEURS POINTS SUR UNE CONIQUE; 

PAR M. WEILL. 

I. Considérons une conique rapportée à un triangle 
conjugué ; elle aura pour équation 

X2 _}_ j-2 z2 — Q. 

Un point de cette conique est défini par un para-
mètre t à l'aide des relations 

21 l — P 
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Trois points pris sur cette conique formeront une in-

volution si l'on a, pour définir les valeurs de t qui leur 
correspondent, l'équation 

En désignant par t et t! deux racines de cette équation, 
on a 

¿3 -h bt^r d _ t'3 -h btf H- d 
t~ -\-at c i'î + ai' + c' 

d'où l'on déduit 

t2t'2 -+- att' ( t H- t' ) -f- c ( t -H t'y 
~{c-\-b)ttf—d{t^rt')-\-bc~-ad — o. 

Telle est la relation fondamentale qui lie deux quel-
conques des trois éléments d'une involution du troisième 
ordre. 

Soient A, B, C les trois points considérés sur la co-
nique et soit 

px-\-qy — z — o 

l'équation du côté CB; les valeurs de t correspondant 
à C et B seront données par l'équation 

2pt -h q(i—P) — i —t2 = o, 
qui donne 

, 2 p , i — q t-{- tr = — t t r — i. 
q-i-i i-+-q 

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent 

(i) | — 9) (c + b)(i —q1) 
( —2pd(q -t- i) + (bc—ad) (i q)2 — o. 

L'équation que nous venons de trouver est l'équation 
tangentielle de la conique enveloppée par les côtés du 
triangle ABC. Or, si nous avons choisi pour triangle des 

(R) 
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coordonnées le triangle conjugué commun aux deux co-
niques, l'équation de cette conique enveloppe sera 

.2 
= o, 

et son équation tangentielle 

(2) a -b gr2 ¡3 —1 = 0. 

Les équations (1) et (2) devant être identiques, 011 
aura 

a — d — o, bc — iy 

a 2 -j- 2 ¡3 — a 
* - p - i ' p - i 

La relation bc = 1 donne 

c'est la condition pour que les deux coniques 

X1 y2 — -2 __ G 1 • 
a p 

soient capables d'un triangle inscrit et circonscrit. 
Désignons par , , les points de contact des côtés 

du triangle ABC avec son enveloppe; le côté BC ayant 
pour équation 

px 4- fjy — z — o, 

et la conique enveloppe 

les coordonnées du point At seront 

4 (b +1 
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Or, l'équation du troisième degré en t étant 

t* - f i t* -+-bt-*r\ — o, 
b 

— X, iï-+-tt"+t't"—b, tt't 

, tt' = , 
q -+- i 14- q 

d'où 
I — tt' __ t 4- t1 

ou, en introduisant la troisième racine i", 

, _ t"2 i — b „ h -
-, p — t-, + ¿"2 i + è ' i + f 2 

On en conclut 

- — 2 __ i + fr i — ¿'/2 

Si donc on désigne par x et y les coordonnées du 
point A, on a les relations remarquables 

— 2 x 14-b 

On voit l'analogie, au point de vue analytique, entre la 
droite AA, et la normale à la conique; on trouve facile-
ment l'équation de l'enveloppe des droites AA, , BB<, CC,, 
qui est 

2 2 2 
3 2 

\ 
2b) \2b *b — 3 / 

La transformation homographique rend compte de ce 
résultat; il suffit de considérer le système de deux co-
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niques homofocales capables d'un triangle inscrit et cir-
conscrit A j B j C i ; dans ce système, les droites A A 0 BBM 

CC, sont justement normales à l'ellipse décrite par les 
points A|, B î , C4. 

En reprenant le problème, proposons-nous de trouver 
le lieu du point O de concours des droites AA<, BB<, CCj. 
L'équation de la droite AAt est, en désignant par K et L 
i . , — 2 i 4 - b 
l e s q u a n t i t é s - e t - , 

x y i 

21 I — ¿2 14- ¿2 

2f.K L(i — ¿2) i-f-i2 

o u 

¿c ¿ 4 ( L — i ) — 2 ¿ 3 [ j ( i — K ) 4 - L — K ] 

~2i[y(i — K ) — ( L — K ) ] 4 - d ? ( i — L ) = o . 

Cette équation, du quatrième degré en admet pour 
racines les valeurs £', t" et aussi une valeur tm corres-
pondant à la quatrième tangente qu'on peut mener du 
point O à l'enveloppe des droites AA<. On a donc 

btm 

b _ t'"\ = o , 

a r ( l — K ) 4 - 2 ( L — - K ) 

x ( L - i ) 

2 y ( i — K ) — 2 ( L — K ) 

œ ( i L) 

On en déduit 
2X 

J' -

- h i 6 2 — À 2 

3 ( 6 2 4 - X 2 ) ( I - ¿0 
¿ j ^ — A2 

ce qui donne, pour l'équation du lieu du point O, 

( a ) ' - H ^ ) ' -
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II. Nous allons montrer comment on peut passer du 

triangle inscrit et circonscrit à deux coniques à l'hexa-
gone jouissant de la même propriété. 

Soit O le point d'intersection des droites x = o, y = o, 
en conservant toutes les notations précédentes -, une 
droite passant par ce point a pour équation 

y — mr 

et rencontre la conique 

x2 -+- y2 — z2 — o 

en deux points auxquels correspondent les valeurs de t 
données par l'équation 

i — t2 — 2 mt — o, • 

et, si 1! et t\ sont les deux racines, on a 

t' -
*ï 

Cela posé, considérons un triangle ABC qui se dé-
place en restant inscrit et circonscrit aux deux coniques 

¿r2 -4- v2 • -r 
x 2 y2 

a £ 

Soient f, t!' les trois valeurs du paramètre qui corres-
pondent aux sommets A, B, C. Les droites OA, OB, OC 
rencontrent la première conique en trois autres points 
A', B', C', auxquels correspondent les valeurs 

— i , __ — i „ — i 
> > *x = -7T-

Les six points A, B, C, A',B', C sont les sommets d'un 
hexagone qui se déplace en restant inscrit et circonscrit 



( 68 ) 
à deux coniques ; la première est la conique 

x1 M- y2 — s2 = o. 

Proposons-nous de trouver l'équation de la seconde. 
La droite AB', qui correspond aux valeurs t et t\, a 

pour équation 
z — px H- q y, 

et Ton a 
/ 1 — n , 9P 
1 14- q 1 14-q 

Mais les valeurs t et t' qui correspondent à A et B sa-
tisfont à la relation (R), qui est 

¿2r24-c(r24-*'2)4-(f— b)ttf 4- i ~ o , 

et, comme on a ' 

la relation (R) devient 

t2 4- t[2 4 -c t 2 t [ 2 -hc—(c— b)tt[ = o, 

ou bien, en remplaçant tt!\ et L 4- par leurs valeurs 
en p et <7, on a, pour l'équation tangentielle de l'enve-
loppe des côtés de l'hexagone, 

(3) -h </2(3c — b 4- 3 ) 4 - ( c 4- b — 2) = o; 

l'équation tangentielle de l'enveloppe des droites qui 
joignent de deux en deux les sommets de l'hexagone, et 
qui n'est autre que la conique enveloppe des côtés du 
triangle ABC, est 

(4) + ^ + + 

il faut y joindre la relation bc = 1. 
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Les trois valeurs de i, qui correspondent aux points 

A, B, C, sont données par l'équation 

£3 -h X t2 -h bt -h CA = o ; 

celles qui correspondent aux trois autres sommets 
sont données par l'équation 

— i X b 

En faisant le produit des premiers membres, mis sous 
forme entière, et posant 

X2 — b2 „ 
; m K, 
A 

on obtient, pour l'équation qui donne les six sommets, 

Tr e 2 b , b 2 — 
t6 -F- K H t> — ¿ 3 — - — R 4 - t 2 H t K — I = O . 

c b c 

Si l'on remplace c par ~ dans la relation que nous 

venons de trouver, et si l'on écrit les équations des co-
niques (3) et (4) en coordonnées homogènes,* on peut 
énoncer les deux théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Si l'on considère les deux coniqueA 

x2 4 - y2 — z2 — o, 
y2 ~2 

— — ± — o, 
4 ( & -b i)2 ( 6 - i ) 2 

i° On a un système général de deux coniques telles 
qu'un triangle soit inscrit à la première et circonscrit ci 
la seconde, et les paramètres qui définissent les trois 
sommets satisfont à léquation 

tz 4- U2 + bt 4- t -- « ; 
b 
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2° Les droites qui joignent les sommets du triangle 

aux points oit les côtés opposés touchent leur enveloppe 
sont tangentes ci la courbe 

+ {tb) :=z{ïb~ s*> 

3° Le point O de concours de ces droites décrit une 
conique ayant pour équation 

y2 a? z2 

( b T J y ( b - i ) * " (b^-3)2 ~~ W + W 2 

THÉORÈME II. — Si l'on considère les trois coniques 

x2 -h.y2
 — z2 — o, 

x2_ y2 

4 + Ib^f ~~ ( b - i Y ~ ° ' 

î ! y î z2 — 
4b + 3 + 26-^ (b — i)2~~ 

10 O/z a un système général de trois coniques, telles 
qu'un hexagone soit inscrit à la première et circonscrit 
à la troisième, en même temps que les droites qui joi-
gnent ses sommets de deux en deux restent tangentes 
¿1 la seconde ; 

20 Les paramètres qui définissent les sommets de 
l'hexagone à chaque instant satisfont à l'équation 

— t2b(2 — b) -h ¿.K — 1 — o. 

On peut déduire du procédé indiqué la relation qui 
doit exister entre les invariants A, A', 0, 0' de deux co-
niques pour qu'elles soient capables d'un hexagone inscrit 
et circonscrit; il suffit de former l'équation en \ des 
deux coniques données plus haut et d'éliminer b entre 
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les relations d'identification de cette équation avec l'é-
quation générale 

A X 3 4 - e X 2 4 - e ' X 4 - A7 — o. 

III. On peut envisager le problème de l'hexagone 
inscrit et circonscrit à deux coniques à un point de vue 
différent. 

Considérons, en effet, trois coniques ayant mêmes 
points communs et rapportées à leur triangle polaire 
commun, 

(1) a.-* 4- V 2 - : 2 = o, 

(2) a^2 4- p j 2 - - : = o, 

(3) — = 

avec la condition 

1 — a 1— a' 

Déterminons les paramètres a, [3, a', ¡3' de manière que 
les trois coniques soienttelles qu'un hexagone inscrit à la 
première ait ses côtés tangents à la seconde, pendant que 
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux 
touchent la troisième. Soit O le point de rencontre des 
droites x = = o; on peut assujettir les diagonales 
de l'hexagone à passer en ce point ; elles formeront une 
involution du troisième ordre, et, si l'une d'elles a pour 
équation yz=ztx, les trois valeurs de t devront satisfaire à 
une équation de la forme 

¿3 4- Xi2 4- (aX 4- b)t -jrc\4- d — o, 

dans laquelle \ est le seul paramètre variable et définit 
à chaque instant la position de l'hexagone. Cette équa-
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tion donne entre deux de ses racines la relation 

( tn\ - h + 4-rj) 
( H ) \ 

( (c — b)ttx —d(t--\- tx) -h bc— ad—O. 

Si une droite AB ayant pour équation^ = mx ren-
contre la première conique en A et B, les droites OA et 
OB seront données par l'équation 

x2 4 - y 2 — ( lx 4~~ ni y Y — o, 

et, si l'on pose ^ = f, cette équation donne 

i —/2 2 Im 
tt j=: -, ¿4-ii—- 2-

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent 

! ( I _ _ / 2 ) 2 4 _ c [ 4 / 2 m 2 _ _ ( l _ / 2 ) ( l _ m 2 ) ]  

1 } \ —b(i — l2)(i — m*)-h...=:o. 

L'équation (5) est l'équation tangentielle de l'enve-
loppe de AB; mais elle doit se décomposer, car elle re-
présente l'enveloppe des droites qui joignent deux som-
mets quelconques, abstraction faite des diagonales. Les 
coniques (2) et (3) ont pour équations en coordonnées 
tangentielles 

(6) a/W»4- = 0 , 

(7) a/m24-?//2 — a'p'nzo. 

Donc l'équation ( 5 ) doit être identique, à un facteur k 
près, au produit de ces deux équations; on en déduit 

azrzd— o, 
a* ~ K bc, a'p 4- K(3c — b), 

3(3' — K , a + a ' = 2 - 6 - c , 
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On a d'ailleurs 

I — a I — a ' 2 — a — a 

~ J = V ^ f ' = 2 — p — f ^ ^ 

On trouve 
, KA 

a' — — - , 
a 

(8) 
A fi a 

(8) 

(9 ) 
KA 

(9 ) a 4 = 
a 

K 
( 1 0 ) 

2 — c — b . 

2 ¿>C — C — 

Posons a = X|3 ; l'équation (8) devient 

(11) X2 — / (3 c— b)-hbcz=:o. 

Les équations (9) et (10) donnent, en tenant compte 
des relations établies entre c et wne seule et même 
équation 

( 1 2 ) X2
 4 - X - , • j^- f-6c = o . 

bc-\-i — b — c 

Les relations (11) et (12) doivent être identiques; on 
en déduit la relation 

(13) 3c2 — 4bc2 4- 6 — (\c — b2 — o. 

Les quantités a et a' sont données par l'équation 

K A 
a m 2 — b — C 

a 

ou bien 

a 5 + a ( / j + c — 2 ) 4 - 1 — b — 

et les quantités ¡3 et ¡3' par l'équation 
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On aura tous les cas particuliers en joignant à la rela-

tion (i3) telle relation que Ton voudra entre les para-
mètres b et c. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E I I I . — Si l'on considère une conique 

a;2-hy2 — z2 — o> 

et trois droites 

y—tx, y — t'x, y — tl'x, 

tes paramètres /, tfr satisfaisant à l'équation 

tz 4 - \ t2 4 - ht -h c \ — o, 

b et c étant liés par la relation 
3ci __ 4 + 6 bc — ^c — b2 — o, 

i° Ces trois droites sont les diagonales d'un hexa-
gone, variable avec X, inscrit dans la conique donnée 
et circonscrit à une seconde conique; 

Cet hexagone est circonscrit à une conique 

a x2 4- ?y2 — s2 — o, 

et les droites qui joignent ses sommets de deux en deux 
sont tangentes à une conique 

z'x2-)r$'y2-~z2 — o; 

3° Les quantités a, a', (3, ¡3f satis font aux deux équa-
tions 

a'2 4 - a(¿> 4 - c — 2 ) 4 - 1 — b — C + k = : o , 

b 4 - c — 2 bc 1 — b — c 4 - bc 
bc bc 

IV. Les considérations que nous venons de déve-
lopper s'appliquent aux polygones inscrits et circonscrits 
à deux coniques, quel que soit le nombre de leurs côtés ; 
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mais les calculs deviennent de plus en plus compliqués 
à mesure que le nombre des côtés augmente. Laissant de 
côté le quadrilatère, dont les propriétés sont bien con-
nues, nous allons nous occuper du pentagone inscrit et 
circonscrit à deux coniques. 

Soit 

l'équation de la conique à laquelle le pentagone est in-
scrit. Une droite ayant pour équation 

px-^qy — 

rencontre cette courbe en deux points dont les paramè-
tres t sont donnés par l'équation 

ipt -\-q(i — t2) — i — t2 — o, 

et, si l'on désigne par t et t' les deux racines de cette 
équation, on aura 

s = t + = p = 
q-h I i-Y-q 

Toute relation entre P et S donnera une relation entre 
p et q\ donc cette relation entre P et S pourra être con-
sidérée comme Uéquation de la courbe enveloppe de 
la droite considérée. Un calcul bien simple montre que, 
dans ce système particulier de coordonnées, une conique 
iiyant même triangle conjugué que la conique donnée 
sera représentée par une équation de la forme 

S2 — a(P2 H- i) + ?P. 

Cela posé, si l'on considère sur la conique donnée 
cinq points variables qui seront les sommets d'un pen-
tagone inscrit dans cette conique et circonscrit à une 
autre conique fixe, il existera entre les cinq valeurs de t 
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qui définissent ces points une équation de la forme 

-f- (a3X -h bz) t 4- akl -4- bki 

et, si Ton désigne par t et t'deux quelconques des racines 
de cette équation, on aura entre ces racines la relation 

J» 4-M* H-M* H - M 4- h _ t'5 -h bx tn 4- . . . 

Û -h ax tz H- a211 -h a314- ak ~ t'k 4- ax t''6-+-... 

Cette relation, mise sous forme entière, et après sup-
pression du facteur t — i', donne une relation ration-
nelle par rapport à S et P. D'après les théorèmes de 
Poncelet, les côtés du pentagone et les droites qui joi-
gnent les sommets de deux en deux enveloppent deux 
coniques ayant un triangle conjugué commun avec la 
conique dans laquelle le polygone est inscrit. Donc l'é-
quation en S et P que nous venons de trouver repré-
sente l'ensemble de ces deux coniques, et, par suite, 
doit se décomposer en deux facteurs de la forme 

S2 —oc(P24- I) — ?P. 

On en conclut que les termes de degré impair en S 
dans cette relation doivent disparaître, ce qui exige 

a{ — — — ; 

la relation devient alors 

S4av 4- S2 [ a2P2 — ( 3 a, 4- b, ) P 4- aw b, ] 4- P4 

- ( «2 4 - M P3 + P2 ( a4 + « 2 ^ + 3 ) 
4 - P ( — ak bY — a2 b3 ) 4 - ak bz — o. 

Soit ABCDE un des pentagones considérés, et joi-
gnons tous ses sommets à l'un des sommets du triangle 
conjugué par des droites dont l'équation sera de la forme 
y = /«i; ces droites rencontreront la conique circon-
scrite au pentagone en cinq autres points A', B', O, D', tV, 
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qui seront les sommets d'un second pentagone inscrit et 
circonscrit aux trois mêmes coniques que le premier ^ 
de plus, les paramètres ti qui correspondent aux som-
mets de ce second pentagone seront liés aux paramètres t 
par la relation ttx = — i. Si donc, dans l'équation 

en on change t en > elle devra rester la même, sauf 

le changement de \ en V en faisant le calcul, on trouve 
facilement les relations 

i lh 
a4 = — , a2 — —• 

o 3 b 3 

Dès lors, nous n'avons plus que deux paramètres bK 

et b3, entre lesquels existe une relation que nous allons 
déterminer. 

Si-, dans l'équation entre S et P. nous remplaçons S,J 

par a(i zh P2) -f- ¡3P, elle devra, pour des valeurs con-
venables de a et ¡3, être identiquement satisfaite ; on ob-
tient ainsi une équation du quatrième degré en P, qui 
doit être une identité, ce qui donne cinq équations de 
condition, qui, d'après notre raisonnement, devront se 
réduire à trois seulement : c'est ce qui arrive, en effet, 
car deux des équations trouvées se trouvent être les 
mêmes que deux autres et l'on a, pour déterminer a et ¡3 
et pour trouver la relation entre bK et ¿3, les trois équa-
tions 

a2 -h bxa -h /;3 o, 

2 ap — ( 3 b\ ) a -h — bx~bx b3 rz O. 

Si l'on tire a de la troisième, et qu'on porte cette va-
leur dans la première, on trouve une équation en ¡3 dans 
laquelle les coefficients de (32 et de [3 sont les mêmes 
que dans la deuxième équation et l'on a immédiatement 
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la relation cherchée entre bh et ¿3 , qui est 

L'équation qui lie les cinq valeurs de t correspondant 
aux sommets du pentagone est 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I V . — Etant données trois coniques ayant 
pour équations 

— = 

¡3 — 2 a ¡3 2 a 

Vs I 

: O, 

/. ' S' p ' — 2 a ' p ' 4 - 2 a ' ' 

si l'on a y entre les cinq valeurs de t qui définissent cinq 
points de la première, la relation 

/e5 cinq points considérés seront les sommets d'un pen-
tagone, variable avec \ inscrit dans la première co-
nique, tandis que ses côtés et les droites qui joignent ses 
sommets de deux en deux seront tangents aux deux 
autres coniques; les valeurs a, a', [3, ¡3' sont données 
par les équations 

a2 H- bv%-+- bz — o, 

et les coefficients bK et bz sont liés par la relation 

[ ( ¿>3 — l ) 2 ] ( 4 ^ 3 — b\) — 6 3 ( 3 - h ¿>3 )2 = O. 

La méthode que nous avons exposée peut être étudiée 
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d'une manière générale, en considérant m points pris 
sur une conique et cherchant à quelle équation du degré 
m en contenant un paramètre variable X, doivent sa-
tisfaire les m valeurs qui définissent ces points pour 
qu'ils soient les sommets d'un polygone circonscrit à une 
deuxième conique; algébriquement, le problème est 
ramené à la recherche des conditions pour qu'un poly-
nôme en S et P admette un facteur de la forme 

S2 — a(P2 + i) — pP. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 8 8 1 ) . 

COMPOSITIONS n'ADMISSIBILITÉ. 

Composition sur un sujet de Licence. 

Théorie. — Montrer que l'étude du mouvement d'un 
corps solide qui peut tourner librement autour d'un 
point fixe, et qui est soumis à l'action de forces qui sont 
connues pour chaque position du corps solide, dépend 
de l'intégration de six équations différentielles du pre-
mier ordre. Etablir ces équations. 

Application. — Effectuer cette intégration dans le 
cas où deux des moments principaux d'inertie du corps 
relatif au point fixe sont égaux, et où aucune force ex-
térieure n'agit sur lui. 

Composition sur les Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde, et l'on considère les droites D 
telles que, si par chacune d'elles on mène des plans tan-
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gents à l'ellipsoïde, les normales aux points de contact 
M, M'soient dans un même plan. 

i° Démontrer que la droite D et la corde MM'sont 
rectangulaires. 

2° Trouver le lieu des droites D qui passent par un 
point donné A. 

3° Ce lieu est un cône du deuxième degré; trouver le 
lieu des positions du point A pour lesquelles le cône est 
de révolution. 

4° Trouver l'enveloppe C des droites D qui sont con-
tenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée 
par la courbe C quand le plan P se déplace parallèlement 
à un plan donné Q. 

5° Trouver pour quelles directions du plan Q la sur-
face S est de révolution. 

Composition sur les Mathématiques élémentaires. 

i° Résoudre un triangle connaissant le côté a, l'angle 
B, la différence b—h entre le côté b et la hauteur h 
issue du sommet A. — Discuter. 

2° Montrer que le problème peut être ramené à la re-
cherche des points où le côté BA rencontre une parabole 
ayant pour foyer le sommet C du triangle et pour direc-
trice une parallèle au côté BC. 

Discuter à nouveau le problème et comparer les résul-
tats des deux discussions. 

C O M P O S I T I O N S F I N A L E S . 

Composition sur un sujet de Licence. 

Trouver, sur un hyperboloïde de révolution à une 
nappe donné, une courbe telle que le plan osculateur 
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en un quelconque de ses points M soit parallèle à la 
droite OM' qui joint le centre O de l'hyperboloïde au 
point M' symétrique du point M par rapport au plan du 
cercle de gorge. 

On formera l'équation différentielle de la projection 
sur ce plan de la courbe cherchée, et l'on étudiera les 
diverses formes que peut avoir cette projection. 

Composition de Calcul. 

Evaluer l'intégrale définie 

r* dx 
JX x \ x * X + i f ' 

Composition sur la Géométrie descriptive. 

On donne un axe vertical (o, o' z') et un second axe 
(crf, d d') parallèle au plan vertical et qui rencontre 
le premier; on donne en outre une droite de front 
(a i , a!V). 

La droite (aé, a'b'), en tournant autour de l'axe (o, oV), 
engendre un hyperboloïde H ; cette même droite, en 
tournant autour ide l'axe (crf, cfd'), engendre un second 
hyperboloïde H'. 

On demande de construire la courbe d'intersection 
des deux hyperboloïdes et la tangente en un de ses 
points. 

Pour distinguer les parties vues des parties ca-
chées, on supposera que l'hyperboloïde H est enlevé, 
et que l'hyperboloïde H' est une surface non transpa-
rente. 

Ann. de Mathé/nat., 3* série, t. 1. (Février 1882.) 6 
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Données. — Conformes au croquis ci-joint. 

LEÇON S SUR L E S M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S . 

1. Résolution et discussion de l'équation 

ax2 -f- bx + c — o. 

2. Figures symétriques par rapport à un axe, par rap-
port à un point, par rapport à un plan. 

3. Maximum et minimum de l'expression 

ax2 -H bx -h c 
a' x* -h b' x -t- c 

4. Première leçon sur la mesure des volumes. 
5. 
6. Conversion d'une fraction ordinaire en fraction dé-

cimale. Fractions périodiques. 
7. Volume de la splière et du segment sphérique. 
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8. Résolution des équations 

ax-\- by — cy a' x -h Vy = c'. 
Discussion. 

9. Formules relatives à l'addition et à la soustraction 
des arcs. 

10. Plus grand commun diviseur et plus petit commun 
multiple de plusieurs nombres. 

11. Recherche du rapport de la circonférence du cercle 
au diamètre. 

12. Angles trièdres. Trièdres supplémentaires. Condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que l'on puisse con-
struire un trièdre avec trois faces données ou avec trois 
dièdres donnés. 

13. Racine carrée d'un nombre entier à une unité 
près. 

14. 
15. Étude géométrique de la parabole. 
16. 
17. Division des nombres entiers. 
18. Division des polynômes. 
19. Tangente à l'ellipse (Géométrie élémentaire). 
20. Réduction à deux forces d'un système de forces 

appliquées à un corps solide. Condition d'équilibre d'un 
système de forces appliquées à un corps solide libre, ou 
ayant un point fixe. 

21. Rabattements. Changements de plan. Rotations. ' 

22. 
23. Distance d'un point à un plan, à une droite; plus 

courte distance de deux droites. 
24. Nombres premiers (première leçon). 
25. Équation bicarrée. Transformation dès expression s 

de la forme ^a±\Jb en une somme algébrique de deux 

radicaux simples. 
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26. F igures homothétiques (Géométrie plane). 
27. 
28. 
29. 

L E Ç O N S S C U L E S M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

1. 
2. Exposer quelques-unes des méthodes à l'aide des-

quelles on reconnaît la nature d'une surface du second 
ordre donnée par son équation. 

3. Asymptotes des courbes rapportées à des coordon-
nées rectilignes (première leçon). 

4. 
5. Application delà théorie des dérivées à l'étude des 

fonctions d'une seule variable. — Exemples. 
6. 

7. lim ( î -H -i-) i quand m devient infini. 
m J 

8. Théorème de Rolle. Son usage pour la séparatiou 
des racines d'une équation algébrique ou transcendante. 

9. Approximation des racines d'une équation. (Méthode 
de Newton.) 

10. Génératrices rectilignes du paraboloide hyperbo-
lique (Géométrie analytique). 
• 11. Plans diamétraux dans les surfaces du second de-
gré. 

12. Intersection de deux courbes du second degré (on 
ramènera la question $ la résolution d'une équation du 
troisième degré et l'on discutera le problème). 

13. Transformation des équations algébriques. — 
Exemples. 

14. Première leçon sur les séries. 
45. 
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16. 

17. 

18. Règle des signes de Descartes. 
19. Etant donnée l'équation générale d'une ellipse, 

trouver les axes en grandeur et en position. Etant donnée 
l'équation d'une parabole, trouver l'équation de son axe 
et la grandeur de son paramètre. 

20. Mener par une droite un plan tangent à un tiyper-
boloïde de révolution à une nappe. 

21. Section plane'de l'hyperboloïde de révolution à 
une nappe (cas où la section est une hyperbole). 

22. Étude algébrique de l'équation en S. 
23. Limites des racines d'une équation algébrique. 
24. Condition nécessaire et suffisante pour que deux 

équations algébriques à une seule inconnue aient au 
moins une racine commune. 

2o. Recherche de l'équation d'une surface d'après son 
mode de génération. 

26. 
27. Mener d'un point donné une normale à l'ellipse. 

28. Connaissant cos a, calculer cos —• Connaissant 
7 m 

sin a, calculer s i n — 
m 

29. Résolution algébrique de l'équation du troisième ' 
degré. Discussion. 

QUESTIONS PROPOSÉES POUR L 'ADMISSION A 1/ECOLE 
POLYTECHNIQUE DANOISE. 

1872. Construire un trapèze, connaissant les diago-
nales, l'angle qu'elles font entre elles et l'angle formé 
par les côtés non parallèles. 



( 86 ) 
1873. Construire un triangle ABC, le eôté BC devant 

être tangent à un cercle donné, le côté CA devant être 
tangent à un autre cercle en A, pendant que le troisième 
côté AB, prolongé s'il est nécessaire, passe par un des 
deux centres de similitude des deux cercles, et l'angle C 
étant égal à 6o°. Combien y a-t-il de solutions? 

1874. Inscrire à un secteur de cercle ABC un secteur 
abc semblable au premier, de telle manière que le cen-
tre c se trouve en un point donné de l'arc de cercle AB. 

1875. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant 
les deux distances des milieux des côtés opposés, l'angle 
formé parles deux droites joignant ces milieux et deux 
angles du quadrilatère, ces deux angles pouvant être soit 
deux angles consécutifs, soit deux angles opposés. 

1876. Un cercle et deux droites étant donnés dans un 
plan, construire une droite, de direction donnée, {ren-
contrant le cercle en deux points A, B, et les droites en 
deux points a, tels que les distances A a, B è soient 
égales en grandeur. 

Comment résout-on la] question si l'on remplace le 
cercle donné par une ellipse? 

1877. Construire un trapèze, connaissant les deux 
diagonales, la distance de leurs milieux et la hauteur. 

1878. i° Construire un triangle dont les côtés sont 
parallèles à des droites données et dont les sommets se 
trouvent sur des droites données. 

2° Mener une droite parallèle à une droite donnée de 
telle manière qu'elle divise dans le même rapport deux 
côtés opposés d'un quadrilatère plan. Montrer que la 
même question n'est résoluble pour un quadrilatère 
gauche que dans le cas où la droite donnée se trouve 
dans un plan parallèle aux côtés qu'on ne divise pas. 
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1879. i° Construire un triangle dont on connaît un 

angle, le côté opposé et le rapport des deux autres côtés. 
Construire un quadrilatère ABCD circonscriptible 

à un cercle, connaissant la différence des angles opposés 
B et D, la différence des côtés ÀB et AD et les rapports 

T̂ K e t des distances du centre du cercle inscrit aux 
OJD U ( J 

sommets opposés. 

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques). 

COMPOSITIONS DONNÉES AUX EXAMENS DE LICENCE DANS 
LES DIFFÉRENTES FACULTÉS DE FRANCE, EN 1 8 8 0 . 

S E S S I O N D E J U I L L E T . 

Marseille. 

Composition d1 Analyse. — La tangente MT menée 
d'un point quelconque M d'une surface à une sphère 

donnée de rayon a est dans un rapport constant i avec 
À 

la moyenne proportionnelle entre la distance OP du 
centre O de cette sphère au plan tangent à la surface 
au point M et la longueur MN de la normale en ce 
point à la surface, cette normale étant terminée par sa 
trace N sur un plan diamétral fixe de la sphère. On 
demande : 

i° De trouver l'équation générale de la surface ; 
2° De trouver l'équation de la surface : i° lorsque le 

rayon a de la sphère est nul ; 2° lorsque le rapport -ef^t 
À 

égal à l'unité ; 
3° De discuter ces divers résultats. 
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Composition de Mécanique. — Deux points M, M' 

mobiles dans un plan sans frottement sont reliés par un 
fil flexible, inextensible et sans masse qui passe sans 
frottement dans un anneau très petit situé dans le plan. 
Le point M7 étant astreint à décrire une droite AB du plan 
et le fil étant tendu, la vitesse initiale du point M étant 
perpendiculaire au rayon OM, on demande d'étudier le 
mouvement du système dans le cas général et dans celui 
où la droite AB passe par le point O. 

Il n'y a pas de forces appliquées. 

Epreuve pratique. — Etant données la latitude géo-
graphique <p d'un lieu, l'ascension droite a et la décli-
naison S d'un astre, calculer l'azimut et la distance 
zénithale de cet astre au temps sidéral t. 

Besançon. 

Composition dy Analyse. — Déterminer une courbe 
telle que, menant par un point quelconque la tangente 
MT et la normale MN, les diagonales du quadrilatère 
formé par ces deux droites et les deux axes Oxet O r 
fassent un angle donné 9. 

Composition de Mécanique. — Déterminer la figure 
d'équilibre d'un fil fixé en deux de ses points et attiré 
par un centre fixe en raison inverse du carré de la dis-
tance. 

Epreuve pratique. — On donne la distance zénithale 
d'un astre, sa distance polaire et la latitude du lieu. Cal-
culer l'angle horaire du plan méridien qui contientl'astre. 

Bordeaux. 

Composition &Analyse. — On a deux plans dont 
l'un se meut parallèlement à lui-même avec une vitesse 
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constante, tandis que l'autre tourne aussi avec une 
vitesse constante autour d'une droite fixe A perpendicu-
laire à la direction du premier. La droite d'intersection 
rencontre dans chacune de ses positions une surface de 
révolution ayant pour axe l'axe de rotation du second 
plan. 

Etudier la courbe tracée par ces rencontres sur la 
surface de révolution. On considérera plus spécialement 
le cas où la surface de révolution est un cône. Calculer 
alors les angles de contingence et de torsion de la courbe. 

Examiner, si le temps le permet, le cas d'une sphère. 

Composition de Mécanique. — Première question 
(lemme). — Une figure plane A, située dans le plan 
xyy tourne avec ce plan autour de l'axe des y; la 
vitesse angulaire (o est constante. On demande les 
expressions simplifiées de la résultante R des forces 
centrifuges nées du mouvement et du couple G, qu'on 
obtiendrait en transportantcetterésultante parallèlement 
à elle-même au centre de gravité delà figure. 

Seconde question (application). — Une tige pesante 
homogène a ses extrémités A et B obligées de rester 
l'une sur la verticale O y , l'autre sur l'horizontale Ox\ 
le plan xy tourne avec la vitesse constante co autour de 
O y. On néglige le frottement. On demande : 

i° La position d'équilibre de la tige AB pour une 
vitesse angulaire donnée <o (détermination de l'angle 8 
qu'elle fait avec l'horizontale) ; 

2° Les pressions exercées par la tige sur les axes 

3° Les équations différentielles du mouvement dans 
le cas général ; 

4°La détermination complète du mouvementlorsque la 
tige est très légèrement écartée de sa position d'équilibre. 
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Épreuve pratique. — Calculer de 2ra en am, et pour 
des angles horaires variant de 4h à 4h l°m? hauteur 
au-dessus de l'horizon d'une étoile dont la déclinaison 
est I ° 2 I ' I 4 " , 3 2 . La latitude est de 44°5o'i9",o. On 
vérifiera l'exactitude des calculs par la méthode des 
différences. 

Grenoble. 

Composition de Mécanique. — Etudier le mou-
vement d'un point matériel dans un plan, en supposant 
qu'il soit attiré par un point fixe de ce plan, en raison 
inverse de la cinquième puissance de la distance. 

Indiquer les différentes formes de la trajectoire au 
moyen de son équation différentielle. Dans quel cas 
peuUon effectuer complètement l'intégration? 

Epreuve pratique. — Déterminer l'azimut du centre 
du Soleil à 3h iom de l'après-midi (temps moyen) avec les 
données suivantes : 

Latitude du lieu 45° i i' 

Déclinaison australe du Soleil i7°8'53" 

Équation du temps i3m48s. 

(A suivre. ) 
• 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

L E Z I O N I S U L L A T E O R I A D E I N U M E R I di P.-G. Lejeune-
Dirichlety pubblicate e corredate di appendici da R. De-
dekind, tradotte dalla terza edizione da Aureliano Fai-
fofer. In-8. —Venezia, tipografia Emiliana; 1881. 

' I N V E S T I G A C I O N E S F I L O S O F I C O - M A T E M A T I C A S SOBRE L A S 

C A N T I D A D E S I M A G I N A R I A S , por Apolinar Fola Igurbide. 
Primera sección. Grand in-8. Prix : 5 f r,5o. —Valencia, 
imprenta de Manuel Alufre ; 1881. 
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Œ U V R E S C O M P L È T E S DE L A G R A N G E , publiées par les 

soins de M. J.-A. Serret, membre de linstitut, sous les 
auspices du Ministre de l'Instruction publique. Tomes 
VIII et IX. In-4. Prix : i8fr chacun. —Paris, Gauthier-
Villars ] 1 8 7 9 - 1 8 8 1 . 

E L É M E N T S D E G É O M É T R I E , conformes aux derniers pro-
grammes officiels, renfermant un grand nombre d'exer-
cices, et suivis d'un Complément à l'usage des élèves de 
Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spé-
ciales, et de notions sur le lever des plans et le nivelle-
ment-, par MM. E. Mouché et Ch. de Comberousse. 
3 e édition, entièrement refondue. In-8. Prix : 6fr. Paris, 
Gauthier-Villars; 1881. 

C O U R S DE C A L C U L I N F I N I T É S I M A L , par M. J. Hoiiel. 
Tome IV. Grand in-8. Prix : iofr. — Paris, Gauthier-
Villars 5 1881. 

T R A I T É D E M É C A N I Q U E G É N É R A L E , comprenant les Le-
çons professées à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole 
nationale des Mines, par M. H. Resal, membre de l'In-
stitut. Tomes V et VI, comprenant la Résistance des 
matériaux, les Constructions en bois, les Maçonneries, 
les Fondations, les Murs de soutènement, les Réservoirs, 
les Voûtes, les Ponts et Charpentes, les Constructions 
métalliques, la Navigation intérieure et les Travaux 
maritimes. In-8. Prix : i2 f r,5o et i5fr. — Paris, Gau-
thier-Villars ; 1880-1881. 

C O U R S DE M É C A N I Q U E DE L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , p a r 

Ch. Sturm, revu et corrigé par M. Prouhet. 4e édi-
tion, suivie de Notes et Enoncés de problèmes, par 
M. de Saint-Germain, professeur à la Faculté des 
Sciences de Caen. 2 vol. in-8, avec figures dans le texte. 
Prix: I4,R. — Paris, Gauthier-Villars ; 1881. 



( 9a ) 
C O U R S D ' A S T R O N O M I E DE L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , p a r 

M. H. Faye, membre de l'Institut. irc Partie : Astrono-
mie sphérique, Description des instruments, Théorie 
des erreurs, Géodésie et Géographie mathématiques. 
Grand in-8, avec figures dans le texte. Prix : ia f r,5o. 
— Paris, Gauthier-Villars-, 1881. 

- L ' A S T R O N O M I E P R A T I Q U E ET LES O B S E R V A T O I R E S EN 

E U R O P E ET EN A M É R I Q U E , depuis le milieu du XVII® siècle 
jusqu'à nos jours ; par MM. C. André et A. Angot. 
IVe Partie, Observatoires del'Amérique du Sud et établis-
sements météorologiques des Etats-Unis. Tn-18 jésus, 
avec figures dans le texte. Prix : 3lr. — Paris, Gauthier-
Villars ; 1881. 

N O T E S SUR LES PROGRÈS RÉCENTS DE LA P H Y S I Q U E , 

Appendice au petit Traité de Physique de M. Jamin, par 
M. E. Bouty, professeur au lycée Saint-Louis. In-8. 
Prix: i l r ,5o. —Par is , Gauthier-Villars; 1882. 

N O U V E A U X É L É M E N T S D ' A L G È B R E , par M . G. Matliet, 
professeur au lycée de Lyon. In-8. — Paris, Hachette; 
1 8 8 1 . 

L E Ç O N S D ' A R I T H M É T I Q U E , rédigées conformément aux 
programmes du 2 août 1880, pour les classes de hui-
tième et de septième, par M. A. Ducatel, professeur au 
lycée Fontanes. In-8, avec 19 figures dans le texte. —• 
Paris, G. Masson; 1882. 

L E P R O I E Z I O N I D E L L E C A R T E G E O G R A F I C H E , per Matteo 
Fiorini, ingegnere e professore di geodesia nella Uni-
versità di Bologna. In-8.—Bologna,N.Zanichelli ; 1881. 

E L É M E N T S DE G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , avec de nom-
breux exercices,çarF. I. C. In-18.—Paris,Poussielgue 
frères; 1882. 
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T1RA.GISS A PART. 

& Arithmétique des Grecs dans Héron d'Alexan-
drie ; par P A U L T A N N E R Y . Extrait des Mémoires de la 
Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaux, t. IV, 2e série, 2e cahier. 

Sur la mesure du cercle d'Archimede; par P A U L 

T A N N E R Y. Extrait des Mémoires de la Société des 
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. IV, 
2e série, 3e cahier. 

Sur les séries récurrentes dans leurs rapports avec les 
équations ; par C.-A. L A I S A N T . Extrait du Bulletin des 
Sciences mathématiques, 2e série, t. V-, 1881. 

Le calcul des opérations chimiques, soit une méthode 
pour la recherche, par le moyen de symboles, des lois de 
la distribution du poids dans les transformations chi-
miques; par B . - C . B R O D I E . Compte rendu, par A . L A I -

S A N T . Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques, 
2e série, t. V ; 1881. 

Sur les aires des courbes anallagmatiques ; par V. 
L I G U I N E . Extrait du Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, 2e série, t. V ; 1881. 

Sopra alcuni invarianti di due forme binarie degli 
ordini 5 e a o 5 e 3, e m particolare sul risultante di 
esse, per E N R I C O D ' O V I D I O . Extrait des Memorie della 
Società italiana delle Scienze (detta dei XL), tome IV; 
1 8 8 1 . 

Intégration, sous forme Jinie, des formules de Fres-
nel relatives à Vintensité et à Vanomalie, dans sa Théo-
rie de la diffraction de la lumière; par E S C A R Y . Extrait 
des Mémoires de V Association française pour Vavan-
cement des Sciences ; 1&80. 

Ueber einige akustische Bewegungserscheinungen, 
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insbesondere ilber das Schallradiometer, von DR V. 
D V O R A K . Extrait des Sitzungsb. der k. Akad. der Wis-
sensclu, t. LXXXIV, IIe Partie; 1881. 

On certain tetrahedra specially related to four 
spheres meeting in a point, by S A M U E L R O B E R T S . Ex-
trait des Proceedings of the London mathematical 
Society, vol. XII, n° 173. 

Historical Note on D* Grave's Theorem on confocal 
conics, by S A M U E L R O B E R T S . Extrait des Proceedings of 
the London mathematical Society, vol. XII, n° 173. 

Quaternion proof of M. Samuel Roberts' theorem 
of four co-intersecting spheres, by J . J . W A L K E R . 

Extrait des Proceedings of the London mathematical 
Society, vol. XII, n° 174. 

On an immediate generalization of local theorems 
in which the generating point divides a variable linear 
segment in a constant ratio, by S A M U E L R O B E R T S . 

Extrait de the American Journal of Mathematics, 
vol. III. 

yipplications mécaniques du Calcul des quaternions) 
par G E N T Y . Extrait du Journal de Resal, t. 'VII; 1 8 8 1 . 

Galilée, Torricelli, Cavalieri, Castelli. Documents 
nouveaux tirés des Bibliothèques de Paris; par C H A R L E S 

H E N R Y . Extrait des Memorie della reale Accademia 
dei Lincei, serie 3% voi. V°; 1880. 

Supplément aux recherches sur les manuscrits de 
Pierre Fermât, par C H . H E N R Y . Extrait du Ballettino 
di bibliografia e di storia delle Scienze matematiche 
e fisiche, t. XIII5 1880. 

Sur la possibilité de Véquilibre électrique) par 
L . L Ê V Y . Extrait des Comptes rendus des séances de 
lf Académie des Sciences; 1881. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

T R A I T É DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , à l'usage des candidats 
aux écoles du gouvernement et aux grades universi-
taires; par M. H. Picquet, capitaine du Génie, Répé-
titeur d'Analyse à l'Ecole Polytechnique, Secrétaire de 
la Société mathématique de France. — Première par-
tie : Géométrie analytique à deux dimensions, i vo-
lume grand in-8, avec i3o figures dans le texte. 
Prix : i5 f r . 

PRÉFACE DE L'AUTEUR. 

Le Traité de Géométrie analytique que nous publions au-

jourd'hui est fait pour les élèves et pour tous ceux qui s'inté-

ressent à cette science. Nous pensons que chacun, fort ou faible, 

saura y puiser dans la mesure de ses besoins, et eu égard au 

but qu'il poursuit. Il n'est le reflet d'aucun de ses pareils; mais, 

à quelques résultats près, dont plusieurs ont été indiqués par 

nous dans des travaux antérieurs, et sous la réserve de ce qui 

va suivre, il ne renferme rien qui n'ai! été dit dans un livre clas-

sique. Il a son caractère propre, provenant de ce que nous avons 

surtout cherché à vulgariser l'emploi de ces méthodes, si con-

nues et si appréciées aujourd'hui par le public savant et par le 

corps enseignant, mais que les élèves ignorent en général : nous 

avons nommé la dualité et l'homographie. En consacrant, dès 

le début, quelques leçons à leur présenter franchement ces 

deux puissantes méthodes de transformation, quel large hori-

zon n'ouvre-t-on pas à ceux qui apprennent, et combien d'ef-

forts pénibles et stériles sont évités lors du développement ul-

térieur de l'esprit géométrique? Aussi trouvera-t-on, dès le 

premier Livre, un chapitre consacré à l'étude spéciale de cha-

cune de ces méthodes, à la suite immédiate de celle de la ligne 

droite et du point. 

Dans le second Livre, nous abordons la théorie générale des 

courbes planes, croyant qu'elle doit être placée avant la théo-

rie particulière des coniques, afin d'éviter de nombreuses répé-

titions. L'asymptote y reçoit sa véritable définition, qui est 

celle de la Géométrie descriptive, et d'où l'on déduit si simple-
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ment son équation et ses propriétés. Nous y insistons particu-

lièrement sur la recherche des points singuliers, dont le nombre 

et l'espèce modifient si profondément la nature de la courbe. 

Le troisième Livre traite exclusivement des courbes du second 

degré. Un chapitre est consacré à l'étude du cercle, dont une 

suite nécessaire est la théorie de l'involution, si utile par ses 

applications de toute espèce. Les élèves rencontreront peut-être 

quelques difficultés provenant de la notation adoptée pour 

l'équation de la conique générale. Qu'il nous soit permis à ce 

sujet de signaler les inconvénients résultant de la notation 

habituelle, qui ne s'adapte pas à la géométrie de l'espace dans 

laquelle les élèves ne reconnaissent plus, lors de l'étude des 

surfaces du second degré, certaines fonctions des coefficients de 

l'équation générale d'une conique, qui se présentent constam-

ment en Géométrie à deux dimensions. Pour éviter cet incon-

vénient, il est nécessaire que l'ensemble des termes en x, y, z, 
dans l'équation des surfaces du second degré, reproduise identi-

quement l'équation rendue homogène des coniques : c'est ce 

qui n'arrive pas avec la notation habituelle, tandis que les nota-

tions anglaise et allemande s'y prêtent tout à fait. La seconde, 

dans laquelle les coefficients sont tous les mêmes et ne diffèrent 

que par les indices, est incontestablement supérieure; mais 

l'habitude en est longue, l'emploi sujet à des erreurs; et nous 

avons jugé la première préférable pour les élèves. Qu'il nous 

suffise d'ajouter que, dans l'étude des coniques, nous avons 

regardé la théorie du centre, des diamètres et des axes, comme 

un cas particulier de celle des pôles et polaires; et que nous 

avons insisté, à propos de la détermination de ces courbes, 

sur la relation linéaire la plus générale entre les coefficients, 

d'où dérive la notion des systèmes linéaires, 

Enfin, dans le quatrième Livre, nous donnons, à propos de la 

construction des courbes, quelques notions sur les courbes du 

troisième ou du quatrième degré; et un second Chapitre traite 

des coordonnées polaires et de leurs applications. 

Tel est, dans son ensemble, l'ouvrage que nous présentons au 

public : nous désirons surtout l'approbation des personnes com-

pétentes, et leurs observations seront toujours accueillies avec 

intérêt. • 

Un second Volume sera consacré à la Géométrie analytique à 

trois dimensions. H. P. 
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SUR L ' I N T E R S E C T I O N RE L ' H Y P E R B O L O I B E DE RÉVOLUTION 
ET B 'UNE DROITE ; 

PAR M . EUGKNE R O U C H É . 

La distance d'un point quelconque d'un hyperboloïde 
de révolution au plan P du cercle de gorge est propor-
tionnelle à la longueur de la tangente menée à ce cercle 
par la projection du point sur le plan P ; le rapport de la 
première ligne à la seconde est, en effet, égal à la cotan-
gente de l'inclinaison des génératrices sur l'axe. 

Si donc deux hjperboloïdes II et H, ont leurs cercles 
de gorge S = o, St = o dans un même plan P, la pro-
jection de leur intersection sur tout plan parallèle à P 
sera le lieu d'un point tel, que les tangentes menées de 
ce point aux cercles S et Sj aient un rapport constant K, 
c'est-à-dire un cercle S — K 2 S* = o. 

Cela posé, soit H un hyperboloïde de révolution à 
axe vertical, (d, df) une droite quelconque, (e, ef) le 
point où cette droite perce le plan P du cercle de gorge ; 
prenons arbitrairement dans le plan horizontal un 
point o> sur la perpendiculaire f f K menée par e à la 
droite d, et désignons par Ht l'hyperboloïde engendré 
par la rotation de (rf, df) autour de la verticale du 
point o>. Le cercle de gorge de cet hyperboloïde auxiliaire 
sera dans le plan P ; l'intersection des deux hyperbo-
loïdes H et H1 se projettera donc horizontalement sui-
vant un cercle c, et les points de rencontre de ce cercle 
et de d seront les projections horizontales des points 
communs à la droite ( à , d') et à l'hyperboloïde pro-
posé H. 

La méthode de Duleau ( Correspondance sur VEcole 
Ann.de Matkémat.% 3 e série, t . I . (Mars »882.) 7 
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Polytechniquey t. I, p. 438), aussi bien que la méthode 
du paraboloïde à trois directrices de front (que j'ai don-
née le premier, je crois, dans mes cours, il y a plus de 
douze ans), sont fondées l'une et l'autre sur l'emploi 
d'un point déterminé, ce qui est un défaut, ce point pou-
vant se trouver soit trop rapproché, soit hors des limites 
de l'épure. La méthode précédente, d'ailleurs si simple 
en théorie, offre au contraire l'avantage, inhérent à 
toute bonne solution graphique, de laisser à l'opérateur 
une certaine latitude. Le point o) n'étant, en effet, as-
treint qu'à se trouver sur une droite déterminée /]fn 

peut toujours être choisi de façon que le cercle de gorge 
de l'hyperboloïde auxiliaire coupe bien le cercle de gorge 
de l'hyperboloïde primitif. Les points communs à ces 
deux cercles appartiendront au cercle c, dont on déter-
minera ensuite deux nouveaux points, en coupant les 
deux liyperboloïdes par un plan horizontal convenable-
ment choisi. (Il vaut mieux procéder de la sorte que de 
déterminer directement le centre du cercle c, en se fon-
dant sur ce que le rapport de ses distances aux centres 
des cercles de gorge est égal à K2.) 

Si l'on tenait, malgré tout, à particulariser, on pour-
rait prendre w sur la parallèle menée par la trace hori-
zontale de (d, d.') à la droite que déterminent le pied de 
l'axe de l'hyperboloïde H et la trace horizontale de l'une 
des génératrices dont la projection est parallèle à d. La 
quantité K , qui est égale au rapport des projections des 
portions de génératrices comprises entre le plan horizon-
tal et le plan des cercles de gorge, serait alors égale au 
rapport des rayons R et R< de ces cercles, et la circonfé-
rence c deviendrait la circonférence R^S — R2S ( = o, 
dont un diamètre a pour extrémités les centres de simi-
litude des deux cercles de gorge. 
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THÉORÈME DE R I I E X \ G O N E INSCRIT DANS UNE CONIQUE, 

P A R M . HENRI D U F A U , 

Élève du lycée de Bordeaux. 

Nous allons déduire de la propriété fondamentale de 
la polaire le théorème de Pascal, et cela par un raison-
nement géométrique élémentaire. 

Considérons l'hexagone abcdnxpK {fig- i) inscrit 

Fig . i . 

n 

dans la conique A ; M, N, P sont les points de rencontre 
des côtés opposés. 

Joignons deux à deux les sommets opposés de l'hexa-
gone ; nous formons ainsi un triangle ¡JLVCJ. Prenons suc 
cessivement : 

Le pôle m de vm par rapport à la conique, 
Le pôle /2 de tapi » 
Le pôle p de tuv » 
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Il est facile de voir que les points M, N, P seront res-
pectivement sur les côtés du triangle mnp : par exemple, 
Psera sur mn polaire de 73; car, n{ b et ad se coupant en 
nr, ab et nK d se couperont sur la polaire de m. 

Cela posé, considérons les deux triangles mnp et 
m^ nh p{ : 

mn coupe mx nx en P, 

np » rix px » M, 
pm » px mx » N. 

Or, d'après un théorème connu, pour que M, N, P 
soient en ligne droite, il faut et il suffit que leurs som-
mets correspondants soient situés sur trois droites con-
courantes kmm knnK, kppK. 

Or je dis que cette condition est remplie. 
En effet, n est le pôle de rzns : donc nnK est tangente 

à la conique en nx} p est le pôle de ph v : donc ppK est 
tangente à la conique en pK *, ces deux tangentes se 
coupent en k. En outre, pK ns et ad se coupent en S. 

Zr, m{ et m se trouvent alors sur la polaire de S, d'a-
près la propriété de la polaire déjà signalée : donc ces 
trois points sont en ligne droite. c. Q. F. D. 

La démonstration corrélativfe conduirait au théorème 
corrélatif, celui de Brianchon , elle ne diffère de la pré-
cédente que par l'échange de l'élément point en l'élé-
ment droite, et réciproquement. Tout revient alors à dé-
montrer que deux triangles ont leurs sommets alignés 
sur un même point, ou, ce qui revient au même, que 
les points de rencontre des côtés opposés sont sur une 
même droite, que l'on constate être la polaire d'un cer-
tain point par rapport à la conique. 

Nous allons montrer maintenant que, réciproquement, 
du théorème de Pascal on peut déduire la propriété 
fondamentale delà polaire. 
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Considérons une courbe S a laquelle le théorème de 

Pascal soit applicable • je dis que le lieu des conjugués 
harmoniques P de O par rapport aux points A et B, 
quand la sécante tourne autour du point quelconque O, 
est une ligne droite. 

En effet, par O faisons passer deux sécantes fixes ODC, 

Fig. 

OEF et la sécante mobile OAB. Appliquons le théo-
rème de l'hexagone; les trois points M, O, N seront en 
ligne droite. 

Dans le quadrilatère complet ALBKMN, les quatre 
points O, A, P, B seront conjugués harmoniques ; de 
même pour ODGC et OEHF, sections de deux faisceaux 
harmoniques L.OAPB et K.OAPB. Donc le lieu des 
conjugués harmoniques P sera la droite fixe HG. 

Il résulte de là que le théorème de l'hexagone est une 
conséquence immédiate de la propriété de la polaire, et 
réciproquement ; on peut d'ailleurs, d'après ce qui pré-
cède, construire la courbe par points, connaissant cinq 
points, rien qu'en se servant de la polaire. 

Soient donnés les cinq points A, B, C, I), E qui défi-
nissent une conique. Joignons BA et CD, qui se coupent 


