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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE
des coefficients des variables dans les équations des courbes et des
surfaces du second ordre (*);
Pan M. H. FAURE,

Capitaine d’artillerie.

I. Considérons la conique
Ay + Apf’+ Apy' + 2428 + 240y + 24,y =0

rapportée au triangle de référence ABC. Si I'on désigne
par ¢y, ¢, les points d’intersection de la conique avec le
coté AB, les droites ccy, ccs seront données par I'équa-
tion

Auo’ + App? + 2A.af = o,

@y &
B’ B
tion, on a, en désignant par a, b, c les longueurs des
c6tés du triangle ABC,

de sorte que si sont les deux racines de cette équa-

a.a; Ay Be . Be b2
Bi.B: Au~ Aci.Ac a’

(*) Les notations seront les mémes Jque dans |notre Mémoire ‘sur les
coordonnées trilinéaires (2¢ série, t. II, p. 28g).
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puis
%, . w Be, + Be,\ b . 2A,,;
gu Pz - Ac, Ac,/ a - Ay ’
B Bs__[Ac  Ac\a 24,
a,+a,’_ BL‘.+§—c: b A,

Ces deux derniéres relations donnent, en les multi-
pliant,
4A}, Ac.Be, | Ac,.Be

AnAn_— Ac;.Be, Ac,.Bcz 25
d’ou

4A%, _ (Ae..Be,— Ac,.Bey)?

AA,, - Ac,.Ac,.Bc,.Be, ’

mais les quatre points A, ¢,, ¢,, B donnent
AB.cjc;—=Ac,.Bc;,— Ac;.Bey;

on a donc, en désignant par ¢’ la longueur ¢, c,,

/

) A c?.c'?
A}, = A, —_— ).
12 ne (l +4Ac..Ac,.Bc..Bc,)

On sait que, si par un point A on méne une droite ar-
bitraire AB, rencontrant la conique aux points ¢, , c., le
rapport du produit Ac,.Ac, au carré du demi-diame-
tre C paralléle a la droite st constant. Désignons ce rap-
port par , pour le point A, par m,, 7, pour les deux autres
sommets B et C. Nous aurons

A, bmy cic’?
— = A2, = A A | 1 4+ —m—
Ay, (1’1:,,’ '3 e ( 47r,,1r1,C‘ ’

de sorte que . l'équation de la conique s’écrit sous la
forme

J2\ t
Va’r::c’—i—zz:lbv[i 7r~r1,+€——.i>"——o
o - e 4ct ) T
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Les expressions sous le signez donnent chacune deux

autres termes par une simple permutation. Les quan-
tités a’, b’ seraient les cordes de la conique déterminées
par les cotés a, b du triangle de référence; A, Bles demi-
diamétres paralléles a ces mémes cotés.

La forme sous laquelle se présente 1'équation de la
conique permet d’écrire immédiatement I'équation d’une
conique circonscrite, conjuguée ou inscrite au triangle
de référence.

8i la conique doit étre circonscrite, on a

Mg == Mp— T = O}

I’équation est donc, en remarquant que a’ = a, b' = b,
¢ =c,

caf bay  aPy
K T Ol

8i la conique est inscrite, on a
a=b=¢=o;

donc son équation peut s’écrire

t 1
Za’waa’ + azabz@nixz =o.
8i la conique est conjuguée, on voit aisément que

el
T Y}U = o0,
car cette condition signifie que les points A, B sont con-
jugués harmoniques par rapport aux points d’intersec-
tion ¢, , ¢; de la droite AB avec la conique. En effet, dans
ce cas, on a

AB.cic,—=— 2Ac¢,.Bc,, AB.cic;= Ac, Be,.

( Géométrie supéricure, p. 42.)
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Ou a donc

—_—
AB .ce; + 4Ac.Ac,.Be,.Be,= 0.

L’équation de la conique conjuguée est donc

E a’maat = o.

II. Au moyen d’un calcul analogue au précédent, I'é-
quation de la surface du second ordre, rapportée au té-
traédre de référence ABCD, se met sous la forme

12 3
Zazraa’ -+ 2206(2[3 (wan5+ ZTF) = 0.

Dans cette équation, a, b, ¢, d sont les aires des faces
opposées aux sommets de méme nom; Z est la longueur
de I'aréte ab; ' la partie de cette aréte comprise dans la
surface, et L le demi-diamétre parallele a 'aréte /. Les
quantités 7,, m,... sont, comme ci-dcssus, les rapports
constants que I'on obtient en divisant le produit des seg-
ments déterminds sur une droite issue des points A ou B
par le carré du demi-diamétre paralléle a la droite.

Les distances d’uu point de la surface aux faces respec~
tives a, b, c, d élant désignées par o, 3, 0, 7, une simple
permutation de lettres suffira pour écrire tous les termes
de Péquation.

Surface circonscrite au tétraédre de référence. — Si

la surface du second ordre passe par les sommets du té-
traédre ABCD, on a

TMg—= Mp == M= Tg==0}

comme, de plus, I =/, I'équation est

a.b.l?
E—T— af = o.
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La sphere circonscrite aurait pour équation

Za.b.lzaﬁ =o.

Surface tangente aux arétes du tétraédre de réfe-
rence. — Si la surface touche les arétes du tétraédre,
les cordes /' sont nulles ; I'équation est donc

1

1
1 g2 F P
Yotz +2 E abo.Brinm, =o.

Surface conjuguée au tétraédre. — Cetle équation est
¢évidemment
Ea’mm’.

Remarque. — On peut également donner une inter-
prétation géométrique aux coefficients d'une courbe ou
d’une surface du second ordre, en supposant que les va-
riables soient les distances des sommets du triangle de
référence a une tangente, ou les distances des sommets du
tétraédre de référence a un plan tangent.

III. Désignons par r, ' les points d’intersection d’'une
transversale issue d'un point R avec une courbe ou sur-
face du second ordre, par p le demi-diamétre paralléle a

Rr.Rr'
2

la droite, nous dirons que le rapport =, est la

caracteristique du point R. Cette caractéristique est po-
sitive pour un point situé en dehors de la courbe ou de la
surface, négative dans le cas contraire.

Si Von désigne par d la distance du point R, et par ¢’
la distance du centre a la polaire ou au plan polaire du
point R, on a aussi

Ty == —
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L’interprétation analytique de la caractéristique d’un
pointest trés-facile. Soit F = o I'équation d’une courbe
du second ordre; représentons par A =o la condition
qui exprime que la courbe se réduit au systéme de deux
droites, et par P = o la condition qui exprime que le
centre de la courbe est a I'infini, on aura

P
ﬂ,:—Fz§

les variables, dans la fonction F, étant remplacées par
les coordonnées du point R.

Si F est une surface du second ordre, A = o est la eon-
dition qui exprime que la surface représente un cone,
P = o est toujours la condition qui indique que le centre
est & I'infini.

DEMONSTRATION NOUVELLE ’UN THEOREME DE GAUSS
RELATIF AUX SERIES;
Par M. Euvcise ROUCHE.

Une série a termes positifs est convergente, lorsque le
rapport

uu-l-l
u'l

d’'un terme au précédeﬁt reste, a partir d’'un certain
rang, inférieur a un nombre fixe moindre que l'unité;
elle est divergente si ce rapport reste, a partir d’'un
certain rang, supérieur a l'unité. Mais on ne peut rien
aflirmer lorsque le rapport considéré, ayant 'unité pour
limite, ne finit pas par rester toujours au-dessus de sa
lmite.
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Gauss a donné pour lever ce doute une régle tres-
simple relative au cas ou le rapport

Unst
Un

sexprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas,
trés-fréquent dans la pratique, n’est pas si particulier
qu’on le croirait & premiére vue, si 'on oubliait de re-
marquer qu'il n’est nullement question ici des valeurs
de u, et de u,,, mais seulement de leur rapport.

Puisque ce rapport a, par hypothése, I'unité pour k-
mite, le numérateur et le dénominateur de la fraction
rationnelle qui Pexprime doivent étre des polyndmes
ayant méme degré et méme premier terme; et des lors,
en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier
terme, on voit que le rapport considéré doit éire de la
{forme

2

Unii 1 ant e bt

{r)

—_— T S 2
U, P+ AT BT 4

A éiant entier et positif.

Cela posé, voici a quoi se réduit, en derniére analyse,
le théoréme de Gauss :

Pour qu’une série U, telle que le rapport d’un terme
au précédent a la forme (1), soit convergente, il faut et
il suffit que la différence A — a soit plus grande que
lunité.

En raison de sa simplicité et de son utilité pratique,
cette régle devrait figurer dans les Eléments. Mais la
démonstration de Gauss, bien qu’elle ne repose que sur
des principes faciles (voyez le Traité de Calcul diffé-
rentiel de M. Bertrand), offre une certaine longueur qui
explique peut-étre pourquoi ce théoréme n’est pas plus
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répandu. Voici une démonstration trés-simple que quel-
ques collégues m’ont engagé a publier.

L

Commencons par établir un lemme, qui n’est au fond
qu'un cas particulier du théoréme général :

p étant un nombre fixe, entier et positif, la série V,
telle, que le rapport d’un terme au précédent s’exprime
par la formule
(2) I _ETPTE

Yn n—p-+1
est convergente lorsque x est positif, et divergente lors-
que x est nul ou négatif.

En effet :

D’abord, pour x = o, la série, ne différant pas de la
série harmonique, est divergente

Supposons donc x différent de zéro. La relation (2)
donne

z,=(R—p)v,—(~ +1—p)os,.
En changeant successivement n en n — 1, n — 2,..., p,
ajoutant et désignant par S, la somme
op+ap+.+. o0,
on trouve
z.S,=— (” +1— P)"n+u
ou, en exprimant v,,, en fonction de v, & I'aide de la
relation (2),
(—=)(1—z)(2 —2)...(n — p — x)
1.2.3...(n—p—+1)

S;.:t',,(l—-.z‘) (1-—5) (1_;{7)

Or, a mesure que 7 croit de plus en plus, cette somme

2.5, —=— (n+1-——p)up

d’ou
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tend évidemment vers zéro lorsque x est positif et croit
indéfiniment lorsque x est négatif. Donc, etc.

1L

Cela posé, pour démontrer la régle de Gauss, il nous
suffira de comparer les séries U et V, a ’aide de ce théo-
réme bien connu:

Si une série V est convergente et qu’on ait, & partir
d’un certain rang,

""4- 1

172
Rla i gn iy

Un Y

la série U sera convergente; et si, la série V étant di-
vergente, on a, a partir d’un certain rang,

Unoyy [

’
U “n

la série U sera divergente.
Considérons donc le rapport

Ungy | Yo

iy n

”A—H

. +(a—p4+1)rt+(b—pa+a)n*~" +...
ﬂA_Hﬂ-(A—p—x)n}—i—(B—pA~A.z‘)n}_'+...
ou

u, v,

(A-—a~l—x)n)'—r-[B—b—a +Az—~p(A—a)n]’i_'+...

[ RS

Désignons la derniére fraction par R et distinguons
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trois cas, suivant que la quantité
A—a—1

est positive, négative ou nulle.

Dans le premier cas, laissons arbitraire le nombre en-
tier et positif p, et prenons pour x un nombre positif in-
férieur a

A—a—1.

A partir d’une certaine valeur de n, on aura alors évi-
demment R > o, le rapport (3) sera donc moindre que 13
et comme, x étant positif, la série V est convergente, la
série U le sera aussi.

Dans le second cas, laissons encore p arbitraire et pre-
nons x égal & zéro. A partir d’une certaine valeur de n,
on aura alors R < oj; le rapport (3) sera donc plus grand
que 1; et comme, x étant nul, la série V est divergente,
la série U le sera aussi.

Enfin, dans le dernier cas, prenons x égal a zéro, nous
aurons

R*(B——b—a--—p)na"—k....
o T

Si donc nous prenons pour p un nombre entier et posi-
tif supérieur a
B—b—a,

nous aurons, a partir d’une certaine valeur de n, R <{o;
le rapport (3) sera donc supérieur a 1 ; et comme, x étant
nul, la série V est divergente, la série U le sera aussi.
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PLANS TANGENTS COMMUNS A BEUX CONES DE REVOLUTION
.AYANT MEME SOMMET;

Par M. A. GODART.

On trouve dans Hachette une solution de ce probléme,
généralement reproduite dans les Traités de Géométrie
descriptive. Nous en proposons une nouvelle qui conduit
a un tracé plus simple.

Prenons pour plan horizontal le plan qui contient les

axes des deux cones et qui coupe le premier suivant les
génératrices SA, SB, et le second suivant les génératrices

SC, SD.
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Décrivons du point S comme centre une circonférence
de rayon arbitraire af3yd.

Les deux lignes a7, £d se coupent en un point T qui
appartient a la trace horizontale d’un couple de plans
tangents communs. La ligne ST, qui passe par le point
de rencontre des lignes (3, da est la trace horizontale du
second couple de plans tangents communs.

Pour le démontrer, imaginons la sphére inscrite dans
le cone ASB, qui touche la génératrice SA en «, et la gé-
nératrice SB en (3. :

Concevons de méme la sphére inscrite dans le cone
CSD qui touche la génératrice SC en y et la génératrice SD
en 0.

Un plan tangent commun aux deux cones est égale-
ment tangent a chacune de ces spheéres, et contient par
conséquent le sommet d’'un cone qui serait circonscrit &
la fois a ces deux sphéres.

Mais ce sommet est un centre de similitude de ces deux
sphéres, ou bien le centre de similitude de leurs deux
cercles d’intersection avec le plan horizontal.

Remarquons maintenant que la circonférence (S) est
orthogonale aux deux cercles dont nous venons de parler.
Et ’on sait que si I'on méne un cercle orthogonal a la
fois a deux cercles, les lignes qui joignent les points d’in-
tersection deux a deux passent par les centres de simili-
tude (*). Donc le point T, centre de similitude interne
des deux sphéres considérées, appartient a un couple de
plans tangents communs aux deux cones. Le point T,,
centre de similitude externe, appartient aux deux autres
plans tangents communs.

(*) PoNceLET, Applications d’Analyse et de Géométrie, t. 1.
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NOTE SUR LE NOMBRE DES CONIQUBS QUI TOUCHENT EN
CINQ POINTS UNE COURBE DU CINQUIEME DEGRE;

Par M. Tafopore BERNER,

Docteur en Philosophie 4 Berlin.

Javais imaginé, il y a quelque temps, une méthode
inductive pour évaluer le nombre des coniques qui satis-
font a cinq conditions données; et comme je suis par-
venu, sans avoir connaissance des belles recherches de
M. Chasles, a des résultats conformes a ceux qui sont in-
diqués par ce grand géométre dans les Comptes rendus,
je veux exposer en peu de mots les principes de cette
méthode.

Jai montré (*) qu’étant donnée une courbe quelcon-
que A du n" degré, on peut toujours supposer qu’elle
soit infiniment voisine a n droites quelconques D, sans
nuire a sa généralité, c'est-a-dire qu'on peut prendre
la courbe telle, qu’elle soit infiniment préte a étre ré-
duite a n droites D). J’ai montré de plus que cette courbe A
peut étre considérée comme ligne droite dans toute 1’é-
tendue d’une des droites D, excepté les points d’inter-
section avec les autres droites. Mais, dans tous ces points
que je veux appeler points doubles, la courbe A se con-
fond avec des hyperboles (réelles ou imaginaires).

Une courbe quelconque B, touchant une des droites D,
doit étre considérée comme touchant la courbe A. Une
courbe B, passant par un point double des droites I, re-

(*) De transformatione secundi ordinis, etc. « Sur la transformation géo-
meétrique du second ordre, » § 8. Berlin, Calvary et Co.

Ann. de Matkémat., 2¢ série, t. V. (Janvier 1866.) 2
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présente deux courbes touchant la courbe A dans les deux
branches hyperboliques. Si la courbe B passe par deux
points doubles, elle représente quatre courbes dont cha-
cunc touche deux fois la courbe A, et ainsi de suite. Sila
courbe B passe par n points doubles, on peut la considé-
rer comme élant composée de 2" conrbes coincidantes qui
deviendront distinctes en faisant disparaitre les points dou-
bles et y substitnant les hyperboles infiniment voisines.

Fai indiqué dans le Mémoire cité de quelle maniére
on peut employer ces remarques 4 une grande partie des
questions traitées récemment par M. Chasles. Dans tous
les cas ou la conique passe par des points donnés ou
touche des courbes données une seule fois chacune, ma
méthode n'offre pas de difficultés et les résultats sont en
parfaite harmonic avee cenx de M. Chasles. Au contraire,
si les conditions sont telles, qu’une seule des courbes
dounées doit ¢tre touchée par la conique dans plusieurs
points, la méthode de M. Chasles n’est guére appli-
cable(¥), et je ne peux (rouver par la mienne qu'une li-
mite inférieurc du nombre cherché. Aussi, en traitant
des coniques touchaut en cing points une courbe-du cin-
quiéme ordre, je me propose seulement d’établir que le
nombre des solutions données autrefois par M. de Jon-
quiéres dans ce journal (t. III, p. 222) est trop petit. Je
n'énumérerai (ue les coniques dont I'existence n’est pas
douteuse.

Supposez la courbe du cinquiéme degré dissolue en cinq
droites. Cinq droites forment 12 pentagones simples. On
peut circonscrire a chacun d’eux une conique qui, passant
par cingq points doubles, doit étre comptée 2° fois.

(*) Elle estapplicable avec quelques modifications. ( Voir, sur les con-
ditions multiples, Comptes rendus : CaasLes, 22 aoit 1864 ; CreEMoONA, 7 no-
vembre 18G4, et tout récemment ZEUTHEN, 22 janvier 1866. ) P.
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Ainsi l'on a
1.12.2° coniques touchant la courbe dans cing points.
Otez une des cing droites : cela se peat de 5 maniéres
différentes. Les quatre droites qui vous restent consti-
tuent 3 quadrilatéres simples. On peut circonscrire a
chacun d’eux deux coniques qui touchent la droite sup-

primée. Ces coniques, passant par quatre points doubles,
doivent étre comptées 2* fois.

On aura donc
5.3.2.2¢ coniques.

Maintenant dtez deux droites : cela est possible de 10
maniéres dilférentes. Les trois droites qui restent consti-
tuent un triangle auquel on peut circonscrire quatre co-
niques touchant les deux droites réservées. Chacune de ces

coniques, passant par trois points, sera comptée 2* fois.
11 en résulie

5.4 -
T .4 .2 coniques.

En otant trois ou quatre droites, il ne reste aucun po-
lygone raisonnable ; mais a toutes les droites on peut in-

scrire une seule conique. En ajoutant tous les nombres
trouvés, il vient

1,12.25+5.3.2.2‘+?'—i 428+ 1 =1185.

Ce nombre étant trouvé d'une maniére géométrique,
on peut le considérer comme limite inférieure du nombre
cherché. M. de Jonquiéres ne trouve que 1135 coniques.
Aussi la formule dont il déduit ce résultat ne saurait étre
juste (*).

Note du Rédacteur. — La méthode qui précede a déja été employée par

(*) Cette formule, obtenue au moyen du procédé indiqué par M. Berner,
présente effectivement unc faute dans le dernier coefficient qui devrait
étre +15 au lieu de — 35. Cette faute a été corrigée dansVerrata du der-

nier volume. pP.

2.
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plusieurs géométres pour trouver le nombre des solutions de certains pro-
blémes. Malheureusement elle ne donne qu’une limite inférieure du
nombre cherché et n’offre absolument aucun moyen de reconnaitre si le
nombre trouvé est exact ou trop petit. M. Chasles ne procéde point ainsi:
au lieu de demander i un cas trés-particulier la solution d’un probléme
trés-général, il remplace les conditions géométriques du probléme par
d’autres équivalentes, mais plus simples, et par une suite de réductions
arrive aux problémes les plus élémentaires. 'Tout V'intérét de son travail
est dans cette marche rigoureuse, neuve ¢t féconde. Car il importe peu
au fond qu’il y ait 3264 coniques tangentes a 5 coniques données ou
qu’il y en ait 5776 ; mais il importe beaucoup, comme le dit Leibniz, de
perfectionner P’art d’inventer et de trouver par raison tout ce qui se peut
trouver par raison.

L’admirable méthode de M. Chasles et ses travaux antérieurs lui ont
valu une distinction trés-rare. La Société Royale de Londres lui a décerné
la médaille de Copley. Nous publierons des extraits du Rapport du gé-
néral Sabine, président de la Société Royale. P.

GORRESPONDANCE.

M. Y., de Bruxelles, nous écrit au sujet d'un concours
qui a eu lieu en Belgique, et dont nous avons parlé dans
notre dernier volume. Nous n’insérons pas cette commu-
nication, parce que son auteur ne nous fait connaitre
ni son nom, ni son adresse. Quand nous admettons un
article sans signature, nous en prenons pour ainsi dire
la responsabilité devant nos lecteurs : il est donc bien
juste que nous sachions a qui nous avons affaire. P.
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CONCOURS D’ADMISSION
A L’ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE EN 1865.

COMPOSITION MATHEMATIQUE,
Par M. Paur MOESSARD. .

On donne dans un plan une parabole. On considére
une circonférence passant par le foyer de cette para-
bole. On propose d’indiquer les régions du plan ou
doit se trouver le centre de la circonférence pour que
cette courbe ait successivement avec cette parabolc quatre
points réels communs, quatre points imaginaires com-
muns, deux points réels et deux points imaginaires
communs. On étudicra la forme et les propriétés de la
courbe qui sépare les deux premiéres régions de la troi-
sieme.

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la
parabole fixe; pour axe des x I'axe de cette parabole, et
pour axe des y une perpendiculaire élevée au foyer.

Soit 2p le paramétre de la parabole; son équation
sera

yi—2p <x+§>:o.

L’équation d'un cercle ayant pour centre le point dont
les coordonnées sont a et b, et passant a l'origine, est
x4 y? — 2a2— 2by — o.
L’équation générale des coniques passant par 'inter-

section des deux courbes est donc

z‘+y2—2ax—zby+)\|:y’—2p (x-+—l_).)] =o,
3 )
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ou bien
Z 4y (1 +2)—2(a+pl)z—20y —pr=o.

Je vais exprimer que cette équation représente un
systéme de deux droites qui seront alors les sécantes com-
munes aux deux courbes. Pour cela jexprime que le
centre de cette conique est sur la courbe. J'écris les équa-
tions du centre, et ce que devient I’équation de la co-
nique quand on tient compte des ¢quations du centre ; j’ai
ainsi

r—a— pl=o,
J(+1x)—b=o,
x(a + p))+ by +p*=o.

Il faut éliminer x et y entre ces équations; en rem-
placant x ety par leurs valeurs dans la troisiéme, Jai

(@+prpP(+2)++2p*(1 +1)) =o,

équation dont les trois racines me donneront des sys-
témes de sécantes communes.

Cherchons la condition pour que les racines de cette
équation soient toutes trois réelles.

Je I'ordonne :

PR +2p(p+a)Vl+ (p+a))+a*+b=—o.

Je fais maintenant disparaitre le terme en A*. Pour
cela je diminue toutes les racines de cette équation du
tiers de la somme de ses racines, c’est-a-dire de la quan-

tité toujours réelle — 2P (p —:_ 2) u 2pt+a)
3p 3p
Je remplace donc A par p. — 2_(_?’: a),

Soit f (1) = o la premiére équation. I’y fais A = p 4/,
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et jai '

Sflp+ k) =f(R)+pf" (h)+ p

WA Y’
LRGSR,

1.2. 1.2.3

Je calcule ces différents coeflicients :

2 3
fh) ~_8e*ar Slpra —_—“"‘2(1);—”) +at+ b
27p 9p P
—_—-2(1)+a)3+27p(a’+ l)’)’
27p
f’(iz):——(p_;a),
S (k)=o,
et

S" (k) =+ 6p*
L’équation en p sera donc

(p+a)  2(p+a)—27p(@®+b)
2,3 p— =0
PE 3 ¢ 27 p

Formons la condition de réalité des racines de cette
équation ; c’est

—-4M+ 5 [2(p+a)P—29p(a®+ b))

27.p° 27?p* <e

ou
—4(p+af+[2(p+aP—2yp(a+ b))} <o,
ou bien encore

[4(p+af—2qp(a+6%))[—27p(a® + b)) <To.

Le second facteur est toujours négatif (*); donc la

(*) Plusieurs éléves ont remarqué qu’en égalant ce facteur a zéro, on
obtient le foyer qui peut étre considéré comme faisant en quelque sorte
partie du lieu, en regardant ce point comme un cercle de rayon nul et
doublement tangent a la parabole. Mais la suppression de cc facteur com-
mun ne peut avoir ici aucune importance. P.
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condition se réduit a
(1) 4 (p + a)— 27p(a* + b*) > o.
Si on avait

bip+ay—2qp(a+b)=o,
la parabole et le cercle seraient tangents, puisque, I'équa-
tion en A ayant deux racines égales, deux des systémes de
sécantes communes se réduiraient a un seal. Si donc nous
construisons la courbe

f(p+a)P—25p(a?+yt)=o0,

elle séparera les denx régions du plan ou doit se trouver
le centre pour que les racines de I'équation en 4 soient
toutes réelles, ou qu’il n’y en ait qu'une de réelle.

Je résous I'équation par rapport a y :

fip+z)P—29px*  fa*— 15pxt 4+ 1opix 4 4p?
27p o 27p

y? o=
Cherchons a décomposer le numérateur en facteurs du
premier degré, si faire se peut.
Si j’égale a zéro la dérivée de ce numérateur,
22— 5p 2p —
. pxr—+ 2p*—o,
I)
2
Or, 2p annule le numérateur de la valeur de y*; donc
x— 2p est facteur double de ce numérateur, et, en effec-
tuant la division, on trouve comme troisi¢éme facteur
4x +p.
Donc

les racines de cetie équation sont 2p et

b (4= +p)(x —2p)
27p

Cette courbe est symétrique par rapport a I'axe des x.
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Pour x inférieur a — %, y* est négatif et y imagi-

naire; pour = —%,yz o, et en ce point (C) la tangente

est paralleéle a I'axe des y.

y augmente, et, pour r =0, y*= %p’, et comme
V . 20A
OA=p,je pOSeOBzﬁ-

Puis, pour x = 2p, y = o, et la courbe a un point
double; s0it OD = 2p.

Les (coefficients angulaires des) tangentes en ce point
sont

-+ y —
——lmx-——'zp pour z-=—=2p,

1
c'est-a-dire == ;/;

Puis, x devenant infini, y devient aussi infini.

Comme, dans I’équation (de la courbe), les termes du
plus haut degré se réduisent & x?, les branches infinies
tendent & devenir paralléles a I'axe des y. Du reste, leurs
asymptotes sont transportées a l'infini; ce sont des
branches paraboliques.

Voyons maintenant quelles sont les propriéiés de cette
courbe et des régions qu’elle sépare.

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur
cette courbe, le cercle sera tangent a la parabole. Pour
le point C, il est manifeste que le cercle n’aura avec la
courbe que deux points d’intersection réunis en un
scul ; donc tous les autres points des branches CD de la
courbe seront centres de cercles tangents a la parabole et
ne la coupant pas d’ailleurs. En D le cercle sera bitangent
a la parabole, et, pour tous les autres points des branches
infinies partant du point D, les cercles seront tangents
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a la parabole et la couperont en deux autres points dis-
tincts.

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon-
gueur d’'une normale menée de I'un d’eux i la parabole est
égale a la distance de ce point au foyer, et en appelant la
longueur de cette normale la distance du point a la para-
bole, cette courbe est le lieu des points également distants
d’une parabole et de son foyer.

Voyons maintenant pour quelles parties du plan les
racines de ’équation en A seront réelles toutes trois.

Pour le point O, x = o, y = o, la condition (1) est sa-
tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont
dans la région hachée, les trois racines de I’équation en A
sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans
cette région, les cercles auront donc quatre points réels
ou quatre points imaginaires communs avec la courbe, et
pour tous les points situés en dehors, les cercles auront
seulement deux points réels communs avec la parabole.

Distinguons maintenant les parties de cette région qui
correspondent a quatre points réels ou a quatre points
imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques-
tion n’a aucun point réel commun avec la parabole; il en

est donc de méme pour tous les points compris dans la
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boucle CD. Au contraire, les points compris entre les
deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre
points réels communs avec la parabole.

Donc, en résumé :

1° Pour les points compris dans la boucle CD, les
cercles ne rencontreront pas la parabole.

2° Pour les points situés sur la boucle méme, les cer-
cles seront tangents et ne la couperont pas autrement.

3° Pour tous les points compris dans I'espace laissé
en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu’en
deux points.

4° Pourles points situés sur les branches de courbe ED,
DG, les cercles seront tangents a la parabole et la cou-
peront en deux autres points.

5° Enfin, pour les points compris entre ces deux bran-
ches, dans 'angle curviligne EDG, les cercles couperont
les paraboles en quatre points.

Note du Rédacteur. — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres
€éléves, sans avoir aussi bien [ait dans 1'ensemble, ont noté plusieurs
choses dignes de remarque. Quelques-uns ont employé les coordonnées
polaires, qui conduisaient plus immédiatement a une équation simple.

Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la
question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. P.

PROPRIETES DE LA COURBE PRECEDENTE;
Pax MM. BARBIER zr LUCAS,

Astronomes de ’'Observatoire de Paris (*).

1. La perpendiculaire NP au milieu du rayon vecteur
de la parabole touche la courbe au point P; en effet,

(*) Nous supprimons les deux premiéres parties de ce travail qui font
double emploi avec I’article précédent.
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dans le mouvement de I’angle droit FNP, le centre instan-
tané de rotation est le point O, intersection de la per-
pendiculaire FO élevée sur. FM, et de la normale NO au
lieu du point N; la similitude évidente des lieux du point
N et du point M fait voir que NO est paralléle & MP;

FO est égal a NP, OP est perpendiculaire sur NP, donc
le point P est le point ou NP touche son enveloppe.

La parabole BN est donc la podaire de la courbe, le
pole étant au foyer; la podaire de la parabole est sa tan-
gente au sommet; on peut donc dire que la podaire de la
podaire de la courbe est une ligne droite.

2. Lerayon de lumiére FP se réfléchirait sur lacourbe
dans la direction MP prolongée, c’est-a-dire dans la di-
rection de la normale a la parabole au point N il résulte
de cette remarque que la caustique par réflexion de la
courbe est la développée de la parabole. Le point lumi-
neux est au foyer de la parabole.

3. L’ordonnée NI et la droite NP sont également incli-
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nées sur la normale NO a la parabole BN. Il résulte de
12 quela courbe est la caustique par réflexion de la para-
bole BN pour des rayons incidents perpendiculaires a I’axe
de la parabole.
Cette courbe est étudiée a ce titre dans I’ 4nalyse des
infiniment petits du marquis de I’Hopital.

4. Le point O est le milieu du rayon de courbure de la
parabole BN au point N.

Cette proposition n’est qu'un cas particulier d'une pro-
position connue : Si une courbe réfléchit des rayons pa-
ralléles, la projection du milieu du rayon de courbure de
cette courbe sur le rayon réfléchi correspondant donne un
pointde la caustique.

5. Soit L la projection du point P sur I'axe AX et la
projection du point N sur le méme axe; on a BL = 3 BL

Pour démontrer cette proposition, remarquons que si
I'on prend sur le prolongement NO' de la normale a la
parabole BN une longueur NO' égale a la moitié du rayon
de courbure au point N, le point O/ est un point de la di-
rectrice AQY de cette parabole.

De 1’égalité de NO et de NO' résulte celle des projec-
tions Al et IS de ces deux longueurs; on voit donc que FL.
est égal A 3FI+ AF ou 3FI+2BF; a ces deux quan-
tités égales il suffit d’ajouter BF pour avoir I'égalité

BL =3 (FI+BF)

qui devient évidemment celle que nous voulions dé-
montrer.

6. L’arc de courbe BP a pour longueur le chemin INP
parcouru par le rayon de lumiére entre 'axe de la para-
bele et la caustique.

Cette proposition revient a la suivante : Si 'on prend,
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sur le prolongement de PN, NI'=NI, le lieu du point ¥
est une développante de la courbe BP. 1l suffit de faire
voir que ce lieu de I’ est normal a PI'.

Cette derniére proposition peut &tre démontrée ainsi :
Appelons N'I” une position de NI' infiniment voisine
de NT'. L’élément de parabole NN’ a des projections égales
sur NI et sur NP, on verra facilement d’apreés cela que la
projection de I” sur NI’ doit tomber au point I pour que
N'T” puisse ¢tre regardé comme égal a sa projection
sur NI'. Donc lelieu de I’ est normal a PT'.

7. Les tangentes aux points ou I'axe FY rencontre la
courbe BP se coupent sous un angle de 6o degrés; nous
avons déja dit que les tangenies au point double se
coupent sous Je méme angle de 6o degrés. Ces proposi-
tions sont des cas particuliers de la suivante :

Si Von méne une droite par le point F, elle coupe la
courbe en trois points; les tangentes en ces trois points
forment un triangle équilatéral.

Cette délégante proposition est elle-méme comprise
dans le théoréme suivant :

Les tangentes a la courbe BP aux extrémités de deux
rayons vecteurs font un angle égal aux 1 de 'angle de ces
rayons vecteurs.

Plus généralement, les tangentes aux extrémités de

w
deux rayons vecteurs d’'une courbe p cos” - =a se cou-
P

, s . — I
pent sous un angle égal a la fraction L

de l'angle de

ces rayons vecteurs.

8. La polaire réciproque de la courbe par rapport a
une circonférence dont le centre est au foyer F est une
cardioide. Cela résulte de cette proposition connue : La
polaire réciproque d'une courbe par rapport 2 un cercle
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est la transformée par rayons vecteurs réciproques de la
podaire de la courbe, le péle étant le centre du cercle.

9. Si I'on considére toutes les courbes obtenues en fai-
sant varier le paramétre de la parabole, on obtient une
sériede courbes dont les trajectoires orthogonales sont des
courbes égales aux premiéres. Il en est de méme pour les
trajectoires coupant chacune des courbes de la série sous
un angle constant.

10. Remarquons enfin que la courbe étudiée rentre dans
la famille des courbes dont Iéquation est p" =a"cosnw.
Ces courbes se substituent les unes aux autres par la
transformation p'=p", '=nw, et on sait que cette
transformation n’altére point les angles; on peut donc
déduire la plupart des propriétés précédentes des pro-
priétés correspondantes de la droite, du cercle ou de la
parabole, courbes de la famille considérée.

REMARQUES

sur les compositions de Trigonoméirie et de Mathématiques faites en 1865
pour I'admission  I'Ecole Polytechnique.

T'rigonométrie.

On proposait de calculer les angles d'un triangle dont
on donnait les trois cotés. Sur 320 candidats admissibles,
121 ont résolu la question sans faite ou avec une seule
faute légére. La moyenne générale des notes a été 14.,86:
la moyenne des candidats de Paris, 14,21; de province,
16,07. En somme, le résultat est satisfaisant. Il le serait
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encore plus si les éléves prenaient certaines précautions
fort simples sans lesquelles le meilleur calculateur peut
se tromper. Par exemple, si I’on a fait la somme de plu-
sieurs logarithmes, il faut recommencer immédiatement
Popération dans un ordre inverse. De méme, quand on
a pris la moitié d’'un nombre, il faut doubler le résultat
et voir si 'on obtient le nombre proposé. En un mot,
chaque opération partielle doit étre suivie immédiatement
de sa preuve. Une des erreurs les plus fréquentes, et que la
preuve ferait connaitre et corriger de suite, est celle que
I'on commet en prenant la moitié d’un logarithme a ca-
ractéristique négative et impaire. Au lieu de prendre la
moitié de la caractéristique augmentée de 1, on prend la
moitié de cette caractéristique diminuée de 1. On trouve
une derniére vérification en ajoutant les trois angles cal-
culés. Il faut que la somme soit 180 degrés, ou n’en dif-
fere que de quelques centiémes de seconde. Une erreur
de plusicurs degrés indique que le résultat est fautif : on
doit alors repasser son calcul pour voir ou peut étre la
faute, et si on la trouve, la signaler quand méme on
n’aurait pas le temps de la corriger; cela augmentera la
note d'une ou deux unités. Comme l’'année derniére,
nous répéterons qu'il faut se borner aux calculs deman-
dés. Faire plus, c’est montrer peu de jugement, puisqu’on
emploie a un travail, dont il ne sera tenu aucun compte,
le temps qui serait beaucoup mieux employé en vérifiant
les calculs déja faits.

Composition de Mathématiques.

Un examen a pour but de faire connaitre si les can-
didats possédent les théories exigées; par la composi-
tion, on s'assure qu’ils savent les appliquer et exposer
d’une maniére convenable les résultats d'un travail per-
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sonnel. Comme il ne s’agit pas de mettre en évidence des
organisations exceptionnelles, un probléme donné en
composition doit étre assez simple pour étre traité par la
grande majorité des candidats, et assez difficile pour étre
différemment traité par des éléves de forces différentes.
La question de cette annde satisfaisait 4 ces deux condi-
tions : nous aurions désiré pourtant que la recherche du
lieu géométrique, auquel devait conduire I'énoncé, eit
é1é indiquée tout d’abord.

Voici les résultats du concours :

Moyenne générale . ............ 10,20
Moyenne des départements. . .. .. 11,21
Moyenne de Paris....... SR 9,67

Sur les 320 admissibles :

44 ont été notés de......... 152 19
8o > .. .. 102 14
196 . » au-dessous de 10

On voit qu'il y a du bon et du médiocre, mais le mau-
vais domine. Tous les candidats savaient pourtant com-~
ment la question devait étre traitée et en ont exposé la
théorie d’une maniére irréprochable, mais ils se sont
trompés dans l'exécution des calculs : ce qui montre
combien il y a loin de la théorie a I'application. Une
chose a surtout frappé le correcteur, c’est que la plupart
des éléves calculent pour ainsi dire les yeux fermés,
acceptant aveuglément les résultats de leur calcul. Un
éléve trouvera par son calcul que le lieu est une courbe
fermée, et il mettra sur sa copie: « Donc le lieu est une
courbe fermée, » et cependant il suffit de regarder I'énoncé
avec un peu d’attention pour voir que la question revient
a chercher le lieu des points également ¢loignés d'une
parabole et de son foyer. Le lieu doit donc étre illimité.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Janvier 15G6). 3
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Mais personne ne fait de ces vérifications si aisées et ne
suppose qu'il puisse se tromper en calculant.

Nous dirons du calcul algébrique ce que nous avons
dit du calcul numérique. Il ne peut se bien faire que si
chaque pas est assuré par quelque vérification. Dans une
théorie exposée au tableau, il n’y a rien d’imprévu, et il
échappe quelque faute, le résultat connu d’avance sert a
la découvrir et a la corriger. Il n’en est pas de méme dans
une question d’application. C’est surtout au commence-
ment que 'on doit faire le plus d’attention et ne pas
craindre de répéter deux ou trois fois le méme calcul.
Plusieurs candidats ont trouvé le moyen de se tromper
dans I'équation de la parabole rapportée a son foyer. Il
est clair que tout le reste de la composition devait se res-
sentir de cette premiére faute, pourtant si facile a éviter.

Les éléves qui ont trouvé I’équation exacte de la courbe
n’ont pas toujours su en déduire la forme, tant on est
peu exercé sur la construction des courbes d’aprés leurs
équations. Quelques-uns ont commencé la discussion par
rechercher si la courbe n’avait pas de points d’'inflexion a
I'infini; mais le point placé a égale distance du sommet de
la parabole et de son foyer leur a échappé.

La composition de Mathématiques étant une épreuve
sériense et qui a une grande importance, il convient que
les candidats s’y préparent en traitant avec le plus grand
soin des questions d’application. On ne devrait étudier
aucune théorie un peu importante, sans traiter une ques-
tion qui sy rapporte. Malheureusement il n’en est pas
ainsi : nous avons vu des éléves intelligents ne point faire
les compositions données par leurs professeurs. Ils aiment
mieux, disent-ils, repasser leur cours. C’est une mau-
vaise spéculation dont ils s’apercoivent quand il n’est
plus temps. (E. P.)
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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Questions 429 et 430

(voir t. XVII, p. 139);

Par M. BAUQUENNE,
Candidat a I'Ecole Normale.

Par le centre d’un polygone sphérique régulier, on
SJait passer une circonférence de grand cercle, et l'on
projette sur cette circonférence tous les arcs menés du
centre aux divers sommets; comment varie la somme
des puissances n des tangentes des projections quand
varie la direction du grand cercle? Question analogue
pour un polygone régulier dans un plan.  (Vannson.)

Soient O le centre d'un polygone, A un quelconque de
ses sommets, A’ la projection de ce sommet sur I'arc de
grand cercle considéré. En désignant par rle rayon polaire
du polygone, le triangle sphérique rectangle AOA’ donne

tangOA’ — tangrcosAOA’.
Si N est le nombre des cotés du polygone, -21—\‘1—: est

P’angle au péle. Appelons a I'angle caractéristique du
grand cercle choisi, et k un nombre entier inférieur & N,
on aura

AOA —a + Kk ':;z
et

tang OA’ — tangr cos (a + k ?'NE)
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En désignant par S, la somme cherchée,
k=N-—-1
S, — tang"r 2 cos” (a + k %’) .
k=o
On a, d’aprés une formule connue, si » est pair,

2" cos™ | & + & 2
N

27 n 2T
= cosn z+k—ﬁ +Tcos(n——2) a+l‘¥ +...

‘

n
n(n—1). ..(-——f—z)
2 27
-+ cosz<a+-L~——>+...

N

n
n(n-—l)...(;—\‘-l)
-+ - =
n 2
1.2.. .~
2
et si # est impair,
2m=! cos™ (a+l~ 3N£>
:cosn(«+£2—l\;-r>+f-:cos(n—2) <oc+lsg—ﬁ)
+n(r:—;\\ cos(n——l;)(a+k—“>+
n(rn—1).. <”+3> ;
2 cos |« -+ A 2
+ n—1 K N
1. 5

Tout revient donc & former des sommes telles que
k=N-—1

2 cosm z+l‘—2—ﬂ )
N

A=o
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m étant un nombre entier quelconque. Les arcs considé-
rés étant en progression arithmétique, il suffit d’appli-
quer une formule connue, et 'on trouve que le numéra-
teur est nul sans que le dénominateur le soit, toutes les

. m . . . . .
fois que —ﬁ nest pas entier, ce qui arrive e€n partlcuher

si m est inférieur 3 N. La plus grande valeur de m étant

n, la somme précédente sera nulle si le degré de la puis-

sance est inférieur au nombre des ctés du polygone.
Donc, si n est impair,

S.=o,
el si n est pair et égal a 2p,

_(p+l)(p+2)...2p'Nlan§,’l’r.

S 1.2.3...p 2%

Cette somme est donc constante.
Si l'on avait considéré le polygone dans un plan, on

aurait eu
OA’' = rcos AOA/,

et une suite de calculs identiques.
Dans le cas ou p =1, la derniére formule se simplifie
et donne

S N tang?
—_— - tang‘r.
2 by g

Cest la question 429.

Question 590

(voir tome XX, page 141 );

Par M. A. S.

Si U’on prend les polaires des points milieux des cétés
d’un triangle, relativement @ une conique quelconque
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inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un
triangle qui @ une surface constante.  (Faurg.)

Prenons le premier triangle dont les longueurs des
cotés sont a, b, ¢ pour triangle de référence; une co-
nique quelconque inscrite dans ce triangle aura pour
équation '

10 4+ m* B +n*y* — 2mnBy — 2nlya — 2lmef =o.

La polaire, par rapport a cette conique, d’'un point
quelconque a’, ', 7' a pour équation

(ta— mB —ny)ld + (mp—ny — la) mp’
+ (ny—la—mB)ny =o.

Les coordonnées du premier point milieu sont

, B asinC , _asinB
a =0 = 9 == H
] Py v 2 k)
celles du second,
=0, 7 bsinA ,  bsinC
= =1 s o= H
> 7 > 2 !
et celles du troisiéme,
¢sinB ¢sinA
! ’ ’
=0 a ) — .
v ’ 2 B 2

En portant ces différentes valeurs dans I'équation géné-
rale de la polaire, on obtient

(1) (me+ nb)la — (mc— nb) mB + (mc— nb)ny=o,
{2) (lc — na)lz—{lc + na)mB — (lc — na) ny—=o,
(3) (tb —ma)la— (b —ma)mB — (Ib +ma) ny = o.

‘Les distances des trois sommets du triangle de référence
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a la droite (1) sont (1. XX, p. 224)

mc -+ nb
a 9

!

a la droite (2),

b — ma

=2,

ct a la droite (3),

! le — na ,
a

mec — nb me — nb
- -——_’ _—;-——-——‘
b ¢ k
th — ma b 4+ ma
—m —n———c——;
lc + na le — na
—m_" _ 7,
b c

S étant l'aire du triangle de référence, S’ celle du
triangle formé par les droites (1), (2) et (3), on a (voir

endroit cité)

’p!
A
S=Ss51,

en posaut, conformément a une notation connue,

lc — na

2’2—: b — ma

me + nb

] b — ma

Imn : me —+ nb
abe a
n

me + nb

lmn lc — na
abe |,
7

le — na

Imn b — ma

abe

a
{

le + na lc — na
b —ma b+ ma =P,
mec — nb  — me 4+ nb
b — ma b + ma
me —nb  —me + nb
=P,
b c
m n
mc — nb — mec + nb
lc + na le — na
= P,,
b c
m n
lc 4+ na lc — na
b —ma b+ ma —p
=P,.
b c

m n
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Ces quatre déterminants se réduisent facilement a
P=80m'n’, P,={fI’mn, P,={lm'n, P,= 4lmn’;
on en déduit, en portant dans la formule ci-dessus,
§'=S8§,

ce qui démontre le théoréme et donne la valeur de la
constante

Question 649
(voir 2° série, t. I, p. 189) ;

Par M. Crarres CAYLA,

Maitre d’études au collége Rollin.

On donne une surface eonique du second degré sur
laquelle on peut placer un triédre trirectangle; on sait
gu'on peut alors en placer une infinité; par les trois
arétes de U'un de ces triédres, on méne des plans nor-
maux & cette surface; ces trois plans se coupent suivant
une méme droite, dont on demande le lieu, lorsqu’on
déplace le triédre sur la surface conique. (ManNnEIM.)

Je suppose d’abord la surface conique rapportée a I'un
des triédres trirectangles que I'on peut placer sur sa sur-
face. Son équation sera

B_y'z'+B'z'x'+B”.z"_r’:0.

Le plan tangent a la surface suivant 'axe des x a pour
équation
y/ zl

E-+-B7:0_.

L’équation du plan normal correspondant est

BIJ_I —B"z' —o.
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Par symétrie, on aura pour les équations des deux
autres plans normaux

B’z —Bx'=—o,

Bz’ — B’y = o.
Ces trois plans normaux passent par la droite
Bz' =By’ =B"z.

Rapportons maintenant la surface & ses axes. Son
équation prendra la forme

Sx?+ &y + 85"z =o.

On a pour tous les points de I'espace les relations con-
nues
By'z + Bz 2’ +B'x'y' =Sx*+ §'y*+ §"2,
L'y’ 2 = 2 - 2

Or nous pouvons écrire les équations de la droite

z 5! 2 \/.7:" + oy 42
T T T /T 1
B B B Bt et pn

. ____\/B)"Z'—I- B’z’x’-{—B”a:’y’
- B BI B/I '
\/B'B" * 38T BE

Elevant au carré les deux derniers rapports et tenant
compte des relations précédentes, on a I'équation du lien

z?+ yt -+ 2? _ Sa'-8'yr 48"z
B"2B">+- B"B"?-+ BB"?  BB'B” (B'+ B+ B"?)

Posant
BBIBI/ (B-‘ + BI; + BI/:)
BB+ BB BB
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I'équation devient
(k—S)a*+ (k—8)y'+ (k—S§") 2= o.

Cette équation représente un coéne du second degré rap-
porté a ses axes.

BULLETIN.

(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent a la librairie
de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.)

I.

Trarre pE GeomETRIE ELEMENTAIRE; par MM. Eugéne
Rouché, professeur au lycée Charlemagne, répétiteur
a I'Ecole Polytechnique, etc., et Charles de Combe-
rousse, professeur au collége Chaptal, répétiteur a
I’Ecole Centrale, etc. — Premiére partie : GEOMETRIE
pLANE. In-8 avec 265 figures dans le texte; 1864.
Prix : 4 francs. — Deuxiéme partie : GEOMETEIE DANS
L’ESPACE ET COURBES USUELLES. In-8 avec 305 figures
dans le texte; 1866. Prix: 6 francs. — Paris, chez
Gauthier-Villars.

En rendant compte de la premiére Partie de ce Traité (Nou-
velles Annales, janvier 1865), nous avons fait connaitre le but
de I'ouvrage : développer avec le plus grand soin la partie
classique et résumer dans un Appendice les principales mé-
thodes de la Géométrie moderne. Cette seconde Partie montre
encore mieux que la premiére -le but que les auteurs se sont
proposé. Les Appendices y tiennent une plus grande place; car
ce n'est que quand on posséde un nombre suffisant de principes
qu'on peut entreprendre efficacement 'analyse des travaux les
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plus sérieux. Occupons-nous d’abord de la partie classique de
Pouvrage. )

Le cinquiéme Livre a subi une heureuse modification rela-
tive 4 la perpendiculaire au plan. On sait combien cette théo-
rie est minutieuse quand on veut I’établir rigoureusement, et
combien elle donne de peine & ceux qui I’étudient pour la pre-
miére fois. La démonstration du théoréme fondamental offrait
Pinconvénient de prouver la propriété, en quelque sorte, d’'une
maniére aveugle, sans que P'esprit apercit les motifs qui le
guidaient dans la série des raisonnements; en outre, Ja défini-
tion de la perpendiculaire au plan était donnée d’une maniére
trop restreinte; il fallait chaque fois, dans les applications,
transporter les droites du plan parallélement a elles-mémes;
de la des longueurs, des redites fastidienses. En commencant
par déifinir d’'une maniére générale 'angle de deux droites, et
profitant d’'une démeonstration trés-lucide et trés-simple qui
leur a été suggérée par M. Ossian Bonnet, les auteurs sont
parvenus A rendre cette théorie 3 la fois logique, facile, et sur-
tout commode dans les applications; le théoréme des trois per-
pendiculaires, la proposition qui consiste en ce que deux
droites paralléles ont lear plan perpendiculaire commun, et
beaucoup d’autres, deviennent ainsi évidentes. Notons d’ailleurs
qu’on obtient tous ces avantages sans renverser l'ordre établi,
car il suffit de déplacer deux théorémes. Il y a donc la une
véritable amélioration, et non une de ces innovations inutiles
que les auteurs ont constamment évitées dans tout le cours de
Fouvrage. '

Ce cinquiéme Livre renferme toutes les propositions néces-
saires au début de la Géométrie descriptive, et nous appellerons
encore lattention sur 'exposition de la théorie des angles tri¢-
dres et polyédres. :

Dans le sixiéme Livre,la mesure du parallélipipéde, celle de la
pyramide et du prisme tronqués ont été simplifiées, grice a
quelques remarques heureuses; nous citerons particuliérement
une démonstration nouvelle du volume des troncs de pyra-
mide triangulaire, la distinction entre les troncs de premiére
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et de seconde espéce qui facilite les applications de 1'Algébre,
un théoréme trés-général sur le volume de certains polyédres
di probablement a Steiner, et la théorie de la symétrie, qui a
été amenée au dernier degré de simplicité 4 I'aide des travaux
de Bravais, que M. Prouhet avait déjd mis a profit dans son
édition des Eléments de Lacroix.

Le septiéme Livre comprend ’étude des corps ronds et des
notions générales sur les surfaces. On sait combien la Géométrie
sphérique a pris d’importance dans les examens pour 1I'Ecole
Polytechnique. Les éléves trouveront dans cet ouvrage tous les
développements désirables sur ce sujet. Les volumes des-corps
ronds sont donnés d’une maniére rigoureuse et trés-simple, en
profitant de I'amélioration que les auteurs avaient déja intro-
duite dans la mesure de la circonférence. Nous avons encore
remarqué la démonstration relative au plan tangent 4 une sur~
face quelconque, que M. Rouché professe depuis plusieurs an-
nées dans son cours de Géométrie descriptive, et celle du plus
court chemin entre deux points sur la sphére, qui a été commu-
niquée aux auteurs par M. Bonnet.

Enfin le huitiéme Livre, consacré aux courbes usuelles, ren-
ferme d’abord I’étude de Vellipse, de I'hyperbole et de la para-
bole, d’aprés leur propriété focale, d’ot découlent les pro-
priétés des tangentes dont la démonstration a été améliorée.
Puis vient un chapitre sur la section du céne et de la surface
gauche de révolution, ou 'on établit d’'une maniére simple que
la projection d’une conique sur un plan est encore une conique.
Ici s’est glissée une faute que les auteurs nous ont prié de si-
gnaler. A la page 669, entre les lignes 27 et 28, il faut insérer
la phrase suivante qui a été omise dans la composition : « dont
le diamétre est égal au petit axe de 1ellipse. » Les tracés qui
dérivent de Vellipse comme projection du cercle et I'étude de
I’hélice terminent la partie classique de ce huitiéme Livre.

Passons aux Appendices. Nous ne nous arréterons pas sur
celui du cinquiéme Livre ol se trouvent réunies les propriétés
du quadrilatére gauche et du rapport anharmonique de quatre
plans. Celui du sixiéme Livre contient déja des travaux d’'une
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importance capitale: les propriétés des polyédres convexes qui
découlent du fameux théoréme d’Euler; I’étude difficile des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polyédre
convexe, d’aprés les travaux de Legendre et de Cauchy; la
théorie géométrique des centres de gravité, son application 4 la
détermination du volume du tronc de pyramide 2 base quel-
conque, etc.

Mais les deux Appendices les plus importants sont sans con-
tredit les deux derniers, 'un de cinquante pages, I'autre de
soixante-dix, imprimés en petits caractéres, et remplis, non
de faits isolés, mais de théories fondamentales résumées avec
beaucoup de précision et de clarté. Il nous serait impossible
d’en donner ici une analyse compléte ; nous appellerons seule-
ment I'attention sur les points principaux.

Daus le premier, on trouve d’abord la théorie des polyédres
réguliers ordinaires et celle des polyédres d’espéce supérieure :
« les mémorables découvertes de Poinsot, matiére ardue que »
(suivant les paroles prononcées par M. Chasles, en présentant
I'ouvrage & I'’Académie des Sciences) « les auteurs sont parve-
» nus A exposer avec une grande lucidité, en analysant les tra-
» vaux de Cauchy et de M. Bertrand sur ce sujet. » On a en
outre rectifié quelques erreurs relatives a I’espéce des nouveaux
polyédres et représenté ces corps au moyen de quatre belles
figures gravées par Dulos. Une autre partie remarquable de cet
Appendice est celle qui est relative aux compléments de Géo-
métrie sphérique, au probléme du contact des sphéres, et sur-
tout a I’étude des figures tracées sur la sphére, o1 I’on a généra-
lisé les propriétés du rapport anharmonique, des axes radicaux,
des poles, des polaires, des centres de similitude, etc. On y
trouve en outre le complément de la méthode des rayons vec-
teurs réciproques, la projection stéréographique, le théoréme
de Guldin et la démonstration, suivant Steiner, de la propriété
dont jouit la sphére d’étre maximum parmi les corps de méme
surface.

Le deuxiéme Appendice débute par une exposition succincte,
mais complete, des divisions homographiques et de I'involu-
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tion, en partant de I'équation i quatre termes. On est ainsi
conduit naturellement et rigoureusement 3 I'introduction des
imaginaires en Géomeétrie et a la notion féconde des points du
cercle situés 2 l'infini, due & M. Poncelet. Cette partie du livre
a valn 2 leurs auteurs de justes éloges de la part de M. Chasles,
dont l'autorité est si grande en pareille matiére, et qui en
a conseillé la lecture aux auditeurs de son cours & la Sor-
bonne.

Les principes n’offrant d’intérét que par les applications
qu’on peut en faire, MM. Rouché et de Comberousse ont tenu
a montrer toute la fécondité des théories précédentes en les
appliquant aux coniques considérées comme intersection de
deux faisceaux homographiques, Leur but a ét¢ d’établir par
la Géomeétrie pure les propriétés des coniques que 'on expose
ordinairement par 'analyse dans les cours de Mathématiques
spéciales. Toutes les démonstrations y sont trés-simples, et un
grand nombre d’entre elles sont dues aux auteurs de ce livre.
Nous signalerons surtout celle'du théoréme fondamental, I'in-
troduction des foyers, la recherche des équations des trois
courbes, etc. Apreés cette exposition des propriétés fondamen-
tales, on trouve une rapide esquisse des méthodes générales,
les principes de la méthode des polaires réciproques, la théorie
des figures homologiques, la méthode par projection conique,
suivies d’un grand nombre d’applications propres 4 en bien
faire comprendre Vesprit et la fécondité, et A inspirer aux
jeunes gens studieux le désir de lire les savants écrits de
MM. Chasles et Poncelet.

Deux Notes terminent cet ouvrage. Dans la premiére on a
reproduit la démonstration, convenablement élucidée, de Lam-
bert sur I'incommensurabilité de =. Dans la seconde, on fait
connaitre sous forme de déterminants quelques relations fon-
damentales dnes & Euler, Lagrange, Carnot, et pour la démons-
tration desquelles on a mis & profit les travaux importants de
Joachimsthal, Brioschi et Cayley.

Cette analyse, que le grand nombre de matiéres renfermées
dans I'ouvrage ne nous a pas permis de réduire a des propor-
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tions plus courtes, permet de reconnaitre que les auteurs ont
bien atteint le but qu’ils s’étaient proposé : donner A ceux qui
feront une lecture attentive de ce livre une connaissance exacte
de toutes les méthodes nouvelles, et les mettre dés lors 4 méme
de lire avec facilité les ouvrages spéciaux dans lesquels elles se
trouvent développées.

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit dans
notre premier article relativement 2 la partie matérielle de ce
Traité. Toujours le méme soin et la méme élégance dans I'im-
pression; les énoncés des propositions, écrits en lettres ita-
liques, permettent de résumer en un instant toute la marche
d’une théorie trés-étendue; les nombreuses figures intercalées
sont dessinées trés-nettement, et sous tous les rapports cet ou-
vrage occupera une place distinguée parmi les belles éditions
sorties des presses de M. Gauthier-Villars.

Nous avons déja parlé des nombreuses questions proposées
comme exercices dans la premiére Partie; la seconde n’est pas
moins riche en applications; le choix des théorémes et des pro-
blémes est fait avec la méme attention ; leur nombre est de 654,
ce qui porte & 1157 le nombre total des exercices proposés
dans ce Traité.

Nous ne terminerons pas sans signaler au lecteur une Pré-
face intéressante dans laquelle les auteurs ont donné une his-
toire succincte de la Géométrie depuis ses origines jusqu’a nos
jours. Ce travail était d’autant plus utile, comme introduction
4 I'ouvrage que nous venons d’analyser, que peu de lecteurs
peuvent se procurer aujourd’hui le magnifique ouvrage de
M. Chasles sur l'origine et le développement des méthodes en
Géométrie.

S. Hauses,

" Professeur de Mathématiques spéciales au lycée
Charlemagne et au collége Chaptal.
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QUESTIONS.

749. My* + Nx* — 1 = o étant 'équation d’une co-
nique;

a, 6, y représentant les angles faits avec 'axe des x
par les trois cotés d’un triangle inscrit dans la conique;

o, Yo, r représentant les coordonnées du centre et le
rayon du cercle circonscrit a ce triangle;

On a les relations suivantes :

. . . Nz,
sin @ sin € sinyy = —r—m-_—N—)y
€0S €0S6cosy — ’—(M——_—N—) ’
My,

M[y, +rcos(a+6—+g) P+ N[z, +rsin(c+8+9) —1=o0.
(J.-3.-A. MarHiev.)

750. Si on fait la projection gauche (*) d’une figure
plane sur un tableau plan, et si on fait ensuite tourner
I'un des deux plans autour de leur intersection com-
mune, les deux figures demeureront toujours les projec-
tions gauches 'une de l'autre.

(AseL TraNson.)

751. La surface de révolution engendrée par une ellipse
de Cassini tournant autour de son axe non focal est cou-
pée par un plan bitangent suivant deux cercles.

En général, si on coupe le tore par un plan paralléle a
I’axe du tore, la surface engendrée par la révolution de la
section plane ainsi obtenue autour de son axe (paralléle a
celui du tore) sera coupée par un plan bitangent suivant
deux cercles. (Daxrzoux.)

(*) Voir Varticle intitulé : De la projection gauche ( Nouvelles Annales,
septembre 1865.)
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THEORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN

(vofr * sérle, t. IV, p. 413);
Par M. PAINVIN.

Définition et propriétés principales des surfaces
polaires d’un plan.

1. L’ordre d’une surface est égal au nombre des points
en lesquels elle est rencontrée par une droite quelcon-
que; Pordre est égal au degré de 'équation ponctuelle.

La classe d’une surface est égale au nombre des plans
tangents qu’on peut lui mener par une droite quelconque;
la classe est égale au degré de 'équation tangentielle.

Soient une surface de n*™ classe et un plan fixe P; par
une droite quelconque D, située dans ce plan, menons
& la surface ses n plans tangents T,, T,,..., T,; j ap-
pellerai polaire (n — p)*" du plan P I’enveloppe d’un
plan Q passant par la droite D et tel, que

'

{ 1 1 1
S 2 (tang PDQ_ tang PDT.) <tang PDQ - lang PDT-,) -
(1)

P

1 1 A
— = o0
. < (tang PDQ tangPDT, /) ’
la somme s'étendant a toutes les combinaisons p & p des

Py
dz[e:ences correspondant aux n angles diédres PDT,,

PDT;,..., BUT,.

L'ordre des lettres indique le sens de rotation des
angles; on regardera ces angles comme positifs ou néga-
tifs, suivant que la rotation ainsi indiquée a lieu dans
un sens ou en sens contraire.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, 1. V. (Février 1366.) 4
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Cette relation peut aussi s’écrire

in QDT, sinQDT;  sinGDT,
sin i SIn 2 sSin P
(11) > <t =
p sin PDT, sin PDT,  sinPDT,

2. Pour déterminer les surfaces polaires d’un plan,
je désignerai par (xo, Yo, Zo, to) les coordonnées du
plan P; par (x, y, z, t) celles du plan variable Q; ct
enfin par (x;, y:, 2, t;) celles du plan tangent T; passant
par l'intersection D des plans P et Q3 nous aurons, d’a-
pres les formules (11) (17 partie),

AZy + px  AYetmy Az, 4+ p2
;= ————— Ity == —————
P 4 p
(1) . PRI
. Myt pt . sinQDT; &
i = ———— —_— =
N
£ sinT.0p "
Soit alors
(2) U(‘”af; 2, t)'-:iO

P’équation tangentielle de la surface; les solutions de
cette équation donneront les coordonnées des plans tan-
gents a la surface. Si, dans1’équation (2), nous rempla-
¢ons x;, ¥iy %, t; par leurs valeurs (1), nous obtien-

, . A .
drons une équation en -, dont les racines seront les
IA

rapports des sinus des angles des plans tangents T, avec
les plans Q (x, ¥, z,t) et P (xy, ¥o, 2o, to). En égalant

’

. A\ r=p P .
a zéro le coefficient de (;) ou de (%) » nous expri-

\

merons que la relation (1) est satisfaite, car ce coeffi-
cient sera, d’aprés ce qu’on vient de dire,

sin QDT, sin QDT, sinQDT,

P sinT,DP sinT,DP  sinT,DP
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Nous aurons ainsi une relation entre les coordonnées
(x,7, z, t) du plan Q; cette équation en représentera
donc P'enveloppe et sera, d’aprés notre définition, 1'équa-
tion tangentielle de la polaire (n — p)*™ du plan P.
L’équation (2) étant homogéne, la substitution des va-
leurs (1) donne

(3) UQzy+px, hys+ py, Azo—+ pz, M+ pt) =o.

La formule de Taylor
Sl +a,y+B,z+79,2+7)
d. d. d. d.
Sl (s T E ) S

) I 4 d._\L d. 6d. pf+
Tl o\ dx ﬁﬁ; T"ZTa

appliquée a I'équation (3), en regardant o, 2, 7, ¢ comme

respectivement égaux a }E.r, %)', ;iz, )\E t, nous con-

duit a

1 \?
4) Uo‘i—%AIUu_"l‘m<%) AU 4. ..
( 7/ 2 R
NN N o (B U=
+x.2(x> A‘U*"(x) A'U‘L<X>L_°’

N

aprés avoir adopté les notations symboliques

AT 4 d. d. td. PU
= e — . —
5 s pEe dr 7 d)’+zd' + de 0’
( ) ’ a d.
ApU-— x.d +J’nz}j+zodz+fod U,

' U=U(z,1,5¢t),
Us=U (x4, Yu5 20 &)
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Car il est facile de se convaincre que

/ 3,0, =4,,U,

d. d.
T e T @
d. d. d.  d.\*r
:(”"E"'"y"@""z”ﬁ'““d_t) U;

il suffit pour cela de développer I'équation (3), en y con-

iy . s A
sidérant o, §3, y, 0 comme respectivement égaux a - o,
ll.

) P . . ,
= Yoy = Zoy - to, et d'identifier le résultat obtenu avec le
pU e

premier développement.
D’aprés cela, la (n — p)* polaire du plan (x,, ¥,,
z4 t,) @ pour équation

AU — d. d. d.+td. PU_
=\t YTt E T ) T

(7)

ou

'A U (0 o de e AN
[ 8u—pl = -Tozz )ody‘f-zu;z— °Ir =0,

\

ou bien la pme polaire du plan (xo, yo, 20, L) a pour
€quation

d. d. d. d \~r_
A, p U= x-(a+yd—f+z—+t— U,=o,

dz de
(7 bis) ou
d. d. d. d.\r
AI'U: (xut—l;—Fyo“?y“'!"Zo‘—i;—l-'to%) U=o.

Nous conclurons de cc calcul que :

. La (n—p)®m polaire d'un plan est de la p“ classe,
ou la p*™ polaire est de la (n — p)*™ classe.

La (n— 1)*m polairc est un point: je Pappellerai
point polaire du plan.
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3. On peut, dans la relation (II), remplacer les rap-
ports des sinus par les rapports des distances correspon-
dantes. Désignons par d; et 1; les distances d’un point du
plan tangent T; aux plans P et Q; cette relation de-
viendra

ok ),

—ee—tse = = O,

d, d, d,
Mais si 'on suppose que le plan P s’éloigne a Uinfini, les
plans Q, Ty, T.,..., T,, qui se coupent suivant une méme
droite située dans le plan P, deviendront paralléles; les
distances d; pouvant étre regardées comme égales, la re-
lation ci-dessus donnera

() Fod =0,

), étant la distance du plan Q au plan paralléle T; et
cette somme s'étendant a toutes les combinaisons p a p
des n distances Ay, Asy.uny A, :

Ceci posé, imaginons qu’on méne a une surface de
nime classe tous ses plans tangents paralléles & un méme
,

plan quelconque ; soit alors un plan Q paralléle & ces
plans tangents et tel, que

211.)‘,...).?:0,

quelle que soit la direction considérée; le point Q
cnveloppera une certaine surface que j’appellerai la
(n— p)#m enveloppe diamétrale de la surface primi-
tive.

On voit, par ce qui a été dit ci-dessus, que les enve-
loppes diamétrales sont les polaires du plan a 'infini.

Les coordonnées du plan i l'infini sont infinies ; mais
on voit facilement, par les formules de la premiére par-
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tie, que ces coordonnées sont entre elles comme les con-
stantes m, n, p, g (1™ partie, 1, 3, 4). Donc:

La (n— p)?me enveloppe diamétrale se déduira de
la (n— p)# polaire du plan (x,,y., 2z,, t), €n y
remplacant ces coordonnées respectivement par les con-
stantes my n, p, ¢.

4. Avant de passer a I'étude des principales propriéiés
des polaires, je ferai quelques remarques sur les formes
symboliques que j’ai employées. Et d’abord je prendrai
la notation plus générale

. d. d. d. d.\?
AU — [ z: 2= i - 2.
8) ‘ U (I'd.r+3'd_y+z'dz+t'dt> U
( O R N N A A S
(o= e ety ot ig) U

qui donne, sous deux formes différentes, la p*™ polaire
du plan Pi (x",]r,‘, Ziy [i)'
Je vais démontrer les deux identités
{ (9) & (8,U) =4, (4T),
(10) 4} (8,U) = a},,U.

La premiére de ces relations rendue explicile donne

d. d. 9 d. P
xja*‘]‘f;;_*-“.) I;;I;+...> U]
\
d. d q
(g b -) o]

\
Or le terme général de la fonction H est

p! : du+/3+/+oU

B 7 ¢
a'ﬁ' aTplyter &7 dz* dyfds! de
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et, par suite, le terme général du premier membre de
Pégalité (1°) sera

pig! NN N S
A Bl alal Bl &l 7 75 5 G E A

(2°)

de+R+y+d+o+ Ly +d g

dz* o dyf T Fidg d? +4. ’

en admettant que les nombres entiers positifs «, a,, etc.,
vérifient les relations

‘ @+ B+ +d =p,
“1+ﬁ|+7|+3|:q-

(3°)

En opérant de la méme maniére sur le second membre de
I'égalité (1°), on retrouve la méme expression pour le
terme général. L’identité (9) est donc vraie. On démon-
trera l'identité (10) en introduisant I'hypothése j=1i
dans D'expression (2°), et en ayant égard a lidentité
(x4 a)? (x+ a)? = (x + a)P*.

5. Trtoreme I. — Si par une droite fixe D on méne
les plans tangents & une surface donnée par son équa-
tion tangentielle, le produit continu des sinus des
angles d’un plan quelconque Q passant par cette
droite D avec les plans tangents est proportionnel au
résultat de la substitution des coordonnées de ce plan
dans le premier membre de léquation de la surface.

Ce théoréme n’est que la traduction de I'égalité sui-
vante, qui nous est fournie par ’équation (4),

NN L LN
sinQDT,.sinQDT....sinQDT, U (=, y,3,¢)
Uo(-ro, JYos 205 to)

sin PDT, . sin PDT,. .. sin PDT,

6. Tatorkme Il. — Le point polaire d’un plan est le
centre harmonique par rapport au plan des points de
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contact des plans tangents issus d’une droite quelcon-
que située dans ce plan; le centre harmonique reste donc
invariable lorsque la droite se déplace dans le plan.

Soient Ty, T,,..., T, les points de contact des plans
tangents T, T,,..., T, menés a la surface par une
droite D) située dans un plan fixe P; le point polaire du
plan P est enveloppe des plans Q satisfaisant (I) a la
relation

° n o I I T
(1°) — = ——— -+ — etk —

tangQDP  tangPDT, 1angPDT, tang PDT,

Or, je dis que e plan Q passe par le centre harmo-
nique C, par rapport au plan P, des points Ty, T,,. ..,
T,. Menons (*), en effet, par C un plan perpendiculaire
ala droite D, et désignons par t;, ts,..., t, les points
d’intersection par ce plan auxiliaire du faisceau (MT,,
MT,,..., MT,), M étant un pointquelconque du plan P;
et soient (O¢, Ots,..., Ot,, Op, Og) les interscctions
par ce méme plan auxiliaire des plans (DT,, DT,,...,
DT,, DP, DQ). D’aprés la définition du centre harmo-
nique d’'un systéme de points dans I'espace, le point C
sera le centre harmonique, par rapport a la droite Op,
des points (#;, ts,. .., #,) situés dans le plan auxiliaire.
Menons enfin par le point C une droite perpendiculaire
a Op, et soient (p’, g, .., I;) les intersections
de cette perpendiculaire avee les droites (Op, Og, Ot,,
Otyy..., Ot,). D'aprés la définition du centre harmo-
nique d'un syst¢me de points dans un plan, le point C
sera le centre harmonique, par rapport au point p’, des

’

points (t,, ¢,,..., t,) situés enligne droite avec p’; nous

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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aurons par conséquent

R S R I
cp T pe, pd, T pe

n

(2°)

Mais si nous remarquons que

PN q/pl /'\‘ ]/I t".
tangQDP:U}J—;, tangPDl;:a-;;a
la relation (1°) nous donne
n 1 1 1

(3°) — i =

ﬁ:ﬁ—’_l”tz P,

De la comparaison des égalités (2°) et (3°) résulte
p'C = p'q’, c’est-a-dire que le point C coincide avec le
point ¢’, ou enfin quele plan Q passe par le centre har-
monique C, par rapport au plan P, des points de con-
tact Ty, Toy. .., T,.

Orle plan Q est tangent au lieu des centres harmoni-
ques. En effet, le point de contact d'un plan tangent est
Pintersection de ce plan avecles plans tangents infiniment
voisins; par suite, si nous considérons des faisceaux de
plans tangents infiniment voisins du précédent, le point C
restera le méme, et les plans @’ correspondant a ces fais-
ceaux se couperont au point Cj; donc le point C est le
point de contact du plan Q. Ainsi les plans Q envelop-
pent le lieu des centres harmoniques des points de contact
des plans tangents issus d’'une droite quelconque du
plan P; or, Penveloppe des plans Q est un point, point
polaire des plans P. Donc, etc. v

Lorsqu’on suppose le plan P a l'infini, le centre har-
monique devient le centre des moyennes distances, et
nous avons ce théoréme :

Si l'on méne & une surface de n'™ classe tous
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ses plans tangents paralléles & un méme plan, leurs
points de contact auront pour centre des moyennes dis-
tances un point fixe, quelle que soit la direction du
plan considéré, et ce point fixe est le point polaire du

plan a Uinfini.

Je donnerai a ce point le nom de centre des moyennes
distances de la surface.

7. Tutorkme III. — 8i deux surfaces de n*™* classe
sont tangentes aux mémes points & un méme faisceau
de n plans, le point polaire d’un plan quelconque pas-

sant par U'aréte du faisceau sera le méme pour les deux
surfaces.

Car le point polaire coincide avec le centre harmo-

nique, lequel est évidemment le méme pour les deux
surfaces.

Cororrare I. — 8i P est le plan considéré passant
par Uaréte du faisceau, et si, par une droite quelcon-
que D située dans ce plan, on méne les plans tangents
Ty, Ty,..., T, @ la premiére surface, puis les plans
tangents ty, ty,.. ., t, & la seconde, on aura la relation

1 I

N N
tang PDT; tang PD¢;
Le point polaire du plan P est en effet le méme pour
les deux surfaces; or, si Q est le plan passant par la
droite D et le point polaire commun, on a (I)

n 1 n 1
tang PDQ :2 Y /\_‘2 Py
tang PDT;  tang PDQ tang PD¢;

ce qui démontre la relation énoncée.

CororrAirg II. — Par une droite fixe D, menée dans
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un plan P, soient menés les n plans tangents Ty, T,,...,
T, & une surface de n*™ classe; maintenant, par une
droite quelconque D' située dans le méme plan, condui-
sons les n plans tangents ty, t,,. .., t,; puis, par cette
méme droite D' et les points de contact des plans tan-
gents Ty, Ts,. .., T, menons les n plans D'ry, D'ry,...,
D'r,; on aura la relation

2 I/\ :2 !/\

tang PD’¢; tang PD’ ry

Nous pouvous en effet regarder les n points de con-
tact des plans tangents primitifs comme une surface de
n'me classe; et alors les plans tangents menés a cette sur-
face par la droite D’ ne sont autres que les plans D'ry,
D’rg,..., D'r,; le théoréme énoncé n’est donc qu'nn cas
particulier du corollaire précédent.

Cororratre Ill.—Lorsque deux surfaces de n*™ classe
sont tangentes aux mémes points & un méme faisceau
de n plans paralléles, ces deux surfaces ont le méme
centre des moyennes distances.

En effet, le théoréme (III) est encore vrai lorsque la
droite d’intersection des plans est a l'infini; et alors, le
point polaire d'un plan quelconque P paralléle aux plans
tangents communs sera le méme pour les deux surfaces;
or, lorsque le plan P est a I'infini, le point polaire est le
centre des moyennes distances.

8. Tatorime IV. — L'enveloppe des plans dont les
pme polaires touchent un plan donné P, est la
(n—p)@me polaire de ce plan.

La p*¢ polaire d’un plan P, est

d. d. d. d.\"?
A;,U:A,,_FU|:(.Z"(—I;:+]Z;+z;z-+t——> UIZO;
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cette surface devant toucher le plan fixe Py, on aura

v(z.il-'- +y.,d—' + z, a4 + ¢, f{l>nopU‘:0'
 dr dy dz “dt ’
ou, en regardant (xy, ¥, 24, ¢,) comme des coordonnées
courantes,
d. d. d. ' d. \"r __
<.roz.-l—yozj+zozi;-{—to;ﬁ-> U=o;
c’est précisément la (» — p)#me polaire du plan Py.

De ce théoréme nous concluons les cas particuliers sui-
vants :

L'enveloppe des plans dont les premiéres polaires tou-
chent un plan fixe est le point polaire de ce plan; donc
ces plans passent par un point fixe.

L’enveloppe des plans dont les points polaires parcou-
rent un plan fixe est la premiére polaire de ce plan.

L’enveloppe des plans dont les p®®** polaires touchent
le plan & I'infini est la (n -—p)®" enveloppe diamétrale
de la surface.

9. Tatorkme V. — Les premiéres polaires de tous les
plans passant par un point fixe ont (n — 1)® plans tan-
gents communs, quisontles (n —1)°* plans ayant pour
point polaire le point fixe.

Nous venons de voir, en effet, que I'enveloppe des
plans dont les points polaires sont sur un plan fixe est la
premiére polaire de ce plan et réciproquement, tout plan
tangent a la premiére polaire d’un plan a son point polaire
sur ce plan; cette réciproque résulte du méme calcul. Or,
soit un point fixe O ; imaginons un plan P passant par ce
point; les plans dont les points polaires décrivent le
plan P sont tangents & 1a premiére polaire S de ce plan,
surface de (n— 1) classe. On voit de méme que les
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plans ayant pour point polaire le point O doivent aussi
étre tangents aux premiéres polaires §', §” de deux autres
plans P’, P” passant par le point O. Ainsi tout plan tan-
gent commun aux trois surfaces §', 8, $” a pour point
polaire le point O, et réciproquement. Mais ces trois sur-
faces, qui sont toutes trois de (7 — 1)*™ classe, ont
(n —1)* plans tangents communs. Donc le point O est le
point polaire de (n — 1)* plans, etc.

10. Tutorime VI. — Le point polaire d’un plan tan-
gent a la surface est le point de contact de ce plan tan-
gent; et re'cipror]uement, lorsqu’un plan conticnt son
point polaire, ce plan cst tangent & la surface au point
polaire.

Car le point polaire du plan P est

(1°) U —+ au -z 4U -%—t,(—l’E =o;
{ *\dr . y dy ‘,ﬁ_ dz |, (dt 0

or, si ce plan est tangent a la surface, on a
(2°) U (20, Yoy 205 8) == 03

ces équations donnent précisément le point de contact
du plan P, (premiére partie). Réciproquement, en expri-
mant que le point polaire est sur le plan, on a

- dU " dU . dU r dU
- dr |, Jo dy |- 0—50 “—d?o
= nU ('Z‘u; Yoy 2o, [u) —0;
c’est-a-dire que le plan Py est tangent.

11. Tutorime VII. — Les plans tangents aux points
ol un plan fixe coupe une surface sont en méme temps
tangents a la premiére polaire de ce plan.

Nous avons vu en effet que la premiére polaire d'un
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plan P est I'enveloppe des plans dont les points polaires
décrivent le plan P (8); par suite, sile point polaire est
un des points de l'intersection du plan P avec la surface,
le plan dont il est le point polaire sera en méme temps
tangent a la surface en ce point (10). Donc les plans tan-
gents a la surface aux points ou elle est coupée par le planP
sont en méme temps tangents a la premiére polaire de
ce plan. Réciproquement, tout plan tangent commun 2
la surface et a la premiére polaire du plan P est tangent
en un des points d’intersection du plan avec la surface;
car le point polaire est a la fois sur le plan P (8) et sur le
plan tangent (10).

12. Tatorime VIII. — Les plans tangents aux points
olt une droite rencontre la surface sont tangents en
méme temps & la premiére polaire d’un plan quelconque
passant par cette droite. Une surface de n*" classe
est, en général, de 'ordre n (n —1)?.

Soit D la droite donnée, P un plan passant par cette
droite, et S la premiére polaire de ce plan; les plans tan-
gents aux divers points de la courbe d’intersection de-
vront toucher la surfaces (11). 1l en sera de méme pour la
premiére polaire 8" d’'un second plan P’ passant par la
droite D. Ainsi tout plan tangent a la surface en un point
ot elle est rencontrée par'la droite D devra toucher aussi
les premiéres polaires S et §'. La réciproque est visible,
car le point polaire d’un plan tangenta S ct § estsur la
droite D (8); et comme le plan touche la surface primi-
tive, le point polaire est le point de contact (10). Or, les
trois surfaces considérées étant des classes respectives n, -
(n—1) et (n—1),elles auront, en général, n (n—1)* plans
tangents communs. Donc la droite D rencontre la surface
en n (n —1)* points.

(La suite prochainement.)
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DE LA PROJECTION GAUCHE (suite) .

(voir 2° série, t. IV, p. 385);

Par M. Aser TRANSON.

XI. Objet de ce second article. — On a vu que, par
la projection gauche, toute ligne de I'ordre n est trans-
formée en une ligne de I'ordre 272; & moins que la ligne
primitive ne passe par certains points, circonstance qui
en réduisant P'ordre & n’étre plus que I’un des nombres
2n—1, 2n—2, 2n—3,. .., permet d’obtenir des trans-
formées d’ordre impair aussi bien que d’ordre pair.
J'ajoute que toute ligne, aprés sa transformation, passe
par trois points particuliers du tableau, lesquels trois
points sont pour chacune des transformées des points
multiples de I'ordre n, si » marque I'ordre de la ligne
primitive.

Ces propriétés, qu'on pourrait croire earactéristiques
de la projection gauche, lui sont communes avec la trans-
formation par rayons vecteurs réciproques telle qu’elle a
été récemment généralisée par M. Hirst (*). D’aprés cela,
et probablement aussi a cause de la trés-grande diver~
sité de conditions que comporte cette nouvelle méthode,
comparalivement a la détermination unique des condi-
tions de la projection gauche, plusieurs personues ont
présumé que les résultats de M. Hirst devaient com-
prendre, comme des cas particuliers, cenx que j’ai pré-
sentés dans un précédent article. Je me propose de mon-~

(¥) On the yuadric inversion of plane curves, by T.-A. Hmsr, F, R. S.;
from the Proceedings of the Royal Society, Marsh 2, 1865:
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trer ici qu'une telle opinion serait inexacte. Je rendrai
raison de ce que les deux méthodes ont en commun cer-
taines propriéiés, et cependant je ferai voir qu’elles ne
sont pas réductibles I'une & l'autre. Je ne crains pas
d’entrer dans cette discussion, parce que le lecteur y trou-
vera au moins l'avantage de connaitre les principes de
I'intéressante méthode due a M. Hirst.

XII. TatoriME. — Si, aprés aveir construit une pro-
jection gauche, on fait tourner le plan du tableau au-
tour de son intersection avec le plan primitif, les deux
figures ne cessent pas d’étre les projections l'une de
Uautre (*).

Cette propriété, qui, comme on sait, appartient aussi a
la projection centrale ou perspective, nous permettra de
rabattre le plan du tableau sur le plan primitif, ou mieux
encore, de faire la transformation gauche d’'une figure
plane dans son plan; ce qui, en supprimant toute considé-
ration des trois dimensions de 1’espace, facilitera la com-
paraison de cette sorte de transformation avec la méthode
des rayons vecteurs réciproques.

XIIl. Transformation gauche dans le plan. — Soient
A et B les pieds des directrices dans le plan primitif; A’
et B’ leurs pieds sur le tableau, celui-ci étant supposé
rabattu sur le premier par une rotation autour de I'inter-
section commune 7',

On verra aisément que pour obtenir le point O’ cor-
respondant ou transformé du point O, il faut joindre ce
dernier aux points A et B prolonger les lignes OA, OB

(*) Je laisse aux jeunes lecteurs des Nouvelles Annales le soin de dé-
montrer ce théoréme, et aussi la correspondance des points du plan pri-
mitif et du tableau indiqué au n° XIII.
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jusqu’a leurs rencontres « et (3 avec II', puis pousser
« A’ et BB’ jusqu’a leur rencontre qui sera le point O'.
Fic. 1.

14

74

On peut appeler Il Vaxe de transformationy A, B, I
seront les trois points principaux de la figure primitive;
et, comme il y a une réciprocité i)arfaite entre les deux
figures, A’, B! et seront les trois points principaux de la
seconde.

Les plus simples principes de la Géométrie supérieure
donneront les propriétés de cette transformation plane.

Supposant, par exemple, que O décrive une ligne droite,
le lieu de O est une conique comme étant déterminé par
les rencontres des rayons homologues de deux faisceaux
homographiques ayant pour centres A’ et B'.

De la, et par un raisonnement employé dans le pre-
mier article, cette conséquence, que toute courbe se trans-
forme en une autre dont 'ordre est double.

A un point déterminé de 'une des figures correspond
généralement un point unique de I'autre figure; mais il y
a exception pour les points des droites qui joignent deux
a deux les points principaux. C'est ainsi que :

1° A un point quelconque de AB correspond un seul
point, le point  du tableau;

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t_ V. (Février 1866.) 5
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2° A un point quelconque de Al correspond le senl
point B';

3° A un point quelconque de B’ correspond le seul
point A’

On peut dire aussi qu’au seul point A correspondent
indifféremment tous les points de /B’; au point B tous
ceux de ZA’; au point ' tous ceux de A'B’, et ceci peut se
voir directement ou bien étre conclu, par voie derécipro-
cité, des trois remarques précédentes.

D’ailleurs, de ces remarques et du fait qu'une droite
quelconque de la figure primitive rencontre nécessaire-
ment AB, Al' et B!', il s’ensuit que la conique dans la-
quelle cette droite se transforme passe nécessairement
par les trois points Z, B’ et A’; ce qui motive suffisam-
ment leur dénomination de points principaux du tableau.

Et plus généralement, comme une courbe 'ordre n,
tracée sur le plan primitif, a r rencontres avec les mémes
trois droites AB, Al', Bl, il est manifeste que sa trans-
formée aura un point multiplede I'ordre 2 en chacun des
mémes points /, B’ et A’.

XIV. Transformation par rayons wecteurs récipro-
gues (méthode de M. Hirst). — Au lieu de considérer,
comme a lordinaire, un cercle (de rayon OR) et de
prendre sur chaque droite issue du centre deux points
conjugués a et a’, dont les distances a ce méme cenire
constituent les deux rayons réciproques et sont liées par
la relation

0a.04d = 6?%.2 ,

M. Hirst prend pour courbe fondamentale , non plus un
cercle, mais une conique quelconque; il donne pour ori-
gine aux rayons, non pas le centre de cette conique, mais
un point quelconque A de son plan; puis, sur chaque
droite AR issue de ce point, il appelle conjugués denx
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points p et p’ tels, que 'un d’eux appartienne i la polaire
de l'autre, condition qui entraine entre ces deux points
une parfaite réciprocité.

La position du point A qui peut étre intérieur ou exté-
rieur a la conique ou placé sur son périmétre; le choix
méme de la corique, qui peut étre soit 1'une des trois
courbes générales, soit quelqu'une de leurs variétés,
comme cercle, hyperbole équilatére, couple de droites
réelles ou imaginaires...; ces circonstances trés-diverses
offirent a I'auteur, indépendamment des lois propres a la
transformation généralisée, une foule de résuliats trés-
dignes d’intérét.

Sans entrer dans ce détail, je me bornerai a signaler les
propriétés principales qui rapprochent la transformation
gauche de la nouvelle méthode des rayons réciproques et
quelques-unes de celles qui I'en distinguent essentielle-
ment.

A cet effet, je prends pour exemple de la méthode de
M. Hirst le cas ou le point A, origine commune des rayons
réciproques, est a ’extérieur de la conique.

Fic. 2.

Ayant mené du point A les deux tangentes AB, AC et
5.
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la corde de contact BG, on verra, d’aprés la définition des
points conjugués, que si un point quelconque du plan se
transforme en un point unique, il y a cependant excep-
tion :

1° Pour tous les points de la corde de contact, lesquels
ont pour leur conjugué commun le point A;

2° Pour tous les points de AB qui ont leur conjugué
en Bj

3° Pecur tous ceux de AC qui ont leur conjugué en C.

D’ailleurs deux points conjugués p et p’ sont toujours,
par définition, sur une méme ligne (comme AR) issue
du point A.

D’aprés cela, 'ordre d'une courbe transformée se dé-
duit aisément de 'ordre de la courbe primitive. Celle-ci,
par exemple, étant de Vordre n, rencontre toute droite
comme AR en n points p qui donnent lieu sur cettc méme
ligne & n points p’ de la transformée; mais de plus, la
courbe primitive rencontre aussi la corde de contact en
n points qui donnent lieu pour la trausformée a un point
multiple dec Vordre  en A. Ainsi, la transformée a2n
rencontres avec toute ligne issue du point A donc elle est
de 'ordre 2n, et on verra aisément que les points B et C
Iui sont, comme A, des points multiples dont la mulii-
plicité est d’ordre n.

Jomets les exceptions qui peuvent résulter du passage
de la courbe primitive par'un de ces trois points. Il suffit
de dire qu’ils sont analogues aux lrois‘points principaux
du tableau de la projection gauche (¥).

Mais outre que la réciprocité ne fait pas naitre ici des
points principaux qui soient particuliers a la figure pri-
mitive, Jobserverai que dans la méthode des rayons réci-

(*) On remarquera que, si le point A est intérieur & la conique, les deux
points B et C sont imaginaires.



(69)

proques (simple ou généralisée), les points de la conique
fondamentale sont i eux-mémes leurs conjugués, et possé-
dent cette propriété a I'exclusion de tous les autres points
de la figure. Dans la transformation gauche, les points de
Paxe de transformation sont & eux-mémes leurs conjugués,
et, hors de cette ligne, il y a un point, un seul point, doué
de la méme propriété : c’est le point de rencontre de AA’
avec BB'.

C’est ici une différence essentielle; car la conique fon-
damentale de l'autre méthode ne saurait donner lieu
parmi ses variétés a cet ensemble : une droite et un point.

D’ailleurs, les points conjugués p et p’de la fig. 2 sont
toujours en collinéation avec un méme point A. Or, on
trouve bien dans la transformation gauche (fig. 1) que le
conjugué d’un pointde AA' est sur cette méme ligne AA',
et que le conjugué d’'un point de BB’ est aussi sur BB'.
Il faudrait donc, pour pouvoir affirmer la coincidence
des deux méthodes, que les points conjugués O et O’
fussent en collinéation avec le point 7, rencontre de AA'
et BB'. Ainsi, les deux triangles AOB, A’O’B’, auraient
leurs sommets de méme nom en collinéation avec un méme
point; mais alors il faudrait, d’aprés un théoréme bicn
connu, que les points Z et I’ fussent confondus en un
seul, c’est-a-dire que les deux cotés homologues AB et A'B’
se rencontrasssent sur la droite 3 qui joint les rencon-
tres (AO, A’O’) et (BO, B’O’). Or cela n’est pas admis-
sible, vu I'indépendance essentielle des quatre points A,
A’, B, B/, relativement a la droite /'.

XV. Explication de I’analogie des deux méthodes.—
Aprés avoir établi surabondamment que les deux modes
de transformation sont bien distincts, je dirai que leur
propriété commune, de doubler 'ordre des courbes trans-
formées avec apparition constante de trois points mul-
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tiples, tient manifestement i ce que telle est la loi géné-
rale des transformations ou un point correspond a un
point unique, et réciproquement.

C’est ce que M. Magnus a démontré a ’aide des formules
générales que j'ai rapportées précédemment. J'ajoute que
par ces mémes formules on trouvera sans difliculté que,
généralement, il y a dans ces sortes de transformation
quatre points qui sont a eux-mémes leurs propres trans-
formés, mais que, sous des conditions particuliéres qui
sont inconciliables entre elles, ces points peuvent étre en
nombre infini :

1° Sur une conique quelconque, ce qui correspond a
la méthode de M. Hirst;

2° Sur une droite accompagnée d'un point, ce qui
correspond a la transformation gauche.

Nota. — On vient de voir, en réalisant la transfor-
mation gauche dans le plan de la figure primitive, qu'il
n’existe, en dehors de I’axe de transformation, qu’un seul
point qui soit a lui-méme son transformé. Ce résultat,
qui s'explique par les formules générales de M. Magnus,
et qui est décisif pour I'objet du présent article, se voit
trés-facilement par la projection gauche elle-méme. En
effet, sile point O’, projection du point O, est tel,qu’aprés
le rabattement du tableau sur le plan primitif ces deux
points coincident, il est manifeste que la ligne OO’ doit
étre perpendiculaire au plan qui partage en deux égale-
ment 'angle diédre du plan primitif et du tableau. Ce-
pendant cette méme ligne rencontre a la fois les deux
directrices ; elleest donc l'intersection des deux plans qui
projettent orthogonalement ces-mémes directrices sur ce
plan bissecteur. Or la détermination d’une telle ligne est
unique. Donc, etc.
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NOTE SUR LES LIGNES D’OMBRE ET D’OMBRE PORTEE;
Par M. Ossian BONNET.

Considérons une surface a courbures opposées Z et cir-
conscrivens a cette surface un cylindre dont les généra-
trices soient paralléles a 'une des asymptotes AS de I'in-
dicatrice relative au point A. On sait que la courbe de
contact passera par le point A et y sera tangente a la
ligne AS; que la courbe d’ombre portée, c’est-a-dire
I'intersection du cylindre circonscrit avec la surface Z,
passera aussi par le point A et y aura méme tangente AS;
enfin on peut ajouter que les plans osculatcurs en A des
deux courbes d’ombre et d’ombre portée sc confondent
avec le plan tangent en A 4 la surface 2. Tous ces ré-
sultats sont bien connus et servent en Géométrie descrip-
tive pour la détermination des points remarquables aux-
quels on a donné le nom de points de passage; mais on
n’a point encore déterminé, que je sache, les rayons de
courbure et de torsion au point A des deux lignes d’ombre
et d’ombre portée dont il s’agit. Or, si 'on appelle p, et
ro les rayons de courbure et de torsion au point A de la
ligne asymptotique tangente a AS (j’ai déterminé p, en
fonction des rayons de courbure principaux et des dérivées
de ces rayons de courbure dans une Note insérée au
tome IV, p. 267, de ce journal; quant a r, il est égal a
V— RR/, c’est-a-dire a V'inverse de la courbure de Gauss),
petr les rayons de courbure ct de torsion de la ligne
d’ombre, p, et r, les rayons de courbure et de torsion de
la ligne d'ombre portée, on trouve, soit par le calcul, soit
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par des considérations simples de Géométrie infinitési-
male,

I 1
P:;P“’ I‘:‘:;I‘D,

P1 = 2p0 D= — Iy.

SUR LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX POINTS
SUR LA SURFACE DE LA SPHERE;

Psr M. JARRIGE,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

Soient A et B deux points situés sur la surface de la
sphére, AB I'arc de grand cercle moindre qu'une demi-
circonférence qui passe par ces deux points, et M un
point pris sur AB. Du point A comme pole, avec le
rayon sphérique AM, je décris un petit cercle; du point B
comme poble, avec le rayon BM, je décris un autre petit
cercle. Ces petits cercles se touchent au point M et sont
extérieurs I'un a lautre, puisque I'arc AB est moindre
qu'un demi grand cercle.

Cela posé, je dis que le plus court chemin de A en B
passe par le point M. En effet, tout chemin ApgB ne
passant pas par le point M coupe les petits cercles en p
et ¢; or le plus court chemin de A en p est égal au plus
court chemin de A en M (lemme connu), le plus court
chemin de B en ¢ est égal au plus court chemin de B
en M (méme lemme). Donc le chemin ApgB surpasse le
plus court chemin de A en M plus le plus court chemin
de M en B d’une quantité au moins égale au plus court
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chemin de p en ¢g. Donc le plus court chemin de A en B
passe par le point M; donc il se confond avec AB, puis-
que M est un point quelconque de AB.

EXPRESSIONS GENERALES DU RAYON ET DE LA SURFACE
DES POLYGONES CIRCONSCRIPTIBLES ;

Par M. Georces DOSTOR,
Docteur és Sciences mathématiques,
Professeur au lycée impérial de I'ile de ]a Réunion.

1. La question que nous nous proposons de résoudre
est la snivante :

Un polygone de n cétés est circonscrit a un cercle;
on connait les tangentes a, 3, v, 0, ¢,... menées des
différents sommets du polygone a la circonférence : cal-
culer, en wvaleur de ces tangentes, le rayon du cercle et

la surface du polygone.
2. Désignons par 2A, 2B, 2C, . .. les angles du poly-

gone respectivement compris sous les tangentes (o, o),
(B,8)s (757)5---, nous avons I’égalité

A+B+C+...:(n—-2)§-
On sait que si 7 est pair,
cot(A+B+C—H+...)==%
et si n est impair,

C— eyt — ...
Cot(A+B—+C... )=k B GTTr,

ou ¢, désigne la somme des cotangentes, c; la somme des
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produits de ces cotangentes deux & deux, et ainsi de suite.
Or, lorsque 7 est pair, (n— 2) Z exprime un nombre
pair d’angles droits, et I'on a
cot(A4+B+C+...)=w,
ce qui exige que

€, — C3 +C,—...=0;

. . T »
et lorsque n est impair, (n — 2) 5 représente un nombre
impair d’angles droits, et il vient
cot(A+B+C~+...) o,

ce qui donne la méme relation. On a donc, pour les
angles d’un polygone fermé quelconque, convexe, Q
angles rentrants ou étoilé, la formule générale
(I) g —C3+Cy—¢C;, +...7==0.
3. Rayon du cercle inscrit. — Représentons ce rayon
par R; nous avons
« B /i
COtA =— —» cotB—= =3 cotC = %,y..-.
R R R
Si nous substituons ces valeurs dans la formule (I), nous
aurons I’équation
SI Sf‘ + S:'\ S7 + =0
R R R R 9
ot nous désignons par S, la somme des quantités «, {3, 7,
d, €,...; par Sy la somme de leurs produits trois a trois, etc.
Deux cas sont a considérer ici :

. . . . S,
1° Si n est impair, le dernier terme sera —ﬁ%a et 'équa-
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ton pourra s’écrire

(1) $ R — S, R*~ 4 §,R** —. .. = o.

2° Si n est pair, le dernier terme sera B":l' et I’équa-
tion se réduira a
(111 S, R*?— S, R" - §,R*=5 — ... = o.

Telles sont les deux premiéres relations que nous nous
proposons d’établir.

4. RemarQue. — Lorsqu’on permute entre eux les seg-
ments tangentiels o, 3, 7, 0,..., les coeflicients S,, Ss,
Ss,... ne changent pas; les équations (II) et (IH)
donnent donc toujours les mémes valeurs pour R. Donc :

Lorsqu'un polygone est circonscriptible & un cercle,
quel que soit U'ordre dans lequel on dispose la suite des
segments tangentiels des cétés, le nouveau polygone sera
encore circonscriptible au méme cercle.

S. Arrrications. — 1° Triangle :
(1) RSP
a+B+9q
2° Quadrilatére :

aBy —+ «fd 4 ayd + Byd

(2) R = s, 9

6. Surface du polygone. — En appelant Q laire du

polygone circonscriptible, nous avons
Q:(a—}—ﬁ—i—'y—i—a—&—...)ﬂ:S‘R,
d’ou

R=

»nio
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Substituons cetie valeur dans les deux équations (IT)

et (IIT) et effectuons : nous obtenons les nouvelles équa-
tions

(IV) Q='—8§,8,Q"?+8}8,Q"*—...=o0 pour z impair,
(V) Q—8,8,Q"“+8}5Q"*—...=0 pour z pair,

qui donnent 'aire du polygone en fonction des quantités

e, By7,0,....

7. RemarQue. — L'aire est constante, quel que soit
Dordre de succession des segments tangentiels a, f3, 7,

0,€,....

8. ArpricaTions. — 1° Zriangle :
(5) Q=V{a+B+7)aby

2° Quadrilatére :

(6) Q=:V(a+84+q+0) («py —+ «BS - ayd + By9).

METHODE DE CAUCHY POUR LE CALCUL DES FONCTICNS
SYMETRIQUES DES RACINES DES EQUATIONS (*).

177. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de
Mathématiques (4° année, p. 103), une méthode nou-
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonc-

(%) Extrait du Cours d’Algébre supérieure par M. J.-A. Serret, membre
de V'Institut, etc.; 3¢ édition, 1866, t. I, p. 3g1. L’ouvrage aura deux vo-
lumes. Aussitot que le second aura paru, nous rendrons compte de cette
troisiéme édition qui se distingue des deux précédentes par d’impor-
tantes améliorations. P.
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tion symétrique et entiére des racines d’une équation.
Cette méthode consiste 4 éliminer successivement de 1'ex-
pression de la fonction symétrique qu'on veut évaluer
chacune des racines de I'équation proposée; elle repose
sur la proposition suivante :

Soit V une fonction symétrique et entiére des racines
a, b, c,..., i, k, I d'une équation

™ '+‘[7|‘2‘m—| +P:Zm_2 ., '+Pn:—|x +,),,, = 0,

que nous représenterons aussi, pour abréger, par
X =o;

et supposons qu’ayant éliminé de I'expression de V, par
un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d’un po-
lyndme entier et rationnel ordonné par rapport aux puis-
sances de a, que l'on ait, par exemple,
V=:Aja’" +Aa"" " +... +A,L—z a —- A,u

Ag, Ay, etc., étant des quantités composées rationnelle-
ment avec les coefficients de I’équation proposée, je dis
que sil'on divise cette expression de V par le polynéme

A=a"+pa™ +p,a" ...+ pu@ -+ pay

obtenu en remplacant x par a dans X, le reste de la di-
vision ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur
de la fonction V.

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de
ladivisionde V par A, on aura V=AQ+R, et comme A
est nul,

’ V=R.

D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m — 1 en a;
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nous le représenterons par
qd™ ' g a" T L g @ Gy
et'on aura
V=qa™ ' +~qa" " 4+... .+~ qna2a + ¢a.

Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer
les lettres a et b I'une en I'autre, ainsi que a etc, etc.; et
comme, par ces changements, ¢,, ¢,, elc., conservent
leurs valeurs, il s’ensuit que 1'équation

Goa" - @ a gn &+ (s — V) =0

sera satisfaite en remplacant x par I'une quelconque des
m racines a, b,..., k,l; ce qui est impossible, 4 moins
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa-
tion n’est que du degré m —1; on aura donc, en particu-
lier,

qnr—YVY =0
ou

V= Gm—:s

comme nous I'avions annoncé.

La démonstration précédente suppose que les m racines
a, b, c,..., k, sont inégales ; mais les conclusions pré-
cédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces
racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour
justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un
fréquent usage en analyse.

Si 'équation X = o a des racines égales, on considé-
rera d’abord a sa place une équation X, = o, dont toutes
les racines seront inégales, et qu'on obtiendra en faisant
subir des modifications insensibles aux coefficients de X ;
par exemple, si I'équation X = o a trois racines égales a
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a, et que les autres racines.soient différentes, on prendra
X|:X(.r—a—-lz)(.r—a—lz’).

(z — a)?

Le polynéme X, ne différe de X qu’en ce que deux des
trois racines égales a a sont remplacées par a+ £ et
a + I/ : on voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’in-
sister davantage, comment on devrait choisir le poly-
noéme X, si, outre les trois racines égales a a, 'équation
proposée avait plusieurs racines égales a b, i c, etc. Cela
posé, substituant ’équation X, = o 4 X = o, et conser-
vant d'ailleurs les notations précédentes, on arrivera a
I'équation
V= ¢gn-
et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les

quantités h, &/, etc.; elle aura donc lieu aussi a la limite,
quand on fera h =o, k' = o, etc.

178. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy
pour calculer la valeur d’une fonction symétrique et
entiére V des racines a, b, c,..., 7, k, I de 'équation

X=z"+ px™ " 4 p,x" 4 ...+ py=—o0.

Divisons X par x — a, et désignons par X, le quotient;
divisons de méme X, par x — b, et désignons par X, le
quotient, puis X, par x —c, et soit X; le quotient, et
continuons ainsi d’enlever de X tous les facteurs linéaires
jusqu’a x — k inclusivement, en sorte que X,,_, ne con-
tiendra plus que le seul facteur x — . Cela posé, considé-
rons les m équations

X—=o0, X,=o0, X,=0,..., Xp_,=0.

Lapremiére n’est autre que la proposée, etelle a pour ra-
cines a, b, c,..., k, I; la seconde a pour racines b, c,...,
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k, 1, et ses coefficients sont exprimés sous forme entiére
en fonction de a et des coefficients de la proposée; la troi-
siéme a pour racines c,. . ., k, /, et ses coefficients sont
exprimés sous forme entiére en fonction de & et des coef-
ficients de la précédente, c’est-a-dire en fonction de a, &
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef-
ficients de I'une quelconque de ces équations sont expri-
més sous forme entiére en fonction des coefficients de la
proposée et des racines qui n’appartiennent pas a I'équa-
tion que I'on considére. Désignons enfin par A la valeur
de X pour x = a, par B la valeur de X, pour x == b, par
C celle de X, pour x = ¢, et ainsi de suite, en sorte
que Isera la valeur de X,,_; pour x = £, K celle de X,,_,
pour x =k, et L celle de X,,_; pour x =173 on aura

A=:0, B=z0, C==o0,..., I=0, K=o, L=—o.

Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement
des racines de I'équation X = o, mais aussi des racines
de I'une quelconque des équations

X=o0, X;z0,..., Xu;=—0, X, ,=—0, X, ,=—oO.

Nous allons faire voir comment, en s’appuyant sur cette
remarque, on peut, a I'aide du théoréme fondamental
démontré plus haut, éliminer successivement chaque ra-
cine de I'expression de V.

D’abord I'équation L == o, ou / entre au premier degré,
permet de chasser immédiatement ! de 'expression de V.
Considérant alors V comme fonction symétrique des deux
racines k et [ de l'équation X,,_, = o, dont I'une /7 est
déja éliminée, on 'ordonnera par rapport a k, et on la
divisera par K, conformément a ce qui a été dit plus haut;
le reste de la division ne contiendra pas & et sera la va-
leur de V débarrassée des racines k et I. On considérera
alors V comme fonction symétrique des trois racines, k,
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del'équation X,,_s = o, dont les deux defniéres n’entrent
plus dans son expression, et 'ayant ordonnée par rap-
port a 7, on la divisera par I a I'effet d’éliminer 7} le reste
de la division ne contiendra pas i et sera la valeur de V
débarrassée des trois racines i, k, /. On continuera de la
méme maniére, jusqu’a ce qu'on ait éliminé de chacune
des racines a, b, c,..., 7, k,l; on aura alors la valeur
de cette fonction exprimée par les coefficients de I'équa-
tion proposée.

Il importe de remarquer que I’expression définitive
de V s’obtient par de simples divisions, et que les pre-
miers termes des polyndémes A, B, C,..., I, K, L, qui
servent successivement de diviseurs, ont tous I'unité pour
coefficient : par conséquent, ces divisions n’introduiront
aucun dénominateur; en sorte que si 'expression primi-
tive de V est entiere, non-seulement par rapport aux
racines a, b, c,..., i, k, I, quiy entrent symétriquement,
mais encore par rapport aux coefficients p,, ps, ete., qui
peuvent eux-mémes y figurer, 'expression définitive de V
sera aussi entiére par rapport a ces coefficients ; enfin, si
ces mémes coefficients sont des nombres entiers, V sera pa-
reillement un nombre entier. Ce résultat important, que
nous n’avions pas établi complétement par notre premiére
méthode, mais qui résulte immédiatement de la méthode
de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la mié-

thode de Cauchy.

Application de la méthode de Cauchy & un exemple.

179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy 4 la
détermination du produit des carrés de toutes les diffé-
rences des racines d'une équation donnée, prises deux a
deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on
peut, par des artifices convenables, simplifier dans cer-
tains cas Iemploi de la méthode.

Ann. de Mathémat., o sévic, t. V. (Février 1866.) 6
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Soient toujours a, b, c,..., k, I les m racines de I'équa-
tion
(1) X =2+ pa™t = pra T A Pa & P == 05
soient aussi
Vo(a—b)(a—c).. (k—I)

et
V.—"(b——c)’(b———d)z...(k—--l)’;

V sera le produit des carrés des différences des racines de
Péquation (1), prises deux a deux, et V, le produit des
carrds des différences des racines de ’équation

X
I 0y
> —a
ou
(2) a ' +p |2 +p, |24,k Paa==o0,
-~ a = pa —+ Pna@
-+ a? Heieiie

Ccla posé, on a
V=V (a—b)(a—c). .. (a—k)(a—I)

Mais le produit (¢ — &) (a—c)...(a—Fk) (a—1) est
égal (n° 49) a la valeur que prend la dérivée du poly-
noéme X pour x = a, c’est-a-dire égal &

ma™ —+{(m— 1) p,a™t+.. .+ pu_;

donc on aura
V=V.[ma™' + (m — 1) p.a™ + .. .+ pu_i ]

D’aprés cela, si nous admettons qu’on sache former la va-
leur de la fonction V pour une équation du degré m — 1,
on pourra également trouver la valeur de cette fonction
pour une équation du degré m. Effectivement, par hypo-
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thése, on sait exprimer la valeur de V, par les coefficients
de I'équation (2), c’est-a-dire en fonction de a et des coef-
ficients de la proposée; donc la fonction V pourra elle-
méme étre mise sous la forme d’un polynéme ordonné par
rapport aux puissances de a, et, en divisant ce polynéme
par le premier membre de I'équation proposée, dans le-
quel on aura remplacé x par a, le reste de la division
donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la
fonction de V pour une équation du deuxiéme deghé; on
pourra donc calculer cette fonction pour I'équation du
troisieme degré, puis pour celle du quatriéme, et ainsi
de suite.
Cas de Uéquation du troisiéme degré. — L’équation
proposée est
z ~+ px* 4+ qxr + r=o,

ctlon a

V—=(a—b)(a—c)(b—c),

Vi= (& —c)?

V=V (a—b)(a—c);
V, étant relatif a I'équation du deusiéme degré

x24+p | x+qg=o.
“+a -+ pa
-+ a?
On a immédiatement
Vi=(p+al—4(q+ pa+a)=—3a*—2pa+(p*—4q);
d’ailleurs
(a—b) (a—c)=3a*+ 2pa-+gq,
par suite,
V=(—3a?—2pa+p'—fq)(3a*+2pa+q)
= @'+ 4p @+ 4pt @' +4pig |apig

=—27a'—54pat— 27p’
—54q| —92pgl —18prq| —18pg*| —4¢°
—277

6.
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Divisant cette valeur de V par a®+pa*+ ga—+r, on
trouve pour quotient

— ona*— 27pa* — 27qa + (4p° + 27r — 18pq),
et pour reste,
— 4g*— 2qr +18pqr + p'q* — fpir,

ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons.
On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus
expéditive pour résoudre la méme question.

RAPPORT DU Généra SABINE,

Président de Ja Société Royale de Londres,

SUR LA MEDAILLE DE COPLEY ACCORDEE A M. CHASLES.

Note du Rédactewr. — La médaille de Copley est la
plus haute distinction que la Société de Londres puisse
accorder a un savant, et parmi ceux qui I'ont obtenuc,
on ne trouve que les hommes du premier mérite. Pois-
son, Sturm et M. Chasles sont, 4 notre connaissance,
les seuls géometres francais qui I'aient obtenue.

Nous croyons étre agréables a nos lecteurs en don-
nant le Rapport lu a la Société Royale sur les travaux de
M. Chasles qui lui ont valu cette récompense exception-
nelle. On y verra combien les ceuvres de notre illustre
compatriote sont justement appréciées en Angleterre.
L’organe de la Société Royale, devancant la postérité,
n’hésite pas a placer la nouvelle méthode de M. Chasles
au rang des plus belles découvertes de notre siécle. Un
tel hommage honore ct I’Académic qui le décerne et le
savant qui le recoit.
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La médaille de Copley, d'un module un peu plus grand
que notre piéce de cinq francs, est en or. Sur la face se
trouve une figure personnifiant la Science, entourée des
attributs des sciences et des arts et offrant une couronne;
au-dessus : G. CoprLEY, Bar., Dicnissimo; au-dessous :
MicueL Cuasies, 1865. Le revers porte les armes de la
Société Royale, avec ces inscriptions : au-dessus, Socre-
tatis Reg. Londini; au-dessous, Nullius in verba, expres-
sion abrégée de la devise de la Société (NVullius in verba
jurare magistri).

La traduction qu’on va lire est tirée du journal les
Mondes (*), rédigé par M. I'abbé Moigno. Nous I'avons

revue sur le texte anglais. P.

« Les travaux historiques et les recherches originales
de M. Chaslesont rempli une période d’environ quarante
années. Pendant ce long intervalle de temps, il a consacré
toute son énergie, avec une persévérance rarement égalée,
ala restauration et a I'extension des méthodes purement
géométriques que I’antiquité nous avait léguées, dont le
développement avait é1é arrété pendant le moyen ége, et
dont P'utilité avait été momentanément éclipsée par la
brillante découverte de la Géométrie des coordonnées due
a Descartes. Dans son Histoire, bien connue, de [’ori-
gine et du développement des méthodes en Géométrie,
publiée en 1837 et couronnée par I’Académie de Bruxelles,
M. Chasles expose comme il suit ce qui de fait est devenu
Pobjet principal des travaux de sa vie : « ... Nous avons
» pensé qu’il ne pouvait étre qu'utile de montrer, autant
» que nos faibles moyens nous le permettaient<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>