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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 

des coefficients des variables dans les équations des courbes et des 
surfaces du second ordre ( * ) ; 

VKK M. H. F A U R E , 

Capitaine d'artillerie. 

I. Considérons la conique 

A , , « ' H - A j î P ' - f - AaaV'-l- ^ A . v a p - h 2 A . a a y = 0 

rapportée au triangle de référence ABC. Si l'on désigne 
par Cl, Ci les points d'intersection de la conique avec le 
côté AB, les droites cci, cc^ seront données par Téqua-
tion 

Aua^ 4- -h 2A,2ap = G, 

de sorte que si ^ sont les deux racines de cette équa-

tion, on a, en désignant par a, fe, c les longueurs des 
côtés du triangle ABC, 

a, .aj A22 Bci . Bcj b̂  
A,, ACT.KCI Â  

(*) Les notations seront les mêmes |que dans |notre Mémoire sur les 
coordonnées trilinéaires (2® série, t, II, p. 289). 
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puis 

a, a, ÎBc, 2A„ 
( A . A , , ' 

h /Ai. Ac,^ 2A„ 
«1 

-f- = 1 a» U c , A2, 

Ces deux dernières relations donnent, en les multi-
pliant, 

d'où 

AnAjj AC2.BC, ACi.BCa 

4A?, 
AnAsî ^ ACI.AC2.BC,,BC, ' 

ruais les quatre points A, ĉ ^ Cg, B donnent 

AB.C,C3=: AC,.BC2— Acj.BC,; 

011 a donc, en désignant par c' la longueur c^ c^, 

/ \ 

= A„ A,, I + Bc, .BcJ • 

On sait que, si par un point A on mène une droite ar-
bitraire AB, rencontrant la conique aux points ¿i, t'a, le 
rapport du produit A c j . A c j au carré du demi-diamè-
ire C parallèle à la droite est constant. Désignons ce rap-
port par pour le point A, par TT̂  , TT̂  pour les deux autres 
sommets B et C. Nous aurons 

de sorte que réquation de la conique s'écrit sous la 

forme 

2 aP (̂TT̂TCA -f- ^ y-̂  G. 
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Les expressions sous le s î g n e ^ donnent chacune deux 

autres termes par une simple permutation. Les quan-
tités a', b' seraient les cordes de la conique déterminées 
par les côtés a, b du triangle de référence -, A, B les demi-
diamètres parallèles à ces mêmes côtés. 

La forme sous laquelle se présente l'équation de la 
conique permet d'écrire immédiatement l'équation d'une 
conique circonscrite, conjuguée ou inscrite au triangle 
de référence. 

Si la conique doit être circonscrite^ on a 

TTfl = TTô == TTc — O ; 

l'équation est donc, en remarquant que a' = a^ b^ b^ 
c' = c, 

caS bcL'H aSv 

Si la conique est inscrite, on a 

donc son équation peut s'écrire 

^rt'TTfla^ -f- n^^abxpn^nlrrz o. 

Si la conique est conjuguée, on voit aisément que 

car cette condition signifie que les points A, B sont con-
jugués harmoniques par rapport aux points d'intersec-
tion Cl, de la droite AB avec la conique. En eifet, danà 
ce cas, on a 

AB.c,c, rrr — 2 Acj.Bc,, AB.CiCjr^ Ar, Bcj. 

( Géométrie supérieure^ p. 42.) 
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Ou a donc 

AB .CICJ -H 4AF, .AI'J.BC, .BF2—O. 

équation de la conique conjuguée est donc 

^G^LTACL^ = G. 

II. Au moyen d'un calcul analogue au précédent^ Té-
quatîon de la surface du second ordre, rapportée au té-
traèdre de référence ABCD, se met sous la forme 

Dans cette équation, a, fe, c, cf sont les aires des faces 
opposées aux sommets de même nom ^ l est la longueur 
de l'arête aè-, l ' l a partie de cette arête comprise dans la 
surface, et L le demi-diamètre parallèle à l'arête /. Les 
quantités TT .̂TTi,... sont, comme ci-dcssus, les rapports 
constants que Ton obtient en divisant le produit des seg-
ments déterininés sur une droite issue des points A ou B 
g)ar le carré du demi-diamètre parallèle à la droite. 

Les distances d'uu point de la surface aux faces respec-
tives ¿z, c, d étant désignées par a, (3, J, y, une simple 
permutation de lettres suffira pour écrire tous les termes 
de réquation. 

Surface circonscrite au tétraèdre de référence, — Si 
la surface du second ordre passe par les sommets du té-
traèdre ABCD, on a 

TT« NR TTI TTC — 7R J = G ; 

( omnie, de plus, l = Téquation est 

2 - — o-
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La sphère circonscrite aurait pour équation 

- o. 

Surface tangente aux arêtes du tétraèdre de réfé-
rence, — Si la surface touche les arêtes du tétraèdre, 
les cordes l sont nulles; l'équation est donc 

^O^T.aOL' O.̂ âhoL^P'TtlTrl — o. 

Surface conjuguée au tétraèdre. — Cette équation est 

évidemment 

Remarque, — On peut également donner une inter-
prétation géométrique aux coefficients d'une courbe ou 
d'une surface du second ordre, en supposant que les va-
riables soient les distances des sommets du triangle de 
référence à une tangente, ou les distances des sommets du 
tétraèdre de référence à un plan tangent. 

IIL Désignons par /', r 'ies points d'intersection d'une 
transversale issue d'un point R avec une courbe ou sur-
face du second ordre, par p le demi-diamètre parallèle à 

la droite, nous dirons que le rapport = TT,. est la 

caractéristique du point R. Cette caractéristique est po-
sitive pour un point situé en dehors de la courbe ou de la 
surface, négative dans le cas contraire. 

Si l'on désigne par à la distance du point R, et par à' 
la distance du centre à la polaire ou au plan polaire du 
point R, on a aussi 

S 
= 
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L'interprétation analytique de la caractéristique d'un 
point est très-facile. Soit F = o Féquation d'une courbe 
du second ordre; représentons par A = o la condition 
qui exprime que la courbe se réduit au système de deux 
droites, et par P = o la condition qui exprime que le 
centre de la courbe est à l'infini, on aura 

irr=z~V-y 
A 

les variables, dans la fonction F , étant remplacées par 
les coordonnées du point R. 

Si F est une surface du second ordre, A = o est la con-
dition qui exprime que la surface représente un cône, 
P = o est toujours la condition qui indique que le centre 
est à l'infini. 

»ÉHONSTRATION NOUVELLE U'UN THÉORÈME DE GAUSS 
RELATIF Alix SÉRIES; 

PAR M . EUGÈNE R O U C H É . 

Une série à termes positifs est convergente, lorsque le 
rapport 

d'un terme au précédent reste, à partir d'un certain 
rang, inférieur à un nombre fixe moindre que l'unité-, 
elle est divergente si ce rapport reste, à partir d'un 
certain rang, supérieur à l'unité. Mais on ne peut rien 
affirmer lorsque le rapport considéré, ayant l'unité pour 
limite, ne finit pas par rester toujours au-dessus de sa 
limite. 
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Gauss a donné pour lever ce doute une règle irès^ 

simple relative au cas où le rapport 

s exprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas, 
très-fréquent dans la pratique, n'est pas si particulier 
qu'on le croirait à première vue, si l'on oubliait de re-
marquer qu'il n'est nullement question ici des valeurs 
de et de mais seulement de leur rapport. 

Puisque ce rapport a, par hypothèse, l'unité pour li-
mite, le numérateur et le dénominateur de la fraction 
rationnelle qui l'exprime doivent être des polynômes 
ayant même degré et même premier terme; et dès lors, 
en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier 
terme, on voit que le rapport considéré doit être de la 
forme 

A étant entier et positif. 

Cela posé, voici à qiK>i se réduit, en dernière analyse, 
le théorème de Gauss : 

Pour quune série U, telle que le rapport d'un terme 
au précédent a la forme (i), soit convergente y il faut et 
il suffit que la différence A — a soit plus grande qw 
V unité. 

En raison de sa simplicité et de sou utilité pratique, 
cette règle devrait figurer dans les Éléments. Mais la 
démonstration de Gauss, bien qu elle ne repose que sur 
des principes faciles {voj^ez le Traité de Calcul diffé-
rentiel de M. Bertrand), offre une certaine longueur qui 
explique peut-être pourquoi ce théorème n'est pas plus 
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répandu. Voici une démonstration très-simple que quel-
ques collègues m'ont engagé à publier. 

I. 

Commençons par établir un lemme, qui n'est au fond 
qu'un cas particulier du théorème général ; 

p étant un nombre fixe, entier et positif, la série V, 
telle, que le rapport d'un terme au précédent s^exprime 
par la formule 

(2) 
w — /? - h I 

est convergente lorsque x est positif, et divergente lors-

que X est nul ou négatif. 

En effet : 
D'abord, pour x = o, la série, ne différant pas de la 

série harmonique, est divergente 
Supposons donc x différent de zéro. La relation (2) 

donne 

En changeant successivement n en n — i, n — 2,,. . , p, 
ajoutant et désignant par S„ la somme 

on trouve 
(/? -f-I — 

ou, en exprimant en fonction de à l'aide de la 
relation (2), 

d'où 

Or, à mesure que n croît de plus en plus, cette somme 
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tend évidemment vers zéro lorsque x est positif et croît 
indéfiniment lorsque x est négatif. Donc, etc. 

II. 

Cela posé, pour démontrer la règle de Gauss, il nous 
suffira de comparer les séries U et V, à l'aide de ce théo-
rème bien connu : 

Si une série V est convergente et quon ait, à partir 
d'un certain rang y 

'A. ^n 

la série U sera convergente j et si, la série V étant di-
vergente, on a, à partir d'un certain rang. 

la série U sera divergente. 

Considérons donc le rapport 

_ {a — p ^ \) {h — pa -h a) -h. . . 

-}- ( A — — o:)/?̂  4- (B — p\~ kx)ri'~' -f-. . . 

ou 

. Un ' V, 
(3), 

(A—a — i — a:)n^-r[B — ò—a-hAa:—p{A—a)/iY '-H. 
I 

Désignons la dernière fraction par R et distinguons 



( i4 ) 
trois cas, suivant que la quantité 

k~a— I 

est positive, négative ou nulle. 
Dans le premier cas, laissons arbitraire le nombre en-

tier et positif p, et prenons pour x un nombre positif in-
férieur à 

A — a — I. 

A partir d'une certaine valeur de w, on aura alors évi-
demment R ^ o , le rapport (3) sera donc moindre que 
et comme, x étant positif, la série V est convergente, la 
série U le sera aussi. 

Dans le second cas, laissons encore p arbitraire et pre-
nons X égal à zéro. A partir d'une certaine valeur de /z, 
on aura alors R<^o-, le rapport (3) sera donc plus grand 
que I ; et comme, x étant nul, la série V est divergente, 
la série U le sera aussi. 

Enfin, dans le dernier cas, prenons x égal à zéro, nous 
aurons 

(B — ^ — Û — - H . . . 
Rrrr 

Si donc nous prenons pour p un nombre entier et posi-
tif supérieur à 

B — 6 ~ A, 

nous aurons, à partir d'une certaine valeur de /z, 
le rapport (3) sera donc supérieur à i ; et comme, x étant 
nul, la série V est divergente., la série U le sera aussi. 
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PLANS TANGENTS COMMUNS A BEliX CONES DE RÉVOLUTION 
AYANT MÊME SOMMET; 

P A R M . A . G O D A R T . 

On trouve dans Hachette une sohition de ce problème, 
généralement reproduite dans les Traités de Géométrie 
descriptive. Nous en proposons une nouvelle qui conduit 
à un tracé plus simple. 

Prenons pour plan horizontal le plan qui contient les 

axes des deux cônes et qui coupe le premier suivant les 
génératrices SA, SB, et le second suivant les génératrices 
se, SD. 
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Décrivons du point S comme centre une circonférence 

de rayon arbitraire cc^yâ. 

Les deux lignes ay, (Si se coupent en un point T qui 
appartient à la trace horizontale d'un couple de plans 
tangents communs. La ligne ST, qui passe par le point 
de rencontre des lignes yfB, âoc est la trace horizontale du 
second couple de plans tangents communs. 

Pour le démontrer, imaginons la sphère inscrite dans 
le cône ASB, qui touche la génératrice SA en a, et la gé-
nératrice SB en ¡3. 

Concevons de même la sphère inscrite dans le cône 
CSD qui touche la génératrice SC en y et la génératrice SD 
en 

Un plan tangent commun aux deux cônes est égale-
ment tangent à chacune de ces sphères, et contient par 
conséquent le sommet d'un cône qui serait circonscrit à 
la fois à ces deux sphères. 

Mais ce sommet est un centre de similitude de ces deux 
sphères, ou bien le centre de similitude de leurs deux 
cercles d'intersection avec le plan horizontal. 

Remarquons maintenant que la circonférence (S) est 
orthogonale aux deux cercles dont nous venons de parler. 
Et l'on sait que si l'on mène un cercle orthogonal à la 
fois à deux cercles, les lignes qui joignent les points d'in-
tersection deux à deux passent par les centres de simili-
tude (*). Donc le point T , centre de similitude interne 
des deux sphères considérées, appartient à un couple de 
plans tangents communs aux deux cônes. Le point T j , 
centre de similitude ext^erne, appartient aux deux autres 
plans tangents communs. 

(*) PoNCELKT, Applications d'Analyse et de Géométrie, t. I 
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KOTE SUR LE NOMBRE DES CONIQUES m TOUCHENT EN 
CINQ POINTS «NE COURBE DU CINQUIÈME DEGRÉ; 

P A R M . T H É O D O R E B E R N E R , 

Docteur en Philosophie à Berlin. 

J'avais imaginé, il y a quelque temps, une méthode 

inductive pour évaluer le nombre des coniques qui satis-

font à cinq conditions données; et comme je suis par-

venu, sans avoir connaissance des belles recherches de 

M. Chasles, à des résultats conformes à ceux qui sont in-

diqués par ce grand géomètre dans les Comptes rendus, 

je veux exposer en peu de mots les principes de cette 

méthode. 

J'ai montré {*) qu'étant donnée une courbe quelcon-

que A du degré, on peut toujours supposer qu'elle 

soit infiniment voisine à n droites quelconques D , sans 

nuire à sa généralité, c'est-à-dire qu'on peut prendre 

la courbe telle, qu'elle soit infiniment prête à être ré-

duite à n droites D . J'ai montré de plus que cette courbe A 

peut être considérée comme ligne droite dans toute l 'é-

tendue d'une des droites D , excepté les points d'inter-

section avec les autres droites. Mais, dans tous ces points 

que je veux appeler points doubles,, la courbe A se con-

fond avec des hyperboles (réelles ou imaginaires). 

Une courbe quelconque B, touchant une des droites D , 

doit être considérée comme touchant la courbe A . Une 

courbe B, passant par un point double des droites D , re-

(*) De iransformatione secandi ordinis, etc. « Sur la transformation géo-

?yiétrique du second ordre, » § 8. Berlin, Calvary et C". 

Ann. de Maihémat., 2« série, t. V. (Janvier iS66.) 2 
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présente deux courbes touchant la courbe A dans les deux 

branches hyperboliques. Si la courbe B passe par deux 

points doubles, elle représente quatre courbes dont cha-

cune touche deux fois la courbe A, et ainsi de suite. Si la 

courbe B passe par n points doubles, on peut la considé-

rer comme étant composée de courbes coïncidantes qui 

deviendront distinctes en faisant disparaître les points dou-

bles et y substituant les hyperboles infiniment voisines. 

J'ai indiqué dans le Mémoire cité de quelle manière 

on peut employer ces remarques à une grande partie des 

questions traitées récemment par M. Chasles. Dans tous 

jes cas où la conique passe par des points donnés ou 

touche des courbes données une seule fois chacune, ma 

méthode n'offre pas de difficultés et les résultats sont en 

parfaite harmonie avec ceux de M. Chasles. Au contraire, 

si les conditions sont telles, qu'une seule des courbes 

données doit être touchée parla conique dans plusieurs 

points, la méthode de M. Chasles n'est guère appli-

cable et je ne peux trouver par la mienne qu'une li-

mite inférieure du nombre cherché. Aussi, en traitant 

des coniques touchant en cinq points une courbe du cin-

quième ordre, je me propose seulement d'établir que le 

nombre des solutions données autrefois par M. de Jon-

quières dans ce journal (t. I l l , p. ^iii) est trop petit. Je 

n'énumérerai que les coniques dont l'existence n'est pas 

douteuse. 

Supposez la courbe du cinquième degré dissolue en cinq 

droites. Cinq droites forment 12 pentagones simples. On 

peut circonscrire à chacun d'eux une conique qui, passant 

par cinq points doubles, doit être comptée fois. 

( * ) Elle est applicable avec quelques modifications. {Voir, sur les con-

ditions tnultiples, Comptes rendus : C H A S L E S , 2 2 août 1864 ; C R E M O N A , 7 no-

vembre i8()/|, et tout récemment Z E C T H E N , 2 2 janvier 1866.) P . 
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Ainsi l'on a 

1.12.2^ coniques touchant la courbe dans cinq points. 

Otez une des cinq droites : cela se peut de 5 manières 
différentes. Les quatre droites qui vous restent consti-
tuent 3 quadrilatères simples. On peut circonscrire à 
chacun d'eux deux coniques qui touchent la droite sup-
primée. Ces coniques, passant par quatre points doubles, 
doivent être comptées fois. 

On aura donc 
5.3.2.2^ coniques. 

Maintenant ôtez deux droites : cela est possible de lo 
manières différentes. Les trois droites qui restent consti-
tueiil un triangle auquel on peut circonscrire quatre co-
niques touchant les deux droites réservées. Chacune de ces 
coniques, passant par trois points, sera comptée 2'fois. 

Il en résulte 
5 - 4 / 3 . 

c o n i q u e s . 

En ôtant trois ou quatre droites, il ne reste aucun po-
lygone raisonnable; mais à toutes les droites on peut in-
scrire une seule conique. En ajoutant tous les nombres 
trouvés, il vient 

5 A 
i .î2.2^ H - 5 . 3 . 2 . + .4.2^+ I =i:ii85. 

1 . 2 ^ 

Ce nombre étant trouvé d'une manière géométrique^ 
on peut le considérer comme limite inférieure du nombre 
cherché. M. de Jonquières ne trouve que 1135 coniques. 
Aussi la formule dont il déduit ce résultat ne saurait être 
juste (*). 

JSote du RédacLeur. — La méthode qui précède a déjà été employée par 

( * ) Cette formule,obtenue au moyen du procédé indiqué par M.Berner, 

présente effectivement une faute dans le dernier coefficient qui devrait 

être 4- i5 au lieu de 35. Cette faute a été corrijjée danslV/RAZA du der-

nier volume. ' P. 
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plusieurs géomètres pour trouver le nombre des solutions de certains pro-

blèmes. Malheureusement elle ne donne qu'une limite inférieure du 

nombre cherché et n'offre absolument aucun moyen de reconnaître si le 

nombre trouvé est exact ou trop petit. M. Chasles ne procède point ainsi: 

au lieu de demander à un cas très-particulier la solution d'un problème 

très-général, il remplace les conditions géométriques du problème par 

d'autres équivalentes, mais plus simples, et par une suite de réductions 

arrive aux problèmes les plus élémentaires. Tout l'intérêt de son travail 

est dans cette marche rigoureuse, neuve et féconde. Car il importe peu 

au fond qu'il y ait 326/| coniques tangentes à 5 coniques données ou 

qu'il y en ait 7 7 7 6 ; mais il importe beaucoup, comme le dit Leibniz, de 

perfectionner l'art d'inventer et de trouver par raison tout ce qui se peut 

trouver par raison. 

L'admirable méthode de M. Chasles et ses travaux antérieurs lui ont 

valu une distinction très-rare. La Société Royale de Londres lui a décerné 

la médaille de Copley. Nous publierons des extraits du Rapport du gé-

néral Sabine, président de la Société Royale. P. 

GORRESPONMACË. 

M. Y. , de Bruxelles, nous écrit au sujet d'un concours 
qui a eu lieu en Belgique, et dont nous avons parlé dans 
notre dernier volume. Nous n'insérons pas cette commu-
nication, parce que son auteur ne nous fait connaître 
ni son nom, ni son adresse. Quand nous admettons un 
article sans signature, nous en prenons pour ainsi dire 
la responsabilité devant nos lecteurs : il est donc bien 
j uste que nous sachions à qui nous avons affaire. P. 
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CONCOURS D'ADMISSION 

A L'ÉCOLE IMPÉRIALE POLYTECHNIQUE EN 1865. 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE, 

PAR M. PAUL MOËSSARD. 

On donne dans un plan une parabole. On considère 
une circonférence passant par le fojer de cette para-
bole, On propose d'indiquer les régions du plan oii 
doit se trouver le centre de la circonférence pour que 
cette courbe ait successivement avec cette parabole quatre 
points réels communs y quatre points imaginaires com-
muns y deux points réels et deux points imaginaires 
communs. On étudiera la forme et les propriétés de la 
courbe qui sépare les deux premières régions de la troi-
sième. 

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la 
parabole iîxe^ pour axe des x l'axe de celte parabole, et 
pour axe d e s u n e perpendiculaire élevée au foyer. 

Soit ip \e paramètre de la parabole; son équation 
sera 

y^ — 2/? ^^ -f- ^ — o. 

L'équation d'un cercle ayant pour centre le point dont 
les coordonnées sont a et et passant à l'origine, est 

— 2 ax — T.by — o. 

L'équation générale des coniques passant par l'inter-
section des deux courbes est donc 

y^ — lax — i b y — 2/? 
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ou bien 

^ j2 X) — 2 (fl A) a: — — = 0. 

Je vais exprimer que celle équation représente un 
système de deux droites qui seront alors les sécantes com-
munes aux deux courbes. Pour cela j'exprime que le 
centre de celle conique est sur la courbe. J'écris les équa-
tions du centre, et ce que devient l'équation de la co-
nique quand on tient compte des équations du centre ; j'ai 
ainsi 

X — a — pi = o, 

jr(î 4-x) — ¿ — o , 

x{a pl) by-h Ip^z^o. 

Il faut éliminer x et j entre ces équations-, en rem^ 
plaçant x etj par leurs valeurs dans la troisième, j'ai 

-f- b ' - ^ l p ^ i 4-X) = 0 , 

équation dont les trois racines me donneront des sys-
tèmes de sécantes communes. 

Cherchons la condition pour que les racines de cette 
équation soient toutes trois réelles. 

Je l'ordonne : 

p^V -{- 7,p{p a)V (p-hayi -+-«2-4-62 = 0. 

Je fais maintenant disparaître le terme en Pour 
cela je diminue toutes les racines de cette équation du 
tiers de la somme de ses racines, c'est-à-dire de la quan-
. ^ • ifp-ha) 

tue toujours reelle ^^^—^ ou — i . 

Je remplace donc X par [jl — — ^ ^ ^̂  • 

Soit/{X) = o la première équation. J'y fais X = jui -f-A, 
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et j'ai 

f"\h) f"'[h\ 
/ ( p ^ h) ^f[h) ^ ^ ^ . 

Je calcule ces différents coefficients : 

et 

L'équation en [jl sera donc 

^ ^ 3 ^ 27/? 

Formons la condition de réalité des racines de cette 
équation 5 c'est 

ou 

-{-af a y — 27/; (a ' 

ou bien encore 

mp^ay- 27/. ( â  b^)] [ - ^'jp {a^ b^)]< o. 

Le second facteur est toujours négatif (*)•, donc la 

(•*) Plusieurs élèves ont remarqué qu'en égalant ce facteur à zéro, on 

obtient le foyer qui peut être considéré comme faisant en quelque sorte 

partie du lieu, en regardant ce point comme un cercle de rayon nul et 

doublement tangent à la parabole. Mais la suppression de ce facteur com-

mun ne peut avoir ici aucune importance. P. 
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condition se réduit à 

( i ) 

Si l'on avait 

4 (/̂  H- ay — 27/; {a' -h b'̂ ) ~ o, 

la parabole et le cercle seraient tangents, puisque, l'équa-
tion en 1 ayant deux racines égales, deux des systèmes de 
sécantes communes se réduiraient à un seul. Si donc nous 
construisons la courbe 

4 {p H- - ^ipi-^-' -+-1') o, 

elle séparera les deux régions du plan où doit se trouver 
le centre pour que les racines de l'équation en / soient 
toutes réelles, ou qu'il n'y en ait qu'une de réelle. 

Je résous l'équation par rapport k y : 

Cherchons à décomposer le numérateur en facteurs du 
premier degré, si faire se peut. 

Si j'égale à zéro la dérivée de ce numérateur, 

•ix̂  — ^px -4- 2/?̂  = o, 

les racines de cette équation sont 'ip et 

Or, 2p annule le numérateur de la valeur dej'̂ -^ donc 
X—ip est facteur double de ce numérateur, et, en effec-
tuant la division, on trouve comme troisième facteur 

Donc 

-^ip 

Cette courbe est symétrique par rapport à Taxe des x. 
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Pour X inférieur à — J* négatif et y imagi-

naire 5 pour x = — ^ 5 j = o, et en ce point (C) la tangente 

est parallèle à l'axe des j . 

j augmente , et, pour x = o , = et comme 

2OA 
O A = p , je poseOB = 

Puis, pour x = 2 p , y = = o , et la courbe a un point 
double \ soit OD =. ^p. 

Les (coefficients angulaires des) tangentes en ce point 
sont 

zh lim — — pour X — 2 w, 
X — ip ^ 

c'est-à-dire 
v/3 

Puis, X devenant i n f i n i , d e v i e n t aussi infini. 

Comme, dans l'équation (de la courbe), les termes du 
plus haut degré se réduisent à les branches infinies 
tendent à devenir parallèles à l'axe des j . Du reste, leurs 
asymptotes sont transportées à l'infini -, ce sont des 
branches paraboliques. 

Voyons maintenant quelles sont les propriétés de celte 
courbe et des régions qu'elle sépare. 

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur 
celle courbe, le cercle sera tangent à la parabole. Pour 
le point C, il est manifeste que le cercle n'aura avec la 
courbe que deux points d'intersection réunis en un 
seul ; donc tous les autres points des branches CD de la 
courbe seront centres de cercles tangents à la parabole et 
ne la coupant pas d'ailleurs. En D le cercle sera bitangent 
à la parabole, et, pour tous les autres points des branches 
infinies partant du point D, les cercles seront tangents 
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à la parabole et la couperont en deux autres points dis-
tincts. 

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon-
gueur d'une normale menée de l'un d'eux à la parabole est 
égale à la distance de ce point au foyer, et en appelant la 
longueur de cette normale la distance du point à la para-
bole, cette courbe est le lieu des points également distants 
d'une parabole et de son foyer. 

Voyons maintenant pour quelles parties du plan les 
racines de l'équation en 1 seront réelles toutes trois. 

Pour le point O, o: = o, y = o, la condition (i) est sa-
tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont 
dans la région hachée, les trois racines de l'équation en 1 

sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans 
cette région, les cercles auront donc quatre points réels 
ou quatre points imaginaires communs avec la courl)e, et 
pour tous les points situés en dehors, les cercles auront 
seulement deux points réels communs avec la parabole. 

Distinguons maintenant les parties de cette région qui 
correspondent à quatre points réels ou à quatre points 
imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques-
tion n'a aucun point réel commun avec la parabole; il en 

est donc de même pour tous les points compris dans la 
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boucle CD. Au contraire, les points compris entre les 
deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre 
points réels communs avec la parabole. 

Donc, en résumé : 
I® Pour les points compris dans la boucle CD, les 

cercles ne rencontreront pas la parabole. 
Pour les points situés sur la boucle même, les cer-

cles seront tangents et ne la couperont pas autrement. 
Pour tous les points compris dans Fespace laissé 

en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu'en 
deux points. 

Pour les points situés sur les branches de courbe ED, 
DG, les cercles seront tangents à la parabole et la cou-
peront en deux autres points. 

Enfin, pour les points compris entre ces deux bran-
ches, dans l'angle curviligne EDG, les cercles couperont 
les paraboles en quatre points. 

Note du Rédacteur . — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres 
élèves, sans avoir aussi bien fait dans Tensemble, ont noté plusieurs 
choses dignes de remarque. Quelques-uns ont employé les coordonnées 
polaires, qui conduisaient plus immédiatement à une équation simple. 
Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la 
question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. P. 

PROPRIÉTÉS DE LA COURBE PRÉCÉDENTE; 

PAR MM. BARBIER ET LUCAS, 

Astronomes de l'Observatoire de Paris C )̂. 

1. La perpendiculaire NP au milieu du rayon vecteur 
de la parabole touche la courbe au point P 5 en effet. 

(*) Nous supprimons les deux premières parties de ce travail qui font 
double emploi avec l'article précédent. 



( 28 ) 

dans le mouvement de l'angle droit FNP, le centre instan-
tané de rotation est le point O, intersection de la per-
pendiculaire F O élevée sur. FM, et de la normale NO au 
lieu du point N ; la similitude évidente des lieux du point 
N et du point M fait voir que NO est parallèle à MF; 

F O est égal à NP, OP est perpendiculaire sur NP, donc 
le point P est le point où NP touche son enveloppe. 

La parabole BN est donc la podaire de la courbe, le 
pôle étant au foyer; la podaire de la parabole est sa tan-
gente au sommet; on peut donc dire que la podaire de la 
podaire de la courbe est une ligne droite. 

2. Le rayon de lumière F P se réfléchirait sur la courbe 
dans la direction MP prolongée, c'est-à-dire dans la di-
rection de la normale à la parabole au point N ; il résulte 
de cette remarque que la caustique par réflexion de la 
courbe est la développée de la parabole. Le point lumi-
neux est au foyer de la parabole. 

3. L'ordonnée NI et la droite NP sont également indi-
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nées sur la normale ]NO à la parabole BN. Il résulte de 
là que la courbe est la caustique par réflexion de la para-
bole BN pour des rayons incidents perpendiculaires à Taxe 
de la parabole. 

Cette courbe est étudiée à ce titre dans Y Analyse des 
infiniment petits du marquis de l'Hôpital. 

4. Le point O est le milieu du rayon de cotirbure delà 
parabole BN au point N. 

Cette proposition n'est qu'tm cas particulier d'une pro-
position connue : Si une courbe réfléchit des rayons pa-
rallèles, la projection du milieu du rayon de courbure de 
cette courbe sur le rayon réfléchi correspondant donne un 
point de la caustique. 

o. Soit L la projection du point P sur l'axe A X et I la 
projection du point N sur le même axe; on a BL = 3 BI. 

Pour démontrer cette proposition, remarquons que si 
l'on prend sur le prolongement NO' de la normale à la 
parabole BN une longueur NO' égale à la moitié du rayon 
de courbure au point N, le point O' est un point de la di-
rectrice AO' de cette parabole. 

De l'égalité de NO et de NO' résulte celle des projec-
tions AI et IS de ces deux longueurs ; on voit donc que FL 
est égal à 3 F I - I - A F ou 3 F I - f - 2 B F ; à ces deux quan-
tités égales il suffit d'ajouter BF pour avoir l'égalité 

BL = 3(FI- i -BF) 

qui devient évidemment celle que nous voulions dé-
montrer. 

6. L'arc de courbe BP a pour longueur le chemin INP 
parcouru par le rayon de lumière entre l'axe de la para-
bole et la caustique. 

Cette proposition revient à la suivante : Si l'on prend. 
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sur le prolongement de PN, Nr:;=NI, le lieu du point I' 
est une développante de la courbe BP. Il suffit de faire 
voir que ce lieu de 1' est normal à PI', 

Cette dernière proposition peut être démontrée ainsi : 
Appelons NT' une position de NI' infiniment voisine 
de NI'. L'élément de parabole N N' a des projections égales 
sur NI et sur NP, on verra facilement d'après cela que la 
projection de F sur NF doit tomber au point I pour que 
N'F puisse être regardé comme égal à sa projection 
sur NI'. Donc le lieu de 1' est normal à PI'. 

7. Les tangentes aux points où l'axe FY rencontre la 
courbe 13P se coupent sous un angle de 6o degrés ; nous 
avons déjà dit que les langenles au point double se 
coupent sous le même angle de 6o degrés. Ces proposi-
tions sont des cas particuliers de la suivante : 

Si Ton mène une droite par le point F , elle coupe la 
courbe en trois points*, les tangentes en ces trois points 
forment un triangle équilatéral. 

Cette élégante proposition est elle-même comprise 
dans le théorème suivant : 

Les tangentes à la courbe BP aux extrémités de deux 
rayons vecteurs font un angle égal aux | de l'angle de ces 
rayons vecteurs. 

Plus généralement, les tangentes aux extrémités de 

deux rayons vecteurs d'une courbe pcos^^ = a se cou-

pent sous un angle égal à la fraction ^ de l'angle de 
ces rayons vec teurs. 

8. La polaire réciproque de la courbe par rapport à 
une circonférence dont le centre est au foyer F est une 
cardioïde. Cela résulte de cette proposition connue : La 
polaire réciproque d'une courbe par rapport a un cercle 
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est la transformée par rayons vecteurs réciproques de la 

podaire de la courbe, le pôle étant le centre du cercle. 

9. Si Ton considère toutes les courbes obtenues en fai-
sant varier le paramètre de la parabole, on obtient une 
série de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des 
courbes égales aux premières. II en est de même pour les 
trajectoires coupant chacune des courbes de la série sous 
un angle constant. 

10. Remarquons enfin que la courbe étudiée rentre dans 
la famille des courbes dont l'équation est p" = a"cos/za). 
Ces courbes se substituent les unes aux autres par la 
transformation = et on sait que cette 
transformation n'altère point les angles, on peut donc 
déduire la plupart des propriétés précédentes des pro-
priétés correspondantes de la droite, du cercle ou de la 
parabole, courbes de la famille considérée. 

REMARQUES 

sur les compositions de Trigonométrie et de Mathématiques faites en 1 8 6 5 
pour l'admission à l'École Polytechnique. 

Trigonométrie. 

On proposait de calculer les angles d'un triangle dont 
on donnait les trois côtés. Sur 320 candidats admissibles, 
121 ont résolu la question sans faute ou avec une seule 
faute légère. La moyenne générale des notes a été 14^86 : 
la moyenne des candidats de Paris, de province, 

1 6 , 0 7 . ^^ somme, le résultat est satisfaisant. Il le serait 
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encore plus si les élèves prenaient certaines précautions 
fort simples sans lesquelles le meilleur calculateur peut 
se tromper. Par exemple, si Ton a fait la somme de plu-
sieurs logarithmes, il faut recommencer immédiatement 
l'opération dans un ordre inverse. De même, quand on 
a pris la moitié d'un nombre, il faut doubler le résultat 
et voir si l'on obtient le nombre proposé. En un mot, 
chaque opération partielle doit être suivie immédiatement 
de sa preuve. Une des erreurs les plus fréquentes, et que la 
preuve ferait connaître et corriger de suite, est celle que 
Ton commet en prenant la moitié d'un logarithme à ca-
ractéristique négative et impaire. Au lieu de prendre la 
moitié de la caractéristique augmentée de i , on prend la 
moitié de cette caractéristique diminuée de i . On trouve 
une dernière vérification en ajoutant les trois angles cal-
culés. Il faut que la somme soit i8o degrés, ou n'en dif-
fère que de quelques centièmes de seconde. Une erreur 
de plusieurs degrés indique que le résultat est fautif: on 
doit alors repasser son calcul pour voir où peut être la 
faute, et si on la trouve, la signaler quand même on 
n'aurait pas le temps de la corriger 5 cela augmentera la 
note d'une ou deux unités. Comme l'année dernière, 
nous répéterons qu il faut se borner aux calculs deman-
dés. Faire plus, c'est montrer peu de jugement, puisqu'on 
emploie à un travail, dont il ne sera tenu aucun compte, 
le temps qui serait beaucoup mieux employé en vérifiant 
les calculs déjà faits. 

Composition de Mathématiques, 

Un examen a pour but de faire connaître si les can-
didats possèdent les théories exigées^ par la composi-
tion, on s'assure qu'ils savent les appliquer et exposer 
d'une manière convenable les résultats d'un travail per-
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sonnel. Comme il ne s'agit pas de mettre en évidence des 
organisations exceptionnelles, un problème donné en 
composition doit être assez simple pour être traité par la 
grande majorité des candidats, et assez difficile pour être 
différemnient traité par des élèves de forces différentes. 
La question de cette année satisfaisait à ces deux condi-
tions : nous aurions désiré pourtant que la recherche du 
lieu géométrique, auquel devait conduire l'énoncé, eût 
été indiquée tout d'abord. 

Voici les résultats du concours : 

Moyenne générale i o , 20 

Moyenne des départements 1 1 , 2 1 

Moyenne de Paris 9,67 

Sur les 320 admissibles : 

44 ont été notés de i5 à 19 

8 0 » 1 0 à t4 

196 » » au-dessous de l o 

On voit qu'il y a du bon et du médiocre, mais le mau-
vais domine. Tous les candidats savaient pourtant com-
ment la question devait être traitée et en ont exposé la 
théorie d'une manière irréprochable, mais ils se sont 
trompés dans l'exécution des calculs : ce qui montre 
combien il y a loin de la théorie à l'application. Une 
chose a surtout frappé le correcteur, c'est que la plupart 
des élèves calculent pour ainsi dire les yeux fermés, 
acceptant aveuglément les résultats de leur calcul. Un 
élève trouvera par son calcul que le lieu est une courbe 
fermée, et il mettra sur sa copie : « Donc le lieu est une 
courbe fermée^ » et cependant il suffit de regarder l'énoncé 
avec un peu d'attention pour voir que la question revient 
à chercher le lieu des points également éloignés d'une 
parabole et de son foyer. Le lieu doit donc être illimité. 

Ann. de Malhémat., 2® Bérie, t . V. (Janvier iS66). 3 
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Mais personne ne f^it de ces vérifications si aisée« et ne 
suppose qu'il puisse se tromper en calculant. 

Nous dirons du calcul algébrique ce que nous avons 
dit du calcul numérique. Il ne peut se bien faire que si 
chaque pas est assuré par quelque vérification. Dans une 
théorie exposée au tableau, il n'y a rien d'imprévu, et s'il 
échappe quelque faute, le résultat connu d'avance sert à 
la découvrir et à la corriger. Il n'en est pas de même dans 
une question d'application. C'est surtout au commence-
ment que Ton doit faire le plus d'attention et ne pas 
craindre de répéter deux ou trois fois le même calcul. 
Plusieurs candidats ont trouvé le moyen de se tromper 
dans Péquation de la parabole rapportée à son foyer. Il 
est clair que tout le reste de la composition devait se res-
sentir de cette première faute, pourtant si facile à éviter. 

Les élèves qui ont trouvé l'équation exacte de la courbe 
n'ont pas toujours su en déduire la forme, tant on est 
peu exercé sur la construction des courbes d'après leurs 
équations. Quelques-uns ont commencé la discussion par 
rechercher si la courbe n'avait pas de points d'inflexion à 
l'infini ; mais le point placé à égale distance du sommet de 
la parabole et de son foyer leur a échappé. 

La composition de Mathématiques étant une épreuve 
sérieuse et qui a une grande importance, il convient que 
les candidats s'y préparent en traitant avec le plus grand 
soin des questions d'application. On ne devrait étudier 
aucune théorie un peu importante, sans traiter une ques-
tion qui s'y rapporte. Malheureusement il n'en est pas 
ainsi : nous avons vu des élèves intelligents ne point faire 
les compositions données par leurs professeurs. Ils aiment 
mieux, disent-ils, repasser leur cours. C'est une mau-
vaise spéculation dont ils s'aperçoivent quand il n'est 
plus temps. (E. P.) 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Questions 4 2 9 et 4 3 0 
(voir t. XVir, p. 139); 

PAR M, BAUQUENNE, 
Candidat à TÉcole Normale. 

Par le centre d^un poljgone sphérique régulier, on 
fait passer une circonférence de grand cercle, et Von 
projette sur cette circonférence tous les arcs menés du 
centre aux divers sommets^ comment varie la somme 
des puissances n des tangentes des projections quand 
varie la direction du grand cercle? Question analogue 
pour un poljgone régulier dans un plan, (VANNSON. ) 

Soient O le centre d'un polygone, A un quelconque de 
ses sommets, A! la projection de ce sommet sur Tare de 
grand cercle considéré. En désignant par rie rayon polaire 
du polygone, le triangle sphérique rectangle AOA' donne 

tangOA' ~ tangrcosAOA'. 

Si N est le nombre des côtés du polygone, ^ est 

l'angle au pôle. Appelons a langle caractéristique du 

grand cercle choisi, et h un nombre entier inférieur à N, 

on aura 

et 

tangOA' = tangrcos ^a -i- k ^^ 

3. 
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En désignant par S„ la somme cherchée, 

S„ — tang^r V cos" ( a ^ 
M ^ / 

A = o 

On a, d'après une formule connue, si n est pair, 

/ , 2 7 : 
2 " - ' COS" ( a - h A' — 

/ , 27r\ n , . l , 27r\ 
COS/î ( ^ ^ " ï ^ I - i - Y COS (/2 — 2 ) l 

COS 2 ( a - f ^ ^ ] - h . . . 

n 
[ . 2 . . . -

2 

- - • —9 2 

et SI 72 est impair, 

2"-' cos" â 4- ^ ^ 

== COS/I ^ 7 ^«S - 2 ) l^a - f - A ^ j 

H — — 4 ) I a - f - — j - h . . . 

— l ) . . . , , 

_, ^ L COS a H - A - - . 

Tout revient donc à former des sommes telles que 

A = N - i 

A = o 
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m étant un nombre en lier quelconque. Les arcs considé-
rés étant en progression arithmétique, il suffît d'appli-
quer une formule connue, et Ton trouve que le numéra-
teur est nul sans que le dénominateur le soit, toutes les 

fois que ^ n'est pas entier, ce qui arrive en particulier 

si m est inférieur à N. La plus grande valeur de m étant 
la somme précédente sera nulle si le degré de la puis-

sance est inférieur au nombre des côtés du polygone. 
Donc, si n est impair, 

et si n est pair et égal à ap, 

1 . 2 . 3 . . . / . 

Cette somme est donc constante. 
Si Ton avait considéré le polygone dans un plan, on 

aurait eu 
OA' ~ rcosAOA', 

et une suite de calculs identiques. 
Dans le cas où p = i , la dernière formule se simplifie 

et donne 

rrr - lang^ r. 

C'est la question 429. 

Question 590 
(voir tome XX, page 141); 

PAR M. A. S . 

Si Von prend les polaires des points milieux des côtés 
d'un triangle, relativement à une conique quelconque 
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inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un 

triangle quia une surface constante, ( F A U R E . ) 

Prenons le premier triangle dont les longueurs des 

côtés sont a , c pour triangle de référence; une co-

nique quelconque inscrite dans ce triangle aura pour 

équation 

Ha* -f- /w'-1-/2*7' — nmn^y — 2/2/7« iimaP — 0, 

La polaire, par rapport à cette conique, d'un point 

quelconque a ' , P', y ' a pour équation 

(/a — /?2p — ny) /a'-h (/»¡j — 717 — /a) /7?p' 

4- ( 727 — /a — p ) /2 7' = o. 

Les coordonnées du premier point milieu sont 

flsinC «sinB 
P = = — — 

celles du second, 

, ¿>sinA , ¿>sinC 

et celles du troisième. 

, csinB <?sinA 

2 

En portant ces différentes valeurs dans l'équation géné-

rale de la polaire, on obtient 

(1 ) {mc-\- nb] la, — [me— nb) m ^ [me— nb) ny := o, 

{ 2 ) [la — na) lot. — [îc 4- na) m^ — [le — na) ny = o, 

(3) {Ib — ma] IcL — [Ib —ma) m^ — [Ib -h ma) ny = o. 

Les distances des trois sommets du triangle de référence 
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à la droite (i) sont (u X X , p. 224) 

me — nh mc-^nh 
l » me r— nb 

à la droite (2), 

.Ib 

et à la droite (3), 

le — na 
l > 

Ih — ma 
— m 1 

le -f- n^ 
— rn , 

Ib ma 

le — na 

S étant l'aire du triangle de référence, S' celle du 
triangle formé par les droites (i), (2) et (3), on a [voir 
endroit cité) 

P2 

en posant, conformément à une notation connue, 

le — na le na le — na ^ 

Ib — ma tb — ma Ib 4 - ma P , 

me — nb 

Imn 
abc 

Imn 
abc 

Imn 

me nb 

Ib —^^ ma Ib — ma 

me n h me — nb 

a 
7 m 

ib -h ma 

— me -f- nb 

Ib 4- ma 

— me nb 

c 
n 

abc 

Imn 
abc 

me 4- nb me — nb — me 4- nb 

le — na le na le — na 

a b c 
l m n 

le — na le 4- na le — na 

Ib —ma Ib — ma Ib 4- ma 

a h c 
l m n 

= p,, 
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Ces quatre déterminants se réduisent facilement à 

on en déduit, en portant dans la formule ci-dessus, 

ce qui démontre le théorème et donne la valeur de la 
constante 

Question 649 
(voir 2* série, t. Jî, p. 189); 

PAR M. CHARLES C A Y L A , 

Maître d'études au collège Roll in. 

On donne une surface conique du second degré sur 
laquelle on peut placer un triedre trirectangle-^ on sait 
quon peut alors en placer une infinité:^ par les trois 
arêtes de Vun de ces tnèdres, on mène des plans nor-
maux à cette surface; ces trois plans se coupent suivant 
une même droite, dont on demande le lieu, lorsqu'on 
déplace le trièdre sur la surface conique. ( MAiîrîHEiM. ) 

J© suppose d'abord la surface conique rapportée à Tun 
des trièdres trirectangles que l'on peut placer sur sa sur-
face. Son équation sera 

B / z ' -h h ' z ' x ' -h B'^^'/ o. 

Le plan tangent à la surface suivant Taxe des x a pour 

équation 

y' z' 

L'équation du plan normal correspondant est 

W y - = o. 
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Par symétrie, on aura pour les équations des deux 

autres plans normaux 

Ces trois plans normaux passent par la droite 

Rapportons maintenant la surface à ses axes. Son 
équation prendra la forme 

S^' 4- s y 4- = o. 

On a pour tous les points de l'espace les relations con-
nues 

B/2' 4- Sx»4- 8 ^ 4 -

x'^ 4 - y"" 4 - z'2 rir 22. 

Or nous pouvons écrire les équations de la droite 

__ __ _ f 4 -

1 ~ _L " _L h I ^ 
B B' B ' Y B ' ^ ' ^ W ' 

V B'B" 

B' B'' 

B'B" B''B BB' 

Elevant au carré les deux derniers rapports et tenant 

compte des relations précédentes, on a l'équation du lieu 

4 - B'^'B'^ 4 - B2B"^ " B B ' B ' ' ( B ^ 4 - B ' ' 4 - B''^)* 

Posant 

B''B'24- B^B'2 ' 



{ 42 ) 

Téquation devient 

(k - S) ^»-f- (X- - S') (X- - S'') o. 

Celte équation représente un cône du second degré rap-

porté à ses axes. 

BULLETIN. 
(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 

de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 

1 . 

T R A I T É DE G É O M É T R I E ÉLÉMENTAIRE^ par M M . Eugène 

Roucliéy professeur au lycée Charlemagne, répétiteur 

à r É c o l e Polytecl inique, etc. , et Charles de Combe-

rousse, professeur au collège Chaptal , répétiteur à 

rÉcole Centrale, etc. — Première partie : GÉOMÉTRIE 

PLANE. In-8 avec 265 figures dans le texte ; 1 8 6 4 . 

P r i x : 4 francs. — Deuxième partie : GÉOMÉTÉIE DANS 

L'ESPACE ET COURBES USUELLES. I n - 8 avec 3o5 figures 

dans le texte; 1866. P r i x : 6 francs. — Paris , chez 

Gauthier-V i l lars. 

En rendant compte de la première Partie de ce Traité {Nou-

i>elles Annales y janvier i865), nous avons fait connaître le but 

de l'ouvrage : développer avec le plus grand soin la partie 

classique et résumer dans un Appendice les principales mé-

thodes de la Géométrie moderne. Cette seconde Partie montre 

encore mieux que la première le but que les auteurs se sont 

proposé. Les Appendices y tiennent une plus grande place; car 

ce n'est que quand on possède un nombre suffisant de principes 

qu'on peut entreprendre efficacement l'analyse des travaux les 



( 43 ) 

plus sérieux. Occupons-nous d'abord de la partie classique de 

Touvrage. 

Le cinquième Livre a subi une heureuse modification rela-

tive à la perpendiculaire au plan. On sait combien cette théo-

rie est minutieuse quand on veut l'établir rigoureusement, et 

combien elle donne de peine à ceux qui Tétudient pour la pre-

mière fois. La démonstration du théorème fondamental offrait 

Tinconvénient de prouver la propriété, en quelque sorte, d'une 

manière aveugle, sans que l'esprit aperçût les motifs qui le 

guidaient dans la série des raisonnements; en outre, la défini-

tion de la perpendiculaire au plan était donnée d'une manière 

trop restreinte; il fallait chaque fois, dans les applications, 

transporter les droites du plan parallèlement à elles-mêmes; 

de là des longueurs, des redites fastidieuses. En commençant 

par déunir d'une manière générale Tangle de deux droites, et 

profitant d'une démonstration très-lucide et très-simple qui 

leur a été suggérée par M. Ossian Bonnet, les auteurs sont 

parvenus à rendre cette théorie à la fois logique, facile, et sur-

tout commode dans les applications; le théorème des trois per-

pendiculaires, la proposition qui consiste en ce que deux 

droites parallèles ont leur plan perpendiculaire commun, et 

beaucoup d'autres, deviennent ainsi évidentes. Notons d'ailleurs 

qu'on obtient tous ces avantages sans renverser Tordre établi, 

car il suffit de déplacer deux théorèmes. Il y a donc là une 

véritable amélioration, et non une de ces innovations inutiles 

que les auteurs ont constamment évitées dans tout le cours de 

Touvrage. 

Ce cinquième Livre renferme toutes les propositions néces-

saires au début de la Géométrie descriptive, et nous appellerons 

encore l'attention sur l'exposition de la théorie des angles triè-

dres et polyèdres. 

Dans le sixième Livre, la mesure du paraliélipipède, celle de la 

pyramide et du prisme tronqués ont été simplifiées, grâce à 

quelques remarques heureuses; nous citerons particulièrement 

une démonstration nouvelle du volume des troncs de pyra-

mide triangulaire, la distinction entre les troncs de première 



( 4 4 ) 
et de seconde espèce qui facilite les applications de TAIgèbre, 

un théorème très-général sur le volume de certains polyèdres 

dû probablement à Steiner, et la théorie de la symétrie, qui a 

été amenée au dernier degré de simplicité à Taide des travaux 

de Bravais, que M. Prouhet avait déjà mis à profit dans son 

édition des Éléments de Lacroix. 

Le septième Livre comprend l'étude des corps ronds et des 

notions générales sur les surfaces. On sait combien la Géométrie 

sphérique a pris d'importance dans les examens pour TÉcoIe 

Polytechnique. Les élèves trouveront dans cet ouvrage tous les 

développements désirables sur ce sujet. Les volumes des-corps 

ronds sont donnés d'une manière rigoureuse et très-simple, en 

profitant de l'amélioration que les auteurs avaient déjà intro-

duite dans la mesure de la circonférence. Nous avons encore 

remarqué la démonstration relative au plan tangent à une sur-

face quelconque, que M. Rouché professe depuis plusieurs an-

nées dans son cours de Géométrie descriptive, et celle du plus 

court chemin entre deux points sur la sphère, qui a été commu-

niquée aux auteurs par M. Bonnet. 

Enfin le huitième Livre, consacré aux courbes usuelles, ren-

ferme d'abord Tétude de l'ellipse, de Tliyperbole et de la para-

bole, d'après leur propriété focale, d'où découlent les pro-

priétés des tangentes dont la démonstration a été améliorée. 

Puis vient un chapitre sur la section du cône et de la surface 

gauche de révolution, où l'on établit d'une manière simple que 

la projection d'une conique sur un plan est encore une conique. 

Ici s'est glissée une faute que les auteurs nous ont prié de si-

gnaler. A la page 669, entre les lignes 27 et 28, il faut insérer 

la phrase suivante qui a été omise dans la composition : « dont 

le diamètre est égal au petit axe de l * ellipse. » Les tracés qui 

dérivent de l'ellipse comme projection du cercle et l'étude de 

l'hélice terminent la partie classique de ce huitième Livre. 

Passons aux Appendices. Nous ne nous arrêterons pas sur 

celui du cinquième Livre où se trouvent réunies les propriétés 

du quadrilatère gauche et du rapport anharmonique de quatre 

plans. Celui du sixième Livre contient déjà des travaux d'une 
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importance capitale: les propriétés des polyèdres convexes qui 

découlent du fameux théorème d'Euler ; Tétude difficile des con-

ditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polyèdre 

convexe, d'après les travaux de Legendre et de Cauchy; la 

théorie géométrique des centres de gravité, son application à la 

détermination du volume du tronc de pyramide à base quel-

conque, etc. 

Mais les deux Appendices les plus importants sont sans con-

tredit les deux derniers, Tun de cinquante pages, l'autre de 

soixante-dix, imprimés en petits caractères, et remplis, non 

de faits isolés, mais de théories fondamentales résumées avec 

beaucoup de précision et de clarté. Il nous serait impossible 

d'en donner ici une analyse complète ; nous appellerons seule-

ment Tattention sur les points principaux. 

Dans le premier, on trouve d'abord la théorie des polyèdres 

réguliers ordinaires et celle des polyèdres d'espèce supérieure : 

u les mémorables découvertes de Poinsot, matière ardue que » 

(suivant les paroles prononcées par M. Chasles, en présentant 

l'ouvrage à l'Académie des Sciences) « les auteurs sont parve-

» nus à exposer avec une grande lucidité, en analysant les tra-

» vaux de Cauchy et de M. Bertrand sur ce sujet. » On a en 

outre rectifié quelques erreurs relatives à Tespèce des nouveaux 

polyèdres et représenté ces corps au moyen de quatre belles 

figures gravées par Dulos. Une autre partie remarquable de cet 

Appendice est celle qui est relative aux compléments de Géo-

métrie sphérique, au problème du contact des sphères, et sur-

tout à l'étude des figures tracées sur la sphère, où l'on a généra-

lisé les propriétés du rapport anharmoniqiie, des axes radicaux, 

des pôles, des polaires, des centres de similitude, etc. On y 

trouve en outre le complément de la méthode des rayons vec-

teurs réciproques, la projection stéréographique, le théorème 

de Guldin et la démonstration, suivant Steiner, de la propriété 

dont jouit la sphère d'être maximum parmi les corps de même 

surface. 

Le deuxième Appendice débute par une exposition succincte, 

mais complète, des divisions homographiques et de Tinvolu-
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tion, en partant de l'équation à quatre termes. On est ainsi 

conduit naturellement et rigoureusement à Tintroduction des 

imaginaires en Géométrie et à la notion féconde des points du 

cercle situés à l'infim, due à M. Poncelet. Cette partie du livre 

a valo à leurs auteurs de justes éloges de la part de M. Chasles, 

dont Tautorité est si grande en pareille matière, et qui en 

a conseillé la lecture aux auditeurs de son cours à la Sor-

bonne. 

Les principes n'offrant d'intérêt que par les applications 

qu'on peut en faire, MM. Rouché et de Comberousse ont tenu 

à montrer toute la fécondité des théories précédentes en les 

appliquant aux coniques considérées comme intersection de 

deux faisceaux homographiques. Leur but a été d'établir par 

la Géométrie pure les propriétés des coniques que l'on expose 

ordinairement par l'analyse dans les cours de Mathématiques 

spéciales. Toutes les démonstrations y sont très-simples, et un 

grand nombre d'entre elles sont dues aux auteurs de ce livre. 

Nous signalerons surtout celle du théorème fondamental, l'in-

troduction des foyers, la recherche des équations des trois 

courbes, etc. Après cette exposition des propriétés fondamen-

tales, on trouve une rapide esquisse des méthodes générales, 

les principes de la méthode des polaires réciproques, la théorie 

des figures homologiques, la méthode par projection conique, 

suivies d'un grand nombre d'applications propres à en bien 

faire comprendre l'esprit et la fécondité, et à inspirer aux 

jeunes gens studieux le désir de lire les savants écrits de 

MM. Chasles et Poncelet. 

Deux Notes terminent cet ouvrage. Dans la première on a 

reproduit la démonstration, convenablement élucidée, de Lam-

bert sur l'incommensurabilité de TT. Dans la seconde, on fait 

connaître sous forme de déterminants quelques relations fon-

damentales dues à FAiler, Lagrange, Carnot, et pour la démons-

tration desquelles on a mis à profit les travaux importants de 

Joachimsthal, Brioschi et Cayley. 

Cette analyse, que le grand nombre de matières renfermées 

dans l'ouvrage ne nous a pas permis de réduire à des propor-
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lions plus courtes, permet de reconnaître que les auteurs ont 

bien atteint le but qu'ils s'étaient proposé : donner à ceux qui 

feront une lecture attentive de ce livre une connaissance exacte 

de toutes les méthodes nouvelles, et les mettre dès lors à même 

de lire avec facilité les ouvrages spéciaux dans lesquels elles se 

trouvent développées. 

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit dans 

notre premier article relativement à la partie matérielle de ce 

Traité. Toujours le même soin et la même élégance dans l'im-

pression; les énoncés des propositions, écrits en lettres ita-

liques, permettent de résumer en un instant toute la marche 

d'une théorie très-étendue; les nombreuses figures intercalées 

sont dessinées très-nettement, et sous tous les rapports cet ou-

vrage occupera une place distinguée parmi les belles éditions 

sorties des presses de M. Gauthier-Villars. 

Nous avons déjà parlé des nombreuses questions proposées 

Comme exercices dans la première Partie; la seconde n'est pas 

moins riche en applications ; le choix des théorèmes et des pro-

blèmes est fait avec la même attention ; leur nombre est de 654, 

ce qui porte à 1157 le nombre total des exercices proposés 

dans ce Traité. 

Nous ne terminerons pas sans signaler au lecteur une Pré-

face intéressante dans laquelle les auteurs ont donné une his-

toire succincte de la Géométrie depuis ses origines jusqu'à nos 

jours. Ce travail était d'autant plus utile, comme introduction 

à l'ouvrage que nous venons d'analyser, que peu de lecteurs 

peuvent se procurer aujourd'hui le magnifique ouvrage de 

M. Chasles sur l'origine et le développement des méthodes en 

Géométrie. 

S . HAUSER, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée 

Charlemagne et au collège Chaptal . 
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QUESTIONS. 

749. M} '̂ NJ:^— i = o étant l'équation d'uue co-
nique; 

a, 6, y représentant les angles faits avec l'axe des x 
par les trois côtés d'un triangle inscrit dans la conique; 

Xo^jo') r représentant les coordonnées du centre et le 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle ; 

On a les relations suivantes : 

sin a sin 6 sin 7 = 

cos a cos 6 cos 7 — 

r(M — N) 
r(M —N) 

Mro 

( J . - J . - A . M A T H I E U . ) 

750. Si on fait la projection gauche (*) d'une figure 
plane sur un tableau plan, et si on fait ensuite tourner 
Tun des deux plans autour de leur intersection com-
mune, les deux figures demeureront toujours les projec-
tions gauches Tune de Fautre. 

( A B E L T R A N S O N . ) 

751. La surface de révolution engendrée par une ellipse 
de Cassini tournant autour de son axe non focal est cou-
pée par un plan bitangent suivant deux cercles. 

En général, si on coupe le tore par un plan parallèle à 
l'axe du tore, la surface engendrée par la révolution de la 
section plane ainsi obtenue autour de son axe (parallèle à 
celui du tore) sera coupée par un plan bitangent suivant 
deux cercles. ( D A R B O D X . ) 

(*) Voir l'article intitulé : De la projection gauche ( Nouvelles Annales, 

septembre i865.) 
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THÉORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN 
(voir 2* série, t. IV, p. 413); 

PAR M . P A I N V I N . 

Définition et propriétés principales des surfaces 

polaires d^un plan, 

\. \Jordre d\ine surface est égal au nombre des points 
en lesquels elle est rencontrée par une droite quelcon-
que -, l'ordre est égal au degré de ïéquation ponctuelle, 

La classe d'une surface est égale au nombre des plans 
tangents qu'on peut lui mener par une droite quelconque ; 
la classe est égale au degré de Véquation tangentielle. 

Soient une suif ace de classe et un plan fixe P \ par 
une droite quelconque D, située dans ce plan, menons 
à la surface ses n plans tangents T , , Tj,.--» T,,;/'a;?-
pellerai polaire [n — du plan P Venveloppe d'un 
plan Q passant par la droite D et tel, que 

r . M r 

(1)1 

y ^ y t a n i j P D Q tang P D T J \tangPDQ tang PDÏ , 

1 ' 

la somme s''étendant à toutes les combinaisons p àp des 

différences correspondant aux n angles dièdres 

L'ordre des lettres indique le sens de rotation de^ 
angles-, on regardera ces angles comme positifs ou néga-
tifs, suivant que la rotation ainsi indiquée a lieu dans 
un sens ou en sens contraire. 

Ann, da Mathêmat.j 2® série, t. V. (Février rSGG.) 4 
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Cette relation peut aussi s'écrire 

sin QDT, sinQDTa sinQDT^ 
( U ) 2 

jy sin PDÏ, sinPDT, sinPDT^ 

2. Pour déterminer les surfaces polaires d'un plan, 
je désignerai par (̂ TQ, J O ^ Zq^ îq) les coordonnées du 
plan P ; par (x, z^ t) celles du plan variable Q ; et 
enfin par [Xi^ji, , /¿) celles du plan tangent T, passant 
par l'intersection D des plans P et Q ; nous aurons, d'a-
près les formules ( i i ) partie), 

-+- ^^ À/e H- Xso H-
9 Xi -- ^ 9 Zi , 

p p p 

Aio + P̂ ^ , sinQDï^ \ 
OU 

^ sin ï , DP ^ 

Soit alors 

( 2 ) 3, 

l'équation tangentielle de la surface; les solutions de 

cette équation donneront les coordonnées des plans tan-

gents à la surface. Si, dans l'équation (2), nous rempla-

çons x, , j i^ Zî  ti par leurs valeurs (i), nous obtien-

drons une équation en dont les racines seront les 

rapports des sinus des angles des plans tangents T, avec 
les plans Q (x, j , t) et P j o , -̂ o, tç̂ )- En égalant 

\ \ 

U r 5 nous expri-à zéro le coefficient de j ou de 

nierons que la relation (II) est satisfaite, car ce coeffi-

cient sera, d'après ce qu'on vient de dire, 

^ sin QOT, sin QOT^ sinQDT^ 

p sin T, DP sin T, DP sinT^DP 
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Nous aurons ainsi une relation entre les coordonnées 
i) du plan Q-, cette équation en représentera 

donc l'enveloppe et sera, d'après notre définition, Véqua-
tion tangentielle de la polaire [n — du plan P. 

L'équation (2) étant homogène, la substitution des va-
leurs (i) donne 

( 3 ) '^Jc 4 -p^r , \to a-¡i.t) O, 

La formule de Taylor 

^ ( d, ^d, d. , 

i. , cl. d. ^ 
l .2. . ./J \ ' dx 

appliquée à l'équation (3), en regardant a, (2, y, cî comme 

respectivement égaux à ^ x , ~ t̂  nous con-
A A A A 

duit à 

(4) 

[ . \ l ( r U = o, 

après avoir adopté les notations symboliques 

(5) 

d. d. d. 

ITv 
-l-z — 

dz 

d. d. d. 

Tx -i-jo-r df 

u [x, r, t)y U 

d'Vrr 

'dFj 

d.\P 

51. 
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Car il est facile de se convaincre que 

(6) 

c'est-a-dire 

d, d. d, dAp^^ 

( d, d. d, 

il su(fit pour cela de développer l'équation (3), en y con-

sidérant a, y, d comme respectivement égaux à ^ 

~ To 1 - Ôî - et d'identifier le résultat oblenu avec le 

premier développement. 
D'après cela, la [n — polaire du plan [x^, y^^ 

ZQ, ÎQ) a pour équation 

(7) 

ou bien la p'^'"" polaire du plan [xq^ fQ^Zo,lo)a pour 
équation 

/ d. d. d. d,\ 
- 2 — -

dz 
Uo 

ou 

4 , - p U = 
/ d. d. d. d.' 

4 , - p U = ) 

d. d. d. 
Tx " 

z — 
dz 'Tt) 

d. 
dx ~ 

d. 
dy 

d. d.\p 
ou 

/ ri ri ri ri \ P 

Nous conclurons de ce calcul que : 

La [n—pY^""" polaire d!un plan est de la classe^ 
ou la p'^"^" polaire est de la [n — classe. 

La [n—i)»^ polaire est un point : je l'appellerai 
point polaire du plan. 
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3. On peut, dans la relation (II), remplacer les rap-

ports des sinus par les rapports des distances correspon-
dantes. Désignons par et X, les distances d'un point du 
plan tangent T. aux plans P et Q ; celte relation de-
viendra 

^ 'yp 

Mais si Ton suppose que le plan P s'éloigne à Tinfini, les 
plans Q , T i , T 2 , . . . , T „ , qui se coupent suivant une même 
droite située dans le plan P, deviendront parallèles; les 
distances pouvant être regardées comme égales, la re-
lation ci-dessus donnera 

( H I ) 

li étant la distance du plan Q au plan parallèle T, et 
cette somme s'étendanl à toutes les combinaisons p à p 

des n distances , )•• 5 /̂i' 

Ceci posé, imaginons quon mène à une surface de 
j^ième QldggQ iQiis ses plans tangents parallèles à un même 
plan quelconque ; soit alors un plan Q parallèle à ces 
plans tangents et tel, que 

quelle que soit la direction considérée; le point Q 

enveloppera une certaine surface que j*appellerai la 

(n — enveloppe diamétrale de la surface primi-

tive. 

On voit, par ce qui a été dit ci-dessus, que les enve-
loppes diamétrales sont les polaires du plan à l'infini. 

Les coordonnées du plan à l'infini sont infinies ; mais 
on voit facilement, par les formules de la première par-
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tie, que ces coordonnées sont entre elles comme les con-

stantes m, p, q ( i " partie, 1 , 3, 4). Donc : 

La [n—pY^'^e enveloppe diamétrale se déduira de 
la [n — polaire du plan (j:o,jo, , t^)^ en y 
remplaçant ces coordonnées respectivement par les con-
stantes m, n, p, q, 

4. Avant de passer à l'étude des principales propriétés 
des polaires, je ferai quelques remarques sur les formes 
symboliques que j'ai employées. Et d'abord je prendrai 
la notation plus générale 

d. d. d. d'Vrr 
df 

d. d. d. 

Tx" ^ y -,—1 dy dz 

(8) 

qui donne, sous deux formes différentes, la p'̂ '"'' polaire 

du plan ^ ¿ { X i . j i , t^). 

Je vais démontrer les deux identités 

( 9 ) A> = 

(10) = 

La première de ces relations rendue explicite donne 

i l •yj ÎL 
d j 

d. 
u 

'Xi 
d. 

' dy 
U 

Or le terme général de la fonction H est 

—f— r^ z^ t^ - • 
ipiylol i i dx"^ d^^^ dz^ dt^ 
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et, par suite, le terme général du premier membre de 

l'égalité (i®) sera 

1 1 1 J l J l X l 

(20) 

en admettant que les nombres entiers positifs a, a , , etc., 

vérifient les relations 

En opérant de la même manière sur le second membre de 
Tégalité (i®), on retrouve la même expression pour le 
terme général. L'identité (9) est donc vraie. On démon-
trera l'identité (10) en introduisant l'hypothèse j-=zi 
dans l'expression (2°), et en ayant égard à l'identité 
[x + a)P [x -4- a^ =:(x-h 

5 . T H É O R È M E L — Si par une droite fixe D on mène 
les plans tangents à une surface donnée par son équa^ 
tion tangentielle y le produit continu des sinus des 
angles d'un plan quelconque Q passant par cette 
droite D avec les plans tangents est proportionnel au 
résultat de la substitution des coordonnées de ce plan 
dans le premier membre de Véquation de la surface. 

Ce théorème n'est que la traduction de l'égalité sui-
vante, qui nous est fournie par l'équation (4), 

sin Ql^i. sin QOT-,.. . sin Q^n _ U {x, y, z, t) 

sin . sin . . . sin 

6 . T H É O R È M E IL — £e point polaire d'un plan est le 
centre harmonique par rapport au plan des points de 
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contact des plans tangents issus d'une droite quelcon-

que située dans ce plan; le centre harmonique reste donc 

invariable lorsque la droite se déplace dans le plan. 

Soient T j , T a , . - ? les points de contact des plans 
tangents T J , T J , . . . , T „ menés à la surface par une 
droite D située dans un plan fixe P5 le point polaire du 
plan P est Tenveloppe des plans Q satisfaisant (I) à la 
relation 

, . n I I î 
(10) — 

tangQDP tangPDT, langPDTj tangPDT„ 

Or, je dis que le plan Q passe par le centre harmo-
nique C, par rapport au plan P , des points T j , T , , . . . , 
T„. Menons en effet, par C un plan perpendiculaire 
à la droite D, et désigtions par ij , i«,. . les points 
d'intersection par ce plan auxiliaire du faisceau (MT,, 
M T j , . . . , MT„), M étant un point quelconque du plan P ; 
et soient (O^I, O/2,. . OI», O/7, Oî/) les intersections 
par ce meme plan auxiliaire des plans (DT,, DTg.. . 
DT„, DP, DQ). D'après la définition du centre harmo-
nique d'un système de points dans l'espace, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport à la droite Op, 
des points (/j, Î2,. . i„) situés dans le plan auxiliaire. 
Menons enfin par le point C une droite perpendiculaire 
à O p , et soient (p', , . les intersections 

de cette perpendiculaire avec les droites (Op, O9, Oi^, 
O / j , . . . , Oi„). D'après la définition du centre harmo-
nique d'un système de points dans un plan, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport au point p' , des 
points (i'j, . , t̂ J situés en ligne droite avec p'; nous 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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aurons par conséquent 

Mais si nous remarquons que 

q'p' F^i 

la relation (i®) nous donne 

n I 
(3' 

De la comparaison des égalités (.2®) et (3®) résulte 
p'Çj — p'q'^ c'est-à-dire que le point C coïncide avec le 
point q\ ou enfin que le plan Q passe par le centre har-
monique C, par rapport au plan P, des points de con-

Or le plan Q est tangent au lieu des centres harmoni-
ques. En effet, le point de contact d'un plan tangent est 
l'intersection de ce plan avec les plans tangents infiniment 
voisins 5 par suite, si nous considérons des faisceaux de 
plans tangents infiniment voisins du précédent, le point C 
restera le même, et les plans Q ' correspondant à ces fais-
ceaux se couperont au point C^ donc le point C est le 
point de contact du plan Q. Ainsi les plans Q envelop-
pent le lieu des centres harmoniques des points de contact 
des plans tangents issus d'une droite quelconque du 
plan P ; or, l'enveloppe des plans Q est un point, point 
polaire des plans P. Donc, etc. 

Lorsqu'on su2:>pose le plan P à l'infini, le centre har-
monique devient le centre des moyennes distances, et 
nous avons ce théorème : 

Si Von mène à une su?face de classe tous 
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ses plans tangents parallèles à un même plan, leurs 
points de contact auront pour centre des moyennes dis-
tances un point fixe, quelle que soit la direction du 
plan considéré, et ce point fixe est le point polaire du 
plan à r infini. 

Je donnerai à ce point le nom de centre des moyennes 

distances de la surface. 

7 . THÉORÈME I I I . — Si deux surfaces de n''""" classe 
sont tangentes aux mêmes points à un même faisceau 
de n plans, le point polaire d'un plan quelconque pas-
sant par Varête du faisceau sera le même pour les deux 
surfaces. 

Car le point polaire coïncide avec le centre harmo-
nique, lequel est évidemment le même pour les deux 
surfaces. 

C O R O L L A I R E I . — Si P est le plan considéré passant 
par Varêle du faisceau^ et si^ par une droite quelcon^ 
que D située dans ce plan^ on mène les plans tangents 
TI, TJ,. . T „ à la première surface, puis les plans 
tangents ij, i,,.. ., t^^àla seconde, on aura la relation 

tangPDT, taiigPDi/ 

Le point polaire du plan P est en effet le même pour 
les deux surfaces-, or, si Q est le plan passant par la 
droite D et le point polaire commun, on a (I) 

= 2 -tangPDQ — tangPDQ tangPDr, 

ce qui démontre la relation énoncée. 

C O R O L L A I R E IL —• Par une droite fixe D, menée dans 
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un plan P, soient menés les n plans tangents Tt, T«,.. . , 
T„ à une surface de classe; maintenant^ par une 
droite quelconque D'située dans le même plan, condui-
sons les n plans tangents ij, ij,. . p u i s ^ par cette 
même droite D^ et les points de contact des plans tan* 
gents TI, TS,. T„, menons les n plans DVi, DVi,,.., 

on aura la relation 

tangPD'f/ tangPDV; 

Nous pouvons en effet regarder les n points de con-
tact des plans tangents primitifs comme une surface de 
ĵ ieme dassc^ et alors les plans tangents menés à cette sur-
face par la droite D' ne sont autres que les plans D'/',, 
D ' rg , . . . , D'r„? le théorème énoncé n'est donc qu'un cas 
particulier du corollaire précédent. 

C O R O L L A I R E III.—Lorsque deux surfaces de n"""^ classe 
sont tangentes aux mêmes points à un même faisceau 
de n plans parallèles.^ ces deux surfaces ont le même 
centre des moyennes distances. 

En effet, le théorème (III) est encore vrai lorsque la 
droite d'intersection des plans est à rînfini; et alors, le 
point polaire d'un plan quelconque P parallèle aux plans 
tangents communs sera le même pour les deux surfaces; 
or, lorsque le plan P est à l'infini, le point polaire est le 
centre des moyennes distances. 

8. T H É O R È M E IV. — L enveloppe des plans dont les 
jyième^ polaires touchent un plan donné Po est la 
{n—pyème polaire de ce plan. 

La p'''''' polaire d'un plan Pj est 
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cette surface devant toucher le plan fixe Po, on aura 

d, d. d. d.X^-P^^ 

ou, en regardant [x^, ŷ ^ Zj, i,) comme des coordonnées 
courantes, 

d. d, d, ' 

c'est précisément la [n — polaire du plan P Q . 

De ce théorème nous concluons les cas particuliers sui-

vants : 

L'enveloppe des plans dont les premières polaires tou-

chent un plan fixe est le point polaire de ce plan-, donc 

ces plans passent par un point fixe. 

L'enveloppe des plans dont les points polaires parcou-

rent un plan fixe est la première polaire de ce plan. 

L'enveloppe des plans dont les polaires touchent 

le plan à Finfini est la (n—pY""^ enveloppe diamétrale 

de la surface. 

9 . THÉORÈME V . — L e s premières polaires de tous les 

plans passant par un point fixe ont (n — i)^ plans tan-

gents communs,, qui sont les [n — i)^ plans ayant pour 

point polaire le point fixe. 

Nous venons de voir, en effet, que l'enveloppe des 

plans dont les points polaires sont sur un plan fixe est la 

première polaire de ce plan -, et réciproquement, tout plan 

tangent à la première polaire d'un plan a son point polaire 

sur ce plan; cette réciproque résulte du même calcul. Or, 

soit un point fixe O ; imaginons un plan P passant par ce 

point; les plans dont le^ points polaires décrivent le 

plan P sont tangents à la première polaire S de ce plan, 

surface de [n — i)'̂ "'̂  classe. On voit de même que les 



( ) 
plans ayant pour point polaire le point O doivent aussi 
être tangents aux premières polaires S'' de deux autres 
plans P', P'' passant par le point O. Ainsi tout plan tan-
gent commun aux trois surfaces S', S'', S''' a pour point 
polaire le point O, et réciproquement. Mais ces trois sur-
faces, qui sont toutes trois de (n — ly««« classe, ont 
[n — i)^ plans tangents communs. Donc le point O est le 
point polaire de (zi — i)^ plans, etc. 

1 0 . THÉORÎÏME V I . — Le point polaire d'un plan tan-
gent à la surface est le point de contact de ce plan tan-
gent; et réciproquement^ lorsquhin plan contient son 
point polaire^ ce plan est tangent à la surface au point 
polaire. 

Car le point polaire du plan P^ est 

(d\]\ id\}\ idV 
-f-1 

dl]\ 
-77 dx j, \dj lo \dz Jo \ dt j 

or, si ce plan est tangent à la surface, on a 

ces équations donnent précisément le point de contact 
du plan Po (première partie). Réciproquement, en expri-
mant que le point polaire est sur le plan, on a 

.ro 
d\} d\]\ idV\ id\] T \ 

— t o ) = o; 

c'est-à-dire que le plan Po est tangent. 

1 1 . T H É O R È M E V I I . — Les plans tangents aux points 
ou un plan fixe coupe U7ie surface sont en même temps 
tangents à la première polaire de ce plan. 

Nous avons vu en effet que la première polaire d'un 
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plan P est FenTeloppe des plans dont les points polaires 
décrivent le plan P (8)-, par suite, si le point polaire est 
un des points de l'intersection du plan P avec la surface, 
le plan dont il est le point polaire sera en même temps 
tangent à la surface en ce point (10). Donc les plans tan-
gents à la surface aux points où elle est coupée par le plan P 
sont en même temps tangents à la première polaire de 
ce plan. Réciproquement, tout plan tangent commun à 
la surface et à la première polaire du plan P est tangent 
en un des points d'intersection du plan avec la surface; 
car le point polaire est à la fois sur le plan P (8) et sur le 
plan tangent (10). 

1 2 . THÉORÈME V I I I . — Les plans tangents aux points 
oii une droite rencontre la surface sont tangents en 
même temps à la première polaire dUin plan quelconque 
passant par cette droite. Une surface de classe 

est^ en général^ de Vordre n [n — i)^. 

Soit D la droite donnée, P un plan passant par cette 
droite, et S la première polaire de ce plan ; les plans tan-
gents aux divers points de la courbe d'intersection de-
vront toucher la surfaces (H), 11 en sera de même pour la 
première polaire S' d'un second plan P' passant par la 
droite D. Ainsi tout plan tangent à la surface en un point 
où elle est rencon trée par la droite D devra toucher aussi 
les premières polaires S et S'. La réciproque est visible, 
car le point polaire d'un plan tangent à S cl S' est sur la 
droite D (8); et comme le plan touche la surface primi-
tive, le point polaire est le point de contact (10). Or, les 
trois surfaces considérées étant des classes respectives 72, 
[n—i) et [n—i)5elles auront, en général, n [n—i) 'plans 
tangents communs. Donc la droite D rencontre la surface 
en n [ n — i) ' points. 

[La suite prochainement. ) 
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DE LA PROJECTION GAliCHB (saite) 

(TOir 2* Série, t. IV, p. S85); 

PAR M . ABEL Ï R A N S O N . 

X L Objet de ce second article. — On a vu que, par 
la projection gauche, toule lîgne de l'ordre n est trans-
formée en une lîgne de l'ordre a n ; à moins que la lîgne 
primitive ne passe par certains points, circonstance qui 
en réduisant l'ordre à n'être plus que l'un des nombres 
2/z—I, m — 2, 2 n — 3 , . . p e r m e t d'obtenir des trans-
formées d'ordre impair aussi bien que d'ordre pair. 
J'ajoute que toute ligne, après sa transformation, passe 
par trois points particuliers du tableau, lesquels trois 
points sont pour chacune des transformées des points 
multiples de l'ordre n, si n marque l'ordre de la ligne 
primitive. 

Ces propriétés, qu'on pourrait croire caractéristiques 
de la projection gauche, lui sont communes avec la trans-
formation par rayons vecteurs réciproques telle qu'elle a 
été récemment généralisée par M. Hirst {*). D'après cela, 
et probablement aussi à cause de la très-grande diver-^ 
si té de conditions que comporte cette nouvelle méthode, 
comparativement à la détermination unique des condi-
tions de la projection gauche, plusieurs personnes ont 
présumé que les résultats de M. Hirst devaient com-
prendre, comme des cas particuliers, ceux que j'ai pré-̂  
sentés dans un précédent article. Je me propose de mon-

(*) On the ^uadric inversion of plane curves, by T.-A. HIRST, F. R. S.; 

from the I'roeeedings of the Royal Society, Marsh 3, i865i 



( 64 ) 

trer ici qu'une telle opinion serait inexacte. Je rendrai 

raison de ce que les deux méthodes ont en commun cer-

taines propriétés, et cependant je ferai voir qu'elles ne 

sont pas réductibles l'une à l'autre. Je ne crains pas 

d'entrer dans cette discussion, parce que le lecteur y trou-

vera au moins l'avantage de connaître les principes de 

l'intéressante méthode due à M. Hirst. 

XII. T H É O R È M E . — Si, après avoir construit une pro^ 

jection gauche^ on fait tourner le plan du tableau au" 

tour de son intersection avec le plan primitif les deux 

figures ne cessent pas d'être les projections Vune de 

Vautre (*). ' 

Cette propriété, qui, comme on sait, appartient aussi à 
la projection centrale ou perspective, nous permettra de 
rabattre le plan du tableau sur le plan primitif, ou mieux 
encore, de faire la transformation gauche d'une figure 
plane dans son plan ce qui, en supprimant toute considé-
ration des trois dimensions de l'espace, facilitera la com-
paraison de celte sorte de transformation avec la méthode 
des rayons vecteurs réciproques. 

XIII. Transformation gauche dans le plan, — Soient 
A et B les pieds des directrices dans le plan primitif; A' 
et B' leurs pieds sur le tableau, celui-ci étant supposé 
rabattu sur le premier par une rotation autour de Tinter-
section commune IV, 

On verra aisément que pour obtenir le point O'cor-
respondant ou transformé du point O, il faut joindre ce 
dernier aux points A et B; prolonger les lignes OA, OB 

(*) Je laisse aux jeunes lecteurs des Nouvelles Annales le soin de dé-

montrer ce théorème, et aussi la correspondance des pointe du plan p r i -

mitif et du tableau indiqué au n® XI l l . 
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jusqu'à leurs rencontres a et (3 avec puis pousser 

a A' et i3B'jusqu'à leur rencontre qui sera le point O' . 

FIG. I . 

iA 
/ • x \ 

// O N \ / 

/ / / . - A w 

/ X 

Y 

On peut appeler IV Vaxe de transformation \ k^ B, V 

seront les trois points principaux de la figure primitive; 

et, comme il y a une réciprocité parfaite entre les deux 

figures. A', B ' et I seront les trois points principaux de la 

seconde. 

Les plus simples principes de la Géométrie supérieure 

donneront les propriétés de celle transformation plane. 

Supposant, par exemple, que O décrive une ligne droite, 

le lieu de O' est une conique comme étant déterminé par 

les rencontres des rayons homologues de deux faisceaux 

homographiques ayant pour centres A ' e t B'. 

De là, et par un raisonnement employé dans le pre-

mier article, cette conséquence, que toute courbe se trans-

forme en une autre dont Tordre est double. 

A un point déterminé de Tune des figures correspond 

généralement un point unique de l'autre figure; mais il y 

a exception pour les points des droites qui joignent deux 

à deux les points principaux. C'est ainsi que : 

i*̂  A un point quelconque de A B correspond un seul 

point, le point l du tableau ; 

Ann. de Maihémat.^ 2« série, t V. (Février 1866.) 5 
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A un point quelconque de k V correspond le seul 

point B'; 
3® A un point quelconque de B/' correspond le seul 

point A'. 
On peut dire aussi qu'au seul point A correspondent 

indifféremment tous les points de /B'; au point B tous 
ceux de IM\ au point V tous ceux de A'B', et ceci peut se 
voir directement ou bien être conclu, par voie de récipro-
cité, des trois remarques précédentes. 

D'ailleurs, de ces remarques et du fait qu'une droite 
quelconque de la figure primitive rencontre nécessaire-
ment AB, KV et B/', il s'ensuit que la conique dans la-
quelle cette droite se transforme passe néccvssairenient 
par les trois points B' et A'; ce qui motive suffisam-
ment leur dénomination de points principaux du tableau. 

Et plus généralement, comme une courbe l'ordre 72, 
tracée sur le plan primitif, a n rencontres avec les mêmes 
trois droites AB, A/', BẐ , il est manifeste que sa trans-
formée atira un point multiple de l'ordre n en chacun des 
mêmes points /, B' et A'. 

XIV. Transformation par rayons vecteurs récipro-
ques (méthode de M. Hirst). — Au lieu de considérer, 
comme à l'ordinaire, un cercle (de rajon OR) et de 
prendre sur chaque droite issue du centre deux points 
conjugués a et a' , dont les distances à ce même cenire 
constituent les deux rayons réciproques et sont liées par 
la relation 

OûT.O '̂ir:̂  ÔR\ 

M. Hirst prend pour courbe fondamentale, non plus un 
cercle, mais une conique quelconque 5 il donne pour ori-
gine aux rayons, non pas le centre de cette conique, mais 
un point quelconque A de son plan ; puis, sur chaque 
droite AR issue de ce point, il appelle conjugués deux 
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points p et p ' tels, que Tuu d'eux appartienne à la polaire 
de l'autre, condition qui entraîne entre ces deux points 
une parfaite réciprocité. 

La position du point A qui peut être intérieur ou exté-
rieur à la conique ou placé sur son périmètre; le choix 
même de la conique, qui peut être soit Tune des trois 
courbes générales, soit quelqu'une de leurs variétés, 
comme cercle, hyperbole équilatère, couple de droites 
léelles ou imaginaires...; ces circonstances très-diverses 
offrent à l'auteur, indépendamment des lois propres à la 
transformation généralisée, une foule de résultats très-
dignes d'intérêt. 

Sans entrer dans ce détail, je me bornerai à signaler les 
propriétés principales qui rapprochent la transformation 
gauche de la nouvelle méthode des rayons réciproques et 
quelques-unes de celles qui l'en distinguent essentielle-
ment. 

A cet effet, je prends pour exemple de la méthode de 
M. Hirst le cas où le point A, origine commune des rayons 
réciproques, est à l'extérieur de la conique. 

F I G . 2 . 

Ayant mené du point A les deux tangentes AB, AC et 

5. 
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la corde de contact BC, on verra, d'après la définition des 
points conjugués, que si un point quelconque du plan se 
transforme en un point unique, il y a cependant excep-
tion : 

Pour tous les points de la corde de contact, lesquels 
ont pour leur conjugué commun le point A ; 

a® Pour tous les points de AB qui ont leur conjugué 
enB-, 

3® Pour tous ceux de AC qui ont leur conjugué en C. 
D'ailleurs deux points conjugués p elp' sont toujours, 

par définition, sur une même ligne (comme AR) issue 
du point A. 

D'après cela, l'ordre d'une courbe transformée se dé-
duit aisément de l'ordre de la courbe primitive. Celle-ci, 
par exemple, étant de l'ordre n̂  rencontre toute droite 
comme AR en ii points p qui donnent lieu sur cette même 
ligne à n points p' de la transformée; mais de plus, la 
courbe primitive rencontre aussi la corde de contact en 
n points qui donnent lieu pour la transformée à un point 
multiple de Tordre 7i en A. Ainsi, la transformée a 
rencontres avec toute ligne issue du point A , donc elle est 
de l'ordre 2/2, et on verra aisément que les points B et C 
lui sont, comme A, des points multiples dont la multi-
plicité est d'ordre M. 

J'omets les exceptions qui peuvent résulter du passage 
de la courbe primitive par l'un de ces trois points. Il suffit 
de dire qu'ils sont analogues aux trois points principaux 
du tableau de la projection gauche (*). 

Mais outre que la réciprocité ne fait pas naître ici des 
points principaux qui soient particuliers à la figure pri-
mitive, j'observerai que dans la méthode des rayons réci-

(*) On remarquera que, si le point A est intérieur à la conique, les deux 

points B et C sont imaginaires. 
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proques (simple ou généralisée), les points de la conique 
fondamentale sont à eux-mêmes leurs conjugués, et possè-
dent cette propriété à l'exclusion de tous les autres points 
de la figure. Dans la transformation gauche, les points de 
l'axe de transformation sont à eux-mêmes leurs conjugués, 
et, hors de cette ligne, il y a un point, un seul point, doué 
de la même propriété : c'est le point de rencontre de AA' 
avec BB'. 

C'est ici une différence essentielle; car la conique fon-
damentale de l'autre méthode ne saurait donner lieu 
parmi ses variétés à cet ensemble : une droite et un point. 

D'ailleurs, les points conjugués p et p 'de lajfîg^. 2 sont 
toujours en collinéation avec un même point A. Or, on 
trouve bien dans la transformation gauche {Jig- i) que le 
conjugué d'un point de A A ' est sur cette même ligne AA' , 
et que le conjugué d'un point de BB' est aussi sur BB'. 
Il faudrait donc, pour pouvoir affirmer la coïncidence 
des deux méthodes, que les points conjugués O et O^ 
fussent en collinéation avec le point y, rencontre de A A ' 
et BB'. Ainsi, les deux triangles AOB, A ' O ' B ' , auraient 
leurs sommets de même nom en collinéation avec un même 
point; mais alors il faudrait, d'après un théorème bien 
connu, que les points l et Z' fussent confondus en un 
seul, c'est-à-dire que les deux côtés homologues AB et A'B' 
se rencontrasssent sur la droite a]3 qui joint les rencon-
tres (AO, A 'O' ) et (BO, B'O') . Or cela n'est pas admis-
sible, vu l'indépendance essentielle des quatre points A , 
A', B, B', relativement à la droite //'. 

X V . Explication de Vanalogie des deux méthodes,— 
Après avoir établi surabondamment que les deux modes 
de transformation sont bien distincts, je dirai que leur 
propriété commune, de doubler l'ordre des courbes trans-
formées avec apparition constante de trois points mul-
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tiples, tient manifestement à ce que telle est la loi géné-
rale des transformations où un point correspond à un 
point unique, et réciproquement. 

C'est ce que M. Magnus a démontré à l'aide des formules 
générales que j'ai rapportées précédemment. J'ajoute que 
par ces mêmes formules on trouvera sans difficulté que, 
généralement, il y a dans ces sortes de transformation 
quatre points qui sont à eux-mêmes leurs propres trans-
formés, mais que, sous des conditions particulières qui 
sont inconciliables entre elles, ces points peuvent être en 
nombre infini : 

I® Sur une conique quelconque^ ce qui correspond à 
la méthode de M. Hirst; 

2® Sur une droite accompagnée dun pointy ce qui 
correspond à la transformation gauche» 

Nota. — On vient de voir, en réalisant la transfor-
mation gauche dans le plan de la figure primitive, qu'il 
n'existe, en dehors de l'axe de transformation, qti'un seul 
point qui soit à lui-même son transformé. Ce résultat, 
qui s'explique par les formules générales de M. Magnus, 
et qui est décisif pour l'objet du présent article, se voit 
très-facilement par la projection gauche elle-même. En 
effet, si le point O', projection du point O, est tel, qu'après 
le rabattement du tableau sur le plan primitif ces deux 
points coïncident, il est manifeste que la lîgne 0 0 ' d o i t 
être perpendiculaire au plan qui partage en deux égale-
ment l'angle dièdre du plan primitif et du tableau. Ce-
pendant cette même ligne rencontre à la fois les deux 
directrices; elle est donc l'intersection des deux plans qui 
projettent orthogonalement ces mêmes directrices sur ce 
plan bissecteur. Or la détermination d'une telle ligne est 
unique. Donc, etc. 
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M N M LES LIGNES M M M ET D'OMBRE PORTÉE ; 

PAR M . OSSIAN B O N N E T . 

Considérons une surface à courbures opposées E et cir-
conscrivons à cette surface un cylindre dont les généra-
trices soient parallèles à l'une des asymptotes AS de l'iii-
dicatrice relative au point A. On sait que la courbe de 
contact passera par le point A et y sera tangente h la 
ligne A S ; que la courbe d'ombre portée, c'est-à-dire 
rintersection du cylindre circonscrit avec la surface S , 
passera aussi par le point A et y aura môme tangente AS ; 
enfin on peut ajouter que les plans osculateurs en A des 
deux courbes d ombre et d'ombre portée se confondent 
avec le plan tangent en A à la surface 2 . Tous ces ré-
sultats sont bien connus et servent en Géométrie descrip-
tive pour la détermination des points remarquables aux-
quels on a donné le nom de points de passage \ mais on 
n'a point encore déterminé, que je sache, les rayons de 
courbure et de torsion au point A des deux lignes d'ombre 
et d'ombre portée dont il s'agit. Or, si l'on appelle po et 
To les rayons de courbure et de torsion au point A de la 
ligne asymptotique tangente à AS (j'ai déterminé po ^n 
fonction des rayons de courbure principaux et des dérivées 
de ces rayons de courbure dans une Note insérée au 
tomelY, p. 267, de ce journal; quant à /'o, il est égal à 
\l— RR', c'est-à-dire à l'inverse de la courbure de Ganss), 
p et r les rayons de courbure et de torsion de la ligne 
d'ombre, p̂  et rj les rayons de courbut^ et de torsion de 
la ligne d'ombre portée, on trouve, soit par le calcul, soit 
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par des considérations simples de Géométrie infinitési-
male, 

P^^Po» r r . I r , , 

p, — 2po r, " — 

SUR LA P L U S COURTE D ISTANCE DE DEUX P O I N T S 

SUR LA S U R F A C E DE LA S P H È R E ; 

PAR M . J A R R I G E , 

Professeur au lycée de Saint-Étienne. 

Soient A et B deux points situés sur la surface de la 
sphère, AB Tare de grand cercle moindre qu'une demi-
circonférence qui passe par ces deux points, et M un 
point pris sur AB. Du point A comme pôle, avec le 
rayon sphérique AM, je décris un petit cercle ; du point B 
comme pôle, avec le rayon B!VÎ, je décris un autre petit 
cercle. Ces petits cercles se touchent au point M et sont 
extérieurs Fun à l'autre, puisque l'arc AB est moindre 
qu'un demi grand cercle. 

Cela posé, je dis que le plus court chemin de A en B 
passe par le point M. En effet, tout chemin Ap^B ne 
passant pas par le point M coupe les petits cercles en p 
et or le plus court chemin de A en p est égal au plus 
court chemin de A en M (lemme connu), le plus court 
chemin de B en ^ est égal au plus court chemin de B 
en M (même lemme). Donc le chemin Ap^ B surpasse le 
plus court chemin de A en M plus le plus court chemin 
de M en B d'une quantité au moins égale au plus court 
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chemin de p en Donc le plus court chemin de A en B 
passe par le point M 5 donc il se confond avec AB, puis-
que M est un point quelconque de AB. 

E X P R E S S I O N S G É N É R A L E S DU R A Y O N ET DE L A SURFACE 
D E S P O L Y G O N E S C I R C O N S C R I P T I B L E S ; 

PAR M . GEORGES D O S T O R , 

Docteur ès Sciences mathématiques, 

Professeur au lycée impérial de l 'île de la Réunion. 

1. La question que nous nous proposons de résoudre 
est la suivante : 

Un polygone de n côtés est circonscrit à un cercle; 
on connaît les tangentes a, y, ù, z,. , . menées des 
différents sommets du polygone à la circonférence : cal-
culer, en valeur de ces tangentes y le rayon du cercle et 
la surface du polygone. 

2. Désignons par 2A, 2B, 2 C , . . . les angles du poly-

gone respectivement compris sous les tangentes (a, a), 

((3, p), (y, y), . . . , nous avons l'égalité 

On sait que si n est pair, 

^ ci—C3-4-C5 — . . . 

et si n est impair, 

^ 1 — -f- — . . . 

oú Ci désigne la somme des cotangentes, Cg la somme des 
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produits de ces cotangentes deux â d ^ x , et ainsi de suite. 

Or, lorsque n est pair, [n — 2) ^ exprime un nombre 

pair d'angles droits, et Ton a 

cot ( A + B -h C H- . . . ) — ûo , 

ce qui exige que 

î i — ¿̂ a -4- — . , . — o ; 

et lorsque n est impair, [n — 2) ^ représente un nombre 

impair d'angles droits, et il vient 

c o t ( A - + - B - f - C - f - . . . ) -- o , 

ce qui donne la même relation. On a donc, pour les 
angles d\in poljgone fermé quelconque, connexe, à 
angles rentrants ou étodé, la formule générale 

(I) c, — C3 + C5 — C7 -I- . . . —• o . 

3. Rajon du cercle inscrit. — Représentons ce rayon 

par R ; nous avons 

oc 3 7 
COtAur:—, C0tB=-^, C0tC = -¿, 

K R K 

Si nous substituons ces valeurs dans la formule (I), nous 

aurons l'équation 

S( S.*} S5 S7 

où nous désignons par Si la somme des quantités a, (3, 7, 
cî, par S3 la somme de leurs produits trois à trois, etc. 

Deux cas sont à considérer ici : 
§ 

Sin est impair, le dernier terme sera et l'équa-
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l i o n p o u r r a s e c r i r e 

( I I ) S , R » - ' — S 3 R — ^ - I - S , R » - ^ — . . . — o . 

S _ 

2° Si n est pair, le dernier terme sera et Féqua-

tion se réduira à 
( I I I ) S . R " - ^ - S 3 R " - ^ S s R " - « - . . . = o . 

Telles sont les deux premières relations que nous nous 
proposons d'établir. 

4. REMATIQUE. — Lorsqu'on permute entre eux les seg-

ments tangentiels a, (3, 7, (î,. . les coefficients Sj, Sg, 

S 5 , . . . ne changent pas-, les équations (II) et (III) 

donnent donc toujours les mêmes valeurs pour R. Donc : 

Lorsqiiun polygone est circonscriptihle à un cercle, 
quel que soit l'ordre dans lequel on dispose la suite des 
segments tangentiels des côtés, le nous^eau polygone sera 
encore circonscriptihle au même cercle» 

5 . A P P L I C A T I O N S . — 1 ° Triangle : 

(x) T>2— 

2® Quadrilatère : 

a^ygi^S-h pyS 

^ ^ a-f-p-f-v-f-^ 

6. Surface du polygone. — En appelant Q l'aire du 
polygone circonscriptihle, nous avons 

d'où 
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Substituons cette valeur dans les deux équations (II) 
et (III) et elFectuons : nous obtenons les nouvelles équa-
tions 

(IV) Q«-' —S.SsQ^-'-f-SJSsQ"-^^—.. . = o pour // impair, 

(V) — — . . . = o pour n pair, 

qui donnent Faire du polygone en fonction des quantités 

7 . R E M A R Q U E . — L'aire est constante, quel que soit 
r ordre de succession des segments tangenliels a, ¡3, 7, 

8 . A P P L I C A T I O N S . — Triangle : 

( 5 ) 

Quadrilatère: 

(6) Q v/( a + ,3 -f- 7 H- 0 ) (ap7 â o -i- ol-̂ ^ -f- P 7 • 

MÉTHODE DE CAUCHY POUR LE CALCUL DES FONCTIONS 
SYMÉTRIQUES DES RACINES DES ÉQUATIONS ( * ) . 

177. Cauchy a publié, dans ses anciens Exercices de 
Mathématiques (4® année, p. io3), une méthode nou-
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d'une fonc-

C*) Kxtrait du Cours d'Algèbre supérieure par M. J.-A. Serret, membre 

de l'Institut, etc.; 3® édition, 1866, t. I, p. 391. L'ouvrage aura deux v o -

lumes. Aussitôt que le second aura paru, nous rendrons compte de cette 

troisième édition qui se distingue des deux précédentes par d ' impor-

tantes améliorations. P. 
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lion symélrique el entière des racines d'une équation. 
Celle méthode consiste à éliminer successivement de l'ex-
pression de la fonction symétrique qu'on veut évaluer 
chacune des racines de l'équation proposée 5 elle repose 
sur la proposition suivante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
a, c, . . . , i, l d'une équation 

a;"' -f- p, -t- p.x""-^ -h. . . --I- O, 

que nous représenterons aussi, pour abréger, par 

X ^ o ; 

et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'un po-
lynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puis-
sances de <2, que l'on ait, par exemple, 

V M- A.iz.'̂ - - ' . . . -f- , « H- A,̂ , 

Ao, A l , etc., étant des quantités composées rationnelle-
ment avec les coefficients de l'équation proposée, je dis 
que si l'on divise celte expression de V par le polynôme 

A a"" -I- p, a'^-' H - - f - . . . + a + p,,, 

obtenu en remplaçant x par a dans X , le reste de la di-
vision ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur 
de la fonction V . 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division de Y par A, on aura V = A Q -h R ? et comme A 
est nul, 

VrrrR. 

D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m — 1 en 
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nous le représenterons par 

- 4 - q , o r " - ' - f - . . . - 4 - q ^ - ^ a - 4 -

et Ton aura 

V = r q ^ a " ^ ' 7 , - 4 - . . . - h q m - 2 a H -

Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres a el b Tune en Fautre, ainsi que a et c, etc.^ et 
comme, par ces changements, q ,̂ q̂ ^ etc., conservent 
leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation 

< 7 ' - 1 - . . - + + ( 7 / « - . — V ) o 

sera satisfaite en remplaçant x par Tune quelconque des 
m racines a^h^, , /Î, ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa-
tion n'est que du degré m — 1 5 on aura donc, en particu-
lier, 

— V = o 

ou 

comme nous l'avions annoncé. 
La démonstration précédente suppose que les m racines 

a, c , . . . , A, / sont inégales 5 mais les conclusions pré-
cédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces 
racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour 
justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un 
fréquent usage en analyse. 

Si l'équation X = o a des racines égales, on considé-
rera d'abord à sa place une équation Xi = o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu'on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X 5 
par exemple, si l'équation X = o a trôis racines égales à 
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a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 

A t r-
[x-af 

Le polynôme Xi ne diffère de X qu'en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées p ^ a h et 
a -^N \ on voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'in-
sister davantage, comment on devrait choisir le poly-
nôme Xi , si, outre les trois racines égales à a, Téquation 
proposée avait plusieurs racines égales à à c, etc. Cela 
posé, substituant Téquation Xi = o à X = o, et conser-
vant d'ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
l'équa lion 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités /z, /z', etc.-, elle aura donc lieu aussi à la limite, 
quand on fera h = o, /¿' o, etc. 

178. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy 
pour calculer la valeur d'une fonction symétrique et 
entière V des racines a, c , . . . , /, Zr, / de l'équation 

X = .r"» -f- p, x""-' + p^x'^-- H- . . . -h — o. 

Divisons X par x — a, et désignons par Xi le quotient; 
divisons de même X j par x — h, et désignons par Xg le 
quotient, puis Xa par x — c, et soit X3 le quotient, et 
continuons ainsi d'enlever d« X tous les facteurs linéaires 
jusqu'à X — fc inclusivement, en sorte que X,„_i ne con-
tiendra plus que le seul facteur x — /. Cela posé, considé-
rons les m équations 

X — o, X , = 0 , X2 = 0 , . . . , 

La première »est autre qtie la proposée, et elle a poor ra-
cines a, D, c , , . . , ft, 15 la seconde a pour racifi«s è, e, . . . , 
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A, /, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coefficients de la proposée -, la troi-
sième a pour racines c^. , k̂  /, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de b et des coef-
ficients de la précédente, c'est-à-dire en fonction de a, h 
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef-
ficients de l'une quelconque de ces équations sont expri-
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n'appartiennent pas à l'équa-
tion que Ton considère. Désignons enfin par A la valeur 
de X pour x ~ a, par B la valeur de Xi pour x^b^ par 
C celle de Xg pour x^ c , et ainsi de suite, en sorte 
c[ue I sera la valeur de X,„_3 pour x ^ K celle de X,„_2 
pour X ~ A, et L celle de X,„_i pour ou aura 

A ~ : : 0 , Bzr-o, C — O , . . - , I - - O , K — O , L ^ O . 

Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l'équation X — o, mais aussi des racines 
de l'une quelconque des équations 

X ~ - 0 , X I R R O , . . . , X , „ _ 3 - = 0 , X „ , _ 2 " 0 , X M _ , = O . 

Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l'aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque ra-
cine de l'expression de V . 

D'abord l'équation L o, où l entre au premier degré, 
permet de chasser immédiatement l de l'expression de V. 
Considérant alors V comme fonction symétrique des deux 
racines k et l de l'équation X,„_2 o, dont l'une 1 est 
déjà éliminée, on l'ordonnera par rapport à Ar, et on la 
divisera par K , conformément à ce qui a été dit plus haut; 
le reste de la division ne contiendra pas k et sera la va-
leur de V débarrassée des racines k et L On considérera 
alors Vcomme fonction symétrique des trois racines/, Ar, l 
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de l'équation = o, dont les deux (Jefnières n'entrent 
plus dans son expression, et l'ayant ordonnée par rap-
port à on la divisera par I à Teffet d'éliminer le reste 
de la division ne contiendra pas i et sera la valeur de V 
débarrassée des trois racines A, /. On continuera delà 
même manière, jusqu'à ce qu'on ait éliminé de chacune 
des racines ¿2, c , . . z, A, on aura alors la valeur 
de cette fonction exprimée par les coefficients de l'équa-
tion proposée. 

Il importe de remarquer que l'expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre-
miers termes des polynômes A, B, C , . . . , I, K , L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité pour 
coefficient: par conséquent, ces divisions n'introduiront 
aucun dénominateur-, en sorte que si l'expression primi-
tive de V est entière, non-seulement par rapport aux 
racines 5, c , . . . , z, A, /, qui y entrent symétriquement, 
mais encore par rapport aux coefficients pi , ps, etc., qui 
peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression définitive de Y 
sera aussi entière par rapport à ces coefiicients ; enfin, si 
ces mêmes coefficients sont des nombres entiers, V sera pa-
reillement un nombre entier. Ce résultat important, que 
nous n'avions pas établi complètement par notre première 
méthode, mais qui réstilte immédiatement de la méthode 
de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la mé-
thode de Cauchy. 

^pph'calion de la méthode de Cauchj à un exemple. 

179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la 
détermination du produit des carrés de toutes les diffé-
rences des racines d'une équation donnée, prises deux à 
deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on 
peut, par des artifices convenables, simplifier dans cer-
tains cas l'emploi de la méthode. 

Ann. de Maihémai., série, t. V. (Février iSGG.) 6 
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Soient toujouï's a, l les m racines de l'équa-

tion 

(i) X -4- . . -f- pm-\X Pm — o; 

soient aussi 

et 
[b - cy{h - dY.. .[h ly-, 

V sera le produit des carrés des différences des racines de 
l'équation (i), prises deux à deux, et V j le produit des 
carrés des différences des racines de l'équation 

X 
- o, 

x — n 

OU 

+ . . -H o, 

-+- Pm-2 a 
(2) X — 

-r- a H- p^ a 

-h a' 
-i-û'"-'. 

Cela posé, on a 

V — V, {a — ôy(a — cY. . .(a — /fY{a — l)\ 

Mais le produit (a — b) [a — c). [a — A) [a — l) est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly-
nôme X pour X = a, c'est-à-dire égal à 

-f- ( W — I ) /?, - { - . . . -f- Pm-i ; 

donc on aura 

V = V, {ma"'-' -f- [m — i) p.a""-^ -f- . . . -h p^-x j» 

D'après cela, si nous admettons qu'on sache former la va-
leur de la fonction V pour une équation du degré m — i , 
on pourra également trouver la valeur de cette fonction 
pour une équation du degré m. Effectivement, par hypo-
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thèse, on sait exprimer la valeur de V j par les coefficients 
de l'équation (2), c'est-à-dire en fonction de a et des coef-
ficients de la proposée; donc la fonction V pourra elle-
même être mise sous la forme d'un polynôme ordonné par 
rapport aux puissances de <2, et, en divisant ce polynôme 
par le premier membre de l'équation proposée, dans le-
quel on aura remplacé x par a, le reste de la division 
donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la 
fonction de V pour une équation du deuxième degré; on 
pourra donc calculer cette fonction pour l'équation du 
troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi 
de suite. 

Cas de réquation du troisième degré, — L'équation 

proposée est 
x^ -f- px"^ -{- qx r~Of 

et l'on a 
V r:::: [a — b^ [ci — c)' (b — cf, 

Y (a-cY; 

Vi étant relatif à l'équation du deuxième degré 

x-h q =0. 

pa 

On a immédiatement 

V , R = A ) - — 4 ( ' / • + P ^ 

d'ailleurs 
(a — b) {a~c)z=z 3 a ' -f- 2pa -+- q. 

par suite. 

- 5 4 7 — 'Jipq - iSp^q 
- 2 7 7 ' 

6. 
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Divisant cette valeur de V par a^ par qa-\- ou 

trouve pour quotient 

— 2 7 l ' j p a - — 27 qa -f- -{-27/'— iSpq), 

et pour reste, 

— 47^— 27 r-H- iSpqr -f- p^q- — ^p r, 

ce qui est précisément la valeur de V que nous cberclions. 
On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus 
expéditive pour résoudre la même question. 

RAPPORT DU GÉNÉRAL SARINE, 

Président de la Société Royale de Londres, 

SUR LA MÉDAILLE DE COPLEY ACCORDÉE A M. CHASLES. 

Note du Rédacteur. — La médaille de Copley est la 
plus haute distinction que la Société de Londres puisse 
accordera un savant, et parmi ceux qui Font obtenue, 
on ne trouve que les hommes du premier mérite. Pois-
son, Sturm et M. Chasles sont, à notre connaissance, 
les seuls géomètres français qui l'aient obtenue. 

Kous croyons être agréables à nos lecteurs en don-
nant le Rapport lu à la Société Ptoyale sur les travaux de 
M. Chasles qui lui ont valu cette récompense exception-
nelle. On y verra combien les œuvres de notre illustre 
compatriote sont justement appréciées en Angleterre. 
L'organe de la Société Royale, devançant la postérité, 
n'hésite pas à placer la nouvelle méthode de M. Chasles 
au rang des plus belles découvertes de notre siècle. Un 
tel hommage honore et l'Académie qui le décerne et le 
savant qui le reçoit. 
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La médaille de Copley, d'un module un peu plus grand 

que notre pièce de cinq francs, est en or. Sur la face se 
trouve une figure personnifiant la Science, entourée des 
attributs des sciences et des arts et offrant une couronne; 
au-dessus : G . C O P L E Y , B A R . , D I G N I S S I M O ; au-dessous: 
M I C H E L C H A S L E S , I 8 6 ' 5 . Le revers porte les armes de la 
Société Royale, avec ces inscriptions : au dessus, Socie-
tatis Reg, Londîni'^ au-dessous, Nullius in verba^ expres-
sion abrégée de la devise de la Société [Nullius in ^verba 
jurare magistri), 

La traduction qu'on va lire est tirée du journal les 
Mondes (*), rédigé par M. l'abbé Moigno. Nous l'avons 
revue sur le texte anglais. P. 

(( Les travaux historiques et les recherches originales 
de M. Chasles ont rempli une période d'environ quarante 
années. Pendant ce long intervalle de temps, il a consacré 
toute son énergie, avec une persévérance rarement égalée, 
à la restauration et à l'extension des méthodes purement 
géométriques que l'antiquité nous avait léguées, dont le 
développement avait été arrêté pendant le moyen âge, et 
dont l'utilité avait été momentanément éclipsée par la 
brillante découverte de la Géométrie des coordonnées due 
à Descartes. Dans son Histoire^ bien connue, de Vori-
gine et du développement des méthodes en Géométrie, 
publiée en 1837 et couronnée par l'Académie de Bruxelles, 
M. Chasles expose comme il suit ce qui de fait est devenu 
l'objet principal des travaux de sa vie : « . . . Nous avons 
)) pensé qu'il ne pouvait être qu'utile de montrer, autant 
» que nos faibles moyens nous le permettaient, que, dans 

(*) Les Mondes, Revue hebdomadaire des sciences et de leurs applica^ 

lions aux arts et à l 'industrie. Paris, J. Rothschild, éditeur. Prix : 20 f r . 

par an. Cette Revue, qui forme trois volumes chaque année, comprend 

déjà neuf volumes. Le dixième commence une nouvelle série. 
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» uoe multitude de questious, les doctrines de la pure 
» Géométrie offrent souvent, et dans une foule de ques-
» lions, cette voie aisée et naturelle qui, pénétrant jus-
» qu'à l'origine des vérités, met à nu la chaîne mysté-
» rieuse qui les unit entre elles, et les fait connaître 
» individuellement de la manière la plus lumineuse et la 
)) plus complète (*). » 

» Le travail achevé que nous venons de citer est unique 
en son genre : il est notre plus haute autorité dans les 
matières qui touchent à l'histoire de la Géométrie, science 
dont il trace avec soin les développements successifs, de-
puis le temps de Thalès et de Pythagore jusqu'aux pre-
mières années de cc siècle. Quoiqu'il ne s'offre à nous que 
comme un simple aperçu, il représente cependant une 
vaste quantité de recherches historiques, et il est en outre 
enrichi de nombreuses notes renfermant les résultats d'in-
vestigations originales importantes. 

» Dans Tannée 1846, la fondation d'une chaire de 
Géométrie moderne au sein de la Faculté des Sciences de 
Paris fut arrêtée en principe, et M. Chasles fut chargé 
de donner lui-même l'enseignement créé, en très-grande 
partie, par ses propres recherches. Il commença ainsi à 
exercer sur les jeunes géomètres de la France celte in-
fluence personnelle qui n'a pas cessé depuis, et dont on 
trouve la preuve dans loutes leurs productions. Un autre 

f̂e xvomwi^ùoTi, géomeVre?) \o\ites 

les nations ont grandement profité, fut la publication, 
en i852, de son Traité de Géométrie supérieure^ ou-
vrage dans lequel les trois principes fondamentaux delà 
Géométrie pure sont pleinement et systématiquement 
exposés pour la première fois. Ces principes embrassent 
les théories modernes des rapports anharmoniques, des 

(*) Aperçu historique J p. 3. 
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divisions et des faisceaux homographiques, et de l'invo-
lution. Le rapport anharmonique est en réalité un 
rapport de deux rapports, qui ont lieu entre deux cou-
ples de segments déterminés par quatre points quelcon-
ques d'une ligne donnée. On peut dire que toule la 
Géométrie moderne est fondée sur une propriété par-
ticulière de ce rapport, la propriété de n'être nullement 
altéré dans sa projection. Les divisions homographiques 
consistent en deux séries de points, situés sur une même 
ligne droite ou sur deux lignes droites différentes, qui se 
correspondent, de telle sorte que le rapport anharmo-
nique de quatre points quelconques d'une série soit égal 
au rapport anharmonique des points correspondants de 
l'autre série. Enfin, deux séries homographiques, sur une 
même ligne droite, sont dites former une involution lors-
que, à un point quelconque de cette ligne, correspond 
un seul et même point, quelle que soit celle des deux 
séries à laquelle le premier point soit censé appartenir. 
Ordinairement il y a dans une semblable involution deux 
points tels, que chacun d'eux coïncide avec le point cor-
respondant; par un pur changement de position, toute-
fois, l'existence actuelle de ces deux points doubles peut 
être détruite, toutes les autres propriétés de l'involution 
restant intactes. Cette contingence a fait naître un mode 
de langage de la plus grande utilité en Géométrie; les 

doubles ôwV réels ÔL̂ ins mi cas, imagi-
naires dans Vanire. î^ous sommes principalement rede-
vables à M. Chasles de l'introduction non déguisée et 
philosophique en Géométrie des points et des lignes ima-
ginaires. 

)) Le terme de rapport anharmonique, aujourd'hui uni-
versellement employé, est du à M. Chasles 5 mais ce 
rapport luirmême paraît avoir été connu de Pappus, l'e-
minent géomètre d'Alexandrie, au iv® siècle. M. Chasles, 
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en effet, a montré que ce rapport formait probablement 
le trait essentiel [essential feature) de ce fameux livre 
des Porismes, quç Ton sait avoir été écrit par Euclide, 
mais qui n'était connu que par des inductions de nature 
très-vague, transmises jusqu'à nous dans les Collections 
mathématiques de Pappus. Robert Simson, de Glasgow, 
le célèbre traducteur des Éléments d'Euclide, est le pre-
mier qui ait résolu d'une manière satisfaisante l'énigme 
relative à la nature réelle des Porismes, et qui ait réussi à 
restaurer en partie les trois livres perdus. M. Chasles est 
le premier qui les ait restaurés complètement-, et il Ta 
fait dans un ouvrage qui, de l'aveu de tous, est à la fois 
une précieuse addition à l'histoire de la Géométrie, et 
le modèle d'une divination aussi ingénieuse que philoso-
phique. 

» M. Chasles a contribué à F avancement de la Géo-
métrie pure, non-seulement par les trois ouvrages com-
plets auxquels nous avons déjà fait allusion, mais encore 
par la publication d'un grand nombre de Mémoires de 
moindre étendue. Les suivants, qui ne sont pas les seuls 
dignes de remarques, méritent d'être signalés. 

)) Le Mémoire sur les projections stéréo graphiques 
convertit une méthode emplovée primitivement à la con-
struction des cartes en un puissant instrument de trans-
formation géométrique. Deux savants Mémoires sur les 
cônes du second ordre et sur les coniques sphériqties, 
grâce à la traduction faite en i84i par M.leD"^ Graves, de 
Trinity College (Dublin), a exercé une influence directe 
sur la Géométrie pure dans notre pays. Le Mémoire sur 
le principe de correspondance entre deux objets va-
riables nous a mis en possession d'un principe de la plus 
grande utilité dans les recherches de Géométrie supé-
rieure. Dans plusieurs autres Mémoires, la méthode d'en-
gendrer les courbes d'ordre supérieur par les faisceaux 
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homographiques des courbes d'ordre inférieur est ame-
née à sa perfection, et conduit à de nouvelles pro-
priétés des courbes planes du troisième et du quatrième 
ordre. La théorie des courbes non planes, spéciale« 
ment de celles des troisième et quatrième ordres, a son 
origine, pour la plus grande partie, dans les Mémoires 
de M. Chasles, et la science moderne de la Cinéma-
tique lui doit deux Mémoires remarquables sur les dé-
placements finis et infiniment petits des corps solides. Le 
problème de l'attraction des ellipsoïdes, devenu célèbre 
par les recherches de New^ton, de Maclaurin, d'Ivory, de 
Legendre, de Lagrange, de Laplace, a reçu de M. Chasles 
la première solution synthétique complète. C'est dans ce 
problème qu'apparut pour la première fois l'idée de sur-
faces confocales du second ordre dont la théorie a été 
depuis si grandement perfectionnée. 

)) Le premier volume d'un quatrième ouvrage de 
M. Chasles, Traité des Sections coniques, a paru cette an-
née (i 865)-, c'est une suite à la Géométrie supérieure, et les 
trois principes que nous avons rappelés y ont trouvé leur 
champ d'application le mieux approprié. On attend avec 
d'autant plus d'intérêt l'apparition du second volume de ce 
Traité, qu'il doit contenir l'exposition complète des admi-
rables recherches sur les sections coniques par lesquelles 
M. Chasles vient de couronner sa carrière. Ces recher-
ches, dont un court aperçu a déjà paru l'année dernière 
dans les Comptes rendus, nous a mis en possession d'une 
méthode entièrement nouvelle, dont la nature et l'utilité 
peuvent être rendues intelligibles, même à ceux qui n'ont 
pas fait une étude spéciale de la Géométrie moderne. 

» Cinq conditions suffisent en général pour la déter-
mination ou la construction des courbes appelées com-
munément sections coniques, et dont l'hyperbole, la pa-
rabole et l'ellipse sont des espèces. La nature de ces cinq 




