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I B V I L L I S ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES 
LETTIIE SUR LE THÉORÈME DE PYTHAGORE. 

Monsieur le rédacteur, 
Vous m'avez fait l'honneur de me demander, en faveur 

de vos jeunes lecteurs, un aperçu historique sur ce fa-
meux théorème portant le nom de Pylhagore qui 
consiste en ce que Le carré construit sur Vhypoténuse 

i*) Le plus illustre et le plus ancien des philosophes de la Grèce: il 
vivait vers le milieu du vi® siècle avant J . -C. 

Pour satisfaire à votre demande, je vous proposerai Tétymologie su i -
vante du nom de Pylhagore. nt/0a^op«c peut Be déduire: du mot 
UuÙceY, Python, nom du serpent combattu et tué par Apol lon, d'où 
l'adjectif générique <nuf)ioçy puis le surnom Ilt/ôioc, Pythien, donné à 
Apollon, et enfin UuQcic, Delphes, ville consacrée à Apollon Pythien au nom 
duquel s'y rendaient, comme on le sait , des oracles célèbres dans toute 
la Grèce; 2® du mot ¿^opft/c»,, haranguer, parler en public, d'où le dérivé 
verbal ct'yopxç qui , toutefois , n'existe point i solément , et dont le sens 
serait celui d'oraleur, d'homme qui parle en public. 

Ainsi, par analogie avec lE.ùv.yiipctç, (¡uiparle bien, TltuTCf-yopon, qui parle 
sagement, et d'autres noms analogues, de même que Xptxr/xityopïiç (forme 
poétique et ion ienne) , pour signifie ce/ut qui prononce des 
oracles, ou qui parle comme Voracle, de même UuQcLyôpocç peut , à la ri-
gueur, s'interpréter : celui qui parle comme Apollon Pyihien ou au nom 
d'Apollon Pyihien, le Verbe, la Voix d'Apollon Pythien. 

On interpréterait d'une manière analogue les noms A' Ottvxy opuc, Atetyopxç, 
lif>p.ciySp9iÇy etc., où figurent, au lieu du surnom d'Apollon, les noms de 
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d'un triangle rectangle est équivalent à la somme des 
carrés construits sur les deux autres côtés. 

Plusieurs auteurs modernes ont traité cette ques-
tion {*), et je n'aurai, pour vous satisfaire, que bien 
peu de chose à ajouter à leurs récits. 

Commençons par lé dire^ il y a beaucoup d'exagéra-
tion dans la manière dont on raconte les détails mer-
veilleux de cette célèbre découverte, et la part qui en 
revient à l'illustre philosophe, si l'on s'en rapporte aux 
témoignages les plus dignes de foi, doit sans aucun doute 
être de beaucoup réduite. 

Clavius, géomètre du commencement du xvii® siècle 
[Euclidis elementorum Z/&nXV,etc. Francofurti^ 

Minerve, de Jupiter, de Mercure, etc. (Conf. L E T R O N N E , Mémoire sur les 
noms propes grecs. Académie des Inscriptions et Belles-Lettres, tome XIX , 

partie. ) 
Observons d'ail leurs, comme confirmation partie l le , que suivant Mal-

chus ou Porphyre ( Vie de Pyihagore, chap. II, p. 5; Amsterdam, 1707) , 
lequel invoque l u i - m ê m e le témoignage d'un certain Apollonius (Apol lo-
nius de Tyane si l'on s'en rapportait k Suidas, mais ceci n'est rien moins 
que certa in) : suivant Malchus donc, la mère de Pythagore se nommait 
Pythaïs, et son père naturel était Apollon l u i - m ê m e , bien qu'il eût 
Mnésarque pour père putatif. 

(*) Voyez principaleipent E. H. Stôber : Disserlatio mathemgitica de 
theo remate pythagorico j Argentor., 1743. — Voyez encore F.-Chr. Jetze: 
Diss. inaug. philos, mathematica sistens theor. Pythagorici demonstr. 
plures; Halae-Magd., 1 7 5 2 . — J . - W . Müller: System, zusammenstell , der 
wichtigen bisher bekannten Beweise des Pythag. Lehrsatzes; N ü r n -
berg, 1819.— J.-J.-I. Hojfmann: Der Pythagor. Lehrs. mit 32 theils 
bekannten, theils neuen Beweisen; Mainz, 1821. 

Au reste, ces trois derniers auteurs s'occupent presque exclusivement 
de démontrer le théorème par divers moyens , à l'exception toutefois de 
Müller, qui traite succinctement de l'historique en suivant Stoëber. Quant 
aux démonstrations diverses, celui-ci en donne qviinze, Jetze vingt-trois, 
Müller d ix-hui t , sans compter les cas particuliers, les généralisations, r e -
marques , etc., et Hoffmann trente-cinq, en comptant trois démonstrations 
postérieurement ajoutées. On peut voir encore J.-G. Camerer: Euclidis 
Elem. libri 6 priores, gr. et lat. ; Berl in, 1824.'On y trouvera, tome I , 
page 443, plusieurs démonstrations non comprises dans les précédentes. 
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me paraît s'être fait une idée assez juste à cet égard 5 et 
je commencerai, pour fixer les idées, par rapporter ses 
propres paroles, ou du moins une tfaductioii, aussi 
exacte qu'il m'est possible de la faire, du passage qui 
exprime son opinion : a L'invention, dit-il, de ce beau, 
)/ de cet admirable théorème, est attribuée à Pythagore, 
» qui, comme l'écrit Vitruve au IX'̂  livre de son 
» Architecture^ offrit un sacrifice aux Muses en recon-
» naissance de la brillante découverte qu'elles lui avaient 
)) inspirée. Quelques auteurs pensent qu'il immola 
» cent bœufs mais, s'il faut s'en rapporter à Pro-
» dus c'est un bœuf seulement qu'il oifrit. Or, 
» probablement, comme on le croit, ce fut l'étude des 
» nombres qui conduisit P.ythagore à la découverte de son 
» théorème. C'est-à-dire qu'ayant considéré avec une pro-
» fonde attention les propriétés des nombres 3, 4 ̂  5 , et 
» ayant observé que le carré numérique du plus grand 
>) d'entre eux était égal aux carrés numériques des 
)) deux autres, il forma un triangle scalène dont le plus 
» grand côtaétait divisé en cinq parties égales,, le plus petit 
» en trois parties égales aux premières, et, enfin, le côté 
)> moyen en quatre des mêmes parties. Puis,-cela fait, il 
» examina l'angle compris entre ces deux derniers côtés, 
» et reconnut que c'était un angle droit. Il remarqua la 
» même propriété dans beaucoup d'autres nombres, 

( * ) Vitruve vivait au commencement de notre ère. 
( **) C'est pourquoi le théorème était anciennement connu sous le nom 

à'hécatomhe, ou de théorème des cent bœufs. On l'a appelé aussi le maître de 
la mathématique, et plus s implement et par excellence le théorème de 
Pythagore. 

(***) Philosophe et commentateur, vivait au mil ieu du v® siècle do 
notre ère. Il a fait (en grec) , sur les Éléments d'Euclide, quatre livre» de 
commentaires qui ont été traduits en latin par Barocci (Padoue , iSeo ) . * 

(****) C'est-à-dire à la somme des carrés. Cette inexactitude de lan-
gage est fréquente chez les Anciens. Que la remarque en soit faite ici une 
fois pour toutes. 
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» comme 6, 8, 105 9, 12, etc. C'est pourquoi il 
» jugea convenable de rechercher si, dans tout triangle 
» rectangle, le^arré du côté opposé à l'angle droi%ne 
» serait pas égal aux carrés des deux autres côtés, de la 
» même manière que tous les triangles dont les côtés 
» étaient entre eux comme les nombres susdits, présen-
» taient un angle droit. Et c'est ainsi qu'à force de re-
» cherches, il parvint, avec une satisfaction indicible, 
» à cet admirable théorème, dont il démontra ensuite la 
» vérité par des raisonnements inattaquables. Cependant 
)) Euclide {*) (liv. prop. 3i) donna à cette même 
)) propriété une extension prodigieuse, en faisant voir 
» qu'elle appartenait également à des figures semblables 
» quelconques, etc. » 

Quant au passage de Vitruve, mentionné par Clavius, 
en voici également la traduction en ce qui regarde la 
partie historique, la seule qui nous intéresse en ce mo-
ment: 

« Pythagore, dit cet auteur, a fait connaître une ma-
n nière de tracer l'angle droit sans employer l'équerre 
yt des ouvriers 5 et cet instrument, que les artistes les 
>f plus habiles parviennent à peine à construire exacte-
» ment, le philosophe, par ses procédés de démonstra-
n tion, nous explique une méthode pour le tracer dans 

(* ) Célèbre géomètre de la fin du iv® siècle avant J . - C . , auteur des 
Éléments de Géométrie qui forment la base de l'enseignement de cette 
science dans toutes les écoles. Proclus', dans son commentaire cité plus 
haut (page 7 ) , énumère (k la page 19) , à partir de Thalès, non pas treize 
auteurs d'Éléments qui auraient précédé Eucl ide, comme Delambre le dit 
k tort dans une note surajoutée k l'article que Daunou a consacré k P r o -
clus dans la Biographie universelle de Michaud, mais bien vingt-deux au-
teurs qui avaient écrit sur la géométrie et sur son histoire. Plusieurs 
parmi eux rédigèrent des Éléments: Hippocrate de Chio, inventeur de 
la quadrature des Lunules qui portent son n o m , fut le premier de tous 
(v® siècle avant J . - C . ) ; vient ensuite Léon, maître de Néoclide, Theudius 
de Magnésie, et peut-être encore d'autres. 
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)) la perfection. Cette méthode consiste à prendre trois 
» règles 5 Tune de trois pieds, une autre de ^ I t l r e , et la 
)) troisième de cinq, etc. » 

Vitruve énonce ici les propriétés des aires carrées con-
struites sur les trois côtés du triangle rectangle formé par 
les trois règles-, et il termine en disant que a Pythagoré, 
» ne doutant pas que sa décotîverte ne fût une inspira-
» tion des Muses, leur offrit les plus grandes actions de 
)) grâces, et même, à ce que Ton dit, leur sacrifia des 
)) victimes. » 

Telles sont les paroles de Vitruve. Mais allons plus 
loin, et voyons ce que d'autres auteurs disent de cette dé-
couverte de Pythagore, ainsi que de diverses autres in-
ventions également attribuées à l'illustre philosophe. 
Voici la version de Plutarque (qui vivait un siècle après 
Vitruve), dans le livre où il montre Que Von ne saurait 
'vivre heureux en suivant la doctrine d'Épicure : « Py tha-
» gore, dit-il, sacrifia un bœuf au sujet d'une figure de 
» géométrie, comme le dit Apollodote : 

« Pythagoras, après qu'il eut trouvé 
» Le noble écrit pour lequel bien prouvé , 
» Il fit d'un bœuf solennel s a c r i f i c e , . . . ( * ) 

» soit qu'il s'agisse ici de la proposition suivant laquelle 
» la puissance de l'hypoténuse est égale à celles des 
» côtés de l'angle droit, soit du problème relatif à Vaire 
» delà parabole » 

On voit ici mentionnée, sous le nom de Pythagore, 
la quadrature de la parabole. Diogène de Laërte, venu un 
siècle après Plutarque, en répétant Tépigramme 

O Trad, d'Amyot. 
(**) Le mot iTuvz/ziç, puissance, signifie ici le carré.' 
(***) Pour le sens de ce m o t , voyez Proclus, dans son Commentaire sur 

le livre d'Euclide, 1. IV, p. 109, scholie sur la prop. 4/,. 
(*''**) En langage moderne , 'épigramme ne signifie pas autre chosc 

^xjl inscription. 
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d'Apollodole, qu'il nomme Apollodore, ne fait point 
mention de la parabole : « Apollodore le logisticien, » 
dit-il [Fie de Pythagore, \ I I I , 12), « rapporte quil 
» sacrifia une hécatombe après avoir trouvé que Fhypo-
» ténuse du triangle rectangle a la même puissance que 
» les deux autres côtés; et, à ce sujet, il cite cette 
» épigramme : Pythagore, etc., » [à peu de chose près 
dans les mêmes termes 

Athénée, contemporain de Diogène de Laërte, répète 
à peu près les paroles de cet auteur, tant pour le récit 
que pour l'épigramme. Notons pourtant en passant, que 
le titre à'arithméticien, â^tOf^fjjtKoç, donné à Apollodore 
dans le récit d'Athénée (éd. Casaubôn, p. 4 i8) , y 
remplace celui de logisticien, xoyta-Ttv.ôç employé par 
Diogène. Or, dans le langage de Platon [voir le 
(iorgias), la logistique, science des rapports, diffère es-
sentiellement de Y arithmétique j science des nombres 
eilectifs. Au surplus, ceci est sans aucune importance 
pour la question qui nous occupe; mais ce qui mérite 
attention, c'est que le même Diogène de Laërte rapporte 
d'après Pamphile que Thalès de Milet , 
(c après avoir appris la géométrie chez les Egyptiens, fut 
)) le premier qui démontra l'inscription du triangle rec-
» tangle dans le demi-cercle, et qu'à cette occasion il 

(*) Voyez encore VAnthologie djs épigramivesgt^ecques, liv. I. 
C*) Signalons encore l'expression jî ÔTroriivova-x {iTXiupà.) TW opQm 

yoovlxyj Vhypotcnuse de l'angle droit, c'est-à-dire le côté qui sous-iend 
Vavgle droit; mais , en général, ces variantes n'intéressent que les he l lé -
nistes de profession. 

(***) Florissait du iv® au v® siècle avant notre ère. 
(****) Femme célèbre qui florissait sous Néron. 
(*****) Le plus ancien des mathématiciens grecs, philosophe et astro-

nome; il vivait au commencement du vi® siècle avant notre ère. C'est l u i , 
dit Proclus dans son Commentaire ( page 19), qui enseigna aux Grecs la 
géométrie dont il avait acquis la connaissance en visitant l'Égypte. 
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)) sacrifia un bœuf; mais qu'au reste d'autres auteurs, 
» au nombre desquels on compte Apollodore le logîsti-
» cien, attribuent le même/ait à Pythagore. » 

Il y a trop d'analogie entre les deux questions dont il 
s'agit ici, ainsi qu'entre les deux faits attribués à Pytha-
gore par Diogène de Laërte parlant d'après Apollodore, 
pour qu'une confusion entre ces deux faits, très-distincts 
malgré leur analogie apparente, ne soit pas extrêmement 
à craindre. Mais, par compensation, nous pouvons citer 
à la gloire de Pythagore, une troisième découverte géo-
métrique, <( certainement bien plus élégante, , 
» et bien plus digne des Muses, jttovo-iKorîî oy, comme le 
dit Plutarque en la rapportant (Propos de table, liv. VIII, 
q. 2), que celle du théorème relatif au carré de l'hypo-
ténuse : « c'est le théorème ou plutôt le problème dans 
)) lequel, étant données deux figures, on se propose d'en 
» construire une troisième qui soit semblable à l'une des 
)) figures données, et équivalente à la seconde, question 
» pour laquelle on dit aussi que Pythagore offrit un 
» sacrifice » 

Mais, pour en revenir au théorème primitif qui forme 
ici tout notre objet, nous voyons que le témoignage le plus 
ancien, celui de Vitruve, ne mentionne comme apparte-
nant à Pythagore, que la découverte du triangle construit 

(*) y . Eucl ide, liv. VI, prop. 25. — Proclus, au commencement du 
II® liv. de son Commentaire ( p . 1 9 ) , dit généralement que Pythagore rat-
tacha la géométrie à la philosophie, et en fit une science libérale qu i , dès 
lors, fut introduite dans l'éducation. « Il voyait , d i t - i l , les choses de 
fl haut , remontait aux principes, et considérait les théorèmes d'une m a -
ri nière abstraite et dégagée de toute idée matérielle. Ainsi il établit la 
» théorie des quantités incommensurables et celle des fgures cosmiques ») 
(polyèdresréguliers) . Enfin le même Proclus, d'après Eudème le péripa-
téticien (f in du iv® siècle avant J.-C. ) , attribue encore à Pythagore (p. 99), 
ou du moins à son école, la découverte de la trente-deuxième proposition 
du ler livre d'Euclide, savoir, que La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux angles droits. 
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sur les côtes 3 , 4 » 5, triangle qui resta célèbre dans 
toute l'antiquité, à Fexclusion de tout autre, pour ses 
propriétés remarquables et le caractère en quelque sorte 
sacré qu'on lui attribua. Aifisi, outre la propriété com-
mune à tous les triangles rectangles, relative aux carrés 
de ses côtés, son aire est égale à 6 ; et le cube de cette aire 
est égal à la somme des cubes de ses trois côtés {*). Aussi 
est-ce à lui que Platon, au VHP livre de la République, 
fait allusion lorsqu'il cite le triangle dans lequel le rap-
port épitrite, c'est-à-dire le rapport du quaternaire au 
ternaire, est relié par le quinaire : iwlrçHroç TivOf^iv %îvrcih 
avt̂ vytlç. Et il faut voir avec quelle complaisance le prince 
des philosophes développe les propriétés et les rapports 
mutuels de ces nombres 3, 4 ? 5 , 6 , lorsque dans son ar-
deur, plus poétique que philosophique, il va jusqu'à leur 
attribuer une influence fatale sur la destinée des em-
pires. Il faut voir encore avec quel sérieux Aristote , 
cet esprit si positif, entreprend [Polit. V, chap. 12) 
et poursuit comme une œuvre de la plus haute gravité, 
la réfutation des rêveries mystiques de son maître. 11 faut 
voir enfin Aristide Quintilien [de la Musique, 1. III, 
p. i5 i ) , Plutarque en divers endroits [Traité d'Isis et 
d'Osiris, ch. 29; de la Cessation des Oracles, ch. 24), et 
bien d'autres auteurs, célébrer ses perfections, le re-
garder comme le plus beau des triangles, en un .mot, 
le considérer comme le triangle rectangle par excel-
lence 

( * ) F. Stoëber, p. 27 ; et Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, 
'j5 janvier 1841, p. 211. 

( ** ) Disciple de Platon et chef de l'école péripatéticienne, fin du iv® siècle 
avant notre ère. 

Musicographe grec, vers la fin du siècle de notre ère. 
( * * * * ) Néanmoins, dans le Timée, c'est le triangle rectangle isocèle 

que Platon exalte au-dessus de tous les autres. 
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Mais nous possédons un renseignement dont il ne paraît 

pas que l'on ait encore fait usage dans la question histo-
rique que nous cherchons à éclaircir ici, et qui me 
semble pourtant avoir pour sa complète élucida tion, une 
importance décisive. C'est le commentaire de Proclus sur 
la 47® proposition du P*̂  livre des Éléments d'Euclide, 
ayant pour objet précisément le théorème dont il s'agit, 
mais considéré dans toute sa généralité. Il est vrai que 
Proclus, qui florissait vers le milieu du v® siècle de notre 
ère, est déjà lui-même fort éloigné du fait qui nous occupe-, 
mais comme nous le sommes nous-mêmes encore bien 
davantage, il est incontestable qu'à son époque, les ren-
seignements devaient être bien plus nombreux et plus 
surs qu'ils ne peuvent l'être aujourd'hui. Or voici com-
ment s'exprime Proclus dans le commentaire cité : 

« Lorsqu'on entend parler de ce théorème, dit-il, il 
» n'est pas rare de rencontrer des gens qui, voulant mon-
» trer leur science en antiquité, le font remonter à Py-
» thagore, et vous parlent du sacrifice que ce philosophe 
» offrit pour sa découverte. Quant à moi, après avoir 
» rendu aux premiers sages qui en ont reconnu la mérité, 
» tout l'honneur qu'ils méritent, je n'hésite pas à dire 
» que je professe une admiration beaucoup plus grande 
)) envers l'auteur de ces Eléments, non-seulement pour 
» y avoir attaché une démonstration de la dernière évi-

dence, mais encore pour en avoir fait ressortir, en le 
» soumettant à l'irrésistible puissance de sa savante ana-
» lyse, un autre théorème,beaucoup plus général : c'est 
» celui du VP livre (pr. 3i), où il démontre générale-
)) ment que : Dans les triangles rectangles^ toute figure 
» tracée sur Vhypoténuse est égale à la somme des 
» figures tracées sur les deux autres côtés j pourvu 
» quelles soient semblables à la première et sembla-
» Observons, en effet, que tous les 
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» carrés sont semblables entre eux, niais que toutes les 
n figures rectilignes semblables entre elles ne sont pas 
» des carrés : car il y a une similitude propre aux tri an-
)) gles et à tous les autres polygones. Mais dès qu'il est 
» démontré que la figure construite sur l'hypoténuse, 
» soit carrée, soit de toute autre forme, est égale aux 
» figures semblables et semblablement construites sur les 
» autres côtés, il en résulte par cela même une démons-
)) tration plus générale et plus scientifique pour le seul 
» carré. On voit en même temps la raison de la généralité 
» de la proposition démontrée : c'est que la rectitude de 
)) l'angle entraine l'égalité de la figure construite sur 
)) l'hypoténuse, par rapport à toutes les figures sem-
» blables, semblablement construites sur les deux autres 
» côtés, de même qu'une plus grande ouverture de l'angle, 
» quand il est obtus, entraine la supériorité de la pre-
» mière figure, et qu'une plus petite ouverture de l'angle, 
» quand il est aigu, entraine l'infériorité. Mais il ne s'agit 
» pas de savoir comment se démontre le théorème du 
)) VP livre*, c'est ce que l'on verra en son lieu. Quant à 
)) présent, bornons-nous à examiner comment la propb-
)) sition actuelle peut être vraie, sans davantage nous 
» occuper de généraliser, puisque nous n'avons encore 

rien enseigné sur la similitude des figures planes, ni 
)) rien démontré entièrement sur les analogies (propor-
» tions). Au reste, beaucoup de questions que nous 
» avons ainsi traitées partiellement, ont pu être géné-
)) ralisées par la même méthode, tandis que l'auteur des 
» Eléments les démontre p'ar la théorie commune des 
)) parallélogrammes. 

» Comme il y a deux sortes de triangles rectangles, sa-
voir, des triangles isocèles et des triangles scalènes,^par-

» Ions d'abord des premiers. Mais il est impossible, dans 
ii ces sortes de triangles , de trouver des nombres entiers 



» qui s'accordent avec les côtés : car il n'y a point de nombre 
» carré qui soit double d'un autre nombre carré, à moins 
» qu'on ne veuille dire que c'est à une unité pîés, comme 
» le carré de 7, qui est le double du carré de 5 diminué 
» d'zm. Dans les triangles scalènes au contraire, il est 
» possible de trouver des nombres convenables : car nous 
» avons démontré avec évidence que le carré de l'hypo-
» ténuse est égal à la somme des carrés des côtés qui 
» comprennent l'angle droit; et nous avons un exemple 
» d'un pareil triangle dans le Traité de la République, 
» où les deux côtés de l'angle droit étant 3 et 4, l'hypo-
» ténuse vaut 5. En effet, le carré de 5 est 25, nombre 
)) égal à la somme des nombres 9, carré de 3, et 16, carré 
)) de 4- Ainsi la question considérée dans les nombres 
)) est suffisamment éclaircie. Or, la tradition nous a con-
» servé certaines méthodes pour trouver de pareils trian-
» gles; l'une d'elles est attribuée à Platon, une autre à 
» Pythagore. Dans celle-ci, on commence par prendre 
» un nombre impair pour représenter le petit côté de 
» l'angle droit; on l'élève au carré; en retranchant une 
» unité et prenant la moitié, on a pour résultat le plus 
» grand des deux côtés de l'angle droit ; au contraire, en 
» ajoutant une unité au carré et prenant la moitié, on à 
» l'hypoténuse. Ainsi je prends le nombre 3 ; j'en forme 
» le carré, j'ai 9; je retranche 1, j'ai 8; je prends la 
)) moitié, j'ai 4 : c'est le grand côté de l'angle droit. Je 
» reprends le carré 9 et j'ajoute i , j'ai 10; je prends la 
» moitié, j'ai 5 : c'est l'hypoténuse; et j'ai un triangle 
)) rectangle formé des côtés 3 , 4 , 5 . 

» Dans la méthode de Platon, on commence par des 
» nombres pairs. Prenant donc le nombre pair donné, 
» on le pose comme l'un des côtés de l'angle droit, puis 
» on le divise par 2 et l'on forme le carré de la moitié ; 
» en ajoutant une unité, on a l'hypoténuse; au con-



( ), 
» traire, en retranchant une unité, ou a le second coté 
» de l'angle droit. Ainsi je prends le nombrç 4 j je le 
» divise par 2, et je forme le carré, ce qui reproduit le 
» même nombre 4- Retranchant une unité, j'ai 3; l'a-
» joutant, au contraire, j'ai 5; et je retrouve ainsi 
)) le même triangle déjà obtenu par la première mé-
» thode. En effet, c'est la même chose de commencer 
» par 3 ou par 4 ; mais ceci est étranger à la question (*). 

w Quant à la démonstration de l'auteur (la démonstra-
» tion d'Euclide), comme elle est très-claire, je pense 
» qu'il serait superflu d'y rien ajouter, et que l'on peut 
V) se contenter de ce qui est écrit; car toutes les fois que 
» l'on a voulu ajouter quelque chose, comme on le voit 
» dans Héron et dans Pappus , on a été obligé 
» de recourir aux démonstrations du VI® livre, et cela 
)) sans aucune nécessité. Passons donc à ce qui suit. )> 
(Suit le commentaire sur la proposition réciproque.) 

Quoique ce long commentaire contienne beaucoup de 
détails étrangers à la question actuelle, j'ai cru devoir le 
citer en entier, saisissant cette occasion de donner ainsi 
aux lecteurs une idée de la manière de Proclus. Mais il 
présente aussi certaines circonstances qui me paraissent 
résoudre le débat dans le sens de Clavius. On y voit, en 
effets dès le début, que Proclus est loin de regarder Py-
thagore comme étant exclusivement l'auteur de la décou-

( * ) Nous engageons les élèves à réduire en formules algébriques les 
procédés de Pythagore et de Platon. 

(**) Héron d'Alexandrie, célèbre géomètre du commencement du 
H® siècle avant J , - C . , s'est occupé surtoût de la Géométrie pratique. On 
distingue plusieurs géomètres de ce nom. 

( * * * ) Autre géomètre célèbre, de la fin du iv® siècle de notre ère. Il a 
composé , en grec, huit livres de Collections mathématiques, dont une 
grande partie nous est parvenue, mais est encore inédite f la traduction 
latine de cette partie , par Commandin (Bologne, 1660) , a seule été pu-
bliée intégralement. 
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verte dont il s'agit, et surtout comme ayant établi la 
proposition qui en est l'objet, avec le degré de généralité 
qu'elle a dans Euclide; car, bien que ce soit principale-
ment en vue du théorème du VP livre, que cet auteur est 
loué et admiré par son commentateur, il n'en est pas 
moins évident que celui-ci ne se serait pas exprimé 
comme il le fait, si seulement il avait cru pouvoir attri-
buer à Pythagore l'équivalent de la 47® proposition du 
P"̂  livre d'Euclide. Mais ce n'est pas tout : on voit ici 
que Pythagore s'est occupé de la décomposition d'un nom-
bre carré en deux autres nombres carrés, et qu'il a donné 
un procédé (procédé très-particulier) pour trouver des 
nombres satisfaisant à une semblable relation. En y réflé-
chissant un peu, n'est-on pas naturellement conduit à 
supposer que Pythagore, après avoir reconnu les pro-
priétés remarquables d'un premier triangle rectangle, 
aura voulu, pour essayer la généralité du résultat qu'il 
avait obtenu, varier les exemples de triangles qui eussent 
entre eux les mêmes relations que les nombres obtenus 
par le procédé qu'il prescrit, afin de s'assurer empirique-
ment que tous ces triangles étaient également rectan-
gles.̂  Ce procédé n'est-il pas, je le demande, aussi con-
forme à la marche de la science, qu'il l'est à l'opinion 
de Clavius.^ Mais il est bien difficile de croire que, 
n'ayant pas trouvé de formule plus générale pour la dé-
composition des carrés, Pythagore pût avoir acquis la 
conviction mathématique de la vérité du théorème de 
géométrie dont il est question. 

Quoi qu'il en soit, la discussion à laquelle nous venons 
de nous livrer semble devoir assurer à Euclide l'honneur 
d'avoir donné la première démonstration générale et com-
plète de la proposition relative au carré de l'hypoténuse; 
et elle nous montre, par un exemple remarquable, com-
ment les ténèbres que le temps amoncelle autour des faits . 

Atin. de Mnthémat., t . X I . (Janvier i 852 . ) ^ 



en viennent à nous les faire apercevoir sous un aspect et 
une couleur qui rendent la vérité entièrement mécon-
naissable. Et ce n'est pas seulement sur le théorème lui-
même qu'une pareille altération s'est produite ici : on 
peut voir que la même réaction a eu lieu à l'égard de 
cette tradition d'un pompeux sacrifice offert aux dieux, 
tradition restée définitivement attachée au récit de la 
découverte qui est censée en avoir été l'occasion. En effet, 
suivant le récit de Diogène de Laërte, ce sacrifice ne fut 
pas moindre qu'une hécatombe*, mais, d'après Plutarque, 
plus ancien d'un siècle que Diogène de Laërte, nous de-
vons réduire l'offrande à un seul bœuf: et enfin, dans 
d'autres récits plus circonspects encore, on ne voit plus 
employer que les expressions fBovSva-Û  /2ûv%rûifi> ou sim-
plement Ourui, qui, en définitive, en vertu d'une cata-
chrèse, ne signifient absolument plus qu'un sacrifice quel-
conque. Et en effet, « comment veut-on >>, dit Cicéron [de 
la Nature des Dieux, liv. III), « me faire accroire que 
» Pythagore eût pu sacrifier un bœuf en l'honneur des 
» Muses, lorsqu'il est constant, au contraire, qu'il refusa 
)) d'immoler une victime sur l'autel d'Apollon Délien, 
» voulant éviter ainsi de répandre le sang.̂  » 

Cette incrédulité de l'orateur romain, Suidas {*) la 
justifie en ces termes : a Pythagore , dit-il, défendit 
» d'immoler aux dieux des victimes sanglantes : on ne 
n devait se prosterner que devant un autel immaculé. » 

Au milieu de ces contradictions, nous trouvons cepen-
dant un moyen de concilier les témoignages ; et ce moyen, 
c'est Porphyre (ou Malchus, Vie de Pythagore, 

{ * ) Grammairien et compilateur, de la fin dux® siècle de notre ère. 
( ) F. ce mot dans Suidas. 

(***) Il vivait dans la dernière moitié du ni® siècle de notre ère. 
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ch. 36) qui vient nous l'offrir; écoutons cet auteur : 
(( Les sacrifices qui l offrait aux dieux, dit Porphyre, 
» n'avaient rien de cruel. Pour apaiser les dieux, il 
» offrait des pains, des gâteaux, de l'encens, de la 
)) myrrhe, mais jamais d'animaux Les auteurs les 
» plus dignes de foi disent qu'il offrit un bœuf de pâte 
» de froment après avoir découvert que la puissance de 
» l'hypoténuse du triangle rectangle était égale à celles 
» des deux autres côtés. » 

Au reste, ce genre d'offrande ou de sacrifice était d'un 
usage très-commun dans l'antiquité, principalement chez 
les pythagoriciens. Ainsi, au rapport d'Athénée [Banquet 
des Ŝâîĝ i'̂ Vj liv. I, § 3), (( Empédocle d'Agrigente vain-
» queur aux jeux olympiques dans la course des chevaux, 
)) devant, en sa qualité de pythagoricien, s'abstenir de 
» toute nourriture animale, fit préparer un bœuf factice 
)) assaisonné de myrrhe, d'encens et d'autres parfums 
» précieux, et le fit distribuer à la foule assemblée de 
» tous les points delà Grèce pour assister au concours. » 

Philostrate [dans la Fie d'Apollonius l . I , 
di. et, d'après lui. Suidas, parlent dans le même 
sens : « Le bœuf de pâte qu'il fit, à ce que l'on dit, dis-
» tribuer à Olympie sous forme de gâteaux, prouve 
» bien qu'il était de la secte de Pylhagore » 

Ainsi, en résumé, on voit que cette fameuse héca-

( * ) Philosophe qui vivait vers le milieu du v® siècle avant J.-C. 
( ** ) Fin du II® siècle de notre ère. 

Apollonius d e T y a n e , célèbre thaumaturge: milieu du i®^ siècle 
de notre èfe. 

(****) Liebhard, dans une dissertation sur l'angle inscrit dans le demi-
cercle, prétend expliquer le fait en litige en supposant que l'offrande d'un 
bœuf ou de cent bœufs doit s'entendre d'autant de pièces de monnaie sur 
lesquelles les Athéniens représentaient un b œ u f , dont , par suite , elles 
prenaient le nom. 
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tombe, sur laquelle on a fait tant de commentaires, se 
réduit à un bœuf— de pain d'épice. 

Agréez, monsieur le rédacteur, etc., 
A . - J . - H . V I N C E N T , 
De rinst i t i i t national. 

P. S. — Je crois devoir ajouter ici une Note relative 
à la décomposition d'un nombre carré en deux autres 
nombres carrés, problème dont il a été parlé plus haut. 
Nous avons dit que la solution de Pythagore était tî ès-
particulière'y celle de Platon, qui la complète sous un 
certain rapport, l'est également. M. Biot, dans deux ar-
ticles sur les Gromatici veteres (Arpenteurs romains) , 
insérés aux cahiers d'avril et mai 1849 du Journal des 
Savants, a donné, sur la généralisation de cette solution, 
des détails curieux que nous devons recommander aux 
lecteurs. L'illustre géomètre a également traité la ques-
tion, mais avec plus de détails, dans les Comptes rendus 
des séances de V Académie des Sciences (7 mai 1849). Il } 
rappelle la Sa*" proposition du livre de Diopliante (*), 
qui a un but analogue, et la page 4^^ du remarquable 
ouvrage de M. Chasles, intitulé : Aperçu historique sur 
l'origine et le développement des méthodes en géométrie. 
Ce savant mathématicien donne dans son ouvrage, unĉ  
règle de Brahmegupta (**), qui revient à celle de Dio-
phante, et comprend comme cas particuliers les deux 
règles données par Pythagore et Platon. Enfin, M. Poinsot 

( * ) Célèbre mathématicien grec du iv® siècle de notre ère. On a de lui 
six livres ( sur treize qu'il avait composés ) de quest ions arithmétiques , el 
un livre sur les nombres polygones. Ils ont été publiés pour la première 
fois par Bachet de Méziriac ( P a r i s , 1621), et depuis , avec de savants com-
mentaires , par l'illustre Fermât ( Tou louse , 1670). 

( ** ) Géomètre indien du vi® ou vn® siècle de notre ère. 



( 2 1 ) 
(même séance de l'Académie des Sciences) a donné, pour 
la décomposition d'un carré en deux autres, une méthode 
aussi générale que simple. 

A cette occasion, je me permettrai d'indiquer aussi une 
méthode très-générale, qui, en ne distinguant ni les nom-
bres pairs des nomt)res impairs, ni le plus petit et le plus 
grand des deux carrés partiels, a, par conséquent, l'a-
vantage de les traiter symétriquement. 

Pour satisfaire à l'équation 
-h y - = z', 

faisons 
X — l- n, x=z A b , z k a-i- b 

la transformation sera toujours possible (*) : car, de ces 
relations, on tire 

a = z — X, b z — X , /Î- — jT-h/ — 

valeurs entières et positives en même temps que x, j , 
Substituant dans l'équation proposée, on a, toute sim-
plification faite, 

lab. 

Il suffit donc, pour avoir toutes les solutions de la ques-
tion, et, par conséquent, tous les triangles possibles en 
nombres entiers, de prendre pour k tous les nombres 
pairs possibles, et de décomposer k̂  de toutes les manières 
possibles en deux facteurs dont l'un devra être fait égal 
k ia (ou et l'autre à b (ou a). Comme, d'ailleurs, 
on peut se borner à. chercher les triangles primitifs, c'est-
à-dire les triangles dont les côtés sont représentés par des 
nombres premiers entre eux (car les autres se ramènent 
à ceux-là), on aura égard aux seules décompositions dans 
lesquelles les facteurs de /r̂  sont premiers entre eux, et 

( EUe est également applicable à 1 équation x'» ^ j m — 
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par conséquent l'un pair et l'autre impair. Avec cette 
restriction, Fun des nombres a on et par suitè l'un 
des côtés de l'angle droit, x ou est lui-même toujours 
nécessairement pair et Tautreimpair, et par suite, ou 
l'hypoténuse, est toujours impair. 

Par exemple, soit 
k=i=:'2f d'où û = b = i : 

il en résulte 

Soit encore 
/ i = 4 î a = s y b == i : 

il en résulte 
12, j ~ 5, 2 = ï3. 

Et ainsi de suite. 
L'hypothèse k 6 donnerait les deux triangles 8, i5 , 

17, et 7 , 24, i^Sj etc., etc. 

EXTRAIT mm LETTRE ADRESSÉE A M. TERQllEM, 

PAR M . J . - A . S E R R E T , 

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 

(( J'ai eu plusieurs fois Toccasion de constater, en fai-
» santles examens d'admission à l'École Polytechnique, 
» que les candidats ne connaissent que des démonstra-
» tions défectueuses, à tous égards, des formules sur 
» lesquelles repose la construction des Tables de loga-
)) rithmes. Peut-être jugerez-vous utile, au point de vue 
» de l'enseignement, et dans l'intérêt des candidats, de 
y> publier les détails que je vous envoie à ce sujet. » 
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1 . 

Développement en série de — 1 (i — u) , oii u est un 
nombre positif inférieur ai. 

Soit X une quantité que nous ferons varier depuis 
X = o jusqu'à x= u'^ u est une constante positive in-
férieure à I. Posons 
( , ) / ( . r ) : = - / ( ! - a ; ) 

la dérivée f (x) de f ( x ) a pour valeur et l'on 

peut écrire 

( 2 ) f RZR I - H .R -F- H- . . . + H 

Posons aussi 

et désignons par [x] la dérivée du polynôme 
on aura 
(4) I . . 

En retranchant l'équation (4) de l'équation (2), il vient 

1 X 

Le second membre de cette équation est positif, et il est 

moindre que tant que x n'est pas égal à m; on a 

donc 

(5) 

(6) 

[* ] La caractéristique l désigne exclusivement les logarithmes népériens, 
c'est-à-dire ceux dont la base est e = 2.71828 
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Ces inégalités montrent que les fonctions f { x ) — 9 [x) 

et f { x ) — __ -y sont, la première 

croissante, la deuxième décroissante, quand x croit de o 
à M. En eifet, la première de ces fonctions a une dérivée 
constamment positive (inégalité 5 ), tandis que la deuxième 
a une dérivée constamment négative (inégalité 6). D'ail-
leurs les fonctions dont il s'agit sont nulles pour j: == o , 
donc, pour x = 11 ^la première est positive et la deuxième 
est négative. Ainsi on a 

ou 

c'est-à-dire q u e e s t égal à ^{u) augmenté d'une 

quantité positive moindre que ^^ ^ ^^^ ^ Î cettequan-
¿¿n-hi 

tité peut évidemment se représenter par 0 -, — , 
^ r r (^n-^i) { i u ) 

en désignant par 9 une fraction comprise entre o et 1. 
D'après cela, on a 

ou 

2 3 n (/2-f- i)(i — u) 

La quantité u étant inférieure à i , on voit que 
B 1 —^—^ ^ tend vers zéro a mesure que n augmente (/?-f-i)(i — M) ^ ^ ® 

indéfiniment. On a donc 



formule dont le second membre est une série convei^ente, 
tant que l'on a « < 1 . 

n . 

Développement en série de\{i 
où u est un nombre 

positif égal ou inférieur à i. ^ 
Soit X une quantité variable entre les limites o et M ; 

u est une constante positive égale ou inférieure à i . 
Posons 
(i) = 

la dérivée f'{x) de f { x ) a pour valeur ^ ̂  et Ton 

peut écrire ces deux égalités, ^ 

(2) 

I -i-x 

Posons aussi 
/ r\ \ / V X X ^^ I (3) + . ± - , 

et désignons par (f'[x) la dérivée du polynôme 9 (x) ; 
nous aurons 

(4) ^'{x) Z=zl^x -i-x'—. . . ±.2;«-'. 

En retranchant Féquation (4) de chacune des équations (2), 
on obtient 

- •) 

(6) = 

I -+-

Les seconds membres de ces deux équations sont de signes 
contraires ; par conséquent, les deux fonctions f (x ) — 9 (x) 



( 
Ci f ( x ) — 9 (x) ±: ^ ^ ? ayant leurs dérivées de signes 

contraires, sont Tune croissante, l'autre décroissante, 
quand x croit de o à u. Or les deux fonctions dont il 
s'agit sont nulles pour .r == o ; donc, pour x = u^ elles 
sont de signes contraires. On a donc 

ou 
/ ( a ) — (p(t t )<0, 

Dans les deux cas on peut écrire, en désignant par B un 
nombre positif inférieur à i , 

0 ' 

c'est-à-dire 

( 7 l [ l -^il)z=z . . . ± - z p 

La quantité u étant égale ou inférieure à i , ^ ̂  ^ tend 

vers zéro, à mesure que n augmente indéfiniment. On 
a donc 
/nx If . U lÛ lÛ (8) Z ( , = 

formule dont le second membre est une série convergente 
tant que l'on a u < ^ i o u M = : i . 

Remarque. Il résulte, de ce qui précède, que l'on a 

pour toute valeur u àe x comprise entre — i et i . 



Cette formule a lieu encore pour .r = i , et même pour 
j:== — I , car, dans ce . cas, les deux membres sont 
infinis. 

Calcul des logarithmes népériens. 

Reprenons les deux formules 

U u^ u^ 

il vient, en ajoutant et observant que 

I -4- tt lu û  û  

^ ^ I — M \ I 3 5 

La quantité | ^ étant plus grande que r , posons 

I 4- w h N A 
d'où 

_ h 

l'équation ( i ) devient, en observant que 
N 4-

(2 ) 

Cette formule, où N et h désignent deux nombres positifs 
quelconques, permet de calculer / ( N + A ) quand on 
connaît /N. 
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Si Ton néglige, dans le second membre de l'équation {2), 

tous les termes qui suivent 2 -—̂  r?——- , > Ter-
^ ( 2 / - 4 - 1) ( 2 N hY'-^ ' 

reur commise sera évidemment moindre que 

1 + 

c'est-à-dire moindre que 
¿-4-3 

{ - J l V -
2N-

2 ( 2 / -h 3)N (N H- A ) ( 2 N -t- hY'^' 

En particulier, si Ton néglige, dans la série de Téqua-
tion (2), tous les termes qui suivent le premier, et que 
Ton écrive simplement 

(3) = 

Terreur commise sera moindre que rm;:̂  r\ ' 

et, à plus forte raison, moindre que g ^^^ • 

En faisant N = i et /i = i dans Téquation (2), on 
obtient 

11 - ^ (3 3.33 7 . 3 ' • •) 

ce qui donne, en prenant neuf décimales, 
12 = 0,69314^180. 

Le logarithme de 2 étant connu, la formule (2) per-
mettra de calculer successivement les logarithmes népé-
riens de tous les nombres entiers. 

Faisons, par exemple, N = 8 et /i = 2 dans l'équa-
tion (2) ^ il vient 

/IO = /8 4-
3 9 / 

Cette formule donne la valeur de / == i o, car / 8 = 3 / 2^ 
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on trouve, en prenant neuf décimales, 
/10 = 2,3O2585O93. 

I V . 

Calcul des logarithmes vulgaires. 
Le module M des logarithmes vulgaires est l'inverse 

du logarithme népérien de lo ; on a donc 

^ 2,3O2585O93' 
ou, en effectuant la division, 
( I ) M = 0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 2 . 

Le module une fois connu, il est aisé de calculer les 
logarithmes vulgaires des nombres. En eifet, les loga-
rithmes vulgaires, que nous dénoterons à l'aide de la 
caractéristique log, s'obtiennent en multipliant par M 
les logarithmes népériens; par conséquent, l'équation (2) 
du paragraphe précédent donnera 

En faisant A = i , cette formule devient 

(3) log(N-M)=:logN-{-2M 2 N-n-i 3(2Nh-I)3^ 
A l'aide de cette équation (3) on pourra calculer succes-
sivement les logarithmes des nombres compris entre i et 
10, ou entre 100 et 1000, ou généralement compris entre 
deux puissances quelconques de i o. 

On abrège considérablement les calculs en faisant usage 
de la méthode des différences, dont nous n'avons pas à 
parler ici. Les calculateurs qui ont construit les Tables 
que nous possédons, ont employé les équations (2) et (3), 
ainsi que quelques autres qui se déduisent de celles-ci par 
des transformations faciles, et qui renferment des séries 
plus convergentes. Si, par exemple, on remplace N par 
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N« — I ^ dans 1 équation (3), elle devient 

ou 
I logN 

I l ) 

I (4) 

La série qui entre dans le second membre de cette équa-
tion (4) est très-convergente; en se bornant au premier 
terme de cette série, Terreur que Ton commet ne peut 
affecter la dixième décimale, si N est égal ou supérieur 
à 20. L'équation (4) peut Servir à calculer log (N i) 
quand on connait logN et logN—i ; elle donne aussi 
le moyen de calculer successivement les logarithmes des 
nombres premiers. En effet, supposons que IN soit un 
nombre premier, et que les logarithmes des nombres pre-
miers inférieurs à N soient connus; l'équation (3) fera 
connaître log N, car N -}- i et N — i étant des nombres 
composés de facteurs premiers inférieurs à N, leurs loga-
rithmes s'obtiendront par de simples additions. 

Pour calculer les logarithmes des premiers nombres 
2 , 3 , etc., il faudrait prendre plusieurs termes dans la 
série qui entre dans le second membre de celle des for-
mules (2), (3) ou (4) que l'on emploie; mais on peut, par 
des artifices convenables, obtenir pour ces cas particuliers 
des séries beaucoup plus convergentes, dans lesquelles on 
pourra se borner au premier terme, ou aux deux pre-
miers termes. Nous allons en présenter deux exemples. 

P R E M I E R E X E M P L E . On demande le logarithme de 2 

avec dàuze décimales. On fera N = 1000 et /z = 24, 
dans l'équation (2), qui devient 

log .024 = log , 0 0 0 4- [ ¿ I ^ + i ( ¿ l y 



or 1024= l o g i o 2 4 = iolog2, logiooo=:3vdônc 
• 2 M ÎOg 2 = 0,3 -h — 2024 3 

ou 

el il est aisé de voir que les deux premiers termes de la 
série du second membre suffisent pour obtenir log 2 
avec douze décimales. 

SECOND E X E M P L E . On demande le logarithme de 3 avec 
dix décimales. On fera N = 6 5 5 3 6 et h == 7 4 dans l'é-
quation (2)5 qui devient 

/ ni \ log 6561 o log 65536 -4- 2 M • • • 

or 65610 = S'^X 10, 65536= 2*«; donc ^ 

et il est aisé de voir que le premier terme de la série du 
second membre suffit pour qu'on puisse calculer log 3 
avec dix décimales. 

INous nous bornerons aux deux exemples qui précèdent ^ 
mais nous croyons devoir rappeler ici que M. Koralek a 
fait connaître récemment un ptpcédé très-ingénieux qui 
permet de calculer rapidement, avec sept décimales, le 
logarithme vulgaire d'un nombre quelconque compris 
entre i et 10000000. La méthode de M. Koralek exige 
seulement que l'on connaisse le module M et les loga-
rithmes des cinq nombres 2, 3 , 7, 11, i3. 

V. 
Sur la proportion qu'on établit entre les petits accroisse' 

ments d'un nombre et les accroissements correspon-
dants de son logarithme. 
Quand on fait usage des Tables de logarithmes, on 



admet queîei petits accroissements du logarithme d'un 
nombre N ; > l o o o o sont proportionnels aux accroisse-
ments correspondants de N. 

Nous allons démontrer que l'erreur commise, en appli-
quant ce principe, ne peut avoir d'influence sur la sep-
tième décimale du logarithme que l'on calcule. 

Nous avons étiâSî la formule 
u li^ u? \ tt" 

^ ^ L 2 3 ^ « - H I 

où ô est un nombre compris entre o et i . 
Si M désigne le module des logarithmes vulgaires, on 

déduit, de cette formule, 

l o g ( H . - M - - - . . . ^ 
3 N - ^ N - ^ I ) ' 

et, en faisant ~ i, 
/ G log(i ^ 

Posons successivement u = = et désignons 

par a et ê les valeurs comprises entre o et i que prend 
alors 6*, on aura 

i.i iog(N + i ) - l o g N = M ( i - — j , 

(2) 

Désignons par A la différence tabulaire 
l o g ( N 4 - i ) ~ l o g N ; 

et par D la différence 

l o g ( N H - / i ) - l o g N ; 

o n d é d u i r a , d e s é q u a t i o n s ( i ) e t ( 2 ) , 

, ^ a// — 
2^ 
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Or nous supposons fe << 15 « ^̂  — 6/z* est donc, en valeur 
absolue, moindre que i ; M est aussi plus petit que i et 

même plus petit que W est au moins égal à loooo*, 

c'est-à-dire au moins égal à "loooooooo. Donc, en prenant 

D — à/i = o, 

c'est-à-dire en admettant la proportion 

A "" r 
Terreur que Ton commet est certainement plus petite que 
le quart d'une unité du huitième ordre décimal. 

e e s c o i i R S d a g r é g a t i o n a u x l y c é e s , a n n é e m i 
PAR M . D I E U , 

Agrégé, docteur ès sciences. 

COMPOSITION D ANALYSE. 

Le sujet de cette composition a été : 
Trouver Véquation différentielle des courbes planes 

quiy enroulées sur un cylindre droit à base circulaire^ 
donnent des courbes dont le rayon de première courbure 
est constant. 

Montrer que, dans le cas particulier où le rayon de 
première courbure est égal au rayon de la base du cy-
lindre, Vintégration de Véquation différentielle se ra-
mène a une simple quadrature^ et discuter la formule. 

Mais, comme rien ne nous oblige à des restrictions qui 
ont sans doute pour cause la brièveté du temps accordé 

(*) Ce problème a été aussi résolu par M. Moncourt (Eugène) , élève 
de l'École Normale. 

de Maihémat., t. X ï . (Janvier i857..) 3 
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aux candidats 5 nous substituerons à Ténoncé précédent 
celui qui suit : 

Déterminer les transformées planes des courbes tra-
cées sur un cylindre de révolution, dont le rayon de 
courbure est constant, 

a représentant le rayon constant, les coordonnées rec-
tangulaires des points de ces courbes doivent, d'après une 
formule connue, satisfaire à l'équation différentielle 

I [df d^ dzd'yY -Jr [dzd'x dx d'z)\ 

dans laquelle la variable indépendante est quelconque. 
L'axe du cylindre étant pris pour axe des <z, supposons 

qu'on développe sa surface sur le plan z x , à partir de Ja 
génératrice AA', et soit Mj la position que prend le point 

M (o:,y, z) qui se projetait en M' sur xy. Désignons par 
(p l'angle M'OX, par ^, y? les coordonnées de Mj relative-
ment à AX et AA', prises pour axes de coordonnées dans 

le plan zx, enfin par R le rayon du cylindre. 
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On peut regarder Tare R(p = | comme la variable in-

dépendante de Téquation (i) , et, à ce point de vue, de 
ji==Rcos(p, j=:Rsin<p, 

on tire . 
i/à; =r —. sin dy = 

D'ailleurs, il est évident que 
ciz = dn^ et ds'z=z d^^-h 

D'après ces formules, l'équation (i) donne 

(2) [dV dn^) dV -hKHd^riYd^^ = dn^f, 

qui représente les transformées planes, et de laquelle on 
déduit 

<3. - ( ! • ) = < • 
en posant 

d-n 

a} R» 

Les deux valeurs de ^ ? données en général par cette 

équation, deviennent égales et en même temps nulles, 
pour celles de y?' qui sont déterminées par 

(4) , + 

et comme ces dernières valeurs, savoir, 

sont constantes, de telle sorte qu'on en tire dn' 

3. 
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Féquatioii (4) est une intégrale singulière de Téqua-
tion (3), pourvu qu'elle ne rentre pas dans l'iptégrale 
générale. 

Quoi qu'il en soit, l'intégrale générale de Féquation (4), 
qui est . 

const., 

satisfait à l'équation (3), et elle donne, en prenant 

devant ^ : 

Si a ^ R , deux droites correspondantes aux hélices 
coupant les génératrices du cylindre sous l'angle dont le 

cosinus est y / ^ ^ dont deux se croisent en chaque 

point de sa surface ; 
2®. Si ¿2 = R, une parallèle à A^ correspondante aux 

sections circulaires auxquelles les hélices se réduisent 
quand l'angle atteint 90 degrés -, 

3^. Si a est infini, une perpendiculaire à A ̂  corres-
pondante aux sections rectilignes sur lesquelles on doit 
tomber quand l'angle est nul. 

L'équation (3) étant du premier ordre, on peut immé-
diatement prendre W pour variable indépendante. Si l'on 
pose 

de sorte que tp désigne l'angle qu'une parallèle meiaée de 
l'origine A, à une partie déterminée de la tangente en 
chaque point , y?) de la courbe, fait avec A | , on trouve 
facilement 

(5) 
y » — 



rh) 
à quoi il faut joindre 

(6) = . — . ^ . ^ 

en prenant ensemble, soit les signes supérieurs, soit les 
signes inférieurs. 

Quelle que soit la valeur du rapport^, r\ ne peut s'ex-
primer sous forme iîpie, en fonction de tp, que par une 
intégrale définie ou par les notations des fonctions ellip-
tiques ? ^ ^ ^ ? il en est de même de J ; et seulement 

lorsque a = R, ^ s'exprime par un logarithme. 
I®. Soit a > R . ^^ étant le plus petit arc positif dont 

, . . / R dr, . . . , Je cosinus soit y ^ ^ ^^^^ imaginaires pour les 

valeurs de tl' de o à (p', réels pour les valeurs de tp' à 
TT — puis redeviennent imaginaires quand dépasse 
cette dernière valeur à laquelle on peut s'arrêter. 

En posant, pour abréger, 

v / 
on a 

( 7 ) ^ = 
•^cos^ rfl}/, 

et 

(8) . = 

c et c'désignant deux constantes arbitraires, qui sont les 
valeurs de ^ et yj pour ^ = 

Si l'on considère premièrement le signe -H devant les 
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intégrales définies; lorsqu'on fait croître ^ de à - 9 ^ et yj 

croissent depuis les valeurs c et jusqu'à de certaines 

valeurs d el d' [D]; et lorsque ^ croit de - à TT — | 

décroit de ¿Z à c , tandis que >5 continue de croître jusqu'à 
c^-h 2 [d'— c') = c' [E]. En effet, on a, d'une 
part , 

t 

Jr ' ^ - ^ cos r ^ cos^.d-^ 

'j 'i 
d'où 

X — 
e t , d'autre part, 

2 
d'où 

La courbe a donc un arc qui va de C à E , à droite de CE 
parallèle à A y?. Cet arc tourne sa concavité vers la corde 
CE. et ses deux parties CD, DE sont égales, car l'incli-
naison de la tangente sur la corde CE est égale à ~— ^^ 

au point C, diminue jusqu'en D, où elle devient nulle, 
puis reprend de D à E , dans un ordre inverse, les mêmes 
valeurs que C à D. Si l'on passe du signe + au signe — 
devant les intégrales- définies des équations (7) et (8), 
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pour une même valeur de ^ — c et m — c changent 
seulement de signes ; la courbe a donc un autre arc CD'E' 
qui , en tournant de i8o degrés dans le plan autour du 
point C, irait coïncider avec CDE, et le point C est à la 
fois un centre et un point d'inflexion. 

Soit ^ et ^ ne deviennent imaginaires 

pour aucune valeur de et il convient de remplacer, 
dans les équations [y) et (8), la limite tp' des intégrales 
définies par zéro. En prenant successivement les signes -4-
et — , les valeurs de ^y depuis zéro jusqu'à TT, donnent 
un arc pareil à EDCD'E', mais les tangentes aux points 
extrêmes sont parallèles à AÇ. Les valeurs depuis TT 
jusqu'à 2 TT donnent un arc égal à celui-là, avec lequel il 
irait coïncider par une demi-révolution autour de la per-
pendiculaire à A ̂ , passant par les points de raccord; et 
cette droite, ainsi que la parallèle menée à Af par le 
point de croisement des deux arcs, est un axe de symé-
trie. Enfin, les valeurs de (p, supérieures à 2 TT , ne donne-
raient rien de plus que celles de zéro à 2 7r, car les inté-
grales définies r et r sontévidem-

Jo ^ Jo ^ 
ment des fonctions de ip, dont les valeurs ne changent 
pas lorsqu'on augmente ij/ de 2 7r. 

G 
^ K 

——— H 

K " r — 
H' : • 

p' 

li 
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3°. Soit fl = R. On a, d'après les équations (5) et (6), 

S -

et 

= c ± J ^ . l o g / ^ 
V^ \ sin / 

(p croissant de zéro à ^ 2 • 

? varie de dboo à e ± — log (y/i i ) ; 

et ^ conlinuant de croître jusqu'À TT, Ç reprend les mêmes 

valeurs dans l'ordre inverse, vj, au contraire, varie tou-

jours dansle même sens depuis c'jusqu'à c'zfcR v ^ . F ^ " ^ ^ 

[notations de Legendre]. D'après cela, en prenant les 
signes -+-, on a la branche GFH; et, en prenant les 
signes —, la branche G 'F 'H ' . De plus, les droites F K , 

F 'K ' , représentées par les équations yj = ^ 

sont des axes de symétrie des deux branches concaves. 
Tune et l 'autre, vers ces droites -, les droites N , P et P ' , 

/ I \ 
représentées par n = c' et y? = c' db R s/2 F ^ ^ j ' ^^^^ 

des asymptotes-, et le point N (c, c ' ) , où F F ' coupe la 
droite N, est un centre. 

Si l'on donne à ^ des valeurs comprises entre ihi: el 
(2 + i) TT [A étant un nombre entier quelconque], | et 
fi sont réels; et étant un arc compris entre zéro et TT , 
^ a des valeurs égales pour — e t = 2 Att-H ^ ^ 
tandis que les valeurs correspondantes de yj diffèrent de 

( - ^ V On a donc, pour ces valeurs de une 
V/2 V V / A / 
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couple de bi anches, avec lesquelles celles qu'on a d'abord 
trouvées iraient coïncider, si on les faisïit glisfer dans le 
plan, parallèlement à A y?, de manière que les coordon-
nées yj s'accrussent toutes de F 

sji \s/2j 
Les courbes que nous venons d'obtenir par la discussion 

sommaire des trois cas que présentént les deux paramèti-es 
a et R , ne cessent pas, en raison de ce que le cylindre est 
de révolution, d'être des transformées de courbes situées 
sur le cylindre, et ayant le rayon de courbure constant a, 

lorsqu'on les fait glisser sur le plan zx^ de manière que 
tous leurs points décrivent en même temps des droites 
parallèles et égales. D'après cela, on peut joindre à l'arc 
EDD'E', trouvé dans le cas de a > R , l'arc ED 'D;E ' , 
symétrique par rapport à EE'; et aux branches infinies 
GH, G'H', trouvées dans le cas de R, les branches 
symétriques par rapport à la perpendiculaire LL' menée 
de N à A^. On peut aussi raccorder les arcs, ou les 
branches infinies, par les points où les tangentes sont 
parallèles entre elles, de telle sorte qu'elles viennent se 
confondre, par le raccord. Toutes les combinaisons que 
l'on imaginera donneront toujours des courbes qui sa-
tisferont aux équations différentielles (3), (5) et (6), et 
l'on pourra les déduire des équations (7) et (8), et de celles 
qui se rapportent au cas de a = R , en changeant les 
constantes arbitraires, les limites des intégrales, ou la 
manière de prendre les signes doubles. 

En résumé, par chaque point M d'un cylindre de 
révolution de rayon R : 

Si il y a deux courbes symétriques par 
rapport au plan du point M et de l'axe du cylindre, qui 
jouissent (outre les deux hélices) de la propriété d'avoir 
le rayon de courbure constant a , pour toute valeur ne 
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dépassant pas - — de Tangle sous lequel la courbe de-
^ fii. 

vra couper en M la génératrice; 

2®. Si a ces deux courbes existent pour toutes 

les valeurs de cet angle, depuis zéro jusqu'à - ; et la section 

droite du cylindre s'y joint, à cette dernière limite, quand 
a == R (il n'y a pas d'hélice). 

Rectification. —Les équations (5) et (6) donnent 
ad-^ 

ds = 

si' 
donc, lorsque a ^ R , Tare 5 ne peut, de même que ^ 

et s'exprimer en fonction de ^ que par une intégrale 
définie ou par les notations des fonctions elliptiques. 
Mais, quand a =r R , on a 

Rd^ 
ds = -- !) 

sin y I - t - cos^ 

et il vient, en intégrant, 

_ _ R . / Y / I — V/2 .COS4<Y 

\ ^ J' 

si Ton prend pour Torigine de Tare .y Tun des points où 
la tangente «est perpendiculaire à A 

Aire. — Soit d'abord a ^ R . Si Ton désigne par 

y;, les coordonnées d'un point N de Tare CDE, par rap-
port aux parallèles menées de C à Ayj, et par A le 
segment compris entre Tare CN, une partie correspon-
dante de CE et la parallèle menée de N à A Î ; on a 

-7 A ^ . ^ C^cos^d é sin 
w 



sin^rfif. f^cos^i 

( 4 3 ) 
en convenant de donner à (p̂ , lorsque a ^ R , la valeur 
précédemment indiquée, et de faire O lorsque 
donc 

Jf 

et, par suite, 

en représentant par A, Faire du segment CDE. 
Lorsque « = R, l'ordonnée, et, par conséquent, Faire, 

peuvent s'obtenir en fonction de Fabscisse par une simple 
quadrature. En effet, Féquation entre ^ et relative à 
ce cas, donne 

sin -ip 
s/'i 

en mettant a au lieu de — 9 afin d'abréger -, par consé-

quent, on a 
sm p̂ = — 1 - , 

puis 
2 v/â 

tang ^ = ± 

et, comme tang = il vient 

», c r t 2 v/2 / , ( ) ' 

lo étant une des deux valeurs de entre lesquelles il faut 

( * ) C'est par la discussion de cette équation que l'on demandait de 
reconnaître la forme de la courbe, dans le cas de <r = R : on trouvera, 
sans difficulté, la forme représentée par la^^. >. 
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que cette variable ne tombe pas pour que y;, soit réelle 

[ces valeurs, déjà trouvées plus haut, sont log (v/a—i)? 

on les obtient ici en résolvan|l'équation 
Enfin, B désignant le segment compris entre un arc FN, 

les parallèles menées à par ses extrémités et la droite 
LL', on a 

B = 2v/2 J 
ho 

Rc^on de courbure, — p désignant le rayon de cour-
bure, on a, d'après les équations (5) et (6) , 

P = / ¿ï̂  ^ 

en appliquant la formule 
ds' 

dxd'y — dyd'jc 

Si a ^ R , p est infini pour = [C]; si 

p = pour {p z= 0 [C]; et, dans ces deux cas, 

p ~ a pour ^ = ~ [D]-

Lorsque a = R , on a 
R . 

p est infini pour ^ = 0, et p=zRpour ^ = ^ [F]. Enfin,, 
on a, dans ce cas 

2 s/ çn remplaçant sin par sa valeur — ^ 
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QUESTIONS. 

249. Un nombre pair doimé étant décomposé, autant 
de fois que faire se peut, en deux facteurs, l'un impair 
(l'unité comprise) et l'autre pair; la somme des facteurs 
pairs, moins la somme des facteurs impairs correspon-
dants , est égale à la somme de tous les diviseurs de la 
moitié du nombre donné. ( JACOBI . ) 

250. Quatre points étant donnés sur une droite, prenant 
ces points deux à deux, on obtient trois systèmes de deux 
couples chacun-, et à chacun de ces systèmes correspond 
sur la droite un couple de points simultanément hàpnoni-
ques aux deux couples du système; les trois couples ainsi 
déterminés, pris deux à deux, sont harmoniques entre eux. 

Cette propriété donne la résolution des équations bi-
quadratiques. ( O T T O H E S S E . ) 

NOTE SUR L'INTÉGRATION DE LA DIFFÉRENTIELLE 
— ^ / ( C — D c o s / ) 

s in / y / i — C^ -4- 2 C D c o s / —- ( i + D ^ j c o s ^ / 

du § 7 2 3 , page 2 9 2 de l'ouvrage d'Euler: Theoria motus 
corporum solidorum seu rigidorum; 

PAR M J . - D O S T O R , 

Docteur ès sciences mathématiques. 

Pour intégrer cette différentielle, nous ferons remar-
quer que l'expression sous le radical revient à 

I — 2 C D c o s / — ( i + D ' ) — s i n ^ / ) , 
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qui peut s'écrire 

smU{i - C ^ 4 - D^) - ( D - C c o s / ) ^ ; 

de sorte q u e 
^^ L — (fi—DcosQ ' 

sin l v/sinV(i — D ' ^ — (D — C cos i ) ' 
Dcosl) 

s i n ' tt 

s/ 
( D — Ccos l y 

ou 
H = V'T^^^^TD». 

Posons 
_ D — C cos / 

s i n / . H ' 
d ' o ù T o n t ire 

^̂ ^ __ C s i n ^ — (D — C cos l) CCS Idl _ (C — D c o s / ) t//^ 
sin^/.H sin^/.H ' 

et nous aurons 
— dx 

d'où 
/ K ^ i C — D c o s / 

A = E H- arc (cos = = : E H- arc I cos = -
\ s in/V'— 

elette intégrale est différente de 
/ . — D 4 - C C O S A 

A = E + arc ( sin = —̂̂  ? \ sm / / 

donnée par Euler, que M. le D*̂  J.-P. Wolfers, de Berlin, 
a déjà rectifiée [Archw. der Mathematik, i85o ,p . m ) , 
et à laquelle il a substitué la suivante : 

X = E + arc 
\/1 — Ĉ  -f- 2 C 0 cos / — 14- DM cos^ / tang = ^ 

^ D — C COS / 

qu'il a obtenue par une méthode plus laborieuse que celle 
que nous venons de suivre. 
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OBSERVATIONS DIVERSES S U CERTAINS A B l i l a E S DES 
NOIIVESLES AN1|AlfiS; 

PAR M . AHGELO G E N O C C H I . 

Dérivées de la fonction arccotx ^voir t. IX, p. 36). 

Euler a exposé ces formules et de nombreuses consé-
quences qui en découlent dans son Calcul différentiel, 
pars posterior, §§ 91, 92 , 93. 

Forme quadratique x^ — aj^ [voir t, IX, 3o5 ). 
Je trouve ce qui suit dans un Mémoire de Lagrapge, 

du 20 septembre l'j[Mélanges de Turin^ tome IV, 
page 93) : 

« En général, si R est exprimé par . ., 
A, B, C, D, etc., étant des nombres de la forme de 
P® — mais qui ne soient qu'une *eule fois de cette 
forme ; le nombre R sera (comme je Tai démontré ailleurs) 
de la même forme autant de fois, ni plus ni moins, qu'il 
y a d'unités dans la moitié de ce nombre 

s'il est pair, ou dans la moitié de ce même nombre 
augmenté de l'unité, s'il est impair. » 

Je ne connais pas le précédent travail de Lagrange, 
auquel il fait allusion ici, mais je vois que la même pro-
position est démontrée dans la Théorie des nombres, de 
Legendre, première édition, n® 236. 

Cette formule comprend celles de M. Volpicelli et de 
M. Gauss. On doit seulement remarquer qu'elle ne ser-
vira point, pour toutes les valeurs de a , à trouver le 
nombre de solutions de l'équation 

jc^ — ay'^ = n ; 
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car il peut arriver que n soit de la forme x^ — et 
qu'aucun de ses diviseurs ne comporte la même forme. 
Il faudra, Jë plus, que le nombre a soit négatif, sans 
quoi il y aurait une infinité de solutions. 

Théorème sur les transversales [voir t. X , p. 102). 

Ce théorème, ipfbn attribue à Jean Bernoulli, est dé-
montré dans un ouvrage de Jeân Ceva, De lineis rectis se 
invicem secantibus, Milan, 1678. [V. OhdiÛGS., Aperçu 
historique, NoteYII, p. 294-295.) 

SOLUTION DE LA QUESTION 2 4 6 
(voir t. X, p. 358) ; 

PAR M . CASIMIR R E Y , 

Élève en mathématiques supérieures au lyc'ée Louis- le-Grand. 

Résoudre Féquation 

(1) tt« — -f-«tt^ + 9«'— 4 - / = o. 

Cette équation peut s'écrire 
[u^ — 6 a^ -h 9 - i - aii^ — 3au -h- f == o, 

OU 

Posons 
(2) u(u^-3)z=:z , 
l'équation proposée devient 

z"" -i-az-j-f ^ o, 
équation qui donne z par une équation quadratique, et 
ensuite on trouve u par une équation cubique. 

Note. Cette question est résolue de la même manière par M. E. Dewulf , 
admis à l'École Polytechnique. 



( 49 ) 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DONNÉ AU CONCOURS 
MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES EN 1 8 4 0 

(voir t. VIII, p. 815, 869 et 401 ); 

PAR M. A . N É VROU ZI AN ( A r m é n i e n ) . . 

Étant donné un quadrilatère ABCD; si une trans-
versale rencontre les deux côtés opposés AB, CD, en 
deux points a, a'\ les deux autres côtés AD, BC, en 
b et y y et les deux diagonales AC, BD, en c et c' \ les 
circonférences de cercle décrites sur les trois segments 
aa\ bb\ cc\ comme diamètres, se couperont, deux à 
deux, dans les mêmes points. 

Démonstration, Soit I un des points d'intersection 
des deux circonférences décrites sur les segments aa' et 

nous allons démontrer que l'angle c ic ' est droit; 
d'où Ton conclura que la circonférence décrite sur cc', 
comme diamètre, passe par le pgint I . 

Que, par le point d'intersection p des deux diagonales 
Ann, de Maihémat., t. X I . (Février i852 . ) 4 
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on mène la droite / ; 0 parallèle aux côtés AD, BC, et la 
droite pO' parallèle aux deux côtés AB, DC. 

Le triangle c Ab ^ coupé par pO parallèle à la base Ab, 
donne 

Oi^ pc ' 

et le lrian|le cAa , coupé par donne 
pA __ O'a 

O'c' 
Donc 

eu ^ — ^ 

(Te" Oc' O'c^O'a 

Or Ô  est le milieu du segment a a \ et Ton a 

et 5 pareillement 5 
Oi^ — 0 1 ; 

donc 
Oc _ 01 
Ô^ Ôl' 

Cette équation prouve que la droite le est la bissectrice 
de Tangle 0 1 0 ^ 

Or, ce qui se trouve démontré à 1 égard du point c ap-
partenant à la diagonale AC, s'applique au point ĉ  de 
l'autre diagonale BD, c'est-à-dire que la droite l e ' divise 
en deux également le supplément de Fangle 0 1 0 ' . Donc 
les deux droites l e , le ' sont rectangulaires. Ce qu'il 
fallait démontrer. Donc, etc. 

Généralisation du théorème, La démonstration précé-
dente peut être appliquée, par une généralisation conve-
nable, au cas d'un quadrilatère quelconque. 

Soit I un des points ^'intersection des circonférences 
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décrites sur les deux segments aa\ hh\ comme diamètres; 
je vais faire voir que l'angle d e ' est droit. 

Soient m, 77, p les points de rencontre des côtés op-
posés (x\B, DC), (BC, AD) et des deux diagonales 
(AC, BD); et soient O, O', O '̂ les points où les trois 
droites T?/;, mp et mn rencontrent la transversale LU. 

Le segment aa ' est divisé liarmoniquement aux points 
O', C , parce que les quatre droites Am, p/??. Dm et 
um forment un faisceau harmonique. Il s'ensuit que Ton 
a, dans le cercle a\a\ 

On a de même, à l'égard du segment bb\ 
^ -

01 "" Ob' 
4. 
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Multipliant membre à membre, on obtient 

0 1 o ' a 'ÔT' Or on a 
. . O'a 0"b Oc _ 

car les trois triangles a A t , bkc et cAr^, coupés respec-
tivement par les transversales wtï, np et /^m, donnent 
lieu aux trois équations 

ma nk O^ _ 
iiiÂ ' Wa 
m A pc O'a 
~nm"pk O^ " ' ' 

nb pA Oc 

qui, multipliées membre à membre, donnent cette 
équation (2). 

De celle-ci et de Téquation (i), on conclut 

O'c 
01 Oc' 

Cette équation prouve que la droite l e est la bissectrice 
de l'angle 0 1 0 ' . Donc, puisque les deux points c, c' 
divisent barmoniquement le segment 0 0 ' , la droite I c' 
est la bissectrice du supplément de l'angle 010'-, donc les 
deux droites l e , l e ' sont rectangulaires, et , par consé-
quent, le point I est sur la circonférence décrite sur c'c 
comme diamètre. C. Q. F. P. 
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DIVISION ORDONNÉE DE FOIIRIER; 
PAR M. VERNIER, 

Professeur de Mathématiques supérieures au lycée Napoléon, 

1. Soit proposé de diviser le nombre entier 

3456789123456789 
par 87654321. ( Exemple I , page 59.) 

En séparant sur la gauche du dividende un nombre ca-
pable de contenir le diviseur, on voit que le quotient' 
aura huit chiffres à la partie entière. 

Nous appellerons diviseur désigné le nombre entier 
formé par quelques-uns des premiers chiffres placés à 
gauche dans le diviseur. Nous appellerons aussi ordre 
d'un chiffre ou d'un nombre de plusieurs chiffres, le 
degré de la puissance de 10 que chaque unité de ce chiffre 
ou de ce nombre représente. 

Ainsi, dans l'exemple 1, comme le quotient aura 
huit chiffres, nous dirons que son premier chiffre est 
d'ordre 7, son second d'ordre 6 , etc. Si, de plus, dans 
le diviseur 87654321, nous prenons pour diviseur dé-
signé le nombre 876 formé par les trois premiers chiffres 
placés à gauche, nous dirons que le diviseur désigné est 
d'ordre 5, et nous regarderons le diviseur total 87654321 
comme composé de six parties dWdre décroissant, de-
puis le cinquième ordre jusqu'à Tordre o, qui est celui 
des unités simples, à savoir : de 876 unités du cinquième 
ordre, de 5 unités du quatrième, de 4 àn troisième, de 
3 du deuxième, de 2 du premier, et de i unité simple ou 
d'ordre o. 
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2. Nous envisagerons le dividende comme la somme 

de tous les produits deux à deux des parties d'ordres diffé-
rents dont se compose le diviseur, jÉf chacun des chiffres 
du quotient; et, puisque le quotient aura huit chiffres, 
dont le premier sera d'ordre 7, et que le diviseur est re-
gardé comme la somme de six parties d'ordre décroissant 
à partir du cinquième ordre, le dividende est la somme 
de quarante-huit produits deux à deux d'ordre décroissant 
depuis 12 jusqu'à o. 

3. La méthode de Fourier consiste à déduire succes-
sivement tous les chiffres du quotient, en commençant 
par ceux de Tordre le plus élevé, d'une série de dividendes 
partiels, dont voici la composition : Le premier contient 
le plus élevé des quarante-huit produits partiels énumérés 
au n^ 2, c'est-à-dire le produit d'ordre 12 venant de la 
multiplication du diviseur désigné 876, d'ordre 5, par 
le premier chiffre du quotient, qui est d'ordre 7. Ce 
premier dividende partiel, d'ordre 12, renfermera, en 
outre, les unités d ordre 12 résultant de l'addition des 
quarante-sept produits restants, dont Tordre est inférieur 
à 12. 

Le second dividende sera dit dividende partiel d'or-
dre 11, parce qu'il contiendra le produit d'ordre 11 du 
diviseur désigné 876', d'ordre 5 , par le second clnifre du 
quotient, qui est d'ordre 6] et il renfermera, en outre, 
les unités d'ordre 11 résultant de Taddition de ceux des 
quarante-huit produits partiels désignés au n® 2, dont 
Tordre sera moindre que 11. 

Le troisième dividende partiel sera d'ordre xo; il con-
tiendra le produit d'ordre 10 du diviseur désigné 876, par 
le troisième chiffre du quotient, qui est d'ordre 5 , et il 
renfermera, en outre, les unités d'ordre 10 résultant de 
Taddition de ceux des quarante huit produits composant 



( 55 ) 
le dividende total, qui seront d'un ordre inférieur à io. 

Le quatrième dividende partiel, d'ordre 9, se compo-
sera pareillement avec le quatrième chiffre du quotient, 
le cinquième avec le cinquième chiffre du quotient-, et 
ainsi de suite. 

4. Il nous reste à expliquer comment on obtient cha-
cun de ces dividendes partiels successifs, et comment on 
déduit de chacun d'eux un chiffre du quotient. 

On obtient le premier dividende partiel d'ordre 12, en 
séparant douze chiffres sur la gauche du dividende, ce 
({ui donne le nombre 3456. Puisque ces 3456 unités 
d'ordre 12 contiennent le produit du diviseur désigné 
876 {voyez n® 3) par le premier chiffre du quotient, on 
aura ce premier chiffre ou un chiffre trop fort, en divisant 
3456 par 876. Cette division donne 3 pour quotient et 
828 pour reste. Or, de ce que le reste 828 surpasse le 
premier chiffre 3 du quotient, on conclut que le chiffre 3 
n'est pas trop fort. En effet, si nous supposons que le 
quotient ne renferme que ces trois unités d'ordre 7, et 
soit 3o 000 000 , et si nous multiplions par ce quotient le 
diviseur total 87654321 , le produit se composera de trois 
fois 876 unités d'ordre 12, plus du produit de 54321 par 
3 , lequel sera moindre que trois fois une unité d'ordre 12, 
tandis que le dividende contient trois fois 876 unités 
d'ordre 12, plus 828 unités d'ordre 12. 

A la droite du reste 828 j'abaisse le chiffre 7, d'ordre 11, 
au dividende-, ce qui donne 8 2 8 7 unités d'ordre 11. 

Ce nombre n'est pas encore le deuxième dividende par-
tiel d'ordre 11, dont nous avons indiqué la composition 
au n® 3. Comme ce dernier ne doit contenir d'autre pro-
duit d'ordre 11 que celui du diviseur désigné par le se-
cond chiffre du quotient, je diminue 8 2 8 7 de i5 unités 
d'ordre 11 , venant de la multiplicalion des 3 unités 
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d'ordre 7 placées au quotient, par les 5 unités d'ordre 4 
du diviseur 87654321, et c'est le reste 8 2 7 2 qui est le 
deuxième dividende partiel d'ordre 11. 

En le divisant par 876, on aura le second chiffre du 
quotient ou un chiffre trop fort. Cette division donne 9 
pour quotient et 388 pour reste. Or, de ce que ce reste 
388 surpasse la somme des deux premiers chiffres 3 et 9, 
posés au quotient, on conclut que le chiffre 9 n'est pas 
trop fort^ car, si nous supposons que le quotient ne ren-
ferme que ces 9 unités d'ordre 6, et soit 39000000, et 
si nous multiplions par ce quotient le diviseur total 
87654321, en réduisant cette multiplication à la forma-
tion du produit d'ordre 11 du diviseur désigné, par 9 , et 
des produits d'ordre inférieur à 11 (voyez , nous 
trouverons seulement neuf fois 876 unités d'ordre 11, 
plus un nombre moindre que 9 unités d'ordre 11, venant 
de la multiplication de 54321 par 9 , plus encore un 
nombre moindre que 3 unités d'ordre 11, venant de la 
multiplication de 4321 par 3, tandis que le deuxième 
dividende partiel 8 2 7 2 d'ordre 11 contient neuf fois 8 7 6 , 

plus 388 unités d'ordre 11. 
A la droite du reste 388, j'abaisse le chiffre 8 d'or-

dre 10 au dividende. Le nombre 3888 ainsi formé n'est 
pas encore le troisième dividende partiel d'ordre 10, in-
diqué au n® 3. Comme ce dernier ne doit contenir d'autre 
produit d'ordre 10 que celui du diviseur désigné par 
le troisième chiffre du quotient, je diminue 3888 de 
9 X 5 -4- 3 X 4 ou de 57 unités d'ordre 10, venant de 
la multiplication des 5 unités d'ordre 4 du diviseur 
87654321, par les 9 unités d'ordre 6 du quotient, et de 
celle des 4 unités d'ordre 3 du diviseur par les 3 unités 
d'ordre 7 du quotient, et le reste 3831 de cette soustrac-
tion sera le troisième dividende partiel d'ordre 10. 
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5. Sans aller plus loin, on voit que la division par le 

diviseur désigné, de chacun des dividendes partiels suc-
cessifs, fournira un chiffre exact du quotient, toutes les 
fois que, multipliant le diviseur désigné par ce chiffre et 
retranchant le produit du dividende partiel, on aura un 
reste plus grand que la somme des chiffres posés au quo-
tient ou égal à cette somme, dans laquelle il faut com-
prendre le chiffre qui a fourni ce reste. 

On voit maintenant pourquoi nous avons pris un divi-
seur désigné 876 de trois chiffres, au lieu de prendre 
simplement les deux premiers chiffres du diviseur 
87634321, ou même seulement le premier^ c'était afin 
qu'en divisant chaque dividende partiel par le diviseur 
désigné, nous eussions une plus forte chance d'obtenir 
un reste plus grand que la somme des chiffres du quotient. 

6. Quant à la manière de former les dividendes partiels 
successifs, on voit aussi qu'en général, quand un divi-
dende partiel a fourni un chiffre exact du quotient, et 
quand on a retranché de^ce dividende partiel le produit 
du diviseur désigné par ce chiffre exact, il faut abaisser à 
la suite du reste un chiffre suivant du dividende, et re-
trancher du nombre ainsi formé tous les produits qu'on 
obtient en multipliant le dernier chiffre du quotient, 
l'avant-dernier, etc., en allant de droite à gauche, res-
pectivement par le premier des chiffres qui viennent dans 
le diviseur total à la droite du diviseur désigné, par le 
deuxième, par le troisième, par le quatrième, etc. 

Ce qui revient à ce paragraphe de la règle énoncée par 
Fourier : « Pour trouver la correction qu'on doit faire 
)) à un dividende partiel, c'est-à-dire la quantité qu'on 
» en doit retrancher, on écrit sur une feuille séparée et 
» dans l'ordre inverse, les m chiffres trouvés au quotient, 
» on les présente aux m chiffres pris à la suite du divi-
» seur désigné, en sorte qu'ils se correspondent chacun 
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» à chacun, puis on multiplie chaque chitfre par celui 
» qui est placé au-dessous de lui, et, en ajoutant les m 
)) produits, on connaît ce qui doit être retranché du di-
» vidende partiel. » [Analyse des Équations détermi-
nées , page 188 -, 1831, ) 

7. Quand on a retranché d'un dividende partiel le 
produit d'un diviseur désigné par un chilïVe posé au 
quotient, et quand le reste ne dépasse pas ou n'égale pas 
la somme des chiffres déjà posés au quotient, on n'est 
plus sûr que le dernier chiffre posé soit exact [voyez n® 5). 
On ne sera sûr qu'il est trop fort, que si les corrections 
indiquées au n® 6, pour obtenir le dividende partiel sui-
vant, ne peut pas s'effectuer ; alors on diminuera le chiffre 
posé [voyez Fexeniple 2, page 6o). 

8. Mais si cette correction peut etre faite, on ne sait 
pas encore si le chiffre posé est trop fort ou exact. Alors, 
dit Fourier, « on abaissera un nouveau chiiïie du divi-
» dende à la droite du dividende partiel qui a donné ce 
)) chiffre incertain j en mcme* temps on marquera un 
)) chiffre de plus à la suite du diviseur désigné, ce qui 
» donnera un nouveau dividende partiel et un nouveau 
» diviseur désigné. On procédera suivant la règle énoncée 
» à la correction du nouveau dividende partiel, c'est-à-
» dire que l'on comparera les n chiffres écrits au quotient 
)) à un pareil nombre n de chiffres pris à la suite du nou-
» veau diviseur désigné^ ayant formé, par cette correc-
» tion, le nouveau dividende partiel corrigé, on couti-
» nuera Tapplication de la présente règle. » [Amdyse 
des Équations déterminées, page 189.) 
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SECOBID E X E M P L E . 

Soit à diviser le nombre entier 345789123 par laS/jSôj. 

3455789123 
995 

8 = 2 . 4 

1234567 

2 8 . 

7 
987 

37 

42 — 2.5 H- 4.8 

1 2 6 7 38 = 2 . 5 + 4 . 7 
1 2 2 9 

Le premier dividende partiel 345 d'ordre 7, correspondant 
au diviseur désigné i23 d'ordre 3, a donné le premier 
chi/Tre 2 du quotient, et le second dividende partiel 
d'ordre 6 est 987. Divisant 987 par i23, on trouve que 
le chiffre 8, fourni par cette division, est incertain, et, 
comme la correction qui doit donner le troisième divi-
dende partiel d'ordre 5 ne peut pas se faire, on reconnaît 
que 8 est trop fort. On essaye 7, qui est exact et qui con-
duit au troisième dividende 1229 partiel d'ordre 5 , etc. 

NOTE SUR UNE LIMITE DES RACINES DES EQUATIONS DU 
TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ; 

PAR M . V A N N S O N , 
Professeur à Versailles. 

Quand on applique le calcul des différences à une 
équation du troisième degré, et qu'un nombre a rend 
positif le premier membre de Féquation, ainsi que les 
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différences première et seconde correspondantes, ce 
nombre a est limite supérieure des racines. En effet, 
soient a — h el a — ih les nombres précédemment 
substitués ^ on aura 

A. — ) —f{a — 2/i)= h f'a —^ h'f"a -+- 7 h^, 

et 

A', == f{a) - f i a - / / ) = hf'a - ~ f a ^ 

et, enfin, 

A, == A',— A, h-^f'a - Ç>h\ 

Or, par hypothèse, on a 
A, > 0 ; 

donc on a aussi 

On accorde encore , 

h f a — ~f"a + 

ou 

à fortiori, on a 

On voit donc que ce nombre a rend positives la fonction 
donnée f [a) et ses dérivées successives 5 donc ce nombre 
est limite supérieure des racines positives. La même re-
marque et la même démonstration s'appliquent au qua-
trième degré. 
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LIEU DES POINTS DE RENCONTRE DES TANGENTES COMMUNES 
A UNE ELLIPSE FIXE ET 4 UN CERCLE VARIARLE 

(voir t. X, p. 408; ; 

PAR M . B R E T O N ( D E CHAMP) , 

Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

1. Lemme. (x , jx), [x\ j ' ) , yj) étant les coor-
données respectives de trois points, si Ton a 

les trois points sont en ligne droite. 
2. Soit 

Féquation d'une ellipse rapportée à ses axes principaux. 
Transformons cette ellipse Jtomographiquement [Nou-
velles Annales, t. I I , p. et t. V, p. 497), au moyen 
des deux formules 

= - 7 - 7 ^ ^ ' 
\V 7 

X =z n-i-

H- I 

où x ' , y sont les nouvelles coordonnées-, on suppose 
que les axes restent les mêmes : Ç, , ^ sont trois constantes 
arbitraires-, p, q deux constantes données. Avant de faire 
les substitutions, il faut remarquer que : 

i^. Les deux points correspondants (x , 7 ) , (x', y') 



( 6 3 ) 

et le point sont toujours en lignedroifô, car 

•y — ^ — y (lemme); 

donc le point m) est un centre d'hqmologie par rap-
port à Tellipse donnée et sa transformée, et ce point est 
le point de rencontre des tangentes communes, réelles ou 
imaginaires. 

2®. Toutes les transformées passent par les deux points 
d'intersection (réels ou imaginaires) de l'ellipse donnée 
avec la droite donnée 

x y 
- I — o ; 
P H 

car, pour ces deux points, on a 

Substituant les valeurs de x , y dans l'équation ( i ) , on 
trouve, pour équation de la conique transformée, 

Aj'^-f- B x y -h Cx'' -+-F z^ o, 
V /P \ lin I 21Y¡ 

I 

h' a ^ p d' 

\ 1 (S + 

il' 
^ 1 b' 

p \ a' 

V 1 ! +2X — 

il 
b' 

3. Si Ton veut que la transformée devienne un cercle, 
il faut écrire A = : C et B — o; éliminant X entre ces 
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deux équations, on obtient, réductions faites, 

J : ^ (g ' - f c ' ) 

On a donc le théorème suivant : 
T H É O R È M E . Étant donnés une ellipse et un cercle va-

riable, ayant deux points fixes [réels ou imaginaires) 
en commun avec Vellipse, le lieu du centre dliomologie 
est une hyperbole confocale. 

Observation, Si le rapport - est constant, on a tou-
jours la même hyperbole. Ainsi, le lieu géométrique est 
le même pour toutes les droites de même direction com-
munes à l'ellipse et au cercle variable, résultat trouvé 
d'une autre manière [Nouvelles Annaiesy t. X, p. 4o8). 

Observation. Si la conique donnée est une hyperbole, 
le lieu géométrique devient une ellipse homofocale. 

Lorsque la conique donnée est une parabole, l'analyse 
précédente est encore applicable, mais en partant de l'é-
quation ordinaire de la parabole. On trouve alors que le 
lieu cherché est une parabole homofocale égale à la para-
bole donnée et tournée dans un sens opposé. 
, 4. Remarque. La méthode dont j'ai fait usage ne donne 
pas tous les points de rencontre des tangentes indistincte-
ment. En eifet, elle suppose essentiellement que la courbe 
proposée et sa transformée sont l'une et l'autre dans le 
même angle ou dans les angles opposés des tangentes com-
munes. Dans le cas de quatre tangentes réelles, il n'y a 
que deux points qui satisfassent à cette condition, et ce 
sont ces deux points qui appartiennent au lieu trouvé 
ci-dessus. 

Les autres points d'intersection sont au nombre de 

( * ) Hyperbole homofocale à Tellipse donnée. 
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quatre, et il est toujours possible d'exprimer, au moyen 
du paramètre auxiliaire i , les coordonnées du Heu de 
chacun de ces points. Car, à chaque valeur de X correspon-
dent, sur l'hyperbole, deux points S', S'', dont on peut 
déterminer les coordonnées ^ r/'^ et si, de cha-
cun de ces points, on mène des tangentes T',, T',, T^, T^ 
à l'ellipse, la combinaison des équations de ces taugentes, 
prises deux à deux, savoir: T; T;', T; T^, T; T ; , T; T^, 
donnera, les coordonnées des nouveaux points cherchés 
en fonction de X. 

Je terminerai par faire observer que la même méthode 
s'applique à des courbes d'un ordre quelconque. 

Note. I®. La méthode est d'uiîe extrême fécondité ; à toutes les relations 
qu'on peut établir entre A , Ç , correspondent autant de théorèmes sur 
les centres de similitude. Par exemple , posons D == E = o ; nous obt ien-
drons ce théorème: Étant données une coniqueJixe et une conique variable, 
ajrant deux points {réels ou imaginaires) en commun avec la conique Jîxe, et 
ayant le même centre, le lieu des centres de similitude est un diamètre con-
jugué à la corde commune. 

2®. Soient f ~ o , F = o les équations'de deux con iques , exprimées en 

coordonnées J:,^ ; et p , r trois fonctions entières linéaires en fai-

sons jr = p / = et substituons ces valeurs dans les équations données , 

nous obtiendrons deux nouvelles coniques y j = o , F, = o , exprimées 
en x\ et renfermant neuf constantes arbitraires, mais qui se ré-
duisent à huit rapports. Pour que les nouvelles coniques deviennent des 
cercles, il faut écrire quatre équationsj mais trois de ces équations ne 
renfermant pas les variables x'y y' qui entrent dans les fonctions Py q, r^ 
il ne reste que cinq rapports qui se réduisent par changements à quatre); 
de sorte qu'on a quatre équations à quatre inconnues. On voit donc q u e , 
généralement parlant, on peut transformer deux coniques en deux cercles; 
c'est là un des beaux théorèmes de M. Poncelet. Les coefficients de x'y y' 
d a n s p , y , r étant les seules quantités qui soient déterminées, la trans-
formation peut se faire d'une infinité de manières. 

30. La belle analyse de M. Breton, qui résout si facilement un problème 
difficile, est une mil l ième preuve q u e , pour l'algèbre comme pour tout 
autre instrument, l'exécution dépend de Partiste, et lorsqu'un problème 
semble être inaccessible à l 'analyse, il faut se rappeler ce mot d'Euler : 
iVon tam analysi quam analystœ imputandum est. 

Dans un autre travail , que nous donnerons bientôt , M. Breton démontre 

Ann de Mathémnt., t. XI. (Février i852 . ) 5 
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que le théorème de géométrie est un coroUaîre du théorème suivant de 
M. Steiner : Les sommets des cônes droits circonscrits à un ellipsoïde sont sur 
une hyperbole. 

CONCOURS D'AGRÉCiATiON AUX LYCÉES, ANNÉE 1 8 4 9 
(voir t. X, p. Î6 l ) ; 

PAR M . D I E U , 

Agrégé, docteur ès sciences. 

P R E M I È R E Q U E S T I O N . —Étant données une surface, et 
par chaque point de cette surface une droite qui fait 
avec les axes rectangulaires de,s coordonnées y des an-
gles dont les cosinus sont des fonctions continues des 
coordonnées de ce point, trouver la condition pour qu il 
existe une surface normale à toutes ces droites. 

Si Ton prend sur chacune des droites, que nous dési-
gnerons par D, à partir du point M où elle perce la sur-
face donnée S, et du même côté, une longueur M m = 
qui soit une fonction continue quelconque des coordon-
nées o:, j , z de M, le lieu géométrique des points m sera 
une surface S'. En effet, X , Y, Z désignant les côsinus 
donnés en fonction de x , y, z , et | , w, Ç les coordonnées 
de m, on a 
( I ) ^ —.ARRRRRX, Y R R R R Y , I; - Z = R Z ; 

et , par Télimination de Jc, r , z entre ces trois équations 
et celle de la surface S, on trouvera, généralement, une 
équation en Î , yj, Ç, qui représentera une surface. 

Pour que cette surface S.' soit normale aux droites D, 
il faut et il suffit que les valeurs de | , y?, Ç, en x , y , z , 
déterminées par les équations (i) et par celle de la sur-
face S , satisfassent à l'équation 
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Or les équations (i) donnent 

de laquelle on tire, en différentiant, 

cette relation se réduit, d'après l'équation (2) , à 

rdr -f- -h [n — y }dx(K — z) dz =: o; 

et Ton a , enfin, 

( 3 ) ^r + Xrfx -f- Ydf Zdz = o , 

parla substitution de r X , . . . , à ^—x^ . . . , suppression 
faite du facteur commun r. 

Donc, pour que la surface S'soit normale aux droitesD, 
il faut que r satisfasse à l'équation (3) , eu égard à celle 
de la surface S 5 et l'on voit, sans difficulté, que cette con-
dition est suffisante, en remontant de l'équation (3) à 
l'équation (2). 

Cela étant posé, si nous considérons maintenant r 
comme une inconnue, la condition demandée consiste 
évidemment en ce qu'on puisse trouver une valeur de r 
qui satisfasse à l'équation (3 ) , en tenant compte de celle 
de la surface S; et, par conséquent, c'est une condition 
d'intégrabilité. 

Il peut se présenter deux circonstances différentes, que 
nous allons examiner successivement. 

Lorsque l'équation de la surface est soluble par rapport 
à une des coordonnées, z par exemple, et que l'on en tire 

dz = pdx q dfy 

p, q étant des fonctions de Xj y] l'équation (3) se ra-
mène à 

dr + {X, + pZ,)da:-h{Y, + qZ,)dx = o, 
5. 
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X,, y, , z , étant ce que deviennent X, Y, Z par la substi-
tution à z de sa valeur en x^j'^ et, pour que cette der-
nière équation soit intégrable, il faut qu'on ait 

Lorsque Féquation de la surface S n est soluble par 
rapport à aucune des coordonnées, on aura une équation 
d'un degré supérieur au premier, ou même transcendante 
par rapport à dx ^ dy^ dr, en éliminant z et dz entre 
l'équation (3), celle de S et sa différentielle première. Si 
Féquation finale est transcendante, on ne lui reconnaît 
aucun sens si elle est algébrique, il faut, pour qu'elle en 
ait un, qu'elle soit décomposable en équations du pre-
mier degré par rapport aux différentielles. Et cependant, 
quand Féquation finale est transcendante, ou qu'elle est 
algébrique, d'un degré supérieur au premier et indécom-
posable , il peut se faire qu'il existe une surface normale 
aux droites D : ainsi, par exemple, cela sera évidemment 
si ^dx- \ -Ydy -\r-Tjdz est une différentielle exacte, quelle 
que soit d'ailleurs la surface S. 

Ce qu'il faut nécessairement, comme nous Favons in-
diqué d'abord, pour qu'il y ait une surface normale aux 
droites D, c'est que Féquation (3) soit intégrable eu 
égard à celle de S ̂  et, par conséquent, que le produit du 
produit du premier membre de Féquation (3) par une 
certaine fonction de x , z soit, en tenant compte de 
Féquation de S , une différentielle exacte. Or, cela exige 
évidemment que le trinôme ILdx dy ^ïidz satis-
fasse de la même manière à cette condition-, mais il faut 
bien qu'il la remplisse, abstraction faite de Féquation 
de S, lorsqu'elle ne peut servir à chasser z el dz ce qui 
est le cas dont il s'agit maintenant. Supposons donc que 
le produit du trinôme par z/, qui pourrait contenir r, soit 
une différentielle exacte, et représentons l'intégrale par U, 
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de sorte que Téquation (3) revienne à 
(4) ' = 

On a alors entre a:, ^ , U, m et r, deux équations, sa-
voir : l'intégrale de la précédente et l'équation de la sur-
face S, et u, U sont des fonctions déterminées de x^ z \ 
par conséquent, on peut considérer o:, j-, z , U comme des 
fonctions de w, r qui resteraient indépendantes l'une de 
l'autre. En posant, d'après cela, 

d'où 

dr du 

Féquation (4) devient 

qui ne peut subsister, à cause de l'indépendance de u, /*, 
sans que l'on n'ait séparément 

dr du 

D'après la seconde de ces équations, U ne doit dépendre 
que de r, et, d'après la première, r est une fonction de M5 
donc U doit être une fonction de u. On verra aisément si 
cette condition est remplie, après avoir calculé u et U 
d'après le*trinôme ^ d x d y d z \ car, si l'on égale 
ces fonctions à deux lettres a , /3, puis qu'on élimine deux 
des coordonnées x , j , z entre les deux équations ainsi 
formées et l'équation de la surface S, il sera nécessaire et 
suffisant, pour cela, que l'équation iînfije ne contienne 
pas la troisième coordonnée, mais seulement a et j3. 

Enfin, cette dernière condition forme, avec celle de 
l'intégrabilité du trinôme, une condition complexe évi-
demment suffisante pour qu'il y ait une surface normale 
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aux droites D; car, si U == Y (M) , on aura 

u 

de sorte que r se trouvera par une simple quadrature. 
La discussion précédente s'applique d'ailleurs évidem-

ment au cas particulier que nous avons d'abord examiné; 
et, par conséquent, la réponse à la question proposée 
peut être généralement formulée ainsi : 

Il faut et il suffit que le trinôme Xdx -i-Ydy-^Zdz 
satisfasse à la condition connue d*intégrabilité des diffé-
rentielles à trois varihleSy et que le facteur propre à le 
rendre integrable soit, en vertu de Véquation de la 
surface donnée S ^ une fonction de Vintégrale, 

S'̂ il existe une surface normale aux droites D, il y en 
a une infinité qui sont deux à deux équidistantes, puisque 
la valeur de r est de la forme 

r = const. -f-F (07, j , z). 

Enfin, il résulte de cette analyse, qu'un trinôme 
Xé/jc -f- Yrf^-h i d z étant donné, s'il y a , pour une cer-
taine surface, un système de droites menées par tous ses 
points, et faisant avec îes axes des coordonnées rectangu-
laires des angles dont les cosinus soient les rapports de X , 
Y, Z à VX'-+-Y®-hZ% qui puissent être coupées norma-
lement par une autre surface, ce trinôme satisfera à la 
condition d'intégrabilité (*). 

Exemples auxquels les méthodes indiquées pour trou-^ 
ver r s'appliquent. Les cosinus sont proportionnels à 

X, et la*surface S est l'hyperboloide à une nappe 

(* ) Ce théorème diffère de celui de M. Cauchy sur le même sujet. 
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représentée par l'équation 

Les cosinus sont proportionnels à s*, et la 
surface S est représentée par l'équation 

Les deux méthodes peuvent être employées pour le 
premier de ces exemples; mais la seconde méthode seu-
lement s'applique au second. 

D E U X I È M E QUESTIOJM. — Un système de rayons lumi-
neux normaux à une même surface^ se réfléchissent sur 
une surface donnée. Démontrer que les rayons réfléchis 
sont aussi normaux à une même surface (*). 

Ces derniers rayons sont ceux dont la réflexion est ré-
gtilière. 

Soient : 
M un point de la surface rélléchissante, et MN la nor-

male en ce point; * 
MI et MR un rayon incident en M et le rayon réfléchi 

correspondant; 
(a, /3, y), (or/, (3', 7'), et (X, v) les angles qui déter-

minent la direction de MI, MR et MN, par rapport à 
trois axes rectangulaires O x, Oy^ O z ; enfin, w les 
angles égaux IMN et RMN. 

Si l'on mène à Ox, dans le sens de cet axe, la parallèle 
MA, que l'on décri ve une sphère de M comme centre, 
avec un rayon égal à l'unité de longueur, et qu'on joigne 
deux à deux par des arcs de grand cercle les points A , I , 
K , N, où cette sphère coupe MA, MI, MR, *MN, on a 
un triangle sphérique dont la médiane AN et les côtés 

( * ) Théorème de Malus, généralisé par M. Bertrand. 
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sont représentés par a , a', 2 o), et ce triangle donne 

cos cl' 2. cos \ . cos w — cos a , 
par le théorème sur les médianes des triangles sphériques 
analogue au théorème sur les médianes des triangles rec-
tilignes (*). 

On a , de la même manière, 
cos p ' 2 cos p. cos w — cos p, 
cos 7' =r 2 cos V. cos W — COS 7. 

Soient encore : 
x.^ y, z les coordonnées de M ; 
Et x-\- dx^ j -f- dj., z-^r dz celles d'un point infini-

ment voisin de M sur la surface réfléchissante. 
D'après Féquation connue 

cos \.dx cos cos v . Î/Z = o , 
et d'après celles qui précèdent, on a Féquation 

cos a', dx + cos . dy -Jr cos 7 ' . dz 
'̂  I = — (cos a.c/̂ c + cos 6 . i / j -4- cos 

de laquelle se déduit immédiatement la démonstration du 
théorème. 

En effet, les rayons (MI) étant normaux à une même 
surface, le trinôme cos a .Î/JC -f- cos (3 .¿fy -h cos y , dans 
lequel les'cosinus peuvent être considérés comme des 
fonctions de J:, Y, Z, remplit les conditions voulues pour 
qu'il y ait une surface normale à ces rayons -, donc, d'après 
Féquation (i),!e trinôme cosa'. c o s c o s / . ¿ / z , 
dans lequel les cosinus sont de même des fonctions de o:, 

remplit aussi ces conditions, et il existe, par con-
séquent. une surface normale aux rayons (MR), quelle 
que soit la surface réfléchissante. 

( * ) « La somme des cosinus de deux côtés d'un triangle sphérique est 
w égale à deux fois le produit du cosinus de la moitié du troisième côté par 
* celui de l'arc qui joint le milieu de ce côté au sommet opposé. » 



( 73 ) 

BULIOGRiU>HlE. 

Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez B A C H E L I E R , l ibra ire , quai des August ins , 

T H È S E S D ' A N A L Y S E ET DE M É C A N I Q U E , présentées à la 
Faculté des Sciences de Paris, le i®"* mai i85 i ; par 
M . Gerónimo Frontera. T H È S E D ' A W A L Y S E : Sur une 

formule de M, Cauchj. T H È S E DE M É C A N I Q U E [pro-
gramme] ; Sur Vattraction des corps en général^ 
in-4® de 44 pages. Imprimerie de Bachelier. 

1. Les propriétés des fonctions analytiques sont inti-
mement liées aux valeurs qui annulent ces fonctions, et à 
celles qui les rendent infinies, c'est-à-dire à leurs racines, 
et à ce qu'on peut, avec M. Liouville, appeler leurs 
infinis. Lorsque a est un infini de la fonction f [z), 
d'ailleurs bien déterminée, f [z] est développable sui-
vant les puissances ascendantes de -s — a , à partir d'une 
puissance négative dont l'exposant est marqué par le 
degré de multiplicité de l'infini considéré. Parmi les 
coefficients de ce développement, celui de [z—a)""%que 
Ton nomme résidu d e / ( z ) relatif à l'infini a , mérite 
une attention particulière, comme étant très-propre à 
caractériser la marche de la fonction dans le voisinage 
de la valeur a. M. Cauchy a le premier signalé l'impor-
tance des résidus, et fondé sur 1Q rôle qu'ils jouent 
dans la théorie des fonctions, une nouvelle branche de 
calcul, susceptible d'applications extrêmement variées. 
M. Cauchy a donné à ce calcul toute l'étendue possible, 
en considérant noit4eulement des fonctions imaginaires, 
mais encore des variables imaginaires. Au premier abord, 
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uue si grande généralité peut sembler un embarras, et 
Ton serait tenté de regarder comme stériles les efforts 
employés à combiner de purs symboles sans application 
immédiate. Il n'en est rien : la principale utilité des 
imaginaires consiste à rétablir la continuité là où elle a 
disparu. Par leur moyen, les principes se réduisent au 
plus petit nombre possible, en même temps que leurs 
conséquences se multiplient et se concentrent dans des 
formules d'une fécondité prodigieuse. Considérée dans 
son origine et dans ses développements, la théorie des. 
résidus présente donc tous les caractères d'une science 
bien faite. 

La première thèse de M. Frontera, la seule que nous 
ayons à analyser, se r£fpporte à celle magnifique création 
de notre illustre analyste. 

2. Dans le§ P ' (3-4)? Tauteur expose le but de son 
travail, et indique ce qu'il y considère comme nouveau. 

3. Le § II (4-6) est consacré aux définitions et aux 
notations du calcul des résidus. 

4. Dans le § III (7-12), l'auteur, après avoir défini ce 
qu'on doit entendre par une intégrale prise le long d'un 
contour, aborde la proposition fondamentale résumée 
dans la formule suivante : 

f [ z ) étant une fonction bien déterminée d'une va-
riable z de la forme 

(p(.r, j ) + 

c, un contour fermé ne passant par aucun infini de la 
fonction, mais pouvant en comprendre un certain nombre 
dans son intérieur -, 

r/5, un élément de ce contour -, 
H, le résidu relatif à un infini [a^ b] situé dans l'in-

térieur du contour ^ * 
la différence entre le nombre des variations des-
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ceiidantes et ascendantes du rapport ; 

r ) — 

pour toute l'étendue du contour parcouru dans le sens 
direct de rotation-, 

X'/wS-
l'intégrale définie prise le long du contour : on a 

formule OÙ le signe 2 se rapporte à tous les infinis situés 

dans l'intérieur du contour. 
La démonstration nouK^elle que M, Frontera donne de 

cette formule remarquable est très-simple. 11 considère 
d'abord le cas où il n'y a dans le contour aucun infini de 
la fonction \ il suppose ensuite que le contour se rétrécisse 
d'une manière continue, suivant une certaine loi, qui 
rend l'arc s fonction d'une nouvelle variable indépen-
dante f. La différentiation sous le signe, et cette simple 
remarque que la fonction étant bien déterminée reprend 
sa valeur quand on revient au point de départ, suiEsent 
pour démontrer que l'inlégrale est indépendante du con-
tour considéré. D'ailleurs cette intégrale est évidemment 
nulle lorsque le contour se réduit à un point : elle est 
donc toujours nulle, tant qu'on n'a atteint aucun point 
pour lequel la fonction devienne infinie. 

Ce premier cas établi, on suppose que le contour ren-
ferme un point racine >2̂1. La fonction étant développée 
suivant les puissances ascendantes de z — Zj, l'intégrale 
proposée se partage en plusieurs autres qui s'annulent 
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toutes, à l'exception d'une seule dont on trouve facilement 
la valeur. 

5. La manière dont M. Frontera considère la propo-
sition fondamentale présente une innovation. Au lieu de 
faire, avec M. Cauchy, 

il pose 

A la vérité, le théorème n'acquiert pas plus de généralité, 
puisqu'on obtiendrait la même intégrale en posant 

Z=1 X iy, 
et en suivant un contour différent du premier; mais on 
a l'avantage de pouvoir déduire du même contour une 
infinité de résultats en modifiant les fonctions (f et é, 

6. Dans le § IV ( 13 - 17), M. Frontera examine avec 
soin le cas totalement omis par M. Cauchy, où la fonc-
tion devient infinie sur le contour même. Si l'infini consi-
déré est multiple, l'intégrale est infinie ou indéterminée ; 
ce cas n'oilVe aucun intérêt. Si l'infini est simple, l'in-
tégrale est encore indéterminée ; mais sa valeur principale 
est donnée par une formule remarquable qui mérite d'être 
connue. 

7. Jusque-là on n'a qu'un théorème très-beau, très-
général, mais on ne voit pas encore ce qu'il peut pro-
duire. Le § V ( 1 8 - 2 2 ) va nous montrer sa fécondité. De 
son application à des contours particuliers, naissent tout 
d'abord dix formules générales, dont chacune constitue à 
elle seule un théorème important. Ces formules à leur 
tour en produisent d'autres, et nous fournissent, § VI 
( 2 2 - 2 8 ) , 1° des intégrales définies tant qu'on en veut; 
2® la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus simples ; 3® le moyen de développer des fonctions en 
séries, etc., etc. 
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8. Certaines intégrales deviennent indéterminées lors-

que la fonction sous le signe passe par Tinfini dans les 
limites de l'intégration, elles perdent alors toute signifi-
cation précise, et, quoiqu'on puissé calculer leur va-
leur principale, comme celle-ci dérive d'un rapport ar-
bitraire établi entre des quantités indépendantes, on est 
porté à ne voir là qu'un objet J e pure curiosité. Aussi 
a-t-on dû souvent se demander : Mais à quoi donc servent 
les valeurs principales des intégrales définies singulières? 
M. Frontera va répondre à cette question , § VII ( 2 8 - 2 9 ) , 

et nous montrer, à l'exemple de M. Cauchy, qu'elles ont 
leur utilité, du moins en analyse. Quelques-unes des for-
mules précédentes donnent les valeurs principales de cer-
taines intégrales indéterminées; ces valeurs pouvant, d'un 
autre côté, s'exprimer à l'aide d'intégrales définies par-
faitement déterminées, il en résulte qu'on connaît ces 
dernières. C'est ainsi que l'on trouve 

i <¿07 = 7: cot a TT. 

9. L'auteur, dans le § YIII (29-32), déduit d'une for-
mule précédente la série de Mac-Laurin; le théorème de 
M. Cauchy sur la convergence de cette série ; un théorème 
plus général de M. Laurent; le développement des fonc-
tions périodiques en séries de sinus et de cosinus. 

10. Tousles géomètres connaissent les belles formules 
de Laplace et de Lagrange, pour le développement des 
fonctions implicites ; mais-leur démonstration et leur em-
ploi donnent lieu^à quelques difficultés, que M. Frontera 
nous paraît avoir complètement vaincues, § IX (33-4o). 
11 commence par déduire, du théorème fondamental, une 
formule dont celles de Laplace et de Lagrange ne sont que 
des cas particuliers, c étant un contour fermé, 

(l) n(z)- | -ear(3)=:0, 
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une équation où le module de est constamment infé-
rieur à i pour tous les points du contour, on arrive à ce 
théorème remarquable : 

La nombre des racines de Véquation (i) est égal à 
celui des racines de Véquation 
(2) n(z) = o, 
comprises dans le contour. 

Cela posé, si F [z) est une fonction quelconque, assu-
jettie à ne pas devenir infinie dans le contour considéré, 
et qui ait une valeur unique et déterminée pour chaque 
valeur de si Zj, ^ s v ? sont m racines de Féqua-
tion (i), comprises dans le contour; «j, a,^ les m 
racines de Féquation (i), comprises dans le même contour, 
on aura 
n—m 

nz=i n—i n = o 

La formule de Lagrange est comprise dans cette dernière, 
en posant 

Ti[z)z=zz — a , , m=zi, 

M. Frontera montre que la série de Lagrange ne donne 
pas toujours le développement de la plus petite racine, 
contrairement à l'assertion de Fillustre auteur Si, 
pour une valeur donnée de 0, la série est convergente, et 
si l'on peut tracer un contour comprenant le point qui 
répond à «i et tel que» pour tous ses points,.le module de 

soit inférieur à i , on est assuré de deux choses : z — a, • . 
que Féquation 

Zz=z ( z) 
n'a qu'une seule racine comprise dans ce contour ; 2® que 

( * ) L'observation est de M.Félix Chio , de Turin. {Comptes rendus, i 8 4 4 , 
semestre, page 556.) 
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la série exprime le développement de cette racine. Dans 
le cas où l'on ne saura pas tracer un pareil contour, on ne 
connaîtra pas ce que la série de Lagrange représente. 

Ce paragraphe se termine par un moyen d'approcher 
indéfiniment des racines d'une équation, quand ces ra-
cines sont séparées, et par une méthode îiue à M. Cauchy, 
pour calculer une limite supérieure du reste dans la série 
de Lagrange. 

i l. INous regrettons que le cadre de ce Journal ne nous 
permette pas d'entrer dans plus de détails ; mais ce que nous 
avons dit suffit pour montrer que la Thèse de M. Frontera 
n'est pas, comme il arrive quelquefois à ces sortes d'ou-
vrages , une banale amplification sur un sujet rebattu. 

L'auteur, qui parait très-bien connaître les méthodes 
de M. Cauchy, les expose avec beaucoup de clarté, y 
ajoute quelquefois, et leur donne, dans tons les cas, le 
dernier degré d'évidence par une discussion approfondie. 

Il nous reste à émettre un vœu qui sera partagé, sans 
doute, par tous les amis de la science. Une thèse se 
distribue d'ordinaire à quelques parents et amis, cercle 
toujours restreint. Dans la plupart des cas, rien de mieux ; 
mais le remarquable écrit de M. Frontera. mérite une 
publicité plus étendue : avec quelques additions, il 
pourrait tenir lieu d'un Traité élémentaire sur le calcul 
des résidus. Il y a longtemps qu'un pareil ouvrage est 
réclamé par les professeurs qui désirent de connaître cette 
partie des travaux de M. Cauchy : chose difficile, souvent 
même impossible à beaucoup d'entre eux. Ce n'est pas 
que notre grand géomètre cache ses découvertes, loin de 
là ; mais le moyen qu'il emploie pour les communiquer 
au public ne nous paraît pas des mieux choisis : si belle 
que soit une théorie, elle perd beaucoup de son charme, 
et il est bien difficile de s'en rendre un compte exact, 
quand il faut aller en chercher les morceaux dans vingt 
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endroits différents. D'ailleurs les volumineux recueils où 
sont éparpillés les Mémoires sans nombre de M. Çaucby, 
ne sont pas à la portée de tout le monde, et ceux même 
qui peuvent les consulter n'en sont pas souvent plus 
avancés, faute d'un-catalogue qui les guide et leur per-
mette de suivre j'Iàns s'égarer, la pensée du maître. 

Nous espérons"^que M. le D"̂  Frontera voudra bien, 
dans l'intérêt de la science, accéder à notre vœu, et que 
sa Thèse viendra bientôt augmenter le nombre des savants 
ouvrages édités-par M. Bachelier (*). 

E . P R O U H E T , 
Ancien professeur aux lycées d'Auch et de Cahors , 

Maître de conférences au collège Rollin, 

SOLUTION DE LJl QVESTION 60 
(Toir t. 1, p. 39S) ; 

PAR M . LABBÉ J U L U E N , 

Du séminaire de Vais. 

I. Question 34. Si, d'un point situé sur une surface 
algébrique de degré m, on abaisse des perpendiculaires 
sur un système de plans fixes, le lieu géométrique des 
points de moyenne distance des pieds des perpendicu-
laires est une surface algébrique du même degré m. 

Solution, Soient 
A, 4- B. r C. z -h D. = o, 
Aj or -4- B, jr -h C2 z H- Da ~ o, 

4. BY;. j - R Qz -f- = o 

K x + B« j- -h G„ z 4- B„ = o 

( * ) Un vocabulaire qui expl iquerait les mots nouveaux introduits 
dans la science avec une si déplorable profusion serait une œuvre très-
utile. TM. 
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un système de n plans, 

jr, Z):=:z0 

une surface algébrique de degré m, et {a?o ,709 ^0) l'û» 
de ses points. 

Les équations de la perpendiculaire abaissée du point 
(Xo, j o 5 ^o) sur le plan . 

Aix -h Bi j Q 3 -h =r o 
sont 

— — jr ^ = — Zo), 

et les coordonnées du pied de la perpendiculaire sont 

(Bĵ  4- C .̂) xo — Ai BA JO — Ak Ck zo — A* D.̂  

- AkBk^o ( a;̂  -h C'̂ .) Xo — Bk Ck Zo — B* D̂  
Â V ^ B i r C Î ' 

^ - A k C i ^ X o - B / C 4 J 0 - h ( A - f - B — Q D * 

- Â I T b I T C I ' 

les coordonnées du centre de moyenne distance des 
pieds des perpendiculaires abaissées, du même point 
(•̂ 0 î Jo î ^0) sur les n plans, ont pour valeurs 

(.) 
le symbole ^ ^ s'étendant aux valeurs 1, 2, 3 , . . . /7 de 

Tindice k. 
Posant 

/4nn ¿e Mathéniot., t. XI. (Mars i852,) 6 



( ) 
on peut ('criic les relations (i) sous la forme 

' - 1 - I T " 1 • 

Ces dernières équations donnent des valeurs de xq , j o ? ^o 
linéaires et entières par rapport à r , 7, , et leur sub-
stitution dans 

(3) M ( X O , Z O ) — o 

fournit une équation de degré m, 

(4) r» 2) = o, 
représentant le lieu du etîutre de moyenne distance. 

IL Remarques. Les formules métamorphiques (2) qui 
servent à passer de Féquation (3) à Féqualion (4), ou 
inversement, expriment les variables de Fune des équa-
tions par des fonctions entières de celles de Fautre ; par 
conséquent, à un point situé à l'infini sur Fune des sur-
faces, correspond un point situé à l'infini sur Fautre, ce 
qui pouvait être facilement prévu. 

Les conditions auxquelles doivent satisfaire les plans 
donnés, pour ([ueles deux surfaces soient homothétiques, 
se réduisent aux cinq suiv^ites : 

Ai B/, ^̂^ V* 

^ B : ^ A] + g ^ A^ 4-B^ _ 

^ Si, Zd 2d 's] 

elles c'xprimt'nt, en effet. que les valeurs de,r, r , s , don-
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nées par les équations ( 2), sont de la forme 

III. Si le point {Xojjo, Zo) est assujetti à se trouver 
sur l'intersection de deux surfaces des degrés m et p^ 
représentées par 

substituant dans ces équations k x.̂  y , z les valeurs de 
Xo, Toî tirées des formules (2), on aura deux nouvelles 
équations des mêmes degrés m et 

z) = o, 

qui, considérées çomme simultanées , représentent le lieu 
du centre de moyenne distance des pieds des perpendicu-
laires ; ce lieu est donc l'intersection de deux surfaces des 
degrés m el p. 

Le théorème qui nous occupe résulte de ce que les coor-
données du centre de moyenn^î distance de plusieurs 
points s'expriment par des fonctions linéaires et entières 
des coordonnées de ces points; par conséquent, ce théo-
rème subsiste, lorsqu'on remplace le centre de moyenne 
distance par uu autre point, dont les coordounées sont 
des fonctions entières et linéaires de celles des pieds des 
perpendiculaires, comme serait le centre des distances 
proportionnelles. 

6. 
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CONCOURS D AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1 8 5 1 ; 
PAR M. D I E U , 

A{{ré{îé, docteur ès sciences. 

COMPOSITIOJV DK MÉCANIQUE. 

Un poids p est suspendu à un anneau D; dans cet an-
neau passe un,e corde qui, d'une part, est attachée à un 
point fixe A, et qui, d'autre part, après avoir passé sur 
une poulie de renvoi B, va s'enrouler sur un cylindre 
homogène horizontal C, mobile autour de son axe, et 
soutient enfin un contre-poids p', 

On fait abstraction du poids, de la roideur et de l'é-
paisseur de la corde, ainsi que des frottements. La poulie 
de renvoi B est supposée infiniment petite et à la même 
hauteur que le point fixe A. Trouver le mouvement du 
système en supposant qu'il n'y ait pas de vitesse initiale. 

3 E A 

iNous supposerons qu'à l'instant où le mouvement com-
mence, les cordes, considérées comme des lignes parfai-
tement fiexiblcs et inextensibles, sont comprises dans le 
plan vertical P des centres de gravité des deux poids p ' ; 


