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SUE LES ESPACES DE NIEMANN. 197 

Sur les espaces de Riemann admettant un groupe isométrique 
à n(n ι )/2 paramètres ; 

Ρ AN L'ABBÉ POTRON, 
Professent- il nuslitut catholique de Paris. 

INTRODUCTION. 

Les espaces de Riemann à η dimensions et à courbure riemannienne 
constante [ localement euclidiens, elliptiques ou hyperboliques (1 )], 
caractérisés par une métrique euclidienne ou cayleyenne, admettent 
des groupes de transformations isométriques à τι(η + i)/2 paramètres. 
Par un choix convenable des variables, les t0,,s oclts (transformations 
infinitésimales) génératrices de ces groupes sont pour le groupe eucli-
dien les />,= dfda·' et les r

hl:
 = xhJjàxl — œkàjà.x'', pour les groupes 

cayleyens les/>,+ îx'-x'ptet les r
w

.(ε = zb ι ; i, h, /·, 1= i, ..., ri). 
Les groupes cayleyens sont les groupes projectifs conservant 

1' « absolu », c'est-à-dire la (η— i)-sphère d'équation 

2 s = <1 (a). 

Je me propose de montrer que si, dans un espace de Riemann à 
η dimensions, les transformations isométriques forment un groupe G à 

(') Cf. CARTAN, Leçons sur la Géométrie des IEspaces de Riemann, p. 09-89 
et [00-177. 

(-) Voir BIANCBI, Teoria dei Gruppi, p. Γ)3Γ>-537, ou LIE-ENGEL, Transforma-
tionsgruppen. t. III, p. 35.1. 
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η( n + 1)2 paramètres, ce groupe G est nécessairement semblable à Van 
des trois groupes euclidien ou cayleyens ( 1 ). 

Je montrerai d'abord que ce groupe G a nécessairement, en un 
point ordinaire, η Γ"" oc1" indépendantes d'ordre zéro, et n(n —1){ 2 
d'ordre 1, dont les termes de moindre degré sont complètement déter-
minés. J'établirai ensuite que le groupe G' des transformations 
conformes contient une certaine l°" oc,e U, d'ordre 1, permutable à 
toutes celles de même ordre de G, puis que G' est un groupe à 
(Λ+Ι)(Β + 2)/2 paramètres, obtenu en adjoignant, aux r1,sOC1"de(I, 
d'abord U, puis η t®"s a>lcs d'ordre 2, dont les termes de moindre degré 
sont complètement déterminés. En utilisant un théorème général de 
Lie (2), ce résultat permet de conclure immédiatement que G' est 
semblable au groupe G', des transformations conformes de l'espace 
euclidien. Je montrerai enfin que tout diviseur G, de G',, semblable 
à G, est semblable à l'un des trois groupes euclidien ou cayleyens. 

PREMIÈRE PARTIE. 

1. Soit un espace de Riemann (') défini par 

( 1) fis- =2 gat flu' did, g= 1 gît I ο 

et 
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une t°" oo'° de G. Les coefficients de X sont définis par les équations de 

(') Ces résultats ont fait l'objet de deux Notes à l'Académie des Sciences 
{C. R. Acad. Se., t. 19i>, ipSa, p. et 85o). Ils sont voisins, mais cependant 
distincts, des résultats obtenus par Lie ( Transformationsgruppen, t. III, 
p. ^Si-Soy). 

(2) LIE-ENGKL, Transformationsgruppen, t. I, p. (»18. 

(:ι ) Les fonctions ga de .... u" sont supposées analytiques. En un point 
dit ordinaire, toutes ces fonctions sont régulières ainsi que toutes les fonctions 
définissant éventuellement des changements de variables; et le discriminant 
est -φ ο. 
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Killing (' ). 

(3) 4à \fa~du* + Λ>·iï? +
 td ) - ° (<>*-'.···,»). 

A 

Les premières conséquences différentielles de ces équations sont réso-
lubles par rapport à toutes les dérivées secondes. Les termes contenant 

les dérivées secondes sont en effet ̂  (■-»■ ~âul, + ̂ ' oïeùJ) '
 Si 

l'on forme deux expressions analogues en permutant circulaire-
ment les indices i, A, A, et si l'on retranche la troisième de la somme 
des deux premières, on obtient &·,. Si alors ̂  désigne en 

général (ιon aura 

Σ  d1 Û d- c! 

11 en résulte immédiatement que le groupe G, en un point ordinaire, 
n'a pas de tu" ac1'' d'ordre ι (-). 

Posons maintenant 
(3) 4 

et considérons les formes linéaires à rr variables, qui figurent dans (2), 

Flk = (.Vi\pu+-AV,./»*') (f=i n; k=(, »). 

Leur nombre est Ν = n(n +i)/2. Elles sont indépendantes. En effet, 
par le changement de variables 

/»''=2 m.pu. 

F,7
;
 devient p'--\- />'·,. H est clair que ces Ν formes sont indépendantes, 

chaque variable p'j (k > i) ne figurant que dans l'une d'elles. Ainsi les 

(') BIANCHI, Teoria..., p. 49»· 

(-) BIANCHI, Teoria..., p.-145 
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Ν équations (2) peuvent être résolues par rapport à Ν des n' dérivées 
premières. On en conclut (') que le nombre des paramètres est 
<n + «- — Ν = «(«-+-1)/2 et que si ce maximum est atteint (ce qui est 
le cas du groupe G), il y a, en un point ordinaire, η t""s ootet indépen-
dantes d'ordre zéro, et n( η — i)/a d'ordre 1. 

2. Soit A un point ordinaire, où je supposerai //' = .. . = //"— o. 
J'effectuerai (2), sur les a' (et par suite sur les du' ), une substitution 
linéaire à coefficients constants telle que l'on ait, au point A, 

dsf,= "Σιt/ie ι-. 

Les cosinus directeurs a' d'une direction issue de Λ vérifient en ce cas 

(3) 5(a')s=·· 

On sait (:i) qu'alors le stabilisateur G0
 du point A dans G est engendré 

par les n(n — i)j2 l°"s oc1" 

l'i) Η
ω

==/·
Λί

-4- /·,,*= (Λ. /.·= ι /t). 

les termes non écrits étant de degré >2 en , tt", et que, sur les 
points JJ. (et', .. ., α") de la (« — i)-sphère (Σ) représentée par (3 ), 
G

0
 a même action que le groupe Γ engendré par les 

(3) 4à \fa~du* + Λ>·iï? + td ) - ° (<>*-'.···,»). 

Le groupe G a en outre η t""s x1"" indépendantes d'ordre zéro. On 
peut toujours prendre 

(·">) !»,— />,H- ''
i=

iiïë H). 

les termes non écrits étant de degré > 1 en 11', . . ., 11" ( '). 
On voit donc que, si le groupe G des transf ormations isométriques tt 

n( η + i )f'2 paramètres, il a, en un point ordinaire, η t""* x'" indépen-

(') IliANcni. Teoria..., p. 1 /j5. 
(-) Cf. LIE-ENGEL, Transformationsgruppen, l. Ill, P. 3ΙΓ>. 

(;i) /btd., p. 016. 
(S) LIE-ENGEL. Transformai i ο η sur 11 ρ pen. I. Ill, P. .> 17. 
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ttantes if ordre zéro, et η (η — i)/a d'ordre ι, dont les termes de moindre 
degré sont complètement déterminés ( 1V 

5. A toute direction (a) issue de A, il existe une géodésique tan-
gente. L'arc AM == α?' de cette géodésique et les η cosinus directeurs a', 
liés par (3), déterminent le point M. Inversement tout point M, voisin 
de A, détermine une géodésique AM, la direction (a) de sa tangente 
en A, et Tare AM = .r1. J e puis considérer α% ..., a" comme coordon-
nées cartésiennes rectangulaires d'un point μ de la (η — i)-sphère (Σ) 
représentée par (3), et former une représentation paramétrique 
y.!=fi(jp-, ,<r") de (2). En supposant qu'à tout point p. de (Σ) 
correspond un seul point m (a?-, ..., ae"\ je puis substituer, aux coor-
données /(', . .., u", les coordonnées a?', .r"-", .. ., .r". 

Je prendrai, pour a·-, . . les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires de la projection centrale m de μ sur le (η — i)-plan (P) 
d'équation y.' — \ . On a alors la représentation paramétrique 

( 6 I 
y} = fi -4- Λ") -, ;Ϊ = (',/·'·:)-Η-. . .(.t·")-. 

y.' = .r'ï ι Λ"" ) - ( ί — h ). 

L'élément linéaire devient alors 

(7 ) ^'-=2
 f/

'
r

"*"<*Έ? ΈΡ · 
Je dis que l'on a 

//,(— Ι. Λ,/— I' (/= '.. Η ). 

En effet, quand .r·1 varie seul, le point, décrit une géodésique, sur 
laquelle ds--d.r' ; d'où ι — h,, ; et, par suite, en introduisant les 
svinboles de Christoffel (s), 

(S) ='il ,,/=:■! I/,, !./ = " ")-

(') Cf. LIE-LSGEL, ibid., p. 3·ΐ5-333. Lie démontre, par des calculs assez 
pénibles, que la structure de G est alors nécessairement celle du groupe eucli-
dien ou de l'un des deux groupes cavleyens. 

{-) BUXCHI, Geometria differentiate, seconde édition, ι. II, p. 63, ou CARTAN, 

Leçons..., p. 35. 
Jottrn. de Mat h., tome XIII. — Fasc. II, igS'i- 2" 
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D'autre part, les géodésiques sont définies par les équations différen-
tielles (') 

~7ÎF +2.ΓΛΛ Λ=°· 

Ces équations doivent ctre vérifiées pour a·' = s, dx-=. ..= dx"= ο ; 
il faut donc 

Γ,'^Ο (1=1, .... Il), 
d'où 

(9) ^ 1/1 —iVi'/l |'(— «> (j -— 1, . . .,n). 
I 

On a donc 
^ =1",;, + (7 = 1,·..,«), 

et les h,, ne dépendent pas de at'. Mais les 

~7ÎF +2.ΓΛΛ Λ=°· 

sont tous nuls en A. En effet, comme u1' s'annule avec a;', quels que 
soient £r2, . .,, œ", ύιι'/Οιι' s'annule aussi avec a;1, et pour a?' = o, 
f)u'jàx[ se réduit à a'. 

Ainsi l'élément linéaire a la forme (-) 
( 10 ) fis- = ( r/.r' )· H- f/σ'-, τ/σ-=^ ι/.r' ιΐ./Λ\ 

les indices ι et k parcourant seulement 2, . . ., n, niais les «·,■/,· dépendant 
de a-' , ar, . . ., x". 

h. Tout point M a pour coordonnées, soit a?', ar, . . ., a;", soit a?1, 
a1, . . . ,a", les a'liés par (3), et exprimés, par (5), en fonction de 
a?2, . .., xn. Le stabilisateur Gn < G du point A, qui transforme tout 
arc de géodésique en un arc de géodésique égal, laisse inaltérée la 

(') LEVI-CÎVITA, Absolute Dîfterentialkalkiïl, P. 61 ; CARTAN, façons..., P. 4' 

et 98. 
(-) Cf. BLANCHI, Geometria, seconde édition, t. II, p. 336; CARTAN, Leçons.... 

P- 109. 



SUR LES ESPACES DE RIEMANN. 2Q3 

variable χ*. 11 conserve donc toute variété V,, à η —ι dimensions, 
représentée par a?1 = const., ainsi que l'élément linéaire dn de cette 
variété. Les coordonnées variables d'un point quelconque de V

4
 sont, 

ou bien les a' liés par (3) [coordonnées d'un point ρ de (Σ)], ou bien 
χ-, ...

y
x" [coordonnées de la projection centrale m de ρ sur le 

(η — i)-plan (P) d'équation α' = ι]. L'action de G
0
 sur les points ρ 

est (ιΓ 2) celle du groupe Γ engendré par les pWi. L'action de G„ sur 
les points m sera donc la même que celle H

0 de Γ. Or on sait (') que, 
si deux Γ"5 oc'05 correspondantes de Γ et H„ sont : 

~7ÎF +2.ΓΛΛ Λ=°· 

les sont déterminés par les équations 

(m) "i=\«'=2^t
 (1 = 1, «). 

Si 
\ = P,/ (/=3,...,/!-), 

on trouve, d'après (6), 

V

~ d? +
 ·"·'

 +
 ·

Ζ
 " Λ?) * 

et, si 
A = Ρ/,Ί (Λ,/.- = 3, . . H), 

on trouve 
~7ÎF +2.ΓΛΛ Λ=°· 

Le groupe H
0
 est donc le groupe projectif conservant la(n— 2)-sphère 

d'équation 
(j;-)2 -I- . . . -l·- (χ'Ύι = ο (!). 

Il conserve un élément linéaire da,, qui est (3), à un facteur près 

(') lïiANCiii, Teoria..., p. 161. 
(2)BIAKCBI, Teoria,... P. 53I. 

('■'·) LIB-EMGEL, Transformationsgruppen, t. HI, P. 354; CARTAN, Leçons..., 
p. I4I. 
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dépendant de .-r' seul, donné par 

v ' ' (n-a:)2 

L'élément linéaire da de V, conservé par fi
0

, on a donc la forme 
) da ι ; et ( ι o) devient 

( 13 ) ds'- = (d.f' )2-|- R-(./;1) ,!σ\. 

5. La fonction R(.r') est ïc produit, par a?', d'une série entière en 
(a?1)3, se réduisant à ι pour tv* = o. Considérons en effet deux géodé-
siques issues de A, correspondant aux deux points m,

;
(sv% .. .,..., xnk) 

(& — i, 2) du (n — x)-plan (P) (n° 3). Sur toute variété V,, ces 
géodésiques déterminent deux points B/;. On peut représenter un 
arc B, B

2
, situé sur une V, quelconque, par 

&»=·?λ(0 (ο</<ι), οΛ(ο)=αή, ç»7,(i) = (/1 = n). 

L'élément linéaire de cet arc est, d'après (12) et (i3), R(ir' )ψ(ί)ί/ί, 
et sa longueur a pour mesure 

(•'|) = Κ (' jr:, ). 'Ρ,ι = Ç 'ίι(Ι) ι/t. 

Introduisons alors les coordonnées normales de Kiemann relatives au 
point À (4), c'est-à-dire les j' = £r' yj (i = 1, l'élément linéaire 
prend la forme 

(>5) r/.s·' = ( f/r' J~2| F/IÎ <7r'' dri, 

les Filft, analytiques comme les gy,.., étant des séries entières en y ',... ,y", 
commençant par des termes du second degré. On a d'ailleurs 

1 ( (/r'~ )'-=(■ <■/./.■1 )"- (y1 )- ^ ( ds/.! )- ; 

et, d'après la définition de la métrique cayleyenne elliptique(2) 
comme on peut du reste le vérifier directement sur (6) et (12), on a 

Σ ( d ?.')- = rh'\. 

O CAUTAN, Leçons..., p. . 
(2) Ibid., p. et i/jo. 
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La comparaison de (i3) et (i5) donne donc 

[IVs
(Λ:

1
) — (Λ·

1
)-] da'j = ^ Ρhkdy'' dyk. 

Si, x' restant lise, on change a' en —a', donc y' en—-.y' et dy' en 
— dy', cette formule montre que Ε

Λ/
, ne change pas, donc que tous 

ses termes sont de degré pair en y', . . .,y". On a donc, en remplaçant 
les y' par α?1 a'. 

Fhkto,H (J'1 )'" + tl/d-i ( j?1 ) ' -i- ■ ■ -, 

les aha étant fonctions de a1, . . ., a". L'élément linéaire d'une variété 
V, (dx' — o) est donc donné, d'après (15), par 

th- --- ( jc1 )- f/a'f -I- ̂  [ b
hki

 ( je* )2 -+- b)* + ...] )'- dah <h.k. 

Sur l'arc B, B
2

, on a 

</<7, = <i(l) dt, ^ h 1,1;! (ly.h dy.k = T/ dl~ ; 

on eu déduit, pour th, un développement 

rfe = λ·1 ψ(0 [ι -+- 'Lia·1 )sT,(.4·' )' -i-.. .]■ 

D'où, pour la longueur de l'arc B,B2, 

(16) Ij =:a;1 [©
u
+©j(as')sH-. . .], ®ί= / ψ(ί)Τ/</ί. 

La comparaison de (i4) et (16) donne bien, pour R(a?'), le développe-
ment annoncé. 

G. Si maintenant a;" désigne une fonction f(x* ) vérifiant 

(-l~) R (■£·') R(.£■'') °1' r/.i' ~ li(./■' ! ~p, 

on aura 
ds'- = (da:'1 )*-+- κ- ( -Χ·', ) da\ = ρ-[{du;1 ) - -4- H-(λ' ) d<j\ ] = p- dsr. 

La formule asn =/(xl) définit donc une transformation conforme. 
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Or, si F est une primitive de i/R, l'intégration de (17) donne 

li(jf")=F(j7')+ t. 

Cette équation définit une fonction a?" = , /), qui vérifie, en 
même temps que (17), 

^ =/(.*', o ) el = li (*" ). 

Les transformations considérées forment donc (') le groupe {XJ 
engendré parla Γ" QC!oX = R (A?' ) djdœ*. Les variables étant différentes, 
chaque transformation de jX] est évidemment permutable à toutes 
celles de H

u
 (n" 5). 

Cherchons les expressions \ et U de X par les coordonnées nor-
males y\ . . .,y", pois par les coordonnées primitives //', . . u". On 
aura (2) 

Y =2^ ru r,i= \y= K(x·' ) λ>= ρ- y· ; 

comme R (a?1 )/a?1 est (n° 4) une série entière en (cc ' )- = (y (y")'1 

commençant par ι, η,· est une série entière en y', y", ..., com-
mençant pary\ On aura ensuite 

υ=Σ«κ»υ=Σ«κ» 

Or, si (α) est la direction de la tangente en A à une géodésique, 
et x1 l'arc de cette géodésique, les coordonnées de M sont (3) 

u'= y-'■*·' — ^ ( IV*)# <xhy-'·' -1- · ■ · 

ου., avec les coordonnées normales, 

υ=Σ«κ» 

(') BIANCIII, Teoria..., p. 6a. 
(2) Ibid., p. β8. 
(3) CAHTAN, Leçq/is..., p. ·α3ο. 
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d'où l'on peut évidemment tirer une expression de y1 par une série 
entière 

}■'= «' + 2 (V/t · · · 

11 en résulte que η' et Ou'/dy' sont des séries entières en u ', . . ., u" com-
mençant respectivement par a' et ε,y. Donc υ( est bien une série entière 
en ii1, . . ., u", commençant par tif. 

A in si, si le groupe G des transforma lions isométriques αη(η+ι)'2 para-
mètres, lestabilisateur G„ < G ddin point ordinaire A (u1 .. = u" = o) 
est semblable au groupe des déplacements de l'espace elliptique; ses sys-
tèmes d'intransilivité sont des variétés an — ι dimensions dont chacune 
a une courbure riemannienne constante positive. Le groupe G* des trans-
formations conformes contient un groupe [ 1 } engendré par 

u=S-'w*-. 

dont chaque transformation est permutable à toutes celles de G0. 

DEUXIÈME PARTIE. 

7. Le groupe G' des transformations conformes contient donc cer-
tainement n( n — Ι)/Μ + Ι) L""S cclis indépendantes d'ordre Ι : les R/lA 

et U. L'action Γ', sur les directions (a) issues de A, du stabilisateur 
de A dans G' doit conserver l'équation Σ(α')2 = ο. Il ne peut donc (') 
avoir d'autres l°"s 3o"'s que les ρ

Λ/;
= α'1 ̂  — a'· ~ et υ =2

 α
<"^Γ

 Par 

suite G1 ne peut avoir d'autres l""s oclcs d'ordre ι que les et U. Mais 
G', contenant P,= + . . . et U =2

 u
'+ · · · coudent aussi 

(P,· U) = ̂  -H . . . et (P/U) — Ρj=Yi qui est d'ordre > ι. Deux cas 
sont alors à distinguer. 

(') LIE-ENGEL, Transformationsgruppen, I. ILL, P. 3IG. 
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H. Si les Yi sont tous nuls ou d'ordre ι, G est semblable au groupe des 

déplacements euclidiens. En effet, on a alors 

(Pt Pt) = o, iPi « ) =Ph (Pi ru) — pi, (jn /·/</) = υ, 

Ces relations, jointes à (U R/,A)= O, montrent que L , les P, et les U,,. 
engendrent un groupe G'. D'après un théorème général sur les groupes 
transitifs contenant U ( '), (·' est semblable à 

<·'■ = ! /'| ■ ■ · ■ : Pr : " ■ r,
t
. .... ;. 

OÙ 

(Pt Pt) = o, iPi « ) =Ph (Pi ru) — pi, (jn /·/</) = υ, 

dont la structure est 

(l) (Pt Pt) = o, iPi « ) =Ph (Pi ru) — pi, (jn /·/</) = υ, 
(unt) = o, (/·,/< ru) = ru. (ra, rk,) = υ. 

Le groupe G est alors semblable à un diviseur G, de G',. Comme un 
changement de variables n'altère ni les ordres des t°"s ocles (3), ni la 
structure, G, doit contenir »it,,,,soou's indépendantes d'ordre zéro, 

'•i—^ l-ikpk-i- ■ · -

et n(n — i)l~A d'ordre J , 

p/iA '·///« α [3 [-*·&& H r 

dont aucune n'est permutable à toutes les autres, et dont aucune, par 
suite, ne peut être u. Celte condition exige j λ(ΛΑ} (=(3) | ̂  o, et l'indépen-
dance des π,· exige [λ,-

Λ
. i^o. On peut donc prendre r., = p,-|-. . ., 

pw.= '*/,/.·+ a,,
k
u. Mais p

w
) — ?i = — ««« ; donc 

α.ί,ι—ο cl p/lt—r/,k. 

On peut alors prendre -n,·=/>,·+ α,·«. Mais (r.,-r
(7
)— z,=— α,M; donc 

3T/= U CL — 

(') LIE-EKGEL, Transformalions^ruppen, l. 1, p. (HS. 
(-) BIANCIII, Teoria..., p. I36. 
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Donc le seul diviseur de G', qui soit semblable à G est le groupe 
D

e
 = {JU|, . . ., f>,

t
. /·,

 a
, . . ., r„ 1 „ 5 des déplacements euclidiens. 

9. Supposons maintenant (P,· L ) — P, d'ordre Si q>2, 
G' contient (ΡΛ V,) d'ordre q — 1 ; en formant les alternées successives, 
011 arrivera à une t"" ock' W d'ordre 2. On sait (') que W a nécessaire-
ment la forme 

W =2 c
k "Ι" ''λ— '2 —

 1 ··'*')"/'/·. 

(jue G' contient alors les ntu,,soclcs indépendantes d'ordre 2, 

Τ). = (■/, -t- .. ■, et n'en contient aucune d'ordre 2. 

Ce groupe G', transitif et contenant U, est (-) semblable à 

FI | J //,. .... Pn ; U · 4|-,. ■ ■ - · l'it—1./1 Ϊ .... l'n ,. 

dont la structure est donnée par (1) et 

(■'-) 

(p/, '·/,} = ■! u. (pu (-/4 = ->rui
n

 ( u <■·;,) — Ι·
Λ

, 

(η,/ί 7) = <·/,. = (I. ( rA <·<■) = o. 

Ce groupe G' est (:i) le groupe des transformations conformes de 
l'espace euclidien, groupe total (') de ûfV/a?')2. 

Comme au n° 8, G est semblable à un diviseur G, de G', engendré 
par 

(Pt Pt) = o, iP-4- y.-,u <7 ( i = ι u). 

pi,r.-= f/,/.· H- "·;ι,ι.·ιι 4-^ Qhu ·"/ f h = 1!· = h 4-1 « )· 

En convenant que γ,.-,,-}- γ/,/,· = ^α-λ/-f- ϊ/,ι,ι = <», doue fw,H- pM— ο, 
on peut supprimer la restriction k h. 

(') LIE-E?ÎIÎEL Tr ansfor mations gruppen, I. 111, p. 318. 

(-) LIR-ENUKL, ibid., t. I, P. 618. 

(;;) LIE-ENGEL, ibid., t. Ill, p. o/JY. 

('') Le groupe propre de F conserve Vexpression F; le groupe total conserve 
seulement Véquation F = 0. Cf. DE SÉGUIEH, Groupes à invariant bilinèaire ou 
quadratique (.foum. de Math., série, t. 11, 191 (i, p. 2S3). 

Jour/i. de Math., lome XIII. — i7i.se. II, ι<ιο). 2^ 
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Le groupe G, n'ayant aucune toM ocle d'ordre ι, les (c,7, p,,,) — p,
7 

et(p//,pAÎ), qui n'ont que des termes de degré 2, doivent être nulles. 
Ces conditions donnent 

yyhk=0Ô;A/=<> ( trois indices différents). ÔA/A—®</Ί· Ο;Α/Ι=Ο
(
//. 

Si donc on pose 
0|/, = 0,·. 

on a, quel que soit /, 
0 m = — ο u'~ rî> 

et 

( 3 l &»,(■ = /7,/, OA < ν, — 0/, Ι'/.. 

De même, les ρ
Λ
,) — r.,— ai

t
 c

7(
, et (z,, pA7) — 20, ρΛΛ — 2it ρΛ/, 

qui n'ont que des termes de degré 2, doivent être nulles. Ces condi-
tions donnent 

phi = <> ( / pi Λ ). 5aa = pu. y.i — q/. 

Si donc on pose 
^ , 1 ^ . 

on a 

( /, ) -j = ft, Ρ- ■> ο, « H- 5 (7. 

La structure de G,, que l'on vérifie directement, est donnée par 

(5) 
( T.h T./:) :— ->0/- ,./, — ■ ! 0/, i./· -I- i 5pAA. 

( 7T/J pA' ) "" 77/ H- 2 OA pA/· F ~ίι J'AI ) " ·ί OApA/ — ·/ O/OAA. 

( 6 ) (' p/A pA/ ) = 0;/. ί p/A 0A/ > = 0. 

10. Mais, si l'on remplace r.,· par t.] = r., — 2 ̂  o>. ρ ,7., on voit que 

les relations (5 ) sont remplacées par 

f") 
( T.',, Ρ AA- c = β — — Ο Λ, 

( Τ.„ p/,/) = ~/. ί ~Α pA/) = ο. 

Si c — ο, (i, a la structure du groupe D„ des déplacements eucli-
diens. Si posons 

k'-= — ) î=ztlL. cf> Il et —kri 
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Les relatious (7) sont remplacées par 

(8) ( >"h «ϊ)— s?ÎA. ('.A ?A/)—~n ('-A p«) = <>· 

Or la structure (6)-(H) est celle du groupe 

^ε— ! - - * ■ ^/1 ; ' ι-> 'V—i,a ïs 
oil 

w— pi ~i~ 7 *7-

Les groupes G,, D„, D
£
 sunt transitifs. Dans risomorphisme de G, 

à D„, ou à Dj, les stabilisateurs de l'origine se correspondent. Si donc 
c = o, G, et G sont semblables (') à D„. Le d.s- conservé par G est 
équivalent à conservé par D

0
. Si c^o, G, et G sont sem-

blables à IL. Le ils' = Zgjkdu'thi'·', conservé par G, est équivalent au 
ds- = S/i,7, rfa7/j;'', conservé par D

;
, que je vais déterminer. 

1 1. Si l'on désigne par ξ/( (/ = 1, ..., n(n -+-1)/2 ; i = 1, ...,«) les 
coefficients des t°"s oc'"s génératrices de D

;
, les hiu doivent vérifier les 

équations de Killing 

(91 Σ ^^ '
Λ;> 7777) - °· 

On sait (-) que les A,-*, solutions de ce système, sont complètement 
déterminés par leurs valeurs initiales A 7. (en o), assujetties aux condi-
tions suivantes : la forme quadratique F =2 A,·"/*' a' doit être définie 
positive, et invariante par chacune des t""s a:105 p

r/
 du groupe Γ (n° 2). 

Or la condition 
ο = ρ,y F = - h/\ »'

y
'~—^ A i'V * '

 α
'Λ 

donne 
ΑΛ= h?h A r"/=o (./' 7 / ). 

On a donc en o, à un facteur constant près, 

ds'l — — ( fL·' )-. 

(') BIA.NCHI, Teorict..., p. 3Q5; LIE-ENGEL, Τransfor mationsgruppen, ι. I, 
p. '( !;). 

(2) BIANCHI, Teoria..., p. 5*39-539. 
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Par suite, le ds- conservé par D.est, à un facteur constant près, com-
plètement déterminé. 

Or, si Ton prend (1 ) 

/</,·=" <J "- Ô- 1 = 1+ ̂  (Jdf, 

le d.r est évidemment invariant par les çPour on a 

/</,·=" <J "- Ô- 1 = 1+ ^ (Jdf, 

Si X' 7*'' /, l'équation (g) se réduit à 

/</, 

Si /· = i. elle devient 
■>. τL — ex1' l = ι'. 

Ces relations sont toujours vérifiées. 
Ainsi, Je ds- conservé par G est à un facteur constant près, équiva-

lent à 

/</,·=" <J "- Ô- 1 = 1+ ^ (Jdf, 

eest une des formes canoniques de l'élément linéaire d'un espace de 
Riemann, dont la courbure riemannienne a la valeur constante ε. 

12. La forme canonique du ds- cavleyen déduit de la définition pro-
jective de la métrique cayleyenne est ('-) 

/</,·=" <J "- Ô- 1 = 1+ ^ (Jdf, 

l'absolu étant la (η — il-sphère i(u-')- + c=o. On obtient la 
forme (io4 en cherchant une représentation conforme de l'espace 
cavleyen sur l'espace euclidien(3) 

i") Cf. RIASOIU, Geometria seconde édition, t. 11. 

("-) LIE-E.NGEL, Trans format ionsgritppen, p. 354. 

i" ) CARTAS. Leçons p. I4<>; BIAKCHI, Geometria..., p. »ο·.>. 4'<)· 
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Les constructions géométriques qui conduisent à cette représenta-
tion sont, en apparence, différentes pour t'espace elliptique et pour 
l'espace hyperbolique. On peut cependant les réunir dans un énoncé 
commun. 

Considérons les points (a*, , . . ., a-„) de l'espace cayleyen, où la 
métrique est définie en prenant pour absolu la (η — i)-sphère 

(i ·>. ) (a··1 )- -i- . . . -t- 1 = l>. 

comme appartenant au «-plan a-,
<4

_, = u de l'espace euclidien à 
η + ι dimensions. Faisons une proj ection conique de ce n-plan sur la 
n-sphère d'équation 

( ι A ) (x'p-t-.. .-H ( «t""1"1 — a-t·""1·' = u, 

le centre C de projection étant tel que le n-cône, défini par ce point et 
la (τι—i)-sphère ( ι ■>. ) du n-plan a?„ ,, <>, soit circonscrit à la 
«-sphère (i.T). On peut prendre pour C le point χ" — o, 
x"^' = 2c/(l + i). 

A un point (a;) du «-plan a··,,. , = o correspondra celui des deux points 
(y) de la η-sphère (i3) alignés sur (a·) et C pour lequel y"4"' est > ι 
(point sur le η-hémisphère supérieur); et l'on aura 

( I ̂  ) ■C = ; : —7 Û = 1 «). 

On fera ensuite correspondre au point (y) son inverse par rapport au 
point (o), la puissance d'inversion étant 4· Si 

Ζ = (='Ρ-Η... -+-(3»)*, 
on aura 
(iôt y'·' —-, ? (/=i η -t- ι ;Zn-1 = ? 

La correspondance (χ) — (F) est donc 

( ifi.l ( ι A ) (x'p-t-.. .-H ( «t""1"1 — a-t·""1·' = u, 

On obtient ainsi, dans l'espace à η dimensions, une transformation 
étudiée par Darboux dans l'espace à trois dimensions ('). 

(1 ) DABBOIIX, Leçons sur la théorie des surfaces. I. III, p. 492-



2ΐί\ M. POTHON. 

Si l'on fait ce changement de variables dans (n), que l'on peut 
écrire, en posant X - (Λ-·1)'-" + (■*'")% 

( ι A ) (x'p-t-.. .-H ( «t""1"1 — a-t·""1·' = u, 

on obtient immédiatement 

''■= 7 Zy! 

c es t bien lalorme (10) 
L'élément linéaire de la «-sphère (i3), considérée comme plongée 

dans un espace enclidien à (« -+- i) dimensions, est 

il·.7"-= ((■(>'' y1 ■+-. . . -t- ( i/r" -}- ( ih '" 1 )-. 

où il faut tenir compte de (i3) et de sa première conséquence difleren-
tielle 

(18) »·' t/y' H-... -+- r" i/y"-l· ( r"""1 — i) ' = i>-

Si l'on pose 
Y = ( »·' J2H-, . .-Ι- (r" )2, 

on a, en tenant compte de (i3) et (18), 

( ι A ) (x'p-t-.. .-H ( «t""1"1 — a-t·""1·' = u, 

D'après (i3), on a 
( ι — ν" ·: )-_ ι — Y 

et, comme y"+l est > ι, 
1 —J-RA-T-'

 =
— ( I — Γ )- . 

Si, dans (i4) on fait ε = ι, il vient 

(18) »·' t/y' H-... -+- r" i/y"-l· ( r"""1 — i) ' = i>-

Si l'on transforme (19) par (20), on obtient (17) où ε = 1. On vérifie 
ainsi que l'élément linéaire du n-plan elliptique est equivalent à celui 
d'une n-sphcre plongée dans l'espace euclidien àn+i dimensions^'). 

(') Cf. CARTAN, Leçons..., p. 134-14
r-
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Si, dans ( 14), on fait s = — ι, il vient y' = ad. On a alors, d'après (17) 
où ε = — ι , et (19), 

(18) »·' t/y' H-... 

On vérifie ainsi que la construction indiquée réalise une représentation 
conforme du n-plan hyperbolique sur la η-sphère plongée dans l'espace 
euclidien à π-j-i dimensions ('). 

Ainsi la η-sphère plongée dans l'espace euclidien à n+i dimen-
sions est toujours une représentation conforme de l'espace cayleyen, 
elliptique ou hyperbolique. Une inversion de cette n-phère ayant 
pour pôle un de ses points devait donc fournir une représentation 
conforme de l'espace cavleyen, elliptique ou hyperbolique, sur l'espace 
euclidien. C'est en effet ce que donne la forme (10) de l'élément 
linéaire. 

13. La transformation (17) de Darboux s'obtient d'ailleurs immé-
diatement par l'application du théorème sur la similitude des groupes 
rappelé au n° 9(2) 

Les transformations infinitésimales du groupe G^. du ds' (11) 
(groupe projectif conservant la η-sphère Σαή ε = ο) sont 

\,= Pi-i- s J·,/!;. f,
l=

jL (/=1 «). 

\m = -Cspt — (Ά. A=i «). 

Celles du groupe G,, du ds- (10) sont 

\,= Pi-i- s J·,/!;. f,l=jL (/=1 «). 

\ ■ Λί- = ,ΐ'Α'/ί-—'/<= ^7* 

Les deux groupes ont la même structure 

( /./, /.< ) = ZM, ( Z/, /.H I = Z<·. ( Ζ, Ζ/,Χ.) = Ο. 

(Ζ,1, Ζ/,Ί) = Ζ*. Ι Ί
Η

; Ζ«- ) = Ο. 

(') Cf. CARTAK. Leçons..., ρ. Ι4Ί>-A5"«-
Ç) RIANGIII, Lezioni— P. 3T)5. ou LIE-EKGKL, Transformai ionspruppen. t. I. 

p. 4Ô. 
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Ils sont transitifs, les «X, et les «Y, étant divergentes en o. Les 
stabilisateurs de o, respectivement engendrés par les ΧήΛ et les YAA, se 
correspondent dans l'isoniorphisme résultant de ridentité de structure. 
On a d'ailleurs immédiatement les relations 

{'il) -V,/,— -i'J, V*—x4 N4 

(22) = .Γ*Υί-.,·ίYA. 

D'après le théorème rappelé ci-dessus, les deux groupes G
x
 et G

r 

sont semblables; le changement de variables qui transforme G
x
 en G, 

s'obtient en égalant les coefficients des relations (21) et (22), d'où la 
transformation de Darboux, 

"= p^)· 


