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POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT TFINI. 127

Sur les polynomes orthogonaw relatifs ¢ un segment fini;

Par Seree BERNSTEIN.

| Le présent Mémoire contient I'exposition, avec quelques développements, de
mes Conférences faites au mois de juin 1g2g a 'lnstitut Henri Poincaré a Paris,
((ue j'ai reproduiles ensuite au mois de juillel au Séminaire de Mathématiques,
a I'keole Polylechnique de Zarich (').]

Introduction.

1. IEn suivant la voie ouverte par Tchebychell, on rattache, en
général, la théorie des polynomes orthogonaux correspondant & up
poids donné sur unsegment déterminé a celle des fractions continues (*).
Cependant, par cette voie, on n'est pas encore parvenu a résoudre
certains problémes importants comme, par exemple, celui de la repré-’
sentation (asymptotique) du polynome orthogonal valable sur tout
le segment considéré. v

La méthode que je développe ici consiste a combiner un pro-
cédé algébrique élémentaire de réduction, avec un passage a la
limite fondé sur le théoréme de Weierstrass relatif a la représentation
approchée des fonctions continues par des polynomes. Le point de
départ de cette méthode que jai aussi employée dans mes Legons sur

(1) Plusicurs des principaux résultats ont été résumés auparavant dans des Com-
munications que j'ai présentées a I'Académie des Sciences de Paris : Sur guelques
propriétés asymptotiques de la meilleure approxzimation, t. 186, p. 840; Swr les
polynomes de Jacoli, t. 186, p. 1090; Sur les polynomes orthogonanz, t. 188,
p. 361). _

() Une méthode difiérente est employée par M. Szeg dans deux travaux impor-
tants : Eniwickeluny nach Polynromen cines Orthogonalsystems (Mathem. Ann.,
t. 82); Ueher den asymptotischen Ausdruck von Polynomen die durch eine
Ortogonalititseigenschaft defintert sind (1hid., ! 86).
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les propriétés extrémales, etc., professées a la Sorbonne en 1923 (col-
lection E. Borel), pour I"étude de I'écart minimum sur un segment

fini ouinfini d’un polynome multiplié par une fonction positive donnée,
* se trouve dans mon ancienne Note, Sur quelques propriéiés asympio-
tiques des polynomes (Comptes rendus, 1¢ décembre 1913).

On reconnait ainsi que, sous des couditions treés générales, les poly-
nomes orthogonaux sont asymptotiquement identiques a ceux d’éeart
minimum correspondant ¢ un poids convenablement choisi. Cependant,
il y a des cas imporlants ot cette identification n’est plus possible, et
dansla seconde Partie, nous allons faire une étude spéciale de certains
de ces cas plus difficiles, ce qui nous obligera de compléler sur quelques
points la théorie classique des polynomes de Jacobi.

2. L’idenlification en question est une généralisation de la pro-
priélécorrespondante des polynomes trigonométriques de Tchebychefr.
On sait, en effet, que les polynomes trigonométriques de Tchebychel?
Ry (i R __cosn

Y -t

(1) T, (x)=

bl

olt & = cosf, jouissent de la double propriété :
1° Ces polynomes s’écartent le moins possible de zéro dans I'inter-
valle (— 1, 4 1) parmi tous les polynomes de la forme

R , cosrny —
(2) Plzy=x"+ b +.. .+ b,= pemens 40 cosn — 10 .. 40,
cet écart minimum étant ainsi égal a
A I
(3) . L,= ‘)TT;

2° Ces polynomes réalisent aussi parmi les polynomes considérés le
minimum de 1'écart quadratique intégral, correspondant au poids
-
g (:::) = ==

V11— x?

qui s¢ trouve ainsi étre égal a

+1 T
. dx cos*ng db T
: Je2— T2 — —_ N
([I) ”n — _, r" (‘1) \", 2t £ Qrn—t in—1?

1
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les polynomes T,(«) sont donc orthogonaux relativement au poids

g(x)= \/————-———l 3

1—x*

et I'on a

- . T
(H) II;;"—_—;L;I,

3. Il est aisé de montrer que : .

Les polynomes T, (x) de Tchebycheff réalisent d’une facon générale
le minimum de Uintégrale

(61 =[P

/1 — 22
quelle que soit lu fonction [(x) non décroissante et convexe.

En effet, la fonction f(s) jouit, par hypothése, de la propriété que

/<l1—;—:

de plus, le dernier signe d’égalité peut étre rejeté si 'on admet
d’abord que la convexité a lieu au sens strice. Il en résulte, sous cette
condition supplémentaire, que le polynome P,(z), fournissant le
minimum de I'intégrale I,, doit éire wunique, car, si deux polynomes
P.(x)et Q,(x)donnent la méme valeur & cette intégrale, lc polynome

)er(FELED <y + s

P(z)+ Q)
conduira a une valeur moindre.
Or, d’autre part, on a, quel que soit o,

I

»n+ T
(6 bis) l,= —/ SLi P, (cosf)!]db,
—R+3

2

. 0T
d(»nc, en par tlculler, en prenant“o = et en remarquant que
o 1 , L —— .,
Pylecos{ 0+ —) |=——cosnd+c,cosn —10+...+7¢,
" on—! ! e

nous devrons avoir identiquement (puisque le polynome fournissant

Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 11, 1930. 17
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le minimum est unique)

(7) I’ulctis (/J + —;—1-)]: P (cosh).

4 v . . ;. 9T .
Ceci exprime que P,(cos0) admet la période —, et, par consé-
quent, P, (cos0) se réduit au terme unique

P (cosh)= fi:—l_tTj ="T,(x).

La démonstration est achevée pour le cas ol /(5) esl convexe au
sens strict; pour passer au cas général, il suffit d’observer que toute
fonction convexe au sens large peul étre considérée comme limite de
fonctions convexes au sens strict; donc, dans ce cas également, aucun
polynome P, () ne pourrait donner & I, une valeur inférieure &

[ onnen—t=
- Vi—at

Remarque. — On prouverait par le méme raisonnement que

g cosnf + bysinn’

fournit la plus petite valeur & I'intégrale

f ‘/[a0 COSRY + Do SINIY 4 a1, €OSH — 10 4. o4 bpy 50T+ 11, l b,

quelle que soit la fonction f(3) non décroissante et convexe.
En particulier, en posant

JGEy=1=1" Uz,

on trouve immédiatement, d’aprés ce qui précede, que le muumum

H! de _
-1 dx
f Pu(2) | ——=—=
- ‘/' I— 2

/ <|>r(/+1)
2
di = / |
l‘ 1)
2

est égal a

(8) =

v

cosnf

N
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4. La question principale, qui dirige Loute notre étude actuelle, est
cle reconnaitre dans quelle mesure et commentla propriété générale des
polynomes trigonométriques qui vient d’étre établic s'étend aux poly-
normes orthogonaux correspondant i un povds quelconque.

Nous étudierons de la fagon la plus compléte les polynomes ortho-
gonaux R,(x) correspondant au poids
()

...:,
| — =

(9) ' gle)==
. v

ot ¢(x) que nous appellerons poids trigonomdétrique est une fonclion

conlinue, satisfaisant dans I'intervalle (— 1, + 1) & la condition

(10) . o<t (x) <L,

7 et L étant des constantes fixes. Nous verrons ensuite que plusieurs
de nos conclusions resteront vraies sous des conditions plus générales,
tandis que d’autres ne le seront plus. 1l semble ainsi préférable de ne
pas fatiguer l'attention dés le début par ces généralisations i trou-
veront leur place naturelle dans 'exposé systématique qui va suivre,
en conservanl pour le moment 'hypothése de la continuité de ¢(x) et
la condition (10).
Désignons par L, ¢t (@)] le nunimum de Uécart du produat

(11) L(x)P,(x)

sur le segment (— 1,4+ 1), et par HY[ t(2)| le minimum de ['intégrale
o \ 9 b P n A o

+ 1 )
(12) f [Lle) Py VL2,
o/

\/' 1 —

ol P,(x) est un polynome quelconque (2) de degré n, dont le Lerme
- du plus-haut degré a son coefficient égal a 1. Il sera démontré que
Pégalité (8) s'étend asymptotiquement, ¢t l'on a

o))
15 )

au moins pour 122, et que les polynomes orthogonaux R,(x) qui réa-

(13) I e(a) ]~ L[ ((=)]



132 SERGE BERNSTEIN.

lisent le minimum de l'intégrale (12) pourl= 2 | correspondant aw poids
trigonométrique t*(x)] «fournissent asymploliquement le  minimum
de (12) pour 1> 2 et aussi celui 1,[1(x)] de Décart de (11).

Ce résultat esl une conséquence du théoréme suivant :

Les polynomes orthogonaux R,(z) normés correspondant au poids
trigonométrique t(x), c'est-a-dire définis par les conditions que

“+

e — l {74 .o
(11 / R (z) B, (x) Haz)de =o, st nzim
J_y \/1 — :
et ,
-+ 1 . N
. = Ixydr
(]o) f I’,/—I('[;).T(.’_)_(_l_:l
- V1 —at
admettent ['expression asymptotique
— 2
(16) ‘ |'|,l(.’l,')r\/\/r.l('2;)c()5(ll0+f.!J),
ot () = arc cosx et
1 Jemem—
) *Togl(s)y —logl(z) /x——x"
- b= =] e 5.
(17) Y=z — \ —ds.

valable uniformément sur tout le segment (—1,+1), pourcu que la
JSonction t(x) [satisfaisant & (10)] satisfasse encore i la condition

(18) C(a 4 0)— () illogo e b (e >0, k> 0).

3. La démonstration de ce théoréme occupera la place centrale
dans la premiére partie de notre travail; mais, en admettant I'exacti-
tude de la formule (16), nous allons dés maintenant en déduire
"égalité (13). Pour le cas de /=12, cette affirmation est évidente,

car le polynome R,(x) multipli¢ par y7(z) atteint en n4-1 points
avec des signes successivement opposés son module maximum qui est
asymptotiquement égal 4 \/~, puisque ¢ prend la valeur zéro aux
deux extrémités == 1. Donc, R,(2)Vt(z) donne asymptotiquement
I’écart minimum du produit F,,(w) V t(x), ou P, () est un polynome
quelconque de degré n, ayant le méme terme de degré supérieur que
R.(2); par conséquent, l’égal)ité (13) pour /=2 [qui correspond
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a 'égalité (5) pour les polygomes trigonométriques ] résulte de ce que
(19) H;—Z(:l:):Ilj,'-"[\//f(.-l;) ||-i,-)(r)

oli R,(«) est le polynome, orthogonal correspondant au méme poids
trigonométrique ((x), non normé, mais ayant le cocfficicnt de "
égal a 1. , |

Pour obtenir I'égalité (13), lorsque /> 2, ohservons d'abord que
-({Y étant continue)on a

(20)  lim f leos(nG -+ &) df :/ Leosn Y di-
0 . "

: "(5)(3)
2 2

= | cosl Wl = > =7 2/,
: .,</ >
o Pl- -1
9

En effet,  étant un nombre positif arbitrairement petit, décom-
posons l'intervalle*(o, =) en parties suffisamment petites: o, b,
bay ..., by, =, pour que la variation de ¢ dans chaque partie reste

. ;. A [s) P oy & .
inférieure a L alors |, désignant le milieu de la £*™ partie, on aura
BN

A
o b by
0
’/ [ cos (8 + WY el —Z f eos(n -+ U d)| < 5!
I 0 ) [ -
et, d’autre part, on pourra prendre n assez grand pour que la diffé-
rence entre

b

f [cos(nl 4+ L)l dl= / jeosnb | di
T ' v/ b
by .'—!--',—t

bi
. f Leosn 'yt dy
b

[
N

o . P . 0
soit inférieure en valeur absolue a —-; done,

If feos(nf + Y ds ~—f deosnG| dj) < o.
0 [/}
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Ainsi, I'égalité (13) sera élablie, si nous montrons gue pour tout
polynome P,(z) de dcgrc n, assez élevé, commencant par le méme
terme que R, (), on a

o 1 VT

quelque petit que soit le nombre positif donné <.

l“u( \/’ ’))l —/—'—7;—-7>"—2,

. /
Or, quels que soient y 20, 520, m=-> 1, ona

*)«I/l —_ :///2 mam-1(y -3 ) :
done,
dr

bl — _ o
j }]I’n(:.rﬁ\l(.r)r—|H,,(,l')\/(.r)|/} -
-1

V1

/ .+1'
g—/ P2(x)yt(z)— Rz 1(a)}
-1

",

IH,,(I)\/ I)II

Vo

11 suffit, par conséquent, de prouver que, pour 7 assez grand,

(22) / iT2(r)— R2(2) ! 1(x)] cos(nh 44 ,” > —zc.
0
A cet effet, en développant [cos(nl 4+ ¢)[~2, en série trigonomé-
triqque,
[eos(nG + by == Ng+ Aycosa(nl+ &)+ .+ Apcosh(nl+ L)+ e
ou A,> o, nous pouvons fixer k (indépendamment de n) assez grand

pour avoir || < - De plus, en appliquant les formules (16) ct (17)

/79
ol ¢(z) est remplace par¢’(x), on a

l/,:f( 22, )—-H,,(i).1(1)(05[;(11’/-}-'.4;///}
)

= T L _
’“V%’ f Lot Ryl [P () — Rz () ]

R,.,(x) désignantle polynome orthogonal normé de degré pn corres-
pondant au poids trigonométrique #”(x). Donc, p2 2 étant fixé, [, tend
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I3 f ,oe .
vers zéro avec - cela est évident pour p = 2 & cause des équations

d’orthogonalité de R., ,(z) et du fait que P?(x) — R* () est un poly-

nome de degré non supérieur & 272 —1; de méme, Q,(x) étant un
polynome de degré & < n assez élevé pour que Q,(x) différe aussi peu

r
. P
qu'on veut de [¢(x)] *, nous aurons, pour p > 2,

(53) f [eCe) ) By, () Qula) | P2 () — R (Y] L,

V1 —

d’oti il résulte que |, tend vers zéro, de sorle que pour n assez grand,
on a '

ol <

et I'inégalité (22) se Lrouve établie.

6. Remarque. — Par ce qui précéde, I'égalité asymptotique (13)
n’esl. démontrée que sous la condition (18), mais les considérations
(ui nous permelttront<lans la suite de nous débarrasser de cette res-
triction pour le cas de /=2 sont applicables, quel que soit ; ainsi,
towtes les extensions de ['égalité (13) correspondant 4l = 2 sont cgale-
ment vraies pour 1> 2.

Le raisonnement qu’on vient de faire n’est pas valable pour /< 2;
cependant, il ne parait pas douteux que égalité (13) subsiste pour
toutes les valeurs /21, Pour-trancher la question, il suffirait d’étudier
le cas particuliérement intéressant de I=1. [.'élude de ce dernier cas
permettrait de généraliser (asymptotiquement) encore d’autres pro-
priétés des polynomes trigonométricuues T, () ; sans nous arréter lon-
guement sur celte qucstion, bornons-nous & (uelques indications
sommaires.

La détermination des polynomes Q,_,(x) de degré n—1 pour
minimer l'intégrale ;

[ 17@) = Qus(2) 92

1

ot le poids g(x) > o et la fonction f(«)sont donnés, conduit A un
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systéme de n équations (")

f zrq z)dx—f zlqg(x)dr +. +f.1/’r/ Yexr=o0
(24) —1

Ay

- SERGE BERNSTEIN,

[/_.0, e, lt-—l)

ol a, sont les points au nombre non inférieur a n, ol f () —.Q,_ ()
change designe; on aura, en particulier, £= ntoutes les fois quef"" ()
ne change pas de signe sur le segment (— 1, 4 1); alors, quelle que
soit la fonction f(x) de la classe considérée, les polynomes cherchés
Q. (@) sonl les polynomes interpolaleurs de Lagrange correspondant
au systéme bien déterminé de neeuds (*) qui sont les racines du poly-
nome (2) de degré » qui rend minima I'intégrale

.+1
/ ,,(l)‘//( ) e,
1

En particulier, d'aprés le résultat obtenu au paragraphe 3, on a
PGy ="T,(x),

; donc, dans ce cas,

(- 3)

ol == €O8§ ————r .
n

lorsque ¢(2) = ——

(1) Pour le cas de ¢ (2)=1, la solution du systéme (24) a é1é donnée pour la
premiére fois par Korkine et Zolotarelf dans Particle : Sur wun certain minimuwm
(Nouselles Anncales de Mathématiques, v, XII, 1857).

() L’unicité du systéme de solutions de (24) s’établit de la fagon suivante. Admettons
qu'il existe encore un autre systéme 3, ..., 3, satisfaisant & (a). Le segment (—1, 1) se
trouvera alors décomposé en 2n -1 intervalles (dont n—1 ou plus pourraient étre
de longueur nulle) par les points 2;, 3;. [ y aura p de ces intervalles, oin le signe
devant l'intégrale dans (24) sera le méme que dans 'équation correspondante formée
avec les 3; et p, de ces intervalles jouiront de la propriété inverse. Au moins, un des
nombres p ou p, ne dépasse pas n : soit, par exemple, p< n. L’intégrale formée avec
un polynome arbitraire R, () de degré n—1. prisc suivant ces p intervalles avec
les signes imposés par (24), devrait étre nulle, ce qui n'est pas possible, puisquon
peut disposer des vacines de Q,_,(z) pour rendre positive la partic de l'intégrale
relative a chacun de ces p intervalles.
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Il est également facile de montrer que pour q (x)=1, on a

o)z COS

9
n 41

de sorte que P, (x)= [,.,(x) est alors le polynome qui, multiplié

n-+1

par VI— &%, §"écarte le moins de zéro dans U'intervalle(— 1, +1); dans
ce dernier cas, ou loules les formules sont également non sculement
asymptotiques, mais rigourcuses, on a ainsi, conformément a (13),

||$‘| "(\ T—?_L—") =9 L,,,(‘\“l_«_——.;.'ﬁz).

On trouvera la démonstration de ceci dans mon article (') : Sur une
propriété des polynomes de Tchebycheff, ol j’en ai tiré la conséquence
que de tous les polynomes P,(z) de forme (2), le polynome T.(x) est
celui dont la variation totale sur (—1, -+ 1) est minima; cette varia-

. o ’ . n
tion minima est conc égale & —-

o=t

J'ohserverai, enfin, (ue les deux systémes de nazuds que nous
venons de signaler comme correspondant aux minima des intégrales
des modules conduisent & des formules d’interpolation cui ont été
employées par divers anteurs. La premicre a joué un role essentiel
dans mon étude sur la meilleure approximation de || o je I'ai appli-
quée i lafonction f(r)égale i 41 0u— 1, suivanl quex > ooua < o.
Sous une forme générale, cette formule d’interpolation a fait objet
d’une étude importante de M. M. Riesz, qui en a tir¢, en parti-
culier, une démonstration élégante du théoréme concernant le maxi-
mum dumodale de la dérivée d’une suite trigonométrique finie (?). La
scconde formule, qui appartient i Lagrange, est inimement liée au
devnloppemcut en série trwouom(-lrlque de Fourier, et sa convcrgcnce
est essentiellement du méme ordre que celle de ce dermer

(1) Comptes rendus de I’ Académie de I'U. R. S. S., 1y»7.
(*) C. R. Acad. Se., 1914.

Journ. - de Math., tome IX, — Fasc, 11, 1930, ) 18
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CHAPITRE 1.

FONDEMENTS ALGEBRIQUES.

1. Soient P,(z) des polynomes orthogonaux correspondant 4 un
_ poids :

(25) oy = L,

V=t

proposons-nous de former les polynomes R, ,(2) orthogonaux corres-
pondant au poids

(26) r//,(1)— '/ (x ) fz,(z),
\/1

ol

(27) /”('T):<'—%‘>“'<l——,%>

est un polynome de degré 4, posmf sur le segment (—1,41); le
coefficient de la plus haute puissance dans P ,,(a:) el dans R, () est
toujours pl‘ls égal a 1.

I est aisé de vérifier alors que (*)

(— 1)t Aay. ase ooy x)

(28) o) () = Wyt .oy Ay(dy, @y )
ol
Pu(ay) oo Palen) )
(29) Al @y, e ooy ) = ‘l)n—H(ai) e e
| Puia(ay) oo Pui ()

(1) Un cas particulier de cette formule a été indiqué par M. Szégi dans le travail
Entwickelung einer analytischén Funktion nach des Polynomen eines Ortho-
gonal systems, (Mathem. Ann., t. 82, 1921, p. 188-212).
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et »
P, (a) coe Pular)y Pu(z)
. P, . Ca e s
(29 bis) A(ayy oo a) =| " ) ,
I)/H-I/(”l) e cees ~'s l)//+/l(‘7")

puisque, 'apres (28), R, u(z) est effectivement un polynome de
degré n, ayant son terme du plus haul degré égal & 2, el que le
second membre de (28) est linéaive el homogéne par rapport aux poly-
nomes P,(x), ..., P,.(2).

Donc, en employant les notations adoptées dans I'Introduction,
on a

(30) IIZ’”I:V/WAI‘—‘/- Rz, (. fu(’)//,(l)/h

ooy \ | — .t
o )
.___f H” /,(’)7” fﬂ( ),/I( ) /]
- \/l—' PR
. A (ay, as. ....a/‘)l,( vy an f.,(r)(/r
Tayay.. ) Au(ayy Gae v, an) \H_,‘
A/l'—l(”l' Myy oo ﬂ//) . _—
= i : 2 W/iaey|.
R T [\ Jo )]

[Lva desoi qque, dans le cas ot plusieurs des racines 4, = @, =...= «,
les colonnes correspondantes de nos déterminants conliendront, au
lien des valeurs des polynomes, celles de leurs dérivées successives
jusqu’a Pordre £ —1.

2. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, nniquemenl du cas ou
Jo(x) =13 nous avons donc actuellement f

P (x)="T,(x).

De plus, toutes les racines a, de t,(x) étant extiérieures an segment
(—1, +1), on a la formule asymptotique -

(3|) ’ 'l‘,,(ﬂﬁ.jN<{j—f>,’3

2

ou le module de
pr=ar—+\ai—1
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est ¢gal & la demi-somme des axes de P'ellipse passant par «, ct ayant
pour foyers (—1,+1).
Done,

" .12.--0/ an
An(’-'vn (YRR ((’l,)N<P £ 7 : ‘>

2

et, d’apres (30),
. N Worrrersl PO AT T G 7R N 11T PR O TR W i 2
(32) I l‘\/l/;(-!/)_l <'),(l,) <[),flh> eSS 92— <2 r(,) (:aaﬁ)

11 est aisé de vérifier, grace a la remarque faite plus hauat, que la
formale (32) subsiste dans le cas-ol les racines @, ne sont pas dis-
linctes. o

3. De la formule (28), nous pouvons également déduire une for-
mule asymptotique pour R, ,(2); nous avons, quel que soit x,

. O

n P N

% b |~/!+l ('7')

I
(— 1) ( P‘f) o Taga()
33 R, () tp(x) ~ .

(33) ni(@) () a,dy...aq 1 1
4] on
2 9

P'\/I_l i h--1
Dans le cas ol @ est ewtérieur au segment, on peut remplacer T, ()

. . z 4+t —1\"
par son expression asymplolique <-———-‘—)———) ; donc,

: (v (2 yi—i—p,) ... (z+ VaE—1—0,)
I ! held
(34) Hu,ll(lf') N — o H+h (r—a,)... (, — ((h)

— Py prl@ ot —1)" ,
2"(9, — 2 \/x'2~ 1) R (p;,— T+ \/a;‘lﬁ l)
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oltladerniére expression met en évidence que lefacteur de (w 4y — 1

reste fini, car son dénominaleur ne s’annule jamais.

141
I)/t

4. Pourle cas ot & est un poinl du segment (—1, -+ 1), en posant
x =cosf, el en remarquant que le numérateur dn second membre
de(33)est une somme de deux déterminants de Vandermonde i cause

elnf) +e e—n0

de Didentité T.(z)=

tique

(—1)

ol Ly

(33)  Ruul) tn)r) ~v [emd (e — 1) . (e"— pa)

. e—-m‘)(e‘ 40 £ ) e (6—10 _ P/t)]’

Or, les quantités o ¢tant réelles ou deux 4 deux conjuguées,

deux produils sont conjugués, et l'on a

’ (~l)/’.(e"° o). (e pu)

[&—p))? +l—.L'| [(L~—o/,) A 1 @] itk )

z\
acy = o2hay oy oagpa| 1~ = | — == ] el
(36) . ay

(— 1) (e 10_'PI) (e :!1__0/)

f ax . o .
— \/C)/’ a, Pyens (//:(J/L<l — F) oo (1 -+ 7) e-ua.—.»-,.xru.\’
1 : h

» nous obtenons la formule asympto-

les

ol o, est l'argument de o 0k — e, lorsque g, est réel, et o, 4 oy, est
I'argument du produit (e — u,)(c’ — 044), lOrsque g et g4y sont

conjugués, en posant dans tous les cas (puisque ¢} + 1= 2a,‘.p,,')

3

. p— A . —Vi—a
(57) Cos o= *—-(__.I/——*—__" Sine— ——v————-.
Vapi(a— )

\/i), pr(dr— x)
Lorsque « varic d¢ — 1 4 41, la somme

(38) == 0y oty . . .

reprend la méme valeur qui, sans restreindre la généralité, peut étre
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supposce ¢gale i zéro ou =, car

. . } _\/1—.1.'2'
(37 l)l.‘)) lango,— —p——_—(:z‘

ne devient pas infind dans I'intervalle considére ().
Nous tirons ainsi de (35), (36) et (38) que

: , b
(39) Hn,h('”) \/’/l("l") ~ ';/T‘- V‘“/’ (:05("9 +'qj)'
ou

- M — 2 £ P
(10) M= ad, wa, o

Donc, {'écart minimum d'un produdt

P, () \/-(—IL_(‘T) .

ott P,(x) est un polynome quelconque de la forme (2), est réalisé
asymptotiquement par le polynome orthogonal R, ,(x), et l'on «

- - . ‘ e
(A1) LVG (A |~ ==V W

En tenant compte de (32), qui s’éerit sous la forme

I/

(32 bis) ‘ P (V) BN S

on a ainsi

’ » Rt ) T o el
() ”/"’[\‘ //,(.’1.')_' ~ = L;,| V() I.»

quel que soit le polynome ¢, ().
La remarque faite plus haut permet de rejeter dans les formules

(') Dans le cas ol g4 el psqy SONL CONjugués,

) \/r—:cz('zw——-o/.—o/‘_,_,)
tang (%4 + % = - L
gl ) 2t — (of + PLa) T =+ 5P — 1

pourrait devenir infinie, mais ses poles ne sont pas séparés par unc racine, car le déno-

. . of Ok
minatenr est positif pour . = ‘—"—7'—35‘— comme pour x = =1,
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asymptotiques qui précédent la restriction que lcs racines de #,(x)
soicnl simplés. Ainsi, en particulier, lorsque 4,(x)=p}(x) ecst un
carré parfait, la formule (41) est'identiqac (aux notations prés) a celle
que j’ai donnée dans ma Note Sur quelques propricics asymptotiques des
polynomes (') oi j’ai indiqué pour la premicre fois I’expression asymp-
totique (39).

5. Nous allons & présent élendre les formules (41) et (32 bis) [ et,
par conséquent, la formule (42) qui en résulte] au cas ot ¢, tend uni-
formément vers une fonction continue (*) quelconque ¢(x).

A cet cffel, observons que I'inégalilé

H) <i14c¢

(13) —e<< n(e) ,

entraine

: Lavitr —_

<1+ g \1—5<—"L\—/—’—)J—<\/1 g,
La|Via(r)]

quel que soit n. Done, & cause de (32 bis), on peut prendre n asscz

grand pour avoir

eyt |
)

(D —'——-l- Mi(r—azy <Y [W("":I <, T M, (1 + 2¢).

?"3/[- 2n--1
Par conséquent, si £, () st un autre polynome approché de i(x)
qui salisfait aussi a (43), la quantité M, qui lui correspond devant
également satisfaive a (44), on aura

—

I+ 28

I — 28

M,
(Y

’

< Mj, &M,

ol vésulte que’il existe un nombre parfaviement déterminé

.. . . 7] 7
(49 M=lim M= tim =~ ... 2h
’ n=uw 2, 20y,

(1) €. R. dec. Sc., 1¢r décembre 1913. Voir aussi mes Legons sur les propriétés
extrémales, p. 15-19. ‘
(*) Voir le paragraphe b du premier Chapitre de mes Lecons sur les propriétés

extrémales.
&
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li¢ a la fonction t(x) indépendant de la fugon dont lu suite des poly-
nomes i, () tendant uniforment vers z(x) a été choisie. D’apres (44),
on a

(46) M )I_\/l IN —M el de méme L

)"h -

V)]~ VW

Ainsi, la relation (42) subsisté, lorsqu'on y re mpl.lu- 1, (x) par une
tonctlon continue quelconque ¢(z) satisfaisant a (10), ct l'on peut
I'écrirve aussi sous la forme

(42 bis) W ()]~ Z Lilee)).

De la formule (45), on lire immdédiatement la relation fonction-
tionnelle (')

(47) . Mt (a)s(r) )= M) M () ]
Je renvervai i mon article (*), Sur la distrtbution des séros des poly-

nomes tendant vers une fonetion positive pour quelques autres consé-
quences de la formule (45).

6. La rclation (47) fait prévoir que logM cst unc fonctionnelle
linéaire de 1a fonction log ¢(x) dont elle dépend.

La forme de cette fonctionnelle est aisée & trouver.

Parlons de la formule (40). On a

h )+ \/l —_ =
’ 3
logM, = E qu' = = E log ——F—-—=~ i ;

en appliquant la méthode des résidus de Cauchy a celte somme symé-
trique par rapporl aux racines £,(x), on obtient

: 1
: T \/“‘ 7
log M= f"'( ) log ‘”)d;,

')'n‘l 1(5) 92

(1) C. R. Acad. Sc., t. 186, p. 84o.
(%) Journal de Mathématiques, 1929, vol. I du Jubilé de MM. P. Appell el
EsPicard, p. 327,

-
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ott le contour d'inlégration Cest formé par : 1° le segment (g7, e +1);
2° le demi-cercle de rayon Lrés petit €, ayant 1 pour centre; 3¢ le seg-
ment (—ei+1,—el —1); 4° le demi-cercle de rayon ¢ ayant —1
pour centre; 5° le segment (ef — 1, ¢e7). En intégrant par parties, on
trouve donc

fogM ! log (%) .

) = — Lpl S

R el J, " ! (.z+\/x—:‘3) 32—
1 1

%
1
= i) oo [ - \/,:2,.] &
_—_'-l /‘l ]Ogl/l('l'_) dr. - '

T.J_, v’] —

Puisque la derniére intégrale est prise entre des limites réelles, elle
aura un sens lorsque ¢, (x)—t(x), ct, par conséquent, on a pour toutc
fonction positive continue ¢(x) la formule

+1p X
(48) logM = If Mdm.

)y Vi—at

D’aprés (46), on aura ainsi

. . 1 " Jog tize) -
(‘/'9) ]J/z I.\l.—(T)- l [ '_l— e’ B ‘/:' Vi—at ¢

?‘u-—i
et

- 1 j'H.log N d
v ' RS, Sima
(50) I;? l\’l(w),l’\‘,_)‘._.—,l:e - T

-

La formule (50) a été établie par M. Szégé ('), qui a méme prouvé
son exactilude dans 'hypothése générale ou la fonction bornée log¢(x)
esl intégrable au sens de M. Lebesgue.

7. La formule (49), qui résulte essentiellement de la validité uni-
Jforme sur tout le segment (—1, +-1) de la formule asymptotique (39),
ne se trouve pas chez M. Szégo. Dailleurs, I'extension de la for-
mule (49) aux fonctions discontinues est plus restreinte, et pour cela,
'intégrabilité an scns de M. Lebesgue est certainement insuffisante.

(1) Loc, cit.

Journ. de Math., tome 1X. — Fasc. II, 1930, . 19
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En effct, considérons la fonction ¢(x)=1 en lous les points ol
é arc cosz est rationnel, et ¢(x)= % en tous les autres points. La for-
mule (49) conduirail a la méme valeur —'— . pour L, [i()] que dans le

cas oi on l'a identiquement t(x)= 7 Or, le polynome P, (), qui

’ ' . . ’ . /I .
s’¢carte le moins possible de zéro cn n n41 pomls cos == ol t(x)=1
par hypothése, se réduit au polynome de Tchebichelf T, ()3 done, la
b N IVaRN . ’ ] I .
valeur exacte de L, ]\/ t(:z;)] est, quel que soit n, égale a —— contrai-

rement & la formule (49).

1L suffit pour que la jformule (49) |et, par conséquent, (42) égale-
. ment] soit exacte que la- fonction logt(x) soit bornée et intégrable nu
sens de Riemann.

En effet, la condition énoncée est équivalente & I'affirmmation qu'il
existe deux systémes de fonctions continues T, (x) et S, () telles que

L2Tu(a)y>tie)>8(w)2h >0

et que , .
(B1) | lim f_H l()g'.[_____'/,(.ﬂz:} dx = lim " log S/,(Jf')_ dx :/.H 10‘,:—!(___.1:) dw.
Coh=mad ‘\/1—-.1:'-’ h=wJ_, \/1——,1;'1 - \/ll-.'l:‘2

Or, pour » suffisamment grand, on a, quelque petit que soit ¢,

1+ ¢

CTEMITU] < L Ta() ] < SEEM[Ta(e) ) :

EM[ Sy | < b Sh(t)l< M{Si ()]s

donc, puisque : ‘
L,l[_"l‘/,(;l;)J > Lut(a)]> L,l[S/,(;l;)],
on a

‘j EM[Ty (2 )]>L,l[t(¢)|> —IM[Si(a)],

d’ouil résulte, a cause de (51), que la formule (49) s’applique effecti-
vement a notre fonction ¢ ().
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8. Dans les formules précédeniles on considére le segment fixe
(—1, +1); dans ces conditions, M[¢(x) ] est une constante. Mais, si
(x+1)

2

I'on fail le changement linéaire de variables z = i, le segment

(—1, + 1) sera remplacé par (o, u), et 'écart minimum L,{t(3), x| du
produit :
LE) (3" +a, 3" Ty

7’

sur le segment (o, «) sera donné asymptotiquement par la formule

(H2) L, ¢(s), u]mzl(%)” M (1),

ou

(53) logl\i(u)_—_v(u):if log t(z) dz
T V(e —z)

Donc la fonction @(z) = logt(s) est liée a I'(z) par I'équation inté-
grale d’Abel

tel s

T ™

! 4 . 2 :
(D3 01s) F(u)::i/‘ ‘l’(_———”—’__—)‘i—-l_’: d)(u sin*9) db.
Vo Va(t—a) o

Par conséquent, on a inversement

O(u)=F (n)+uf il Filer)de

\I—I

dans le cas au moins ol (1) admet une dérivée.

9. lLe méme procédé qui nous a servi pour représenter par une
intégrale définie logM peut étre appliqué pour transformer l'expres-
sion (34) et la somme ¢ qui intervient dans (39) représentée par la
formule (38). Occupons-nous d'abord de cette derniére. On a,
d’aprés (37 bis), .

k
(55) 2 log E T BV

~L‘0/+\/UL--|

:_I_/t/,(:)lo‘g+\/ ——1——7-1—\1-—1

. — dz,
c(s) To Ve —r—
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ot le contour d’intégration C est le méme qu'au paragraphe 6. D’ot,
en intégrant par parties,

1 3
— - (14 —==\d=
:—|—\:’:‘-’—-1—.'0——\/.1:“——1]( \/:.‘-’—|>

s ‘ Ve =1 5 )
== —_— IO"t‘ 4 pe—— I 4+ —— (/Z
:).7:/0 84l )[(s-—;—vr ~-I——L)~(l ~1)]( \/22—1)

Vit —1 ds

= logt,(3) ——0———————=
‘-”3.[ ° )"—I—\/S"——l——’)l—i-(»—— ~"—x)\/

Puisqu’on a ¢ =o, si ,(5) est constant, on peut metire (55) sous la

forme
1L logti(s) — log tu(x) —z"
TAnJ, 5— 1— 352

donc en faisant tendre le contour C vers le segment double (— 1, + 1),
on trouve finalement

- 1 . I,
“Hog 4(3) — log 6,(x) 1 — a? /s
. - {5
T, s —x —3

L’expression’ (34), valable pour tout point o extérieur au segment
(—1, 4+ 1), transformée par le méme procédé, donne

f (\ =y )logt;. (s)dz
£ +\/.L'—‘l) PR Vi )

2

-«

(56) y=r:

a7

(57) Hn,h('L')N (

Par ce qui précéde, les formules (39), (56) et (57) ne se trouvent
établies que lorsque ¢,(x) sont des polynomes cuelconques. L’cxten-
sion de ces formules n’est pas aussi simple que celle des formules (32)
¢t (41). Le Chapitre qui suit est consacré & cette étude.
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CHAPITRE L.
EXTENSION DES EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DES POLYNOMES ORTHOGONAUX.

1. Commencons par évaluer 'errcur de nos formules asympto-
tiques dans le cas algébrique. Dans ce hut nous allons établir le

LLemme. — Soit

|+€,'| e l+€,,h
S — P+ Eg4 .o Oh—+ ok
Al 4 g o) 4
Py A ) B
1 . 1
A__ loj e Ny
Ji-e /o]
P “h

St pour toute valeur de I et i on a|¢,—s;|> 3[9,..|, ol |pi|2p >1,
5\ 2 :
et I Ei,/;l < (\‘2) ly alors
(58)

-

. A
pourcu qu’on ait 2h (—) <1,
;) 2

‘En effet, S — A se compose d'une somme de déterminants de la
forme

&1 &1, - . &,k I Ve 1
lk: €99 . e . Dkery .- 0}

s s fi— I

Eh,1 . e Ehk p;+t e {J,ﬁ !

dont le nombre pour chaque valeur de k<% est égal & C. Aprés la
réduction des facteurs communs, on a

A= (pr—02) -+ - (Pr—s — 04) fp1) - .. flpu).
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en posant
Jp)=(p— prsa) ... (p — pa).
8\ 2k
gy e . , . . Q « ye g

Quant 4 E;, il sera inférieur en valeur absolue a 5) k! multiplié
par la somme X des modules de tous les mineurs des 4 — k derniéres
colonnes de I, débarrassées du produit (g0 — psey). . . (0n— g1i) qui
se réduisent alors 4 des fonctions syinétriques homogénes de g, . . .,
o, dont tous les coefficients sont posilifs; par conséquent, cette
somme X ne sera pas diminuée, si nous remplacons ¢;.y,...., ¢, par
leurs modules respectifs | 2;| =R,.

Done,
| (§] O . v { P {
— 1 i o .0 Bl L R
I —2 0 .. . . R
— 1) . . R R/— . )
x< { ) had Ul =+ Bgy). (0 l’\/,)_l",

(R — R - - (B — B |

car les déterminants

1 ———-___—[)1(‘1)/")_1)'...
Pa(pe—1)
{ /‘2 -._—‘—._-— ¢ e - 1 _ ‘.
§ .—(/.-—.)!H(”" pi)
. . e e>i
(o DD

sont des entiers posilifs, si p,<p., ..., <p; sont des entiers non
négatifs.

Par conséquent,
! lEk - /.~z[(m._.,.+‘),...(l’.,,+1)]k<§>zhk

A kihk—11 9

k e

[ fp)-- flpi)ia *
h+k+l I3
"Ry +1 R,+ 1} o 2
.' l.'-‘l CEENEY ! .
< M Riws Ry 2%k
AL
/‘(6 2 Jit 6 123
< Ve . '—)'/:r < AR ; ,

puisque 2 < 2.
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Done, la somme de tous les quotients de méme indice & est infé-

rieure a
: P A AV A L
b th e Q)<Y

S\’ AN\ N A\ 2
</t<:—i> [l—{——/l(i) +...]<2/L<?)—> .

et finalement

i

C.OROLLAIRE. — S

(h9) - 0=
Ph

ona

! S ah

60 ——1 —.
( ) A lO/t
2. Pareillement, posons
1+ & 4 1 & n
oty o P G

-l
Ioll-i-‘ + g e p',;" —+ i,k

ot e, R el
et par A; désignons le déterminant qui se déduit de S;, lorsque tous

les ; ;= 0. Dans les conditions du lemme précédent, on a alors

p— . _ . A\
@0 P <atn 0l U0 a(5)

car, en utilisant les évaluations faites pour la démonstration de ce
lemme, on obtient immédiatement ’ ‘

k=h

. Ry, Y...(Ry k1 /3 \ 2hk
<2h(/¢——1)...(/¢—k+l)[( UESR bR ]—::1]1) (2> !
k=1

Sj—-“\‘.
= Lop
F(p). - f(p01

d’ou résulte (61). o

En particularisant les valeurs de &, comme dans les inégalités (59),
nous déduirons de (61) des inégalités qui s'obtiendront en multipliant.
60) par (Jo] -+ 1)...(lpul+1).

Donc, en tenant compte de (60) et (61), on déduit de (28) dans le
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cas de f,(x) =1 pour — 1<z <1,

| S T cosn b
£y
L ) ! cos(n )
\/l/,(.’l»‘) it+h—1 ]{")/‘(J,,) — Py 0s(n + h )6
1 1
(& —a). .. (z—an) :
P! ph~!
1+ = 1+ —
ot 4

/I—+_._l__ ’1—"'+_._‘__
Py pl‘/-»—zu ~1 ; Pa 5!—;—'1!1——1
. d

pS \/t;,(.zt) Ntk Roa(x)f 1— I 1

pr oo Pa

= fr—1
[ i |

1
1+ — v cosnf 1
i ! e cosnb
/l. -
o ... cos(n—+Nh)b
o+ 5 cos(n—+h)4 ot ( )
4 A .
I I
j/ D e
Viega—x) ... (a,— ) e pa Va, ... a,

Pt P

2t h T+ (ol +0).  lpni+1) | 28(h+1)
" Viz—a)a,..  (z—a)a 0"

- ear .

Innh( )\/Z/I(7)l/]‘/tl\/[/l(’(’)-l< J'

Par conséquent, et M, étant donnés par les formules (38) et (40)
respectivement, on a

(62) 19"“‘ R n(ir) \/?7,—“—\1'L\l;,(os(119+ \l})l

]
<2 [VEr ] < B2 L

r P Va
En introduisant le polynome normé

(19 bis) R, n(x).

ll h(x e
Vug | \/1/:(93)]
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nous déduisons d’abord de (32 bis) I'expression asymptotique

(63) —Ii,l,,,(.q;)\/{,,(,q;)N\/q—icos(ne—|—4»/l),

oud, est donné par la formule (56); en tenant compte de (62) et de
la grandeur de I'erreur provenant de (32 bis), on a ensuite
h(h+ 3)2"

L
< 77: Y o”
et

3 — - h
(64 bis) ‘]{"),‘(,1;) — \/7_//(() <\/2 I ﬂﬁi}é}?_

: 3. Dans le cas ot z est extérieur au segment (—1, 41), 'évalua-
tion de l'erreur de la formule (34) ou'(57) (qui est la méme) résulte
également du lemme précédent. Ainsi on a (pour /> 0)

(64

) ll%,,;,(r)\/h,(r)—\/Eoos(/zo—l-',/h

cos(nf + )

, 2 " = H( e -H) fog 41z
(()5) (____/___ H",h(',,}.) — " S—.uw Vj_zz
\ T+ \rt—1
/ 1+ o -+ 2o
Py P \
o n .o,!'—l+ P'!IH—/[—-I
é —_— I{M’h(m) I— !
{1;+\/_1/-'£_._] I r ... 1
pi ool j
1 1 1 I
' I
p/l_l_ Rll+ ! : e :
. 1 pL;Il+/I R’u+l; _ plll L R o
1 ... 1 ' T 1 ... 1 ot (z—a,)...(z— apn)|
I P oi
2 n h
- (_—T_T Rn,h(x) O<’_n.>’
Z +\x:—1 Y
oti r est le plus petit des deux mombres ¢ et |R|=|x 4 Va*—1|,

Journ. de Math. tome IX. — Fasc. 11, 1930. 20
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pourvu qu’on ait également

2|R 2

/zl’ IR—Plt>'l—Ztlﬂ

o P '

‘Done, en tout point extérieur (sans restrictions) Uerreur relative de
Iexpression asymptotique de R, (z) [ou R, .(x)] est uniformément
de 'ordre de ;3%’ si [R|>¢, car la différence (65) est réguliére a

P’extérieur du segment (— 1, -+ ).

IR —pi| >

4. Dans ce qui précéde, nous sommes obligés de considérer les
' polynomes ¢,(x), ayant leurs racines distinctes et assez éloignées.
Les inégalités (64), (64 bis), (65) ne sont établies que sous la condi-

tion que, 8 étant une borne inférieure de ’% —1 |, ou kZ! prennent
‘ ; ‘
toutes les valeurs de 1 a A, on ait
’ 2
(59) N 0= i

o
Pour pouvoir utiliser ces inégalités, nous devons montrer que I'on
peut sans modifier d’une facon appréciable la valeur des polynomes
donnés s,(x), approchés d’une fonction continue, les remplacer par
d’autres, dont les racines satisfont a (59).
Daus ce but, nous démontrerons le

Su(e) = (1~ ,?)(“ 5

un polynome de degré h, tel que b+ \b:—1 =r, satisfait a la seule
condition |r.| 2 p > 1. I est possible de construire un polynome

= (-2) (- 2)

tel que | o | = |as+vVai—1|20> o0, et qu'en plus|pr— pi| > o4, satis-
Jfaisant a la condition que l'on ait sur (—1, +1)

“s;‘(x) 4hzop® -, 3 /p—1\*
log in(2) o1 on 6'§m LR I

Lemme. — Soit

(66)
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sy (15)

une quantité positive donnée; décrivons autour de tous les points r,,
Tay ..y Piy, 1 cOMMe centres des cercles de rayon

En effet, soit

| 0ory |2 E] Gorul

respectivement; conservons successivement ceux de ces cercles seule-
ment qui, pris dans l'ordre indiqué, n’ont pas leurs centres dans
les cercles précédemment conservés et qui conliennent au moins un
point d'indice supérieur non conlenu dans un cercle précédent. Les
points appartenant a plus d’un cercle seront attachés au cercle
d’'indice in férieur. Soit /m,>2 le nombre de points attachés au cercle
de centre 7,3 nous pouvons transporter m—- 1 dr' ces points r,({> k)

sur la cu'confercnce concentrique de rayon —-] 1\|, de facon que

leurs distances mutuelles soient au moins égales 2 3% 2| 7], lorsque m, <3,

20, |1l . .
2 =Ty bour m; > 3, leurs modules n'étant

pas inférieurs a |r;|. Le polynome modifié z,(x) s’obtiendra en rem-
placant les racines b, de S, («) qui correspondent aux points r; ainsi
transportés en ¢, par les valeurs

ct dépassent

Puiscue
A
bor— 11} < 38| 7]
et que ‘ '
ar—br1 < =11 -
ar— b < jlpr—ri]+ - P/’ H<loi—r
donc
/
la—by| < 58001 |
Par conséquent, pour & = cosf, on a
x
T bi—ay
x_ Lb/(az—x) 142,
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ou
830 r;
lél<3|,”| Y
ey
8°oP 0, p* 83,0 1
<i(p l)[ /)/ %(o-—l)(o—l) <3(p |)‘<.,/T ’
car
la = é<‘01+ é)—;‘l(‘e""—{-e*"’){
— ! myl, >£(!Pll—‘)""
IP/ e ] I p[ﬁ’i" =5 Ip[l
Donc,
o
;~F 13 o
log ! < 4GP
] I CE)
oy
et finalement ‘
o Su(0) 50 3,0"
e (p—1)»’

-

, . ~ G, Lo .
par conséquent, en posant ¢ = - nous voyons que les racines «, satis-

font aux conditions voulues, et qu’on a effectivement

4 h2do?

low 911(
o8 =y

n’/t )

(66)

Cette inégalité est manifestement d’autant plus avantageuse que ¢
est plus grand, mais dans la suite nous serons obligés au contraire de
supposer ¢ voisin de 13 ainsi, pour simpliﬁer un peu I'écriture, nous
pouvons, sans inconvénient, faire ¢ <y/2 et utiliser au lieu de (66) la
formule

(67) log i < P

qui est certainement exacte dans Uhypothése que B ]_L_al)x tend vers zéro.
Soit, en particulier,

(68) p=(ch )2—#’-,

ou c est une constante, et faisons croitre 4 indéfiniment ; alors

(68 bis) p—1Inry logh.

a\/h



POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. |

(5314
~1

Donc, sous la condition (68), on a, d"aprés (67),

3 . 1 /L;O\
((,9) |.§/‘(.1:)——lh('l;)[:() I:TO_T;’/T] .

Si I'on ajoute la condition (59) qui s’écrira

2

(7()) 6: —?
(ch)yhyR
on aura
o _n
e . o (c/t):‘(’ hv’/'t)
(()glus) ‘ {su(ar) — l/,(.l)l_-O[——F)—g?rh———
et, enfin, en supposant,
(71) nzht, .
' ' Lo m
(72) IS/A(.I,')——l/‘(.lf)l_—_‘()[((—"h—)——].

log*h

3. D’autre part, nous devons chercher I'ordre de grandeur de la
différence cntre les polynomes orthogonaux R,(z) relatifs aux points

trigonométriques #(x), et les polynomes orthogonaux R, ,(z) corres-
pondant aux polynomes ¢,(x), auxquels la formule (63) et les inéga-
lités (64) ¢t (65) sont applicables d’aprés ce qui précéde.

Nous avons le théoréme suivant :

TutorksE. — St sur(—1, 4+ 1)
(73) () — ()] <e

ot t,() est un polynome de degré h, satisfaisant a (10), tel que ¢,
on a uniformément
o) [ R, () — Rou(z)| = O(elogn),
sur (—1, +1), lorsque ¢ log n, ainsi que

” .. - 2
(59) 0=

o h

y

Pk
o1

D

—1

, I
tendent vers zéro asvec e
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En effet, posons
n
(75) AGENATVIEIN

0
ou

fl/.———f+l]{”(t)llkh( )[h(l) ;_'/‘fiexl)“,,(z)l{/ h( (/)

Vi—a®

M<hﬁHmH;%

V=t

a cause de (73) et de l'orthogonalité de R, () par rapport a ¢(x), et

ANt .
(76) = ELMM—]-&—&, ol x =0 (¢).
Hplya(z)]
Ona
n—1\
g3 Ry R ) ]{" /5
77) 2 zal.]’l“,(r)_/ E #,0(2) Rea(3) Ry (2) 0
| V1 — 3?

\/ 12 [Vta() | f*‘ﬁ,‘,;,(x)l_%,h,_h(z)— E","(:)F"ﬂ""(‘”)a'(:)ﬁ,,(;)f/:.

e, [\/t/,(;lr)] - (r—s)y1—23°

Considérons |'intégrale

(8) lsz

Sous la condition (59), I'expression K, au numérateur de cette inté-
grale différera infiniment peu de

’l_{n,h(-r)'ﬁﬂﬂj,h(z) - Ii/l,)l( :') I?I: —-l,ll( "‘-’) ds
—5)y1—35?

~ 2 7 e :
(4,, _ == l 0S8 (Ilfj -+ L'rl/,) (J()S(ll — 1 /)“—I- (.!12)
Ty () (s)

— cos(nb, —i—u,,)(os(n—lé + )]

: 2 . Oy—A
= sm{(')n - l)———— + by + .’:};] sin 22
r\l;,(w)ll‘
B+ 6]

. { — A 0 H 0 |
-+ siNn (9,/z~—l)————+ '!J/:—'JJ;L sin y
2 ‘ 2 f

ot 8, et ¢} sont les valeurs de 6 et {,, correspondant & z.
‘11 faul évaluer I'ordre de grandeur de la diflérence K,— C,. A cet
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cosnt, 1o cos(n—r)9
Py . .. cosnl

cos(n=+nyo, | o

: Toaa(e)

) ' T/M-I;(a. )

. cos{4-1)7

oo cos(e+105 1V 0 ()

I I cosnl - 1o cos(n— 1’)")0 T
oy pr cos(n+1)5 || o cosnl, e
o cos(n+)0 || o . L COS(n -+ |_)f/_!,_ ] "g’,"__
' ' O |
_‘ 2y ) oo 2
pi! o
de sorte que
' C= 1)_'1(; ,
D’autre parl, en posant
T, () . cosny Try(ety) . cosin—1)0, Tula,)

. cosnh,

Vo, COSULA=h—1)],

s COSRY,

Turi(ny) ..

() Li(3)

. cos(n4 1Y || Taler)

[ Tamiler)

L cos(n —1)f

. cosn'l

~

43
Pyte)

n b
. lu-H(al)

2y ... ap)?

II‘,H-/L—i ( 2 ) 'J‘,‘ el (ay)

on a, d’aprés (28),

1‘/L+-’I—‘_' ( @, )

Tn [/ ( ay)

K:‘: '),2”'“3[“/‘,},(«13) “u»—l.h(,:) - “/z,/l(z) P‘u—-; /I(I’)I

1 L e [T res) LY < “(f)]

. -,
Toenl@y) oo costn+I0 || Thony(a) ... cos(r-+h—1)g
"'Il((“/l ) l Tu~<| (,“| ) 'rn -} (a/t)
'rll(a’l ) 'l‘ll((/’l)

’/1(""’) l/z(z)

Ainsi, en calculant les déterminants du numérateur au moyen des

éléments de la derniére colonne, on a

h fe

C},:Z 2 PP cos(r )0 cos(n - 1), — cos(n+k—1)fcos (n‘-p-i’)//‘,]

k=0 i=0

h h :
- L= k=, D Y7 I Sy iy
— 2 2 I’il.’k[ sin ——?—(/)0-—0) sin -j—z“

k=0 i=o0

L= k=
+ Sif) ———
2

(Jy+ 0) sin

a1 4 {4 h—1

2

L (Bo+ )

w.,—oj].

’
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ou P; (qui sont les mincurs correspondants divisés par la racine
carrée du dénominateur) sont les coefficients du polynome

(y—0,)...(y—pn)
ahaya, ... anNU (@) h(s)

Poylh=...+ Pp=

En calculant de 1a méme facon K/ el ¢n tenant compte de (61),
nous voyons (ue

‘v h o — i h—
K, — C,=¢( / ) Z 2‘ sii ~—_,~(0°—0) gin i A=T ’2 ! {0y +6)
+ sin ’:__/‘_'__ (94101 sin ZL"___'.'_‘_;_*’_L_ (5, — ) l

lI ""
]I
P

ll

J

. Dy 0
- \sm—ﬂ———

P
o)

il 0, -+ 1
sin ——ro | ] Wt ?
%
Donc on a également

I

ol

| K,— G| _/t'0</

(79) 5 - o
( [Kn"‘ I;LIZ()(Li)jHSIH /0"')"1

P/l

)lcos@—« cosy |y

‘. 0o+ 5
+ s

].

. F E= 60 - ‘,)‘h
sin] (20 — 1) —— +{ L e Of v 2.
K, . . .( ) —; b+ U { -+ O( R i

cosB=—cosB, nVin(z) th(2)

in = (0
:m2(j+ 0s)

. — 7 A
sin (an — 2= 44— g ~o(w2)|

+ R l P’l
sin (6 —6,) s
D’aprés (37) et (38),
h
c—i_':}a_lf 2 1— prcosd ,_1 yak—
dy 1+ pf— 2px cosf 2 dasd @ — COSO’

1
de sorte que

d«]/_;, o
df |< p—l,
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yai—1

la partie réelle «, dela,,; esl; supeneme 4 1; et lorsque la partie réelle o,
de ay, est non supérieure & 1, le maximum, qui est atteint pour & = o,
en désignant par g, l'argument de ¢, se réduirait a

+
car le maximum (lol ogal a P——— est atteint pour z==t1, si

g
(F)

. . . .y . . . . -+ I
il correspondrait ainsi a o, = 1 et serait donc inférieur a S—:—lc Donc,

_VURIT =0+ Al p [ sin"gx,
(| p7|—1)singx

sinQy

Y/ .
[+ < f;_ie; [0+ 0 i

lep

< 20—

et puisque, par hypothése, n croissant indéfiniment, on a

h ~ h
nlogp = n(p—1)

- 0,

il est possible de lixer une constante B, telle que

sind (an — 1) —t~0 + 4 \’J};
- =1 < Bn,
sin;(f)-{—O“)
(54) T 010, 7
sin{(4n—1) +L(/, l"
= <'Bn.
sin;(@——Oo)

Par conséquent, gricc a (7¢) en appliquant (81) dans les inter-
valles |8 —6,] < ;—t et [0+0,—2n| <L ;IL et en remplacant par 1 les
numéraleurs du second membre de (80) pour le reste du segment
(—1, + 1), nous veyons, d'aprés (78), que
(82) L,=0(logn).

Donc, d’aprés (77);

(77 Dis) 2,=0(eM,logn),
Journ. de Math., tome IX, — Fasc. 11, 1g930. . 21
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ou M, est le maximum de ]T{,,(x)l sur (— 1, + 1); par conséquent, en
vertu de (75), (76) et (77 bis), on peut fixer une constante C, telle que

IR, () — R, u(2) | < Ce logn) M,

sur tout le segment (—1, +1); ainsi finalement, puisque e logn—o,
ona

(74) | Ru(ar) — Ros(e) | = O e logn).

6. En conservant les notations du paragraphe précédent, on a pour
les poinls @ extérieurs au segment (—1, -+ 1) une proposition plus
simple et plus générale, dont la démonstration ne suppose pas la con-
naissance préalable de la formule asymptotique (57), et par consé-
quent nous pourrons~ méme admettre que 4,(x), au lieu d'étre un
polynome, soit une fonction quelconque bornée et intégrable au sens
de M. Lebesgue.

Leume. — Soient (x) et t,(x) deux fonctions intégrables satisfaisant
a (10) et a l'inégalité

(73) ) —llr) | <e

sur (— t, + 1)3 dans ces conditions, on a

(83) Iﬁ,,(w)_E,,,,(w)lz()<‘“;€ + .\la>,
o M est la plus grande des deux valeurs | E,,,,L(x)! et |R,,_..,h“(m)l )
est la plus petite distance de x au segment (— 1, +1).

“n effet,

173 - -) ITY - , .,
l f l.(ll./l(‘v) l{IL'l,/l("’) I{IL./I("') J{lf—i.lt(‘l)el(.z) H,,’(Z) dsz
-1

(.17-—;)\/1‘:?
EM : |ﬁu—1,lz(3)ﬁz(5)l+|ﬁn,lr(5)ﬁu(:’)l ([”< QEMF.
0 . V11— 3 ” ok’

donc, en tenant comple de (76) el (77), on obtient

1

— — /
(83) | R, () — Roa(r) | —_0(\%5 + )le).
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7. Pour tirer des conséquences de ce qui précéde, nous devons
nous arréter sur un certain mode d'approximation de notre fonction
positive ¢(x) par des polynomes t,(x). A cet eflet, adoptons pour
logt(x) des polynomes approchés G (2) de degré #, fournissant sur
(—1, +1) une approximation de 1'ordre de la meilleure; soit

(81) | Ge() — log 1(2) | = O (o).

Douic, on a aussi

fetvr— ()| = O (au);

posons ensuite '

G ()
£

Sp(ey=1+4+ Gplr) +...+

de sorte que le degré & du polynome S, (z) est égal 4 £*, et I'on a

P4

| et — 8 (a )l—”</ v)

ol P est un nombre fixe (qui est égél pour / assez grand au plus grand
des nombres logl et |10g7 |). Ainsi, en faisant abstraction du cas trés

particulier, ol o, < 77 qui ne se préséntera (ue lorsque logz(x) sera
une fonction entiére de genve non supérieur & 1, et de degré fini, nous
écrirons simplement

(85) ;S,,(.:-)—z(,l;)!:(,)(y_k):()(a\j)‘

en signalant seulement que pour appliquer les formules qui suivent au
. (Y )
cas exclu il suffira de remplacer partout o, par -

Or, I'équation
~2 ek
F(sy=14+354+ 2 oA = =0
(s) R SRRl o

. . o e ps s y b4t
ne peut avoir de racine dont le module soit inférieur & ——, car on
g
aurait pour cette valeur

—Izf Y
€ <z(/\'+l)1,

x/l+lx+:
()

DS T T

A1 ‘
-~

c'est-a-dire

)

ce qui est faux,
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Par conséquent, si b est une racine de S, (z)=o0,0ua

|Ga(b)]| > /‘_“/F_’_
d’autre part, P désignant le maximum de |G4(z)| sur (—1, + 1),
on a .
|G} < Plo+ o=
Donc, -

I
, s\
W e ()

Ainsi, ¢ ayant la significalion que nous lui avons attribuée précé-
demment, les polynomes S, () que nous venons de construire satis-

S .. » o 7 e . 1
font & la condition (68) et (68 bis) qui en résulte, én prenant ¢ = —-
Nous pouvons enfin, ¢n vertudu lemme du paragraphe 4, remplacer

S,.(x) par des polynomes t,(x), auxquels sont applicables les inégalités
du paragraphe 3 ainsi que la formule (Gg bis). Nous aurons, par

conséuent, o
» . /. ( h\//l)
(87) | ) = (@) | =0 o+ (*-)T*/——]

et, en supposant

(71) B n2h?,

il viendra
’ ((/L)-(7-‘/’)
(89) |(x) — (@)1 =0 ei+ |

Observons que dans le cas ol logt(a:) n'est pas une fonction entiére

de degré fini, on a
(el \7—"

(88). . oy > -—I'(W)

et Pon peut alors mettre (89) sous la forme
(8gbis) L) = ) = 0(og);s

dans le cas contraire | en tenanl compte de la remarque faite au sujet
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de (85)], on aura

7
(sglel‘) [e(x) — ta(x) | =0 [(\7]‘)‘ ]7

ol N est une constante.

v

8. 1l est aisé a prcsent d’établir la validité de la formule asympio-
tique

Var—1( . log £(z) Js
(3‘7 ()I'S) H,,(.‘I,') ~ ( .[__—j___\_/__M> A f ( t—. Fl) ‘/sz-* ,

%

-en tout pont fize extéricur au segment (— 1, 4 1), quelle que soit la
Jonction continue donnée t(a:) positive sur le segment fermé (— 1, + I).
En effet, 4 cause de (65), st 'on fait

(71 his) n=h

b

on voit que l'errcur relative de la formule (57) qui est de ’ordre

h h

{ch )277'_

tend vers zéro; en d’autres termes, on a

» 2 at— —+ l:)ml:
(90)  HRuu(z)= <_____’”+\/"“ ‘) ‘ ,nf ( )«,—_—,, !

- (14 B,

ol

(91) - =0 ——
i
(ch)?

On aura la formule correéspondante pour les polynomes normés

p ) n ¥ "—-I log £4,(3) "
(99) Rl:..lt(x):(—'-l:——.t-——\—/i—.* ‘/‘:1 :—'Jw’l—'” (14 6/1
Vom
ou 3, est de l'ordre de 3, en multipliant (go) par - et en
| VD (Vi ()

tenant compte de (50).
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D’aprés (89 bis), on déduira de (92) que

/,_1 —1 log ¢(3)
. x4yt )t =) s
(92 bis) I{uh J)—g__%j_l)_n__z_ /;. =) yT—3 (l+7h),
oll
: 1
'/h:-‘:Q o +*———l—' j

(r/l)“"‘

de sorte que, sous la condition (88),
(g3) - yh= (;)(“\/Z)f
et dans 'hypothése contraire
Ny
7//: 0 [(T) ] ‘
Vr
I) autre part, i cause de (92), on peut.présenter (83) sous la forme

n("’»‘) = ]i,,J[(J,') [t+0O(e)],

'

¢ doit actuellement étre remplacé par « i = ¢a;- Done, d’aprés
(92 lis), on a finalement
o /_l—'-ﬁ " ‘.';z:—lj‘ o .log'l!:.):/_:,_; )
(94) R, (r)= (___h___)_e I T [, -+ O(aé/,-’)l;

: Ly
dans ceite formule oy sera remplacé par <]7\‘2>‘ , st logt(x) est une
Jonction entiére de genre non supéricur d un et de degré fini (*).

On a aussi manifestement
1 tog s

T\, log 131 VF— s
(9) n,,(.fn):(‘i_ﬂ/o;”":_')‘emf-. vrm('* =) [1+O(a)]

Remarque. — Nous pouvons poser -

/ .’M]_ |__!_; |__£—‘—::. .
(96) (l +\ > etrf, v;—_yl. ( 7)< ') I ! —_‘.P,,(.‘I?)f—i—[?u(w),

(1) Qu d’une facon plus générale pour toutes les valeurs infiniment croissantes 22 =k

k= N
telles que i < 7 (o N est une constante).
; :
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ol I, () est un polynome de degré n. Alors (95) s’écrira
Ru(e) =[Pulr) 4+ paC) {1472 ],

ol v,= O (=y;) est un développement suivant les puissances négatives

de z convergent pour |z| > 1; comme p,(x)(1+ v,) ne contient pas
de pujssances positives e x, on peut écrire

(97) Hn("") = l’,,(,l’) (l -+ 7!1) - 6/:'-

ou ¢, ne contient que des puissances négatives de wx,, ce qui prouve
qiie le polynome I, () est une expression asymptotique de R,(x) a
linfini, et leurs coefficients sont, en général, asymplotiquement
égaux. Nous reviendrons plus loin sur cette question.
Observons seulement que sans modifier les formules on peut rem-
€ 4= \/.‘I}lle'
2

bycheff T,(2). Il résulte, en particulicr de (95), que lorsque 2(x) est
une fonction impaire, P,(z) sera [en méme temps que R,(z)] une
fonction paire ou impaire, suivant la parité .

placer dans cé qui précéde ( )”'par le polynome de Tche-

9. Occupons-nous i présent de la convergence de l'expression
asymptoticue sur le segment (— 1, 4 1). Appliquons la formule (74)
et utilisons les polynomes ¢, (x) du paragraphe 7, en supposant n=1/*.
Lles conditions exigérs par le paragraphe 85 seront remplies,
d’aprés (89), si

(98) . oy fogn - o.
D’aprés un théoréme connu ('), la condition nécessaire et suffisante

pour que (g8) soit vérifiée est que la fonction 1(x) satis/asse a la condi-
tion de Dini-Lipschits. Ainsi, sous cette derniére condition, nous avons

“'n
‘V

—_— Frd - N
[ Rulr)— lwwﬂ:o«[“% s (3) J '

ol N cst une constante,

(') Leneseue, Sur les intégrales singulicres (Ann. de Toulouse, t. I, 19og). —
BERNSTEIN, Sur [‘ordre de la meillenre approximation (Mémoires publiés par:
U'dcadémie de Belgique, 1. 1V, 1912).
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En méme temps, en posant

—+1 .. o\ o —
(56 bis) - "Plz(-’l"):zin log ta(<) lo”l"(x)\/l 2 d

53— Pyl

nous avons, d'aprés (64), et en tenant compte de (68),
h? 27’)

X
Sl
n .
ol A est une constante positive.

Donc, sous la condition de Dini-Lipschitz pour le potds trigonomé-
. ’ P P £ P 8
trique t(x), on a sur (— 1, + 1) la_formule asymptotique

R,(2)~ \/:_r cos(nG + )

et Uerreur de cette formule est untformément de Uordre

Lim
. NV
0 {a‘m; logn —+ (;> ] .

I’expression (gq) contient n explicitement dans P'argument de
cos(nd+¢ ) d’une fagon assez compliquée & cause de la présence dn
terme ¢ _ dépendant de n. Or, dans des cas trés étendus, ¢, () tend

vV

Rui(z) \/tz,(b)—-\/ cos(n6 +

(99) Vi)

uniformément vers une fonction continue

*

- 7y i
I Y
!

on,)_ s —.r f— 5°

lorsque #,(2) tend uniformément vers ¢(z). 1l est clair que, s'il en est
ainsi, la formule (gg) se réduit a la formule (16). Donc, pour démon-
trer le théoréme fondamental du paragraphe 4 de I'Introduction, il
suffit de prouver (ue, sous la condition (18), I'intégrale (56 bis) tend
uniformément sur le segment (— 1, - 1) vers 'expression (17).
Observons d’abord que I'expression (17) a un sens, sous la condi-
tion (18). En effet, soit # 20, pour fixer les idées; en décomposant
I'intégrale (17) en deux parties {, (x) + 4. (x); 1a premiére de —1 a =
et la seconde de « 4 1, on voit que la premiére partie a un sens, puisque



POLYNOMES ORTHOGONAUX RELATIFS A UN SEGMENT FINI. l69

'expression sous le signe d’intégration est inférieure en module

\l 1\'[ t A
‘ o M est une constante. De méme,
a7 |(5 — z)log(s — &)+ (/1 — 3? , ,

M /" Vi—a? dz
.

1OI< 2 | ol o

| ¥
—_—
)

<M\/1—.7; f : ds
0T

e ls—ax|llog(s —x)[eyi—z

|
+/‘ dz
e |5 | [log(s —a) '+ \/I —%

Donc, en remarquant (ue dans la derniére intégrale

sy /La—m e,

) i -

()| < M " M_ f ds }

; - i R V) loa /1 . *E
o,,\ 5(1—--¢)([——.~)

15-

—z-(l——;)

Cela prouve en méme temps que $(x) tend vers zéro lorsque x tend
vers 1. Dailleurs, la continuité de {(x)sur toutle segment (— 1, + 1)
résulte du raisonnement qui suit.

Les polynomes #,(.x) étant déterminés comme plus haut, posons

2l

h,=h¥, alors la série

- ‘ )
log t(x)y=log {;(.x) +2‘ [log ty,. () — i, (x)]
. /1=
ainsi (ue la série

12) = (@) + 3 [, () — ti(0)]
1=t

seront absolument et uniformément convergentes. De plus, en posant

Qu(z) =log i, (2) —log 11 ().
Journ. de Math., tome IX. — Fasc. 11, 1930. 29
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nous aurons, d'aprés un théoréme connu ('), & cause de la condi-
tion (18), A
|Q[(a.s)]<71:0<m),
et, d'apres le théoréme de Markoff (*), on a sur (—1, + 1),
1Qu(@) | = O (htsry)-

Par conséquent, en posant

(100) . by —bn(z) :2 TH.e)
/=1
ol
Ti(x) = -~ f Ll ML
on a

|+O, T
mel< \,l\/,_:
+'y/|:f'"a‘ y1—a2? 1 — 2% ds ,‘*‘/1 Vi—atds ]

Tlv_, (.-:-—z)\/l——.,- wai, (5 —)W1—32

En posant 6,= ~—> nous voyons que la premiére de ces inté-

/ :
grales (") est de l’ordre de v//i;.., \/r), = Y,; quant aux deux autres, elles
sont de I'ordre de logs, puisqu’on a, par exemple (pour 20 ct
x4 2,51),

Vi—a® d..
O<f+,,‘(» )1 — 57

——logo,+log(1—~x(x+ 6,)—&-5/(1 —z?)[1— (.x+61)2]}<—|0

as
SRR

Done,

(LI

(1o01) |Ty(x)|= O(wloghy,)= O[ye"*‘”zlogh] =0 1) !

TEE (Toghye |’
1 z

{1} JacksoN, Ueber die Genahigkeit der Anndlierung stetige Funltionen, p. fo.
(?) BernsTEIN, Sur Dordre de la meilleure approximation, p. 11.
(3) Oa considérera comme nulle la fonction sous le signe de P'intégrale pour | 3| >1
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d’ol, d'aprés (100), . ’
. . T _— é -
(102) [ (2) —du(2) | =0 [ (1m»/¢)a| [(logh)e]'

Par conséquent, la formule (16) a licu sous la condition (18) et
Uordre de Uerreurest O | ——
(logn)e

D’une fagon générale, il résulte de (101) que l'ordre de 'approxi-
mation de la formule (16) sera O[z; logn] si la fonction ¢(z) est sus-

ceptible d'une approximation de l'ordre «, par des polynomes de

, ’ | \
degré n, pourva que «,= 0 [W], olre > o0,

] uniformément sur le segment (—1,—4-1).

10. La condition (18) étant supposée remplie, formons le dévclop-
pement trigonométrique

(r03) log t(cost) =Ag+ A, cosfh+...+ A,cosnf +. ..
sl 1

qui sera uniformément convergent. Dans ce cas, on aura

cosw — cosf

(104) .tf((‘m’/)_-;f 108 Hoosg) — log Heost) inf do
v

=\, sin’)—|v—/\2 sinaf ...+ Aysinnf 4. ..,

ct ce développement conjugué du précédent sera également uniformé-
ment convergent. Pour vérifier cette affirmation, il suffit d’observer
que 'on a
g . —_— 3 l.
(105) sin/.'O:\—::f Msin@clq.
)

- €0sQ — cosf

P

Remarque. — Lidentité (105) que I'on vérifie par simple intégra-
tion est d'ailleurs une conséquence du fait que le développement en
fraction continue de

-

¢

1 ! ds Sy (x)
7"/_. (2 —35)\/1—3 o Te(2)

,,A+ +..

"k+|

1 (%)

admet comme réduites ST IR ot les polynomes de degre k, Ti(x)
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sont les polynomes de Tchebycheff et satisfont a la relation

1 +'T(’c)—l‘(z) .
n[, x—~)\/1—,¢~ Skﬂ(x)

Or, du moment quelona(T,.(x)-_ v coske)

BTk (@) - Tiiey () = har Ty ),

on aura également
» b Sty () + Si—y (@) = ha S ().

; =\
Se(z)=A (7_’*_‘1/_'____> [{<T__VQ#”_’> ;

et puisque S,(#)=1, §,(x)=wx, on a

Done,

, /\-!—B:I,. .7;:(/\——“)\/.71“-’——1,
d'ou '

A= ZEYE p— "EEVT 1

= aat—
Par conséquent,

. e k-t _ ,/j‘;;:_— k41
\/——_,,J.a_‘s,‘(m):<i\/jﬁ_l) _<___\_‘_~_‘> ,

2%
c’est-a-dire

. Sy, — sinkf

251 sinf’
Inversement, si I'on se donne la fonction

4)(0050):%(/\, Sinf ...+ Aysinnd+...)

toutes les fois que la série conjuguée
log[t(#)]=f(cosl)=A,cos0 ...+ Apcoskf+:..
converge uniformément el que f(x) satisfait a la condition (18), les

expressions \/ % cos(nl -+ ) seront les expressions asymptotiques des
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[
polynomes orthogonaux R,.(2) multipliés par yt(z) =¢ correspon-

dant au poids mgonomemque t(x).
Il résulte aussi de ce qui précide que, si I'on désigne par &, =cos0,

la k*" racine de R, (), on aura
! T
nO+ Yl =hr— 5 Few

oll ¢, est uniformément de Pordre %y; logn pour toutes les racines
(h=1, ..., n). Donc,

- ! hm
PR +¢(CUST -+ B L{cosen) + B
b= — — - =y TR TR,
: " n

\ . ’ ’ 1 ) p .
ol 3, tend uniformément vers zéro avec - et cos a,==0,,sont les racines

du polynome trigonomélrique |,,(.1) Amsn on peut mettre les
racines x;, de l{,,(.z) sous la forme ‘

-~

(106) ap= b+ Vi—bj |_kf’(bh)'*‘"ﬁh] +O<,%> (h=1, ..., n),

n
o §, tend uniformément vers zéro avec /1&

Par conséquent, si I'on se donne un déplacement de l'ordre de ,—ll
‘caraclérisé par la fonction continue d(x) des racines du po]ynom’e
orthogonal R,(z), par rapport & celles de T,(«), le poids trigono-
métrique #(x) sera asymplotiquement déterminé (a une constante
pres) par 'équation intégrale (104), dont la solution peut étre pré-
sentée sous la forme

T pcosh ,
(107) f(w)smpl(x)—%f bule) = 4l s a1 a,

o o xr—u
Pl

ou ¢, (x)=" —9 la formule (107) ayant un sens, pourvu que $,(x)

satisfasse & (18). Sans discuter les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'il existe une fonction ¢(z) = ¢/**) satisfaisant i la condition (18)
et correspondant 4 la fonction (z), ohservons qu'il est en tout cas
nécessaire que () soit continue et que ¢ (==1)=o0; d'autre part, il
suffirait que ¢, (o) satisfasse & la condition (18) avec ¢ > 1.
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11. En particulier, si

(108) Hz) = [;L(I/L‘) = & : N’
(=a) (=)

ou 1,(x) est un polynome, les fonctions ¢(x) et Y, (x) correspondant a
ces poids trigonométriques seront liées par la relation

$(2) + Gu(r) =o.

Donc
. A
: $o)=, e
1
ol
¥ 4 . , . l—l_——‘—;z
(10g9) COS Gl = ___P/_____, sino, = \ -

Vapilar— x) v/;?u(ﬂ/s:’;;.

On a done actuellement

~ h
(110) Ru(z)r~ ;—ilh(;v)cos<n6 —+—2 Oﬁ}.~>
. 1

z (.l;+\:’ L — l)"'(p, —,1;+v'w—ﬁj—7)+. . +(.'v~\/'.i”—:;)"(p, -—.::——\/.L-‘-'-— ] ) .
2T ‘ Valp a, ... ona ‘

et
‘(2 cos(nl + Yo
| Ry o VL2 Z) 0030 + 2o g
| : NG

oit M, est donné par la formule (40).
Ainsi, conformément aux résultats du premier Chapitre, on a

I 1
]J,L ~J — ;
[mm ] 1M,

mais a présent I'expression asymptotique H,(x)de Ik, (x)est elle-méme
un polynome de degré n, pour n2/.

I1 en résulte qu’actuellement le polynome H, () est celui des poly-
nomes (2) qui réalise 1'écart minimum du produit

1 cos(nh+ )

P (x) - —
. v 2"~ v My,
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et I'égalité

JJM _[—. = ! —=
(111) l:\/l/,(w)] T

est non seulement asymatotique, mais méme rigoureusement exacte
pour n2h. '

Ce résultat qui, dans le cas particulier ou ¢,(x) est un carré par-
fait, se trouve déja chez Tchebychefl, est & rapprocher des recherches
de M. Fejér (*) et de ses éléves sur les sommes trigonométriques
positives,

Nous allons prouver que l¢ cas oi le poids trigonométrique se pré-
(1—z)*(1+ )P
tr(x)
non négatif sur (—1, +1) et a et 3 sont égaux a oou 1, est le seul

ot U'expression asymptotique

sente sous la forme t(x)= » ot t,(x) est un polynome

s(nf
(112) 5, ()= I+ 9)

Vitz)
est un polynome (*).

En effet, F,(x) satisfait a 'équation aux différences

(113) Fro () +F (@) =22 F, (2).
Par conséquent, la forme nécessaire de F,(x) est
Fu(x)=A(r) (‘1’ =+ \/"“‘i —1)"+ B(2) (“3 - \/‘7—’2'“ l)u'

Et, pour que F,(x) et F,,, (x) soient des polynomes, il faut que I'on
ait '

A(z)= E 5i(2) + T (;i::jlu)](z —yar =),

B(@'):é [.‘J'-/(x) + :J"l+.($);—.z'51(w)] (2 + VP =1 [)/.'
_ z*— 1

(119)

it

T

(1) Ueber trigonometrische Polynome (Journal fiir reine und angew. Mathem.,
t. 146, 1916). — SzEcd, Ueber die Entwickeluny einer swillkiirlichen Funktion etc.,
Math. Zeitschrifi, t. XII. ‘

(2) Voir mon article : Sur une classe de polynomes orihogonans (Communica-
ton de la Société Math. de Kharkow et de lInstitut des Se. Math. de 'Ukraine,
t. 1V, 1930).
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Ainsi le produit

A(x)B(x)= 7" [Pf(.zz)+ :3—2_{—%2],
[ou P(z)=F(2), Q(z)=F(, () — 2 F ()],
est un polynome (') non négatif sur (— 1, 4 1), ou hien un tel poly-
nome divisé par 1—? ou par 1=z, suivant que Q(x) s’annule ou
non pour x==x1.
On a donc

! 1 N b X - -\ ﬁ ——\1z '
(“5) ”—X—Egn("«)-_ ;[ 7 (e + Vet =) +\//—((;:;——\/,z;‘——|) ]

N

=cos(nf + {¢),.

de sorte que

Hr)= g
et
Q(x
b =arctang W 9.

P () ‘/,TT,_}"

Le cas ol AB serait un polynome possédant des racines d’ordre pair
a Uintérieur du segment (— 1, + 1) se raméne directement 4 celui o
AB=1t,(x) 0’y a pas de racines, puisque alors & () et ., (x) ont cette
racine comme racine commune, et il en est de méme de 7 ,() pour
toute valeur de n>>/, de sorte que la formule (115) ne serait pas
modifiée a cause de la réduction des factcurs communs du numérateur
et du dénominateur du premier membre.

En général, pour que
. "711(”)

conduise 4 I'écart minimum parmi tous les polynomes ayant le méme
coefficient du terme de degré supéricur, pour tous les degrés n2/, il
sera nécessaire et suffisanl que cette circonstance se présente pour
l=n. :

En effet, si AB ne devient ni nul, ni infini aux points =1, pour
qu'un polynome &,(x) de degré n fixe conduise 4 '’écart minimum, il

(") Pour cela il faut et il suffic que Frpy (1) = F1(1)y Fraa(—1) =—F(—1\. -~
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sera nécessaire et suffisant que les maxima de (115) solent atteints
en (7 1) points avec des signes opposés, ce qui signifie que ¢ doit
reprendre la méme valeur o, lorsque « varie de —1 4 +1. Si AB

N . . . . . i ™
devient infini en ces deux points, ¢ devra diminuer de + S h — 5

pour que cos(nd~+¢) s'annule aux deux bords et posséde n—1 -
extrema de signes opposés'h I'intérieur; de méme, si AB devient infini
en un de ces points (— r, par exemple), en restant fini au point +1,

. T . . . .
¢ devra varier de -~ 4 0. L cas ot AB s’annule en un de ces points se

raméne évidemment 4 celui ot AB devient infini au point considéré.

Ainsi F,(x), étant un polynome arbitraire de degré /, dont toutes
les racines sont intérieures au segment (— 1, -+ 1), on peut d’une infi-
nité de facons lui associer une fonction non négative ¢(x), telle que

F(x)\t(x) s'écarte le moins de zéro sur ce segment parmi tous les
produits P,(x) Ve(@), oii le polynome P, () posséde le méme terme de
degré supérieur que &,(z). A cet eflet, il suffira de choisir un poly-
nome arbiltraire &, ,(x) de degré [+ i, tel que les racmes de J',(x) et
de Q(2)=5, (x)—xTF,(x)se separent alors on aura

{(116)

=A(s)B(r)= 7 [J'zu) + QZ(r)J'

r=

i
L(-r)

Dans ces conditions, tous les polynomes &,(x) de degré n >/,
déterminés par la formule (115) ou, ce qui revient au méme, par
I'équation (113), jouiront de la propriété voulue.

Journ, de Math., tome 1X. — Fasc. II, 1530, 23



