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~ JOURNAL

MATHEMATIOUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les isomorphes holoédriques et transitifs

) 4 Y 4 .
des groupes symétriques ou alternés;

Par M. Eo. MAILLET,

Ingénieur des Ponts et Chaussées a Toulouse.

INTRODUCTION.

Soit T un sous-groupe d'ordre & du groupe symétrique ou alterné S
de n éléments a,, a,, ..., a, d'ordre $ : supposons $ > 28etn > 4.
Considérons un isomorphe 5° holoédrique et régulier (*) de S :
au groupe T correspond une répartition des lettres de S’ en systémes
de non-primitivité € & &, et le groupe G des substitutions opérées
par S’ entre les systémes de cette répartition est trangitif, de degré

o= %, et holoédriquement isomorphe 4 S, le groupe T correspondant

(1) Clest-a-dire transitif et d’ordre égal & son degré (Klein).
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au groupe H des substitutions de G qui laissent une méme lettre
de G immobile (*).

Remproquement tout isomorphe holoédrique de S est de cette
+ forme (*).

Dés lors, T étant donné, G se trouve complétement déterminé :
nous dirons que G est l'isomorphe de Sissu de S et correspondant a4 T.

Les groupes transitifs de ce genre ont été étudiés par MM. Kronecker,
Jordan et Netto.

M. A. Bochert a montré (* )quc si T ne contient pas de substitution
circulaire d’ordre 3, on a

Pour le groupe symétrique....... p2 [E (n:—!ﬂl

Pour le groupe alterné........... P2~

E (" —: l) étant le plus grand entier contenu dans =

Ce théoréme nous a permis d’établir, au sujet des groupes G définis
précédemment, quelques propriétés qui font 'objet de ce Mémoire, et
que I'on peut résumer ainsi :

G n’est qu’une fois transitif; il ne peut contenir de groupe de
degré < p transitif entre les leitres qu’il déplace, ou de substitu-
tion circulaire (*). Les exceptions n’ont lieu gue pour n<6 quand S
est le groupe symétrigue, et pour n<8 quand S est le groupe
alternc.

(') Jorpan, Traité dessubstitutions, p. 58-60; W.Dyck, Math. Ann., t. XXII,
p. 9o et suiv,; voir aussi notre Thése de Doctorat, p. 12. Nous supposons tou-
jours que G ne se confonde pas avec S.

(*) Voir notre Thése de Doctorat, p. 16-17.

(®) Math. Ann., t. XXXIII, p. 584.

(*) Cette derniére propriété a été établie par M. Netto dans le cas d’une sub-
stitution circulaire d’ordre p™ (p premier) (J. fir Math., t. C, p. 436; 1887).
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PREMIERE PARTIE.

S EST UN GROUPE SYMETRIQUE.

1. — Des groupes primitifs G isomorphes au groupe symétrique.

Supposons que le groupe G, défini tout & I'heure, soit primitif; eu
égard au théoréme de M. A. Bochert que nous avons énoncé, nous
distinguerons trois cas : les deux cas oil T contient une substitution
circulaire d’ordre 2 ou 3 et est ou n'est pas transitif, et le cas ot T ne
contient pas de substitution circulaire d’ordre 2 ou 3.

a. T contient une substitution circulaire d’ordre 2 ou 3 et est
transitif. ’

Considérons une substitution circulaire d’ordre 2 ou 3 contenue
dans T, puis les substitutions circulaires d’ordre 2 ou 3 contenues
dans T ct ayant quelque lettre commune avec la précédente, puis
celles qui ont quelque lettre commune avec les précédentes, et ainsi
desuite. Le groupe L dérivé de ces substitutions est transitif entre les /
lettres qu'il déplace et dérivé de toutes les substitutions circulaires
d’ordre 2 ou 3 contenues dans T et qui déplacent une de ces [ lettres.
D’aprés un théoréme de M. Holder ('), L se confond avec le groupe
symétrique ou alterné de / éléments : si 'on avait / = z, T contiendrait
le groupe alterné de n éléments et il faudrait p <2, ce que nous avons
supposé ne pas avoir lieu; donc 2S¢ < n. :

T, étant transitif, contiendra un transformé L’ de L par une substi-
tution de T, lequel sera == L et déplacera quelque lettre non déplacée
par L. Si L et L’ avaient quelque lettre commune, il y aurait dans L

(') Math. Ann., t. XL, p. 55 et suiv. Le théoréme de M. Hélder, établi pour
un groupe transitif dérivé de substitutions circulaires d’ordre 3, s’établit aussi
facilement quand le groupe est dérivé de substitutions circulaires d’ordre 2.
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une substitution circulaire d’ordre 2 ou 3 non contenue dans L et dé-
placant une lettre de L, puisque L/ est le groupe symétrique ou alterné
entre les / lettres qu'il déplace. Mais, d’aprés le mode de formation
de L, il n'y a dans T aucune substitution circulaire d’ordre 2 ou 3-non
contenue dans L et qui déplace quelque lettre de L. Donc L/ et L n’ont
aucune lettre commune et n’ont d’autre substitution commune que
I'unité.

On voit de méme que les transformés distincts de L par T n’ont
deux & deux aucune substitution commune, & part I'unité, ni aucune
lettre commune.

T étant transitif et de degré n, et L de degré /, L a exactement

i;‘ transformés distincts par les substitutions de T : le groupe M dérivé

de ces % transformés est permutable aux substitutions de T;  divise .

Dés lors T admet () une répartition de ses lettres en systémes de
non-primitivité [ a I; par suite, il est contenu dans le groupe K formé
de 'ensemble des substitutions de S qui admettent cette répartition.
Or, G étant primitif, on sait () que H est maximum dans G, par suite
T maximum dans S : T ne peut donc étre contenu dans K, qui est plus
petit que S, que si T = K.

Voyons comment est formé K ; S étant le groupe symétrique entre

n lettres, K contient en particulier le groupe M, dérivé des 'Tl groupes
TP . n TP

symétriques de / letives correspondant aux y groupes symétriques ou

alternés transformés de L. que nous avons trouvés tout a 'heure, et
M, est d’ordre :

o, = (1Y,

ct permutable aux substitutions de K. Toute substitution de K qui

. . . n \ y . o . ‘v . .
Inisse immobiles les ; systémes de la répartition considérée fait partie

(1) JorpaN, Traité des substttutzons’, p- 41.
(*) W. Dycg, Math. Ann., t. XXII, p. 102. Voir aussi notre Thése de Doc-
torat, p. 18.
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‘de M,. L'ordré de K est donc’
o=, 3, .

S-étant 'ordre du groupe @ des substitutions opérées par K entre les
systémes. Or, 5 étant le groupe symétrique entre n éléments, K de-
vra contenir une substitution permutant ces systémes d’une maniére
quelconque choisie @ prioriet, parsuite, ® sera un grotipe symétrique
entre les '7‘ systémes. Donc

=(3)r@.

Ceci posé, la condition nécessaire et suffisante pour que G soit
primitif est que H soit maximum dans G ou K maximum dans S.
Nous allons voir que cette condition est remplie. -

Il nous suffira.d’établir que le groupe R dérivé de K et d’une sub-
stitution de S non contenue dans K se confond avec S.

Vérifions d’abord que R est prlmmf

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et que R admette une répartition
de ses lettres 7~ a 1 en systémes de non-primitivité, avec n>7r>1.
R étant > K, cette répartition ne saurait se confondre avec la réparti-
tion /4 ! considérée tout & I'heure et admise par K, puisque K est
formé de I'ensemble des substitutions de S qui admettent cette répar-
tition. K admettra les deux répartitions : on pourra toujours trouver
un systéme de r lettres et un systéme de [ lettres ayant quelque lettre
commune sans se confondre : soit s le nombre des lettres communes
A ces deux systémes; on sait (') et 'on voit facilement qu'a cet en-
semble de s lettres correspondra une répartition des lettres de K s &'s,
et s21. Chaque systéme de s lettres est contenu dans un systéme de
[ lettres; mais K contenant le groupe. symétrique entre les [ lettres de
chaque systéme de [ lettres, groupe qui est pnmmf entre ces [ lettres,
s devra étre égal'a loud 1.

et

G2

(') Jorpax, Traité des substitutions, p. 34. .
Journ. de Math. (5° série), tome I. — Fase. I, 18g5., : 2
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Si Pon avait s =/, il faudrait 7 > /; de plus, un systéme de [ lettres
qui a quelque lettre commune avec un systéme de r lettres y est con-
tenu tout entier, puisque s = { : chaque systéme de r lettres est donc
formé d’un méme nombre de systémes de / lettres. Soient a, 8, v, ...
les systemes de [ lettres, a,, ..., «, les lettres de «, B, ..., B, celles
de B, ¥,y +.., Y. celles de y; K contiendra la substitution

(@ By ) (@aBave). - s (eBeye)s

ol o et § appartiennent & un méme systéme de 7 lettres, ¥ & un autre
systéme de 7 lettres, puisque I'on a ici

r2al, n2ar.

Cette substitution est de la forme (aBy) entre les systémes de {lettres
et montre immédiatement que K et R n’admettent pas la répartition
supposée en systémes de r lettres. On n’a donc pas s = L.

Si l'on avait s =1, une substitution quelconque (@b...)..., con-
tenue dans un des groupes symétriques de ! lettres que K renferme,
ne déplace d’autres lettres que celles d’un méme systéme de [ lettres.
Chacune des lettres a, b, ... déplacée par cette substitution fait par-
tie d'un systéme différent de r lettres, puisque s = 1; or une substitu-
tion qui admet une répartition en systémes de 7 lettres ne peut rem-
placer une lettre d'un systéme de r lettres par une lettre d’un autre
systtme de r lettres que si elle déplace toutes les lettres des deux
systémes. Cela ne pourra donc avoir lieu pour (ab,...),... que si
r =1, contrairement & ’hypothése. On n’a donc pas s =1.

R pe peut dés-lors admettre aucune répartition de ses lettres en
systémes de non-primitivité avec #>#>>1, c'est-a-dire que R est pri-
mitif,

Mais R contient une substitution circulaire d'ordre 2 : on en conclut
immédiatement que R contient le groupe symétrique de n éléments(*),
et, par suite, qu’il se confond avec S.

Le groupe K, choisi comme nous 'avons indiqué, est donc maxi-

(1) Jombax, Journal de Liouville, p. 383; 1871,
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mum dans S : en posant K =T, le groupe G correspondant est tou-
jours primitif et ’on peut dire :

La condition nécessaire et suffisante pour que & un groupe T
transitif entre n letires el contenant une substitution circulaire
d’ordre 2 ou 3, corresponde un groupe G primitif, holoédrigue-
ment isomorphe o S et issu de S, est que T soit formé de ’ensemble
des substitutions de S admettant une méme répartition des n lettres
de S en systémes de non-primitiviié l a l(251< n et l divisant n).

Je dis que, en général, les groupes G obtenus ainsi ne sont qu’une
fois transitifs : pour le montrer, indiquons un autre moyen de former
ces groupes G. '

On peut former avec les n lettres de SC/, combinaisons de [ lettres;

. . . n.n
on peut ensuite assembler ces C, combinaisons 7 & 7> de facon que les

nouveaux assemblages obtenus, que nous appellerons des Aypersys-
témes, contiennent chacun exactement les 7 lettres de S. Il faudra et

il suffira pour cela que les ; combinaisons entrant dans un hypersys-

téme n’aient deux & deux aucune lettre commune. Les hypersystémes
se distingueront alors les uns des autres, non par les lettres qu’ils ren-

. . n . .
ferment, lettres qui sont les mémes, mais par les ; combinaisons de

[ lettres qu'ils renferment.

Chaque substitution de S remplacera chaque combinaison de /
lettres par une autre distincte ou non, et, par suite, chaque hyper-
systéme par un autre hypersystéme, distinct ou non. Considérons le
groupe G, des substitutions opérées par S entre ces hypersystémes.

S étant symétrique contiendra toujours une substitution rempla-
cant les n lettres par ces mémes n lettres disposées dans un ordre
arbitraire, et, a fortiori, un hypersystéme ‘quelconque par un hyper-
systéme quelconque. Donc G, est transitif.

Nous avons vu précédemment que le groupe T, contenu dans S,
admettait une répartition de ses lettres / & /, et que toute substitution
admettant cette répartition était contenue dans T. A chaque systéme
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de cette répartition on peut faire correspondre une combinaison de
Ilettres, et, par suite, & la répartition elle-mé&me, un hypersystéme et
un seul. Toutes les substitutions de T laisseront donc cet hypersystéme
immobile. Réciproquement, toute substitution de S laissant cet hy-
persystéime immobile remplace une combinaison de cet hypersysteme
par une combinaison de cet hypersystéme, et admet la répartition
considérée, par suite fait partie de T. Le groupe H, de G, correspon-
dant 4 T est donc formé de 'ensemble des substitutions de G, qui
laissent cet hypersystéme immobile.

Dés lors, G et G, se confondent, & la notation prés ('), puisque G
et G, sont transitifs, holoédriquement isomorphes, et que H et H,
correspondent tous deux & T; G, est donc primitif; je dis qu'il n'est

qu’une fois transitif, c’est-a-dire que G ne sera qu'une fois transitif.
En effet, soit

(l) al) a?’ e al; al+|’ R a?l; "7; an—l+l) e all

la répartition en systémes de [ lettres admise par T : le groupe T
laisse I'hypersystéme (1) immobile. La condition nécessaire et suffi-
sante pour que G, soit deux fois transitif est que H, soit transitif,
c’est-4-dire que T permute transitivement entre eux les hypersystémes
autres que I'hypersystéme ().

Soient
! ) I. ? 7 . R + '.
(2) Ay By vney Q3 @iy oney Qyploonns By gy oony By
!’ Ul II. n ” . N n ”
(3) Ty Oy ey Qg Uy eny Qugy oy G yiy ooey @,

(*) Voir notre Thése de Doctorat, p. 15-17,th, V. On conclut, en effet, immé-
diatement de ce th, V la propriété suivante : '

"~ Sotent G et Gy deux groupes transitifs holoédriquement isomorphes, de
méme degré; H et 1 les groupes de G et de Gy formés chacun de Uensemble
des substitutions de G et de G, respectivement qui laissent une lettre de G et
de G, immobile; si H, est le groupe de G, que isomorphisme de G et de G,
fait correspondre a H dans G, les groupes G et G, sont identiques a la nota-
tion prés. '

Voir aussi Joroax, Traité des Substitutions, p. 58-60.
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deux hypersystémes différents de 'hypersystéme (1): T devra ren-
fermer une substitution qui remplace (2) par (3).

T, admettant la répartition (1) en systémes, remplace tout hyper-
systéme renfermant le systéme a,, a,, ..., @, par un hypersystéme
renfermant un des systémes. (1). Les hypersystémes qui ont quelque
systéme ou combinaison commun avec I'hypersystéme (1) sont donc
permutés exclusivement entre eux par les substitutions de T, et, pour
que H, soit transitif, il faut que tous les hypersystémes autres que (1)
aient quelque systéme de / lettres commun avec I'hypersystéme (1),
ou qu’ils n’en aient aucun.

Or, si% > 2, on aura toujours un hypersystéme différent de (1),

et ayant en commun avec (1) un systéme, par exemple a,, a,, ..., a,
D’autre part, dans ce cas, on peut assembler les systémes ou combi-
naisons de (1) deux & deux ou trois & trois, puis dans chaque assem-
blage faire passer, par permutation, certaines lettres d’une combinai-
son & l'autre, de facon que le nouvel hypersystéme obtenu n’ait avec
(1) aucune combinaison commune. Ainsi, par exemple, I'assemblage

(4) Ay Qpy ovvy Wiy Qpyy Qpigy ooy By Appeyy Qorgy ooey Ay

conduirait 4 I'assemblage

K . . .
(5) Gty @ay oy @5 By Gy ooy Qo3 @y Agrray ooy @y

et ’hypersystéme formé des assemblages analogues & (5) n’aurait avec
Phypersystéme (1) aucune combinaison commune. Donc, quand 7> 21,
il y aura 4 la fois des hypersystémes 5 de I'hypersystéme (1) et ayant
avec lui quelque combinaison de / lettres commune, et des hypersys-
temes n’ayant avec I’hypersystéme (1) aucune combinaison commune.
Dans ce cas, d’aprés ce qui précéde, H, ne sera pas transitif.

Soit n = 2l. o »

L’hypersystéme (1) devient

(6) a‘, ag, seny az; al.'.| a[_',.z’ seey azla
Considérons I'hypersystéme

(7) , : Aiy Qpegy oovy Qi) Qpugy Ggy oeey Qg
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ou chaque combinaison a respectivement 1 et / —1 éléments com-
muns avec chacune des combinaisons (6). T admettant la répartition
en systémes (6) remplacera I'hypersystéme (7) par des hypersystémes
jouissant des mé&mes propriétés; par suite, T ne pourra remplacer (7)
par un hypersystéme dont les combinaisons aient respectivement 2 et
[ — 2 éléments communs avec celles de (6), sauf sil'on a

2=1-1, L—2=1
ou

=3

(on ne peut d’ailleurs avoir /< 3, puisque n =2/ donnerait n<4
contrairement & ’hypothése). .

H, ne pourra donc étre transitif que sil'on a & la fois n = 2/, | = 3,
.c’est-a-dire n = 6.

Quand n =6 et I =3, on a les hypersystémes

1..... ayy @y, A3y Qyy G, Qg 6..... ay, Qg @35 Qi Ay, dg
2..... ayy Qg @, Gy A, G Toounn ay, Ay, dg; Qs Q,, a;
3..... a;, Gy, Ag; Az Q, @ 8..... a, a,, @; a, Q a,
h..... a, Ay, Ay Az Ay, A 9..... a, A, Q@; Qay, Ay, o
5..... ag, Az, Q5 Gy Az, Qg 0..... ay, @, Qg Qs A3, a,

que nous numeérotons 1,2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 0 et qui sont en nombre
6 _

al(30)
Le groupe T est dérivé des substitutions qui laissent immobile

Phypersystéme 1, ¢’est-a-dire des substitutions

10.

(@1ay), (@2a4), (@sa5), (asa,), (aiay) (a.a5) (aya,),
auxquelles correspondent dans H, les substitutions

hy=(0,5)(6,9)(7,8); h.=1(2,5)(3,6)(4,7);
hs=(2’3)(5’6)(05 9); hb:(?’:[l)(ﬁ’ 7)(8,9);
' hs=(2,8)(_3, 7)(5,9)-

H, est dérivé de ces substitutions; il est de degré g et transitif, car
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les substitutions -
b3y hyy hohiyy hoy hyhyy hohyhy, Bohyhyhy, hohohy, hyh,

permettent de remplacer respectivement 2 par un quelconque des
nombres 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g, 0. .

S étant dérivé des substitutions (a,a,), (@.a,), (a,as), (as, a,) et
(a,a,), G, est dérivé des substitutions

hyybogy hoyy by et hy=(1,2)(6,8)(7,9);

il est deux fois transitif et d’ordre 10.9.8; on voit facilement qu'il
n’est pas trois fois transitif. C’est un groupe connu (*).

Ainsi, sauf le cas de » = 6, les groupes G, et, par suite, les groupes
G ne sont qu'une fois transitifs. Ces groupes n’existent pas quand »
est premier, et seulement dans ce cas, puisque / est un diviseur arbi-
trairement choisi de n avecn > 12 2.

Le cas des groupes G primitifs correspondant 4 un groupe T transi-
tif, mais non primitif, se raméne toujours & celui que nous venons
d’examiner, car ce groupe T admettant une répartition de ses lettres
ensystémes de non-primitivité [ & /est toujours contenu dans le groupe
K formé de I'ensemble des substitutions de S qui admettent cette ré-
partition. D’aprés ce qui précéde, K contient une substitution circu-
Jaire d’ordre 2 ou 3 ; T est maximum dans S, puisque G est primitif
et, par suite, se confond avec K. ’

Nous pouvons donc dire :

Si Uon forme avec les n lettres de S C., combinaisonsla l, et que
Uon assemble ces C., combinaisons% a % de facon que chaque as-
semblage ainsi obtenu forme un hypersysiéme contenant exacte-
ment les n lettres de S; si de plus on considére comme distincts deux
n
1
sons; les groupes G, formés par les substitutions que S opére entre

kypersystémes qui ne sont pas formés avec les mémes - combinai-

(') Core, Quarterly Journal, mai 1894, p. 44.
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ces hypersystémes coincident, & la notation prés, avec les groupes
primitifs G obtenus précédemment.

G n’estqu’une fols transitif : la seule exception a licw pour n =6
oit G est un groupe de degré 10, d’ordre 10.9.8, deux fois transi-
tif, et dérivé des substitutions

(0,5)(6,9)(7,8);(2,5)(3,6)(4,7); (2 3)(5,6)(0,9);
(3,4)(6,7)(8,9); (1,.2)(6, 8)(7_) 9);

entre les nombreso, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g.

La condition nécessairectsu ﬁsante pour que ces groupes existent
est que n ne soit pas premier.

On peut définir aussi les groupes de cette catégorie en disant que
.ce sont, parmi les groupes G primitifs considérés dans notre Mémoire,
ceux qui correspondent au cas ot T est transitif sans étre primitif.

b. T n’est pas transitif entre n letires.

Il est inutile de spécifier en outre que T contient une substitution
circulaire d’ordre 2 ou 3, car T est encore ici maximum dans S,
puisque G est primitif, et T contiendra forcément une substitution
circulaire d’ordre 3, puisque n > 4.

Si T permute exclusivement entre elles o des lettres de S, il devra
contenir le groupe symétrique des substitutions entre ces « lettres et le
groupe symétrique entre les n — o autres lettres, sans quoi T ne serait
pas maximum dans S.

T contiendra donc le groupe K dérivé du groupe symetmque entre
les « lettres a,, @,, .. ., a, et du groupe symétrique entre les n — «
autres lettres @y, ..., @,. Je dis qu'en général K est manmum
dans S, et, par suite, que T = K.

En effet, il suffira d’établir qu’en général le groupe R dérivé de K
et d’une substitution de S qui n'y est pas contenue se confond avec S.

Or R est transitif, car la substitution adjointe a K pour former R
n’est pas contenue dans K, et, par suite, remplace une des lettres
Gy oney g par une des lettres @y, ..., @,, ou inversement.

R est primitif, si « £ g : en effet, on peut, puisque un des deux
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n . . .
nombres @, n — « est < -, supposer que « soit celui des deux qui
n T . .
est < -, sans quol, en prenant n —a = o', on raisonnerait sur o
comme nous allons le faire sur «. Supposons que R ne soit pas pri-

mitif, quand a < % : R étant transitif admettra une répartition dc

. . [P (] .
ses lettres ¢ & 7, avec 25i< - Le groupe symétrique entre n —a

lettres contenues dans R admet cette répartition; mais il est primitif
entre les lettres qu'il permute; done, si ce groupe symétrique déplace
deux lettres d’'un méme systéme, toutes ses lettres, en nombre n — «,

appartiennent & un méme systéme, et il faudrait i2n —a> %, ce

qui n’a pas lieu; si chacune des n — a lettres de ce groupe symétrique
appartenait & un systéme différent, il y aurait au moins 2 — a sys-
témes, et I'on aurait i < 2, ce qui n’a pas lieu. Il faut, par suite, sup-

_poser R primitif quand « = —;3- R contenant des substitutions circu-

laires d’ordre 3 et 2 se confond avec le groupe symétrique, d’aprés un
théoréme de M. Jordan déja utilisé.

. . n
Ainsi, quand « % =, on aura
T =K.

Quand &« = ’;l’ K n’est pas maximum dans S, puisque I'on peut lui
adjoindre une des substitutions (') (» étant pair)

a,a el A, QA
(®8n,.) (%)
a,a a,a a. a e
(%320 ,) (% %0) o (%))

sans que le groupe R dérivé de K et de cette substitution se confonde

ou

(*) Remarquons que, n étant pair, une de ces deux substitutions est toujours
contenue dans le groupe alterné de n éléments; cette observation est utile
quand on veut étudier par les mémes procédés les groupes G primitifs issus du
groupe alterné, ainsi que nous I'indiquerons plus loin,

Journ. de Math. (5 série), tome I. — Fasc. I, t8g5. 3
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avec S, puisque I'ordre de Rserale double del'ordre de K5 T contien-
drait ainsi une substitution de S non contenue dans K ; mais cette substi-

tution remplacerait une des lettresa,,..., @, par une des lettres @, PRy
- =
2 2

ay et T devrait étre transitif contrairement 4 'hypothése que nous
H

faisons ici.
Nous pouvons donc dire :

La condition nécessaire et sujfisante pour que a un groupe T non
lransitif et de degré n, corresponde un groupe G primitif, holo-
édriquement isomorphe a S et issu de S, est que T soit déricé du
groupe symétrique entre o des n lettres de S et du groupe symé-

. n
rique entre les n — a aulres, avec1 < a5 5

. . n A N
On voit desuite que 'hypothése « >~ donnera les mémes groupes G+
[] - n
que Phypothése o < -
[ue Ihyp <;
Je dis que les groupes G obtenus ainsi sont unc seule fois transi-
tifs : pour le montrer, indiquons d’abord un autre moyen de former

ces groupes G.

Considérons les CZ produits ou combinaisons des lettres a,, ..., a,,

@ da, o étant £ g Chaque substitution de S remplacera chacunc de

ces C* combinaisons par unc de ces mémes C} combinaisons, ct, par
suite, opérera entre ces C¥ combinaisons une. certaine substitution.
Soit G, le groupe formé par ces substitulions.

S étant symétrique contient toujours unc substitution remplacant
une des C2 combinaisons par une autre arbitrairement choisie, et,
par suite, G, est transitif.

Le groupe K dérivé du groupe symétrique entre a, ..., a, et du
groupe symétrique entre @, - .., @, est évidemment formé de I'en-
semble des substitutions de S qui laissent immobile la combinaison

a,a,...a, et K =T puisque a % = . Alors le groupe H, formé de ’en-
2 puisq 2 groupe i,

semble des substitutions de G, qui laissent une letire de G, immo.
bile, et le groupe H formé de I'ensemble des subslitutions de G qui
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laissent une lettre de G immobile sont les groupes que I'isomorphisme
holoédrique des groupes G et G, avec S fait correspondre & T; G et
G, sont transitifs et de méme degré : donc G et G, sont identiques ala
notation prés, et nous n'avons plus qu'a montrer que G, est une seule
fois transitif.

Si G, était deux fois transitif, H, serait transitif, et T devrait per-
muter transitivement toutes les combinaisons différentes de la combi-
naison @,a,...a,. Or T permute exclusivement entre elles d’une
pact les lettres a,, a,, ..., @y, d’autre part les lettres a,,,, ..., @,:
T permute donc exclusivement entre elles les combinaisons renfer-
mant exactement k des lettres a,, a,, ..., a,; H, ne sera donc pas
transitif si & est susceptible de deux valeurs, ce qui aura toujours lieu,
puisque k< a, dés que a >.s5. L’hypothése a = 1 devant étre écartée,

" parce qu'alors G se confondrait avec S; H, n'est pas transitif : G, et G
ne sont donc qu’une fois transitifs.

Si Uon forme () avecles n letires de S les C combinaisons possi-
bles o a o, les groupes G, f orme’.?' par les substitutions que S opére
entre ces G combinaisons coincident, & la notation prés, avec les
groupes primitifs G obtenus précédemment (o élant =+ 2—)

Par suite G r’est qu’une fois transitif.

c. T ne contient pas de substitution circulaire d’ordre 2 ou 3,
ou, ce qui revient au méme, T est primitif.

Nous avons vu que le cas ot T n’est pas primitif se ramenait 4 'un
des deux cas précédents; si d'ailleurs T est primitif, il ne contient pas
de substitution circulaire d'ordre 2 ou 3, sans quoi, d’aprés un théo-
réme connu, il contiendrait le groupe alterné de n éléments, et il

. 8 3 1 . ‘ 1] '
faudrait p = z < 2, contrairement & I'hypothése faite au début du Me¢-
moire.

() Ces groupesont déja été cités par M. Joroax ( Comptes rendus, a¢ semestre
1872, p. 1755) et par nous (Thése de Doctorat, p. 22). Voir aussi Fropeius,
J. fir Math., . CI, p. 287. v :
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On a, d’aprés M. A. Bochert,

( Pourrpair.........o.ovuues p§<ﬁ>!
) I

( Pour n impair...... e SN oz(n—i—l)!

(8)

Ces relations permettent de montrer assez simplement que G ne
peut étre trois fois transitif que pour de petites valeurs de n.
Si en effet G était trois fois transitifil faudrait

(9) ordre G=§=n! Zo(p—1)(p—2)

et 'on voit facilement que ceci n’est possible, eu égard aux rela-
tions (8), que pour de petites valeurs de 7.

Dela méme maniére on pourrait voir que G ne peut renfermer un
groupe transitif de degré < p — 1, sauf pour de petites valenrs de n.
En effet, M. Jordan a montré le théoréme suivant (*) :

Tutorime. — Soit G’ un groupe primitif et de degré p contenant
un groupe B dont les substitutions ne déplacent que p letires, et les
permutent transitivement : G' renferme un groupe de degré
Pp+q+r+s+...+1=PZp, deux fois transitif; on a

p>g>r>s>.. >0,

p étant un multiple de q, g un multiple de r, ...; G’ renferme une
suite de groupes transitifs entre les letires qu’ils déplacent et de
degrésp,p+q,p+q—+r,..op+g+r+...+1, chacun d’eux
élant contenu dans ceux: qui le suivent. Parsuite G' est (p — I’ + 2)
fois transitif. '

(1) Journal de Liouville, p. 384-389; 1871. Nous modifions I’énoncé eu égard
a l’objet que nous avons en vue, mais les résultats donnés ci-dessus sont entiére-
ment établis par M. Jordan dans sa démonstration.

Ub cas particulier de ce théoréme a été établi par M. Nerro (/. fitr Math.,
t. CIII, p. 333; 1888).
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Si le groupe transitif que nous considérons renférmait un groupe
transitif de degré < p — 1, il serait alors p — P +2 fois transitif, et,
sauf pour de petites valeurs de n, il faut p — P + 252, c'est-a-dire
p="P. '

En remarquant qu'ici g > o, puisque p<p —1 et p=P, on est con-
duit & une inégalité de la forme (g9) qui donne en tout cas

| =nl>£
(10) G=nl>>

dés que n n’est pas trop petit, inégalité qui est impossible dés que n
surpasse une limite finie, eu égard aux relations (8).

Mais, plus généralement, on peut montrer que G n’est qu'une fois
transitif si n > 5, en s'appuyant sur le lemme suivant :

Lemume I. — Dans un groupe G' deux fois transitif quelconque,
de degré p et d’ordre §', une substitution quelconque a toujours au
moins p — 1 transformées distinctes; par suite, le nombre des sub-
stitutions du groupe échangeables & une substitution quelconque de

ce groupe est S F—El—l-
Soient G’ un groupe deux fois transitif, de degré p, et d’ordre
§'=p(p —1)k;
¥=(ab..)...

une substitution de G'. Les substitutions qui laissent la lettre @ immo-
bile forment un groupe H', transitif entre p — 1 lettres, et d’ordre

5 =(p—1)k.
@ = (be...)...

Soit

une substitution de H". Ce groupe étant transitif entre les p — 1 lettres

b, c, ..., on peut choisir @' de fagon que ¢ soit une lettre arbitraire
différenté de a et b. Or ‘

2 =020 = (ac...)....
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D’aprés ce qu’on vient de dire, en faisant varier @, on peut faire
prendre & ¢, par suite a X, p — 2 valeurs différentes. En tenant compte
de X, on voit que X' a au moins p — 1 transformées distinctes par les
substitutions de G’.

Soient ¢ le nombre des transformées distincles de 3’ par les subsli-
tutions de G', ¢ I'ordre du groupe des substitutions de G’ échangeables
a2.0na

(1) §' =19,
et, puisque ¢ p — 1, on obtient

(12) bt
gy
. Ceci posé, supposons que le groupe G soit deux fois transitif, et
G'=G. :
Soient X la substitution de S correspondante & 2'; o 'ordre de £, p
son degré. On a évidemment pour Z, et, par suite, pour X',

(13) y2(n—p)la,
ce qui donne, d'aprés (12),
(14) §=n!2(n—p)lo(p—1).

S contenant une substitution circulaire d'ordre 2, pour laquelle g = 2,
p = 2, larelation (14) donne

(n—2)2(p—1)<n!
ou

(15) p—lSn——————(n_')-
Le rapprochement des relations (8) et (15) donne alors

sPournpair ..... ﬁ(_'_l_:_[_)._g_ <f)! —_,

2 2

( Pour n impair. .. (c(n2~1) z(n:—_l)!—

(16)
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n étant >4, on voit facilement que ces inégalités n’ont lieu que pour
égal i 8, 6 ou §.

La discussion de ccs trois cas montre que G n’est deux fois transmf
ue quand n = 5 pour p = 0.

On peut donc dire :

Un groupe G primill:f, holoédriquement isomorphe 6 S, issude S
et correspondant & un groupe T de degré n primitif, n’est qu’une
Sfois transitif; les seules exceptions ont heu quand n=>5 pour p=6.

Des trois cas a, b, ¢ que nous venons de distinguer nous pouvons
conclure que, quel que soit T, les groupes primitifs G ne sont qu'une
fois transitifs quand » > 6.

En observant que les groupes transitifs G ne peuvent étre deux fois
transitifs que s'ils sont primitifs, nous en concluons le theoreme sui-
vant :

Tukonkne 1. — En général, un groupe G transitif, holoédri-
quement isomorphe @ S, issu de S et correspondant & un groupe T
de S, n’est qu’'une fois transitif; les seules exceptions, correspon-
dant & des groupes connus, ont licu quand n<6 pour des valeurs
du degré o de G égales d 10 et 6. :

Ce qui précéde va nous permettre d'établir la propriété suivante :

Les groupes primitifs G ne peucent contenir de substitution
circulaire st n > 6.

Supposons qu'un groupe primitif G contienne une substitution cir-
culaire U’ d’ordre /.

Soit (U’) le groupe formé des puissances de U’ : si% < p, G contient
un groupe (U") de degré A transitif entre A lettres. D’aprés un théo-
réme de M. Jordan dont nous avons donné I’énoncé précédemment, G
serait deux fois transitif, ce qui n’a pas lieu, d’aprés le théoréme I,
quand » > 6.

Supposons donc & = p.

Les substitutions de (U’), & part I'unité, déplacent p lettres. Soient
dés lors U la substitution de S correspondante a U’, (U) le groupe des
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puissances de U. La substitution U est d’ordre p; elle ne pourrait
étre circulaire que si son degré était au moins égal 4 p, et il faudrait

p<n, ce qui n'a pas lieu. Il y a donc A lettres, avec 7\53, que (U)

permute exclusivement entre elles.
Nous distinguerons encore trois cas :

a'. T est transutif et contient une substitution circulaire d’ordre 2
ou 3.

On sait que S permute transitivement les hypersystémes en opérant
entre eux les substitutions de G. Le groupe (U’) étant transitif entre
les p lettres de G, le groupe (U) devra permuter transitivement les
hypersystémes. Ce groupe, permutant exclusivement entre elles

A lettres de S avec A< -';, et une de ses substitutions remplacant une

combinaison de / lettres qui a exactement A, lettres communes avec
ces A lettres par une combinaison qui a également A, lettres com-
munes avec ces A lettres, cette substitution remplacera un hyper-
systéme dont les combinaisons ont respectivement A,, A,, ... lettres
communes avec ces A lettres par un hypersystéme dont les combi-
naisons ont respectivement A,, A,, ... lettres communes avec ces
A lettres, et A, ~+ A, +...=A. Le groupe (U) ne permuterait donc
transitivement les hypersystémes que s'il n’existait qu’un seul systéme
de nombres A,, A, ... satisfaisant & I'égalité X, + A, +...=A. Il est

. y . . n .
bien évident, puisque S 2A22etl22, que, parmilesnombres A, A, ...,

on pourra toujours en trouver deux, par exemple A, et A, <!, qui
soient 3 0. Ces nombres étant tous positifs, on aura au moins les deux
systémes A,, A,y ... et A, — 1, Ay 41, ..., o lesnombres A;aveci > 2
ont la méme valeur. Donc (U’) ne pourrait étre transitif entre les
¢ lettres, et, par suite, U’ n’existe pas. '

Nous supposons ici, bien entendu, n > 6.

U. T rest pas transitif.

(U) doit permuter transitivement les C} combinaisons des n lettres a
a a que S permute transitivement. Toute substitution de (U) rem-
placera une combinaison renfermant exactement A, des A lettres pré-
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citées par une autre jouissant de la méme propriété. Les nombres A et
a étant > 2, on aura toujours au moins deux valeurs de A,. On en con-
clut que (U’) ne pourrait &tre transitif, et, par suite, que U’ n’existe
pas.

¢'. T ne contient pas de substitution circulaire d’ordre 2 ou 3.

On pourra appliquer les relations (8).

Soit U, une substitution de S & v cycles d’ordres respectifs m,,
My, ..., My; b, son ordre. On aura ’

() hiSmm,...m,.

. Nous allons chercher une limite supérieure de la valeur de 4,, quel
que soit U,, soit une limite supérieure de m,m, ... m,.
Sil'on avait m, +m, +...+ my< n, il y aurait évidemment dans S
une substitution a v cycles d’ordres respectifs m, + 1, m,, ..., m,
pour laquelle ce produitserait plus grand que pour U,. La substitu-

tion U,, pour laquelle m, m,... m,ala plus grande valeur possible,
est donc telle que

(18) m+ my—+...+ my=n.

Quand on se donne v, on voit facilement que le produit des quan-
tités m,, my, ..., my, qui satisfont & (18) et sont positives, est toujours
au plus égal & la valeur de ce produit ot I'on suppose m,, m,, ..., m,

- . 3 n
entiers ou non, mais égaux, et, par suite, égaux &'~ On aura donc
pour toute valeur de v

(19) mym,... mé(f)v.

v
Pour avoir une limite supérieure de m,m,...m,, quel que soit U,
. . . . Ve ) n\"
ou v, il suffit d’avoir une limite supérieure de (;) ‘

Or, quand dans cette expression on considére v comme variant
d’une maniére continue et restant > o, et qu'on prend la dérivée

() (oms —x)»

Journ. de Math. (5 série), tome I. — Fasc. I, 18g5. ’ 4
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on voit facilement qu'il y a un maximum pour n = ev, et, par suite,
que

Cette inégalité, rapprochée de (17) et (19), donne

n
e

hSes,

ce ui donne @ fortiori, pour la substitution U,

ct, a cause de (8),

n

o pair (V1 <e”
pour 7 pair (;)!=e°,
(20)

n
. N A YP I
pour n impair (—— )| Ze-.

Pour montrer que U ne peut exister, il suffit de montrer que (20)
est impossible.
Or, on voit facilement que ces inégalités n’ont lieu que pour
<
nso.

En résumé, dans les trois cas @', I, ¢’ que nous venons de traiter,
U’ ne peut exister si » > 6. Donc les groupes primitifs G ne peuvent
contenir de substitution circulaire si n > 6.

II. — Des groupes transitifs G non primitifs isomorphes au groupe
symétrique.

D’aprés ce que nous avons vu précédemment, quand un groupe G
est primitifet que n > 6, il ne peut contenir un sous-groupe de degré
< p transitif-entre les lettres qu'il permute; car, d’aprés un théoréme
de M. Jordan énoncé plus haut, G serait deux fois transitif, ce qui est’
contraire au théoréme I quand » > 6.
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On peut se demander si la méme propriété existe quand G est tran-
sitif sans étre primitif. |

Supposons que G soit transitif sans étre primitif, et contienne un
groupe K de degré < p transitif entre les lettres qu'il permute.

Considérons une répartition maxima des lettres de G en systemes
de non-primitivité, c’est-a-dire une répartition telle qu’il n’y en ait
aucune autre dont chaque systéme puisse étre formé par la réunion de
plusieurs systémes de la premiére. On sait ('), etI'on voit facilement,
que les substitutions opérées par G entre les systémes de la répartition
maxima forment un groupe primitif, que nous désignerons par G'.

Soit Hle groupe des substitutions de G qui permutent exclusivement
cntre elles les lettres d’un des systémes de cette répartition. Le groupeK
¢tant de degré < plaissera immobile quelque lettre de G, et, par suite,
permutera exclusivement entre elles les lettres d'un systéme; il fera
donc partie de H ou d’un de ses transformés par les substitutions de G :
supposons que ce soit de H, par exemple.

Si l'une des lettres déplacées par K appartient au méme systéme
qu'une lettre laissée immobile par K, le groupe K permute exclusive-
ment cntre elles les lettres de ce systéme en en déplacant quelques-
uncs. Comme il est transitif entre les lettres qu’il déplace, il ne déplace
(ue des lettres de ce systéme. Aux substitutions de K correspond dans
le groupe G’ la substitution 1 et ordre ¢’ de G’ est < I'ordre G de G :
G étant le groupe symétrique, il faut §’'= 2, puisque n > 4. Il n'y a
que deux systémes, et K déplace les lettres d’un seul systéme.

Si aucune des lettres déplacées par K n'appartient au méme systéme
qu'une lettre qu'il laisse immobile, ou bien H contiendra un groupe L
permutable aux substitutions de G, ou il n’en contiendra pas. Dans le
premier cas, ce groupe L permutera exclusivement entre elles les
lettres de chaque systéme de la répartition maxima considérée, comme
on le voit facilement, et aura pour correspondant dans G’ 'unité, en
sorte que §’'< G, d'ol ¢’ = 2: il y auraencore deux systémes, K ne dé-
placant que les lettres d'un seul systéme. Dansle second cas, ¢'=G: le
groupe K’ correspondant 4 K dans G’ est d’ordre o¢’ = ordre de K = a¢,
transitif, et de degré évidemment plus petit que le degré ' de G'.

o (') Voir notre Thése de Doctorat, p- 19.
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1° §¢'= 2. — Le groupe H d’ordre § est holoédriquement isomorphe
au groupe alterné de n éléments et laisse immobile un des systémes,
par suite, les deux. Les substitutions que H opére entre les lettres de
chaque systéme forment un groupe isomorphe 4 H, par suite, d’ordre
ou 1, puisque H est simple (*). Pour le systéme dont K déplace les
lettres, ce sera évidemment §, puisque & > 1; pour 'autre, au con-

)

traire, ce sera évidemment 1, puisque & < §. Dés lors, le groupe Hne

déplacerait que les lettres d'un seul systéme, et, par suite, ne serait pas
permutable aux substitutions de G, qui est transitif entre les systémes.
On n’a donc pas §'= 2.

2° ¢'=@. — Le groupe G’ serait primitif, holoédriquement iso-
morphe au groupe symétrique G, et contiendrait un groupe K’ de
degré plus petit que p’ et transitif entre les lettres qu'il permute. Nous
avons vu que, quand » > 6, cela ne peut avoir lieu, 4 moins que G’ ne
se confonde avec le groupe symétrique de n éléments. Supposons qu'il
en soit ainsi : le groupe H' de G’ correspondant & H est le groupe
symétrique de n — 1 éléments.

Or, G étant transitif, H permute transitivement les lettres du
systéme qu'il laisse immobile, lettres que K ne déplace pas. H opére
entre les lettres de ce systéme les substitutions d'un groupe H,

. b k) < 5 '
d’ordre §, isomorphe & H et d’ordre <& < §. Le groupe H' étant
symétrique entre » — 1 éléments, et H contenant un groupe d’ordre :52

1

. . IS
permutable & ses substitutions, on aura, quand n > 5, § = % 8,, cest-

a-dire §, = 2. Chaque systéme comprendra dés lors deux lettres, et,
comme il y a n systémes, puisque G’ est de degré n, on aura p = 2n.

Mais H contient un groupe M formé de toutes les substitutions de H
qui ne déplacent pas les lettres du systéme que H laisse immobile et M

est d’ordre oL = %- M contient K, et son correspondant M’ dans G/

se confond avec le groupe alterné de # — 1 éléments, puisque 2> 5.
G’ renfermant le groupe alterné de n éléments, qui contient M’,

(1) Jorban, T'raité des substitutions, p. 56 et 66. -
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G renferme un groupe H, d’ordre %, contenant M et K, isomorphe au
groupe alterné de n éléments, et permutable aux substitutions de G.
. - . . ' G 1

SiH, est transitif entre 22 lettres, il contient un groupe d’ordre % v

formé de I'ensemble de ses substitutions qui laissent une méme lettre
immobile, et I'on peut toujours choisir cette lettre de fagon que ce
groupe soit contenu dans M. Le groupe M’ contiendrait donc un groupe

5

¢ cey .
d'ordre & 517; = ¢ moitié moindre que 'ordre de M’, ce qui est absurde

puisque M’ est le groupe allerné de n — 1 éléments et que n > 5.

Si H, n’est pas transitif, G admet une répartition de ses lettres en
deux systémes de non-primitivité, H, permutant exclusivement entre
elles les lettres de chaque systéme ('). En raisonnant sur H, et sur
cette répartition comme nous l'avons fait sur H et sur la répartition
correspondante, on retombe sur le cas ol §' = 2, cas que nous avons
écarte.

Nous pouvons par suite conclure :

Tuekorime II. — Un groupe G, transitif, holoédriguement iso-
morphe & S, issudeS et correspondant & un groupe T de S, ne peut
contenir un groupe K transitif entre les letires qu’il déplace, et de
degré plus petit que celui de G, quand n> 6.

De méme, nous avons vu que, quand G est primitif, il ne peut con-
tenir de substitution circulaire si > 6. On peut encore se demander
si l]a méme propriété existe quand G est transitif sans étre primitif. -

Nous allons d’abord établir le lemme suivant.

Lemue II. — Un groupe transitif ne peut renfermer de substi-
tution circulaire d’ordre h que s'il est primitif ou composé avec un
sous-groupe d’ordre non premier d k.

Soit T' un groupe transitif, non primitif, renfermant ‘une substitu-
tion circulaire U d’ordre k. Considérons une répartition maxima en
systémes de non-primitivité admise par T, et soient I" le groupe des

(') Joroan, Traité des substitutions, p. (;ll.
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substitutions opérées par T entre les systémes, U’ la substitution
d'ordre %’ de I" correspondant & U : T” est primitif (*).
Si I'on a ' <4, l'isomorphisme des deux groupes ne peut étre
: h

holoédrique : au sous-groupe de I formé des puissances de U* corres-

pond dans I" lE} substitution 1; T est composé (2) avec un sous-groupe

qui contient U¥ et dont 1'ordre est divisible par 7’:,, ¢’est-a-dire non
premier & /4. : '

Supposons maintenant 4 =/A’: U’ est la substitution que U opére
entre les systémes de la répartition considérée. Le groupe des puis-
sances de U étant transitif entre les lettres de I' que U déplace, et a
Sortiori entre les systémes que U déplace, le groupe des puissances
de U’ sera transitif entre les lettres de I" que U’ déplace, et U’ sera
aussi une substitution circulaire ; mais le nombre des systémes que U
déplace étant évidemment plus petit que le nombre des lettres de I
qu’elle déplace, le degré de U’, par suite son ordre, devrait étre plus
petit que celui de U, contrairement a ’hypothése /' = h. Cette hypo-
theése doit donc étre écartée. C. Q. F. D.

Ceci posé, considérons un groupe G, holoédriquement isomorphe
a S, transitif, sans étre primitif, et supposons qu'’il contienne une sub-
stitution circulaire U d’ordre 2.

D’apres le théoréme Il, on ne peut avoir & <p, p étant le degré
de G, quand n > 6.

Soitalors A =p:onah>n.

Considérons une répartition maxima en systémes de non-primitivité
admise par G, et soit G’ le groupe des substitutions opérées par G
entre les systémes; d’aprés le lemme 11, G’ est d’ordre plus petit que
celui de G, sans quoi G serait primitif et renfermerait une substitu-
tion circulaire, ce que nous avons vu étre impossible quand 7z > 6. On
en conclut facilement que G’ est d’ordre 2, quand n > 6, c'est-a-dire
que la répartition admet deux systémes. Le groupe H, formé par I’en-
semble des substitutions de G qui laissent immobile un des systémes,

(') Voir notre Thése de Doctorat, p. 19.
(%) JoroaN, Traité des substitutions, p. 56.



SUR LES ISOMORPHES HOLOI;]DRIQUES ET TRANSITIFS. 31

, _

les laissera tous deux immobiles, et sera d’ordre g, Il ne contiendra
! 2

as U qui permule entre eux les deux systémes, mais il contiendra U?

P q ) ‘ ’

d’ordre %, et le groupe des puissances de U? permute transitivement

les lettres de chaque systéme, U2 opérant entre elles une substitution
circulaire. Soit H, le groupe des substitutions opérées par H entre les

lettres d’un de ces systémes : il est de degré % et transitif, isomorphe

4 H, et, puisque H est simple et permutable aux substitutions de G,
holoédriquement isomorphe 4 H et au groupe alterné de n éléments.
D’aprés le théoréme VI établi plus loin, H, devant ici contenir une

substitution circulaire d’ordre % se confondra avec le groupe alterné

de n éléments quand » > 8, et I'on aura
p=2n

quand » > 8. Il en sera évidemment de méme pour le groupe H, des
substitutions opérées par H entre les lettres de I'autre systéme.

Quand n est égal 4 8 ou & 7, les diverses valeurs possibles de p
s'écartent facilement en remarquant que ~=p et que pS 15 pour n =38
et pS12 pour n = 7.

Il ne nous reste donc a examiner que le cas ot p = 2n, H, étant un
groupe alterné de n éléments. '

Le sous-groupe de S qui correspond a H est le groupe alterné de
n éléments et celui qui correspond au groupe K des substitutions
de G et H laissant une méme lettre de G immobile est un groupe
alterné de n — 1 éléments.

Si V est la substitution de S correspondant a4 U, V est d’ordre
e=-2n: U étant une substitution circulaire d’ordre p, les substitu-
tions de G échangeables & U sont les puissances de U, et de méme les
substitutions de S échangeables & V sont les puissances de V. Donc V
n'est pas circulaire, puisque S ne contient pas de substﬁution circu-
laire d’ordre >>n et que le nombre de substitutions de S échangeables
a'Vestan: V contient plusieurs cycles.

Si V contenait deux cycles de méme ordre, (@,,8,...,a),
(b1, bsy .00y By), ..., S contiendrait la substitution (a,,a,,..., )
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échangeable 4 V et qui n’est pas une puissance de V. Ceci est impos-
sible d’aprés ce qui précéde, et les ordres m,, m,, ..., m, des cycles
de V, avec k2 2, sont différents.

D’autre part, ni U, ni ses puissances, 4 part l'unité, ne sont conte-
nues soit dans K, soit dans un de ses transformés par les substitutions
de G, puisque U est une substitution circulaire d’ordre p. Par suite,
ni V, ni ses puissances, & part 'unité, ne peuvent étre contenus dans
les groupes correspondants de S, c’est-a-dire dans un groupe alterné
de n — 1-éléments.

Or, si m,, par exemple, est impair, la substitution de S formée par
le cycle de V qui est d’ordre m, sera échangeable 4 'V, devra, par suite,
étre une puissance de V et sera contenue dans un groupe alterné de
n —1 éléments de S, puisque m, est impair et < n. Ceci est impos-
sible d’aprés ce qui précéde.

Sim, et m, sont pairs, on a m, £ m,, et, par exemple, m, < m, :
V™ est différent de l'unité, déplace au plus »n — m, lettres, est
contenue dans un groupe alterné de n — 1 éléments, puisque m, est
pair. Ceci est encore impossible d’aprés ce qui précéde.

On voit donc que, en tout cas, V ne peut exister; il en est de méme
de U et'on en conclut : :

Tukoriue III. — Un groupe G, transitif, holoédriguement iso-
morphe a S, issu de S, et correspondant & un groupeT de S, ne
peut contenir de substitution circulaire quand n > 6.

—— O ——

SECONDE PARTIE.

S EST UN GROUPE ALTERNE.

Les raisonnements étant de tous points semblables & ceux qui pré-
cédent, il nous suffira & peu prés d'énoncer les résultats.



SUR LES ISOMORPHES HOLOEDRIQUES ET TRANSITIFS, 33

Les groupes primitifs G se subdivisent encore en trois catégories :

Premiére catégorie. — T est transitif sans étre primitif (ici T con-
tient une substitution circulaire d’ordre 3, mais non une d’ordre 2).

Deuxiéme catégorie. — T est intransitif.

Troisiéme catégorie. — T est primitif,

Pour les deux premiéres catégories G sera formé de I’ensemble des
substitutions du groupe analogue correspondant au cas du groupe sy-
métrique et qui correspondent dans le groupe symétrique & des substi-
tutions paires (*).

On peut dire :

Tuiorime IV. — En général, G n’est qu’'une fois transitif : les
seules exceptions, correspondant ¢ des groupes connus, ont lieu
quand n<8, pour des valeurs de p égales ¢ 15, 10 et 6.

La discussion des cas particuliers que ne permettent pas d’écarter
la relation de M. Bochert et la relation (13) du lemme I se fait assez
facilement en s’appuyant sur les propriétés connues des groupes pri-
mitifs.

Que S soit symétrique ou alterné, on voit, en effet, quand T est
primitif : :

Que, si p est un nombre premier S — 3, p divisera'p ;

Que, si n est premier, p'sera premier A z; '

.. n!  nl s
Que 7 divisera o Ou ., respectivement.

On a également cette propriété :

Triorime V. — G ne peut contenir un groupe K, de degré < p,
transitif entre les letires qu’il déplace, quand n > 8.

Enfin, on peut dire également :

Tasorime VI. — G ne peut renfermer de substitution circulaire:
quand n > 8.

(1) Clest-a-dire contenues dans le groupe alterné.
Journ. de Math. (5 série), tome I. — Fasc. I, 18g5. 5
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Si G renferme une substitution circulaire, d’aprés le lemme 11, il
doit étre primitif puisque le groupe alterné est simple, et cette subsii-
tution circulaire est d’ordre et de degré p, quand n>8, d’aprés le
théoréme V.

Quand G est primitif, la marche & suivre est la méme que dans le
cas ol S est le groupe symétrique.

Pour n = 8, il existe un groupe G deux fois transitif, de degré 15,
d’ordre 15.14.12.8, renfermant une substitution circulaire d’ordre
15, correspondant & la substitution (e, a,a,a,4;)(a,a,a,) du groupe
alterné de huit éléments. Ce groupe G est le groupe linéaire (‘) du
degré 2* (mod. 2).

Pour n =7, il n’existe aucun groupe G.renfermant une substitu-
tion circulaire.

(') Jorban, Traité des substitutions, p. 380-382.



