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APPLICATIONS DE LA DERIVATION D ARDOGAST. 61

Applications de la dérivation d’ Arbogast a la solution
de la partition des nombres et a d’autres problémes ;

Par M. DAVID,

Lieutenant-Colonel d’Artillerie en retraite.

Le probléme de la partition des nombres consiste, comme on sait,
dans la résolution en nombres entiers et positifs de ’équation

Pi+2ps+3p,+...=n.

Je trouve sa solution dans la loi de dérivation d’Arbogast ; et, comme
celle-ci n’est guére connue, je crois, que par le grand Traité de Lacroix
(n°123), je suis obligé d’entrer dans quelques détails a ce sujet.

I. Ce dernier auteur démontre que le terme général d’une fonc-
tion de série telle que

¢(a+a,x+ a,x*+...),
développée par rapport aux puissances croissantes de x, est

dg(a) @t | dvig(a) att a
da* [r] ' da*1 [p—2]1
o) d o, e w)
+ dar—? [[n——A] [2] + [n—3] T
d”*%(a)[ O L Wl N S .Y B
da®?* | [n—6] [3] frn—5] 1 1 [rn—4] 1

-+




62 DAVID,

n étant I'exposant de x dans le terme général, et la notation [n] dé-
signant, pour abréger, le produit 1, 2,3, ..., a.

Yoici comment se forme cette expression :

1° La loi que suivent les premiers termes de chayue parenthése,
lesquels ne contiennent que a, et @,, est évidente.

° On obtient chacun des autres termes compris dans une paren-
thése en différentiant ceux qui sont compris dans la parenthése préceé-
- (ente, comme si a,, a,, ... étaient des fonctions de a, et si I'on avait
da, das
w0
lettres dans chaque terme : savoir celles de rang le plus avancé si elles
sont consécutives, autrement ne faire varier que la derniére lettre.
Chaque fois que I'une de ces lettres prend un exposant plus élevé, il
faut diviser par cet exposant.

Cette opération a été représentée par la caractéristique D; une se-
conde opération par D*; une troisiéme par D?, et ainsi de suite. Le¢
coefficient de «”, dans le développement de la fonction de série, s’écrit
ainsi :

=a,, ...; mais il ne faut faire varier au plus que deux

d"co(a) al d*™'e(a) a}? a,
T da* [n] da=t' [n—2]1
dt—2¢ ( ) n e as ar‘l—s
1) da=? [[n — 4112} [n [n—=3]

de(@) @t e | @ el @ e,
-+ dar—3 [[n——(i] [3] In—o]l)[2J+[ —4]D T

D%

expression qui met bien en évidence la propriété de tous les termes de
se déduire les uns des autres.

De cette loi et de cette notation d’Arbogast on passe sans peine &
I'expression suivante du terme général :

d"e(a) at dr—1p (a)D aj~! +d""w(a)D ay?

da* [n] dar~! [n—1] da"-? [n—2] S

Puis, étendant la régle de dérivation que représente la caractéris-
tique D 4 la fonction ¢(a), c’est-a-dire admettant que Dy (a) s'obtient

par la différentiation de ¢(a), remplacant g; par a,, et considérant
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1;— et a, comme deux lettres consécutives, on représente ce terme ge-
du
néral par la notation D"¢(a), et I'on a la formule fondamentale

d"w(a) al
\ D'y Tdat [n]
(2) ’ N dr-! (a) a', I or- 2,{,(0) n—:z

\ ' da”—' (n—1]" “dart D[ — 2]

R

D'out il résulte que le développement de la fonction de série est mis
sous la forme excessivement simple

o(a+a,x+a,x+...)=¢(a)+xDyp(a)
' + x*D*¢g(a) +x*DPgp(a)+. ...

(3)

Au lieu d’ordonner le terme général D? o (@) ainsi qu’on I'a fait dans
o]

I'expression (1), on peut I'ordonner comme il suit: - .
| d*p(a) af  dle(@) att @y dr's(a) aft e | d'Po(a) af® a’
da* [n] da*=' [n—2] 1 da—* [n—1}] [2] da** [n—6] |$|
dtg(a) a7 pyay  diele) ayT gy oay  diie(e) e o a
da*? [11—3] 1 da"—3 [n—5] [2] “dar [n—7] [5|
d3y(a) af 2a2 dmto(a) al™® r.a}  d*Po(a) ot O ped a,
da"- Ln-—A] da— [n—6]" [3] © da*> [n—8]" 3] "

................................................................
.........

et chaque ligne horizontale se déduit de la précédente par I'opéra-
tion D.

Ce qu’il importe de remarquer, et c’est 12 tout I'avantage de la loi
I’ Arbogast, c’est que les termes que I'on en déduit s’obtiennent immé-
diatement et par de simples opérations mentales, sans réduction ni
omission, de sorte qu'on peut en déduire le développement complet
sans autre peine que celle d’'en écrire les termes dans I'ordre qui en
résulte. Ainsi, dans la formule (3), chaque terme se déduit du précédent
par 'opération D appliquée 4 ¢(a) ; dans 'expression (4), chaque ligne
horizontale se déduit de la ligne horizontale précédente, par cette méme
opération appliquée aux puissances de a, ; enfin, dans I'expression (1),
sauf le premier terme compris dans chaque parenthése, lequel s'écrit
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immeédiatement, les autres se déduisent de la méme maniére des termes
compris dans la parenthése précédente. Cest trop simple pour qu'il
soit nécessaire d’en donner des exemples, qui vont d’ailleurs se pré-
senter naturellement.

I1. Cela posé, développons D" e* par 'expression (1). En supposant
a=o0,l'ona

a’i™? @, ay™? ag a7 ay
[rn—A4] [2] =311
L M7 a dT s+ 4 a
[n——ﬁ] B3] [n—5] 1 1 [r—4]

_ai? af oy al a, ay™® [ a3 + % a{‘ a’,‘"5 a;

ey 4 Rl oy By el v | s it

.................................................................

"ot ay hat
e [u‘] + [n—2] 1

.

Or on connait une autre formule pour exprimer une fonction de
série, savoir

dPcerere (@) ab al:
v(a+a,r+ a,x* + ...)Ew"mi_ TAITAER

dans laquelle le signe = s'étend d’abord a toutes les valeurs entiéres
et positives de n, puis a toutes les valeurs entliéres et positives de p,,
P2y .- qui satisfont & I’équation

(5) Pr+2p.+3ps+ ... =

On déduit de 13, puisqu’on suppose a =o,

De—Emmm

le signe 2 ne s’étendant qu’aux valeurs p,, p,,... qui satisfont a 'équa-
tion (5). En comparant & cette formule celle écrite au commencement
du paragraphe, on voit que les exposants des termes de la premiére
donnent précisément toutes les solutions de cette équation (5), qui est
celle de la partition des nombres. Ces solutions, qui s’écrivent immé-
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I
|

=n
p=n—2
Pa=1T
p=n—A
CPa=2
pr=n— 6
pa=3 4
p=n—38
p2=14 '
pr=n—10
pa=75
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diatement, sans calcul et sans titonnement, comme les lermes eux-
mémes déduits de la dérivation, sont comprises dans le tableau sui-
vant (*) (on y a omis les valeurs nulles des p, pour abréger):

po=n—3

Ps=1

p=n—5|p=n—4 )
p2=1 Pi=1

Py=1
p=n—7|p=n—6|p=n—06|p=n—5

P2= Ps=2 p:=1 Ps=1

Ps=1 pi=1
poi=n—9|p=n—8|p=n—8|p=n—g|p=n—7|p=n-0
P2=5 pP2=1 pa=2 Ps=1 p:=1
P3=1 Pr=2 pi=1 Ps=1 Ps=1

...................

Sans égard pour la répétition, voici comment ce tableau est formé :
1° la loi suivie par les nombres compris dans les groupes de la pre-
mié¢re colonne verticale est évidente. 2° Chaque groupe d'une ligne
horizontale, abstraction faite du premier, se forme, au moyen d’un des
groupes de la ligne horizontale précédente, en prenant pour p, le
méme nombre diminué de 'unité, et en ne faisant varier dans les va-
leurs de py, py, pss . . . que les deux derniéres, si elles sont consécutives,
et la derniére, s'il en est autrement; si elles sont consécutives, diminuer
Yavant-derniére de 1 et augmenter la derniére de 1, puis diminuer Ia
derniére de 1 en introduisant une nouvelle quantité p égale & 1 et d"un
indice supérieur de 1, ce qui produit deux solutions nouvelles ; si elles
ne sont pas consécutives, diminuer la derniére seulement de 1 en
introduisant encore une nouvelle quantlte p égale & 1 et d’'un indice
supérieur de 1, ce qui ne produit qu’une solution nouvelle.

II est clair que le tableau s'arréte de lui-méme et que, lorsque la

(') Comptes rendus, 1880, 1% semestre, p. 1344.
p » P

Journ. de Math, (3° série), tome VIII. — Févnier 1882,
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valeur de p, est nulle, il n’y a pas lieu d'en tirer ub groupe dans lequel
la loi indiquée donnerait pour p, une valeur négative. *

En suivant cette marche, pour obtenir toutes les solutions il n'y a
pas d’autre peine que celle de les écrire ; et ainsil’on peut dire que la
résolution compléte de 1'équation (5) est aussi simple que possible,
puisqu’elle ne comporte pas méme I’emploi d’une formule numérique.

Cela montre que, si I'on a A faire la somme de toutes les quantités
que I'on obtient en remplacant dans ¢(p,, p,, ps, ...) les nombres
Prs Pas Ps» - -- Par leurs valeurs déduites de I'équation (5), probléme
qu’on reacontre souvent, ce qu'il y a de plus rapide, c’est de les dériver
les uns des autres par la loi précédente. On représente ainsi cette somme
par la formule

29(pipaps---) = 9(n) + g(n— 2, 1) +9(n— 4§, 2)
+o(n—3,0,1)+9(n—06,3)+g(n—5,1,1)+....

Mais si I'on développe D" e parl'cxpression (4), au lieu de le déve-
lopper par I'expression (1), il vient

e @ A @ a? @ et el
Vo= b+ gy TF genlo + oot
(l'l'—a as cal a, ag a1 at a,
+[n——3] I +[n-—4] T n—7] [2]T+"
a;t ai? [a | aa at® la, a? ai a,
+[n-—-4] I +[n._5] [,,]+ N I—I—I-”_S]l-—i-[—?_i—}—l—)]_l_ ey,

.......................................................................

et on en conclut facilement, en considérant I'une des lignes verticales
de la formule précédente, le tableau suivant, qui donne par une se-
conde maniére Loutes les solutions quand on y faitr=1, 2,3, ... (*).

| pp=n—ar|p=n—2r—1|p=n—2r—2|p=n—2r—3
O A (A [
=t lp=2 pi=3
p=n—a2r—1|p=n—2ar—3
P2=T—1 pr=r—2
Pi=1 Ps=1
Pi=1
B n—ra
. pr=r—I1
Ps=1

(') Comptes rendus, 1880, 2° semestre, p. 6a1.
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La loi est & fort peu prés la méme que précédemment et peut §'é-
noncer dinsi. En partant de la solution particuliére p, = n—ar, p,=r
de I’équation (5), on obtient toutes les solutions correspondant ace
nombre r en formant chaque groupe d’une ligne verticale au moyen
d’un des groupes de la ligne verticale précédente. Pour cela il faut di-
minuer p,«de 'unité ¢t ne faire varier dans les valeurs de p,, p,, p,, . - -
(le surplus de I'énoncé comme précédemment).

On obtiendrait de méme le développement de 2¢(p,y pay p3y - ..)
sous une seconde forme correspondant i lexpressmn (4) il parait
inutile de I’écrire.

D'ailleurs, il est clair que ces deux solutions du méme probléme ne
difféerent 'une de P'autre que par la facon dont elles sont ordonnées,
e méme que les deux expressions (1) et (4) ne différent 'une de I'antre
que par I'ordre dans lequel on a écrit leurs termes.

III. Je lerminerai en donnant la-solution de quelques probleémes que
la loi d’Arbogast, étendue comme je viens de le faire, résout immédia-
tement : :

1° C'est la maniére la plus simple d’exprimer le théoréme des fonc-
tions de fonctions.

Soit z fonction de y, y fonction de 2, en regardant les coefficients
différentiels

dy  d*y ddy
de’ Toaded’ Ta.3ded

comme des quantités successives analogues aux constantes a,,a,,4,, ...,
considérées précédemment, on a

(d)" n 'd).' n—1' dV n~-2
1 d's _ drs \7; -1z (Zl—:) d" 2'D2

[nldxs = dy* " [n] dy 1 [n — lj [y —2 [n — 2]

e

2" Etant donnée la série
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la série inverse est déterminée par la formule

[
oy qr a—--q-pf qr+t +1 ‘ ‘l——l ,':’ qr+2 ‘a"—""’,l.;!
—=ut 4y D——————-{-ul‘ D— ...
—qr —qr —qr—1 ) —_—qr—2

En différentiant cette série par rapport aa, elle pl'end une forme en-
core plus simple :

qr qr+1 . qr+1%
_u_dst (u) D(u) » D2<l-li) P
pyr du — a
’est la solution du probléme qu’on appelait autrefois le refour des suites.
3° Soit équation algébrique
™ __I__a‘xr)z—! -+ agxm—a'_*_. - a,=o.

Si I’on désigne, comme i I'ordinaire, pars, lasomme des pmssancesn" mes
des racines, on a

—D*loga,

en ayant soin de faire dans le développementa= 1.
Par I'expression (4) cette formule se développe comme il suit :

. al n-2, @ . n—- a; iy A\ -G ”-)
('_I) 7}-—”—1'-—-0,1 2 " +(n 3)(1‘ g [——-2] (n ._’[,)(’l——:))al I&' ey
n-3py %2 a"? n-1
-1~ a, D 1 (ﬂ ) D [—:} ( )(Il | ()) D2 [%] ey
n-sy2 @ a"'D: az a"* a?
— a} ‘D*—]+(n—5) D [0]—-(n—6)(n—7) D2[5|

et chaque ligne horizontale se déduit de la précédente par P'opéra-
tion D; qui, ainsi que nous l'avons dit, fournit des termes que 'on écrit
immédiatement sans calcul. -

4° Pour le developpement d’une pulssance de série, on a

(@ + a, &+ a,x*+...)"= a"+ xDa" + x*D*a™ +..
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Dans le cas particulier de e =— 1, il vient

a ar—! a-2

- ” -1 2 -2
].)"a": w(%__])“ ~+Dal +.,.),

et cette formule donne un moyen pour calculer les nombres de Ber-
noulli, car ceux-ci sont, comme on sait, les coefficients du develop-
pement de la fonction de série

2! P -1
(G )

5° Les quantités que nous désignons par D"a™ s’expriment sous
forme de déterminant. Par exemple, pour n =5, on a

a, —a o o 0 7
| 2a;  (m—1)a, —2a o o

n® :‘,';' ﬁ"_"s% 3a, (2m—r1)a, (m—2)a, — 3a o |

ba, (3m—1)a; (2m—2)a, (m-3)a, — e |

. 5a; (4m—n1)a, (3m—2)a; (2m—3)a, (m—4)a, |

et la loi est assez évidente pour qu'il ne soit pas nécessaire d’écrire ce
déterminant dans le cas général.

Sil'on suppose m = o, il faut remplacer - * Zn par loga; on a

a a o o
2a, a, o

— Ddloga =a*| 3a, a; a o
ba, a, @ a, a

Sa; a;, a, a, a,

i

C'est la formule de Waring mise sous forme de déterminant.
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(® Si l'on veut calculer les nombres de Bernoulli, on a, par ce qui
précéde, pour le troisiéme nombre,

I 2 o 0 0 )
1 3 3.2 ) 0
B — 1 I 4 4.3 4.3.2 o 0 .
PTaabB6T | L 5 5.4 5.4.3 5.4.3.2 0 '

6.5 6.5.4 6.5.4.3 6.5.4.3.2
7.6 7.6.5 7.6.5.4 7.6.5.43

-
~3 O

" la loi est évidente. Ce déterminant se calcule avec la plus grande faci-
lité, en retranchant d'abord la premiére ligne de toutes les autres, ce
- qui réduit 'ordredu déterminant de 1 ; en retranchant dans le nouvean
déterminant le double de la premiére ligne de la seconde, le triple de
cette méme ligne de la troisiéme, et ainsi de suite, ce qui réduit encore
Pordre de 1, etc. En méme temps que 1'on fait cette opération, la plus
grande partie du coefficient disparait.
7° Etant données les deux équations algé\briques

ApX" + Q. "+ @y P+ . +a=o,
b+ b, 2" + by +...+ b,=o0,

I'expression littérale de leur résultante R est donnée par la formule
R o anbm + DanDbWI + D:} an D‘! blﬂ _’_‘ . + ])"lll all Dlﬂn b"l,

les coefficients numériques de chaque terme restant & déterminer. Un
théoréme connu donnait bien déja cette forme littérale, mais il n’y a
qu'a chercher & développer quelques termes par ce théoréme pour
reconnaitre bien vite que son emploi est presque impossible, méme
pour des degrés peu élevés.

8° Je ferai, en dernier lieu, remarquer que I'on peut encore étendre
la signification de la caractéristique D.
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Soit le produit de deux fonctions de série

v(a+a,x+a@+.. )4 (b+bx+ba’+...)
=[9{(a) +xDyp(a) + 2*D*¢(a)+...]
X [§(b) + 2D ¢(b) + 2*D*¢(b)+....]
= p(a)§(b) + x[p(a) D§(b) + ¢(5)Do(a))
+ x[p(a)D*¢(b) + D o(a)D¢(b) + ¢(b)D*g(a)] +.. ..

Si l'on pose, en général,

1¥9(a) $(b) = ¢(a)D"¢(b)
+Dog(a)D*'§(b) + D*g(a)D2Y(b) +...,

on pourra écrire plus simplement

v(@+ a,x + a2 +..)Y(b+ bz + byx*+...)
= p(a)§(b) + 2D p(a) §(b) +2*D*¢(a) §(b) +..

I.’équation qui sert ici & définir la quantité D"¢(a)¢(d) rappelle
I'équation connue du Calcul différentiel qui devient

g (2) $(2) = p(#) D" (2) + D() D' g(2) +. .,

lorsqu’on remplace le symbole T3 ndet

Ce rapprochement est d’ailleurs plus complet encore, car la for-
mule (3) avec cette notation n’est pas autre que la formule

par D",

9(@a+ax+ax+...)
=¢(a+a,x+...)+xDo(a+a,z+...)+x*D*p(a+a,x+...)+...

quand, dans les coefficients différentiels, on fait £ =03 ou, en d"autres
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termes, on &

([u

Yl —_— e
D ?(a)‘_ 1.2.3...nden ¥

(a+a,x~+ a,x®+...),

en faisant x = o dans le second membre.

Lacroix a dit dans la préface de son grand Ouvrage : « Le calcul
d’Arbogast a peut-étre été jugé trop défavorablement. » Je désire que
les quelques problémes que je viens de résoudre fassent partager cette
opinion au lecteur.

Les solutions des problémes indiqués sous les n* 2, 5, 6, 7, 8 me
paraissent nouvelles; les autres se trouvent plus ou moins dans
Lacroix




