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PURES ET APPLIQUÉES. a53 

THÉORÈMES 
RELATIFS 

AUX FORMES RIN AIRES QUADRATIQUES QUI REPRÉSENTENT 

LES MÊMES NOMRRES; 

PAR M. SCHERTNG, 
Astronome a l'observatoire de Gottinguc. 

Les deux théorèmes de M. Dirichlet, i'un d'après lequel toute pro-
gression arithmétique dont le premier terme et la raison sont des en-
tiers sans diviseur commun, contient une infinité de nombres pre-
miers (Mémoires de VAcadémie de Berlin, année 18II7, et Journal de 
M. Liouville, iiesérie,t. IV, p. 3q3),et l'autre, qui concerne la possibilité 
d'exprimer des nombres premiers par toute iorme binaire quadratique 
proprement primitive (Comptes rendus de l'Académie. de Berlin, an-
née iBZjo, p. et Journal de Crelle, t. XXI, p. 98), sont d'une 
grande utilité dans l'arithmétique supérieure. Au moyen de ces pro-
positions, on peut prouver le théorème remarqué, mais non démontré, 
par Legendre (dans sa Théorie des nombres, 3e édition, t. I, p. 287), 
d'après lequel une forme, qui représente tous les nombres représentés 
par une autre forme, contient cette dernière. La démonstration du 
théorème que je viens d'énoncer et qui n'éprouve des exceptions que 

dans des cas particuliers, fera le sujet du présent Mémoire. 

THÉORÈME I. — Si la forme a.y: χ -+- abxy 4- CJJ de Γ ordre o, de 
déterminant d et de la eieme espèce, représente tous les nombres qui 
peuvent être représentés par la forme AXX 4- 1BXY 4- CYY de Γ ordre 
O, de déterminant D et de la Eieme espèce, — sera entier et —— sera 
un nombre carré entier. 

i°. On a — entier. 

Pour abréger, nous désignerons une forme 

AXX 4- 2 BXY 4- C.YY, a.xx 4- 1 bxy 4- cyj 
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par (A, B, G), (a, b, c), quand nous ne parlerons pas des valeurs des 
indéterminées X, Y, x, y. D'après la définition de l'ordre Ο et de la 
Eieme espèce d'une forme (A, B, C), le nombre Ο est le plus grand di-
viseur commun de A, B et C ; mais EO est celui de A, 2 B et C de ma-

nière que Ε est égal à 1 ou 2 suivant que la forme est 

proprement ou improprement primitive. Dans l'article 228 des Dis-
quisitiones Arithmeticœ auctore Gauss, il est démontré qu'on peut 

représenter par une forme primitive 5, ^
 un

 nombre impair ou 

pair [suivant que la forme est proprement (E = 1 ) ou improprement 
(E = 2) primitive] qui n'ait d'autre diviseur commun avec un nombre 

donné eo que E. Soit Ε η un tel nombre représenté par on 

pourra représenter le nombre EOn par la forme (A, B, C), et comme 
nous avons supposé que tous les nombres qui peuvent être représentés 
par la forme (A, B, C) peuvent l'être aussi par (a, b, c), le nombre 
EO/2 sera représenté aussi par cette dernière forme. Tous les nombres 
représentés par (a, b, c) étant divisibles par eo, le-nombre EOn le 
sera aussi, mais comme η n'a pas de diviseur commun avec eo, celui-
ci doit être diviseur de EO. 

Les formes —» —î — et —> —? — avant entre eux Je meme 

rapport que (α, b, c) et (A, B, C), nous ne considérerons que les 
premières, ou plutôt nous supposerons que pour la forme (a, b, c), 
les nombres e et ο soient tels, qu'on ait 

eo = 1 ou eo — E. 

2°. Les deux déterminants d et I) sont entre eux comme des nom-
bres carrés. 

Pour prouver cela, nous nous appuyons sur ce lemme : 
Si deux nombres d et D 11e sont pas entre eux comme des nombres 

carrés et qu'aucun des deux ne soit carré, il y aura des nombres par 
rapport auxquels l'un D est résidu, l'autre d non résidu quadra-
tique. 

Soient q et Q les plus grands carrés qui divisent d et D, 0 le plus 
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grand diviseur commun des nombres - et et enfin 

d=q99', D = Q05", 

en prenant θ positif si l'un des nombres d, D est positif, et Q négatif si 
tous deux sont négatifs. Les nombres 9, 9', 9" seront premiers entre 
eux, aucun ne sera divisible par un carré et deux parmi eux ne seront 
pas ensemble égaux à + ι ou à — ι et non plus négatifs-

Si 9' diffère de ± ι et de it 2, il y aura un nombre premier ρ qui ne 
divise ni q ni Q et remplit les conditions Q'TSp, 9Rp, 9"Rp et par con-
séquent aussi celles-ci t/Np, DRp, où les caractères R et Ν indiquent 
que le nombre précédent est résidu ou non résidu quadratique par 
rapport au suivant p. En effet, d'après la loi de réciprocité, tous les 
nombres premiers de la forme 8n+ 1 et congrus à certains nombres 
par rapport au module 9' sont non diviseurs quadratiques de 9', et tous 
les nombres premiers de la forme 8« 4- 1 et congrus à certains nom-
bres par rapport au module 9 sont diviseurs quadratiques de 9. Donc 
9 et 9' n'ayant aucun diviseur commun, tous les nombres premiers ρ 
de la forme 8« -I- 1 qui sont congrus à certains nombres par rapport 
au module 99', rempliront les conditions ô'Np, 9Rp. De même on 
trouve que tous les nombres premiers ρ congrus à certains nombres 
par rapport au module 899' 9" remplissent les conditions 5'Np, 9Rp, 
9"~Rp. Mais il y a, comme M. Dirichlet l'a démontré, une infinité de 
nombres premiers qui sont congrus à un nombre donné par rapport 
à un module donné, si le module et le nombre donné sont premiers 
entre eux. Cette condition étant remplie dans notre cas, il y aura une 
infinité de nombres premiers ρ pour lesquels on a 9Kp, 6'N/j, 9"Rp. 
Parmi eux il y en a qui sont plus grands que q et Q et ainsi ne divisent 
pas d et D : ils seront diviseurs quadratiques de D, mais non pas de d. 
De même manière, on démontre que, si 9' est égal à — 1 ou à ± -j, 
il y a des nombres premiers respectivement de la forme 8 η -j~ η ou 
8« + 5 qui remplissent les conditions mentionnées. 

Si 9' est égal à + 1, on peut démontrer d'une manière analogue 
qu'il y a des nombres premiers qui sont plus grands que q et Q et pour 
lesquels on a 6'Rp, 9"Np et par sfiite c/Njo, DRp. 

En revenant à notre théorème, supposons que les déterminants d et D 
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ne sont pas entre eux comme des nombres carrés et que le nombre 
premier impair p soit diviseur quadratique de D et non diviseur qua-
dratique de d, en excluant de nos recherches les déterminants qui sont 
carrés. En désignant par r et s deux nombres entiers qui satisfassent à 
l'équation 

/τ = D + ps, 

nous aurons une forme (ρ, r, s) de déterminant D par laquelle nous 
pourrons représenter le nombre premier p. La composition de la forme 
(p, — r, s) et de (A, B, C) produit une autre forme ψ qui sera de 
l'ordre Ο et de la E"'me espèce (article 245 des Disquisitiones Arith-
meticœ), et par laquelle on peut représenter un nombre n qui n'est 
pas divisible par p, comme nous avons supposé que ρ ne divise pas 2D 
et conséquemment non plus EO. Cela résulte immédiatement de l'ar-
ticle 228 des Disquisitiohes Arithmelicœ, d'après lequel une forme pri-
mitive représente aussi des nombres non divisibles par un nombre 
donné premier impair. La composition des deux formes proprement 
primitives et opposée l'une à l'autre (p, r, s) et (p, — r, 5) donnant 
la forme principale (1, o, — D) d'après l'article 243 des Disquisitiones 
Arithmeticœ, la forme (A, B, C) sera composée des trois formes (p, r, s), 
{ρ, — r, s), (A, B, C) et par suite la composée de (p, r, s) et de a. 
D'après l'article ί(\ί des Disquisitiones Arithmeticœ, on peut représen-
ter par une forme le produit des nombres qui peuvent être repré-
sentés par d'autres formes dont la première est composée. La forme 
(A, B, C) représentera ainsi le produit pn, dont le premier facteur p 
peut être représenté par (p, r, s) et le second η par φ. Mais η n'étant 
pas divisible par ρ, et p étant non-diviseur quadratique de d, le nom-
bre pn ne pourra être représenté par aucune forme de déterminant d 
et ainsi non plus par [a, b, c). En effet, supposons que cette forme 
représente pn et désignons par m le plus grand diviseur commun des 
indéterminées x, y, dans cette représentation, le produit pn sera di-
visible par mm, et comme p ne divise pas n, ce dernier doit être di-
visible par mm·, donc 

— = n' un nombre entier. 
nun v 

De la représentation de pn, on déduit immédiatement une représen-
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tation de pn' dans laquelle les valeurs des indéterminées n'ont pas de 
diviseur commun, mais une telle représentation n'est pas possible d'a-
près l'article i54 des Disquisitiones Arithmetical, parce que pn' est non 
diviseur quadratique de ci. Donc le nombre pn ne peut pas être re-
présenté par la forme (a, b, c), et c'est pourquoi notre supposition 
quer/et D ne sont pas entre eux comme des carrés n'est pas admissible. 

3°. Si le déterminant D est divisible par le nombre premier impair ρ 
et que Vexposant de sa puissance la plus élevée qui divise l'ordre Ο 
ou l'exposant de celle qui divise le déterminant D soit impair, le dé-
terminant d ne sera pas divisible par une puissance plus élevée de ρ 
que celle qui divise le déterminant D. 

Désignons par ρ la puissance la plus élevée dep qui divise l'ordre O. 

La forme [ —·> — > — ι dont les coefficients ne sont pas tous divisibles 

par ρ représente aussi un nombre η qui ne contient pas le nombre ρ 
comme diviseur; ainsi la forme (A, B, C) représente le nombre np"· 
Si ν est impair, cela suffira pour notre but; mais si ν est pair, nous 
chercherons un autre nombre représenté par (A, B, C). En désignant 
par p2J+lx la puissance la plus élevée qui divise D, nous décomposerons 

la forme dans la forme proprement primitive 

if' », 

et dans une autre (A', B', C/) dont les coefficients ne seront pas tous 
divisibles par p, ce qui est toujours possible d'après l'article 249 des 
Disquisitiones Arithmetical. Cette dernière forme représentant aussi un 

nombre m non divisible par p, la forme ( — , —, — ) représentera 

ηιρμ, et la forme (A, B, C) le nombre mp' + l'\ Comme nous avons sup-
posé 2V -+- μ impair et ν pair, l'exposant ν -h p. sera impair. Dans ces 
deux cas (v impair ou pair), on peut donc représenter par (A, B, C) 
un nombre lp'· qui n'est pas divisible par une plus grande puissance 
de p que ρ', dont l'exposant λ est impair et <2V -h p.. 

Comme lp' doit être représenté aussi par la forme (a, b, c), il y aura 
Tome IV (2e série). — JUILLET 1859. 33 
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des nombres entiers x. y qui satisfont à l'équation 

lp = a xx -i- 2 bxy -+· c yy. 

L'ordre ο de la forme (a, b, c) étant égal à ι ou à 1, il sera permis de 
supposer a non divisible par p, car cette forme représentant aussi des 
nombres non divisibles par ρ (d'après l'article 228 des Disquisitiones 
Arithmeticce), il y aura nécessairement, parmi les formes proprement 
équivalentes à (a, b, c) des formes dont le premier coefficient n'est pas 
divisible par ρ ; mais les formes équivalentes représentent les mêmes 
nombres, ainsi l'une peut être remplacée par l'autre. En multipliant 
l'équation par a nous aurons, 

a lpJ = (ax + by)2 — dyy. 

Comme λ est impair et al non divisible par p, cette équation ne peut 
avoir lieu, si d est; divisible par p;~HI; mais D est divisible par p1'"^^ 
et λ S. 2 v-+ μ, donc d n'est pas divisible par une puissance plus élevée 
de ρ que celle qui divise le déterminant D. 

4°. Si le nombre premier impair ρ divise le déterminant D, et que 
les exposants des plus grandes puissances qui divisent D et Ο soient 
zéro ou pairs, le déterminant d ne sera pas divisible par une puissance 
plus élevée de ρ que celle qui divise le déterminant D. 

Discutons d'abord le cas «Np. 
Si nous désignons par p2 ' la plus grande puissance qui divise l'ordre O, 

dans la forme ains' 1ue dans (q, b, c ), nous pourrons 

supposer les premiers coefficients a non divisibles par ρ (arti-

cles 228 et i54 des Disquisitiones Arithmeticce). Le déterminant D 
contiendra le facteur p*", soit ρla puissance la plus élevée de ρ 
contenue comme diviseur dans D; soit de plus 

A'=4· 

B' un nombre qui satisfait à la congruence 

B'p'*— ~ ( mod A'), 
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et enfin 

_ B' B'p 4 v-r~ 2 ^ D 

nous aurons une forme (A' ρ2", Β'+ C p2' ^'2y ), équivalente a 
(A, B, C). 

La forme ( A', B', C), dont le déterminant —7^— ne contient pas ρ 

comme diviseur représentera nécessairement aussi des résidus quadra-
tiques de p. En effet, si Ton supposait que (A', B', C) ne représente 
aucun résidu quadratique, le coefficient A'et tous les nombres ru, poui 
lesquels 011 a 

m ■= A'XX -4- 1 Β' XY -+- C YY 

seraient Ν p. Soit 

- σ 4»-i-ay = ' (nlodP)i 

on aurait donc, d'après la dernière équation, 

a Κ' m~a{ A' X -4- B'Y)2 -4- YY (mod ρ). 

Si σ est Ν ρ, le produit îA'hî le sera aussi, comme A' et m sont sup-
posés Ν ρ, de même <7 (A'm -4- B' Y)2 sera toujours N/i. En posant 
pour Y l'unité et pour X tous les nombres incongrus entre eux par 
rapport au modulep, on obtiendra dans la congruence 

<τ A' m = <7 (A' X -4- B')2 -+- 1 ( mod ρ) 

pour <7 (A'X + B')2 tous les non résidus quadratiques de ρ (art. 98, 
Disquisition.es Arilhmeticce). Donc, comme toutes les valeurs m de 
l'expression A'XX -4- aB'XY + YY pour toutes les valeurs en nombres 
entiers des indéterminées X, Y sont supposées 11011 résidus, tout non ré-
sidu augmenté de l'unité serait aussi non résidu, et par conséquent tous 
les nombres plus grands qu'un non résidu seraient aussi 11011 résidus. 

Si <7 est Rp, il résulterait que tous les nombres plus grands que 
l'unité, qui est R p, seraient résidus quadratiques de p. Résultats ab-
surdes auxquels nous a conduit la supposition que tous les nombres 
représentés par (A', B', C) soient Ν p. 

33.. 
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En désignant par g un résidu quadratique de ρ représenté par la 
forme (A', B', C), il y aura des nombres entiers X', Y' qui satisfont à 
l'équation 

g = A'X'X' + 2 B'X'Y' + C'Y'Y' ; 

en multipliant celle-ci par et faisant 

x = xy, Y = Y', 
nous aurons 

gp
*»+a? _ k,

p
*v χχ + aBy+^XY + cy+^YY, 

Ainsi le nombre £/>2ν-1-2/Λ peut être représenté par la forme 
(A'/', B'p1,+', C'/"4'2'1), et comme celle-ci est équivalente à 
(A, B, C), le nombre g/?2"-1"2'" peut donc aussi être représenté par cette 
dernière. 

Si le déterminant tétait divisible par p21,-1-2/2-1-1, le nombre grp2v+2/2 

ne pourrait être représenté par la forme (a, b, c), car l'équation 

gp2l, + 2/2 = axx + ibxy + cyy, 
ou 

agp*"-*-*μ — (αχ 4- by)2 - dyy, 

exigerait agRp contre notre supposition aNp et gRp. 
Pour l'autre cas aRp on trouve, d'une manière analogue, que la 

supposition indivisible par p2l,-l-2/2-i-1 ne peut avoir lieu. Ainsi comme D 
est divisible par d ne sera pas divisible par une plus grande 
puissance de ρ que celle qui divise D. 

5°. Si d est = ι (mod 4), donc e — ι = o, D sera aussi pair
}
 parce 

que les déterminants D et d sont entre eux comme des nombres carrés. 

fine les aetenmnanis u ei a sont entre eux comme 

soient proprement primitives, de sorte que e — ο = Ε = ι, on peut 
démontrer, de la manière appliquée aux nombres premiers impairs p, 
que d ou eed n'est pas divisible par une puissance plus élevée de a que 
celle qui divise D ou EED. 

7°. Si d est divisible par 4 et e — ι, E = 2, nous démontrerons que d 
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ou eed n'est pas divisible par une puissance plus élevée de 2 que celle 
qui divise 4 D ou EED. 

Désignons par 2" la puissance la plus élevée de α qui divise O, sup-

posons, ce qui est toujours permis, Aj
 e

t ~ impairs. En considérant le 

cas~ — 1 (mod4)» nous représenterons par la forme ^ un 

nombre s 6(mod 8). Si le nombre — ■> qui peut être représenté par 

cette forme, n'est pas lui-même — 6 (mod 8), il sera — 2 (mod 8). Le 

coefficient —étant impair, on peut supposer — ~ 1 (mod 4), car si 

— ?—1~ L où l'on a B'=B-+-A et 

C' = —- 5 remplira cette condition et sera équivalente à la forme pré-

cédente qu'elle pourra donc remplacer dans nos recherches. En suppo-

sant ainsi —a(mod 8),^ = 1 (mod 4)? et faisant X — 1 (mod 2), 

Y ~ 2 (mod 4), on représente par — XX -+- 2 — XY —- YY un nom-

bre in congru à 6 (mod 8); et par AXX -4- 2BXY + GYY le pro-
duit mi. 

Soit 
a xx + 2 b χ y -+- cyy — in iJ, 

la représentation de mi par la forme (a, ù, c). 
L'ordre ο étant égal à 1 ou à 2, le produit 20 sera égal à 2

0

, et la 
dernière équation, multipliée par a, deviendra 

(ax -t- by)* — dyy = ^ ni+a. 

Donc d ne peut être divisible par 2v+0~h2, car autrement nous aurions 

- nR4> contre notre supposition * = 1 (mod 4)? et n~ 3 (mod 4). 

Si ^ est = 3 (mod 4), on prouve d'une manière analogue que cl 
n'est pas divisible par 2ν+0+2. 
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Pour vjiona v + o + 2^2v + 2; mais pour ν égal à zéro, on a 
ÎV + Î = Î et ν -+- Ο -+- 2 peut devenir égal à 4· Dans ce cas D est 
impair; ainsi, parce que D et d sont entre eux comme des carrés, l'ex-
posant de la plus grande puissance de 2 qui divise d sera pair, et d 
n'étant pas divisible par

 2
V + 0"1"2 __

 2
4

?
 q

 ne sera (
]
onc non

 pl
us

 divi-

sible par ι3 = 23v + 2+r. Il résulte de là que d n'est pas divisible par 
une plus grande puissance de a que a3""1"2, qui est la plus grande puis-
sance de 2 qui divise EED. 

8°. Si eed est divisible par 4, et que les formes (a, b, c), 

' θ' δ' Ô ' soie improprement primitives, e sera = a, ο — ι, d= 1 

(mod 4); ainsi eed contiendra le nombre 4 comme diviseur, mais non 
pas 8. Le nombre EO étant divisible par eo, D par OO, EED sera di-
visible par eeoo, c'est-à-dire par 4-

Nous avons donc prouvé, pour tout nombre premier pair ou impair, 
que sa plus grande puissance, qui divise eed, doit diviser aussi EED; 

par conséquent, ï— sera un nombre entier. Mais D et d sont entre eux 

comme des nombres carrés; ainsi, doit être un carré entier. 

THÉORÈME II. — Pour que la forme ^2«, ^ b, 2 c^j de déterminant d, 

de l'ordre - et de la eieme espèce représente tous les nombres qui peuvent 

être représentés par ^2 A, ^B, 2 c j de déterminant D de l'ordre | et de 

la Eième espèce, il est nécessaire et suffisant que la première forme con-
tienne la seconde si Ε ne surpasse pas e ; mais si e est = 1, E — 2, il 

faut que la forme i^za, b, où a et b sont supposés impairs, et, par 

suite, - pair (ce qui n'est pas une restriction de la généralité), con-

tienne | îA, |B, a1 que le nombre des classes proprement primi-

tives de déterminant ^ ne surpasse pas celui des classes impropre-

ment primitives de même déterminant, et que D ne soit pas congru à 
1 (mod 8). 
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i°. Si e est = Ε ou e = 2, Ε = ι, le nombre ——r étant carré entier. 

~ le sera aussi, nous désignerons ^ par tM. 

Comme nous avons supposé que l'ordre de la forme ^aA^B, 2C) 

est les nombres A, B, C ne peuvent être tous pairs. Si A ou C est 

impair, on représentera par 2 AXX -s- 2 g ΒΧΎ -t- 2CYY un nombre 

pair non divisible par 4, quand on prend un nombre impair pour X 
et pair pour Y, 011 un nombre pair pour X et impair pour Y. Si A et C 
sont pairs, E sera égal à 2, car autrement (pour E = i), la forme serait 
de la seconde espèce, contre notre supposition qu'elle est de la E'™f 

espece. En prenant des nombres impairs pour X et Y, on représente 
aussi dans ce cas un nombre pair non divisible par 4· 

Désignons par 2 A' un nombre qui peut être représenté par la forme 

^2 A, gB, 2 G ^ et qui n'est pas divisible par 4 j d y aura, d'après 1 ar-

ticle 16H des Disquisitiones Arithmeticœ, une forme A', - B', 2C ) -

qui est équivalente à la précédente, et de la même espèce et du même 
ordre que celle-là. Si B' est pair, E sera l'unité, car autrement la forme 

serait de l'ordre 2 contre notre supposition, qu'elle est de l'ordre — 

il résulte de là que B'-t- Ε A'= B" est impair, en désignant -—
? 

par "C", nous aurons une forme |îA', g B", 2 C" j ? équivalente à 

^2 A', g B', 2 et à ^2 A, g B, C j ; dans la première forme A', B" sont 

impairs ; il est donc permis de supposer que A et B dans la forme 

|aA, gB, 2C'j soient impairs. De même nous supposerons a et b dans 

^ 2«, j b, 2cj impairs. 

On déduit la forme ίίΑ,^Β, 2C^ de celle (EA, B, EC), en multi· 
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pliant les coefficients de la dernière par ■ D'après l'article a[\3, i°, des 

Disquisitiones Arithmeticœ, la forme (EA, B, EC) est la composée de 
(A, B, EEC) et de (Ε, Β, Ε AC), et, d'après le théorème de M. Dirichlet, 
la forme proprement primitive (A, B, EEC)représente une infinité de 
nombres premiers : soit p un de ces nombres qui ne divise pas 2D. Le 
nombre Ε peut être représenté par (E,B, EAC); donc Eppar (Ε A, B, EC) 

et Ep ou 2 ρ par Ε A, | Β, | EC^ c'est-à-dire par ^2A,|b, acj· 

Comme |aa, ~ h, 2 c j représente tous les nombres qui peuvent être re-

présentés par ^2 A, |B, acji elle représentera aussi 2p. La congruence 

rr = dfmod ap) 

n'a que deux racines -f- r et — r, et la congruence 

RR —D(mod α ρ), 

n'a que ces deux R~ + riï, R = — rd (mod 2ρ). 

Désignons —Par s, l'une des deux formes(2p, r, s), (2ρ, — r,s) 

sera proprement équivalente à ^2ct, j b, 2cji et l'une des deux formes 

{zp, riï,sdà), (2 p, — rd,sdâ) proprement équivalente à ^2 A, | B, 2C^· 

Cela résulte immédiatement de l'article 168 des Disquisitiones A rith-
meticœ, d'après lequel il y a toujours un nombre η qui fait la forme 

^/72, n"n

m
 équivalente à une forme donnée, si celle-ci a le déter-

minant Δ et représente le nombre m. La forme (2p, ±r,s) se change 

en (zp, ±rd, sdd) par la substitution ό'°-ί-<5·) ' '
a forme 

^2 A, |B, scj sera contenue proprement ou improprement sous 

^2 a, - h, ζ c^j (article i5g, Disquisitiones A rithmeticœ), 

2°. Par les éléments on sait, que la condition de ^2 A, ^ B, 2C^ con-
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tenue sous |îa, ^b, acj suffit pour que cette dernière forme repré-

sente tous les nombres qui peuvent être représentés par la première. 
3°. Si e est = ι, Ε = 2, le déterminant D ne peut être = ι (mod 8). 

Supposons D^i (mod 8), la forme ^4. ι ? ' ^ ° j sera impropre-

ment primitive, et il y aura une forme proprement primitive (A', B', C) 

dont la composition avec ^4?
 1

 ■> ' ^
 a

 pour résultante la forme 

improprement primitive (aA, B, 2C) (article a5i, Disq. Arith.). La 
forme (A', B', C') représente aussi un nombre impair m, et la forme 

( 4. U nombre 4î ainsi la composée (2 A, B, aC) des deux 

formes représente le produit 4 m. Si ce produit était représenté par 
(2a, 216,2c),il y aurait des nombres a Z, 2« tels, que la forme (4m, ·ζΙ,2π) 
serait équivalente à (2a, 2 b, 2c) ; et la forme (2 m, /, «) à la forme 

(a, b,c). Le déterminant D étant = 1 (mod 8) et ̂  un carré, | sera = 1 

(mod 8), et dans l'équation ^ = bb — ac — P — 2 mn le nombre η pair, 

donc la forme (2 τη,Ι,η) est improprement primitive ; mais, d'après l'ar-
ticle 161 des Disquisitiones Arithmeticce, une telle forme ne peut équi-
valoir à une forme proprement primitive (a, b, c). Il résulte de là 
que le déterminant D ne peut être ~ 1 (mod 8). 

4°· Si e est = 1, Ε = 2, le nombre des classes improprement primi-

tives de déterminant ί doit être égal au nombre des classes propre-

ment primitives de même déterminant. 
La forme (aA, B, 2C) est (d'après l'article 243 des Disquisitiones 

A rithmeticœ)\a composée de la forme proprement primitive (A, B, 4C) 

et de | 2, i, 1

 2
---j

 ;
 parce que celle-ci équivaut à (a, B, 2 AC). Soit U 

la classe de la forme (A, B, 4C), et 5 la classe de l'une des formes 

proprement primitives ^4. U ~ïp~) ' "4
 D

)'
 ce

"
e

 ''
autre 

est 2et la composition de (^2, 1,
 1

 ^ avec toute forme des classes 

Ο ·£,-+- -C.-+- 2δ, a pour résultante (2 A,«B, 2C) (article 2.56, 70, des 
Tome IV (2e série). — JUILLET 1859. 34 
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Disquisitiones Arithmeticœ). Désignons par p un nombre premier non 
diviseur de 2 D et représenté par une forme de la classe 4^ + 5, il y aura 

dans celle-ci une forme (p, rà, sââ), où â est = et r une racine 

impaire de la congruence 

rrââ^O — yââ' (mod ρ). 

La forme (2 A, B, aC), qui est la composée de ^2, r,
 et

 de toute 

forme de la classe U+ ô représentera le produit 2p. 
Si le nombre 2ρ peut être représenté par (2a, 2 b, 2 c), la forme 

[a, 4, c) de déterminant - représentera p, et sera par conséquent équi-

valente à l'une des deux (p, r, s) ( p, — r, s), ce qui résulte de l'ar-
ticle 168, comme nous avons vu auparavant. La forme (p, ±. r, s) se 

change en (p, râ, s âè) par la substitution ^ ^ ·, donc la classe λ 

de la forme (a, h, c) contient proprement ou improprement la classe 
U A- 5 de la forme (p, r ci, s àâ). De la même manière on prouve que ). 

contient t^et 4^.+ 25- Chacune des formes + U — ■ ·» ' 

équivaut proprement ou improprement à chacune des ^4? ^ 

(4,-ί,Ι^Μ) ι ces dernières formes sont contenues sous ^4? 

^4, — ' donc les classes ·η et i-η de celles-ci contiendront les 

classes 5 et 2 5. Comme les classes λ et vj contiennent respectivement 
4+t 5, la composée λ —l— yj des deux premières contiendra (d'après l'ar-
ticle 238 des Disquisitiones Arithmeticœ) la composée 4C+ 5 des deux 
dernières, et comme λ et 2ï] contiennent 41+ 25 et 25, la composée 
λ+ 2*7 contiendra 4^+25 + 25, c'est-à-dire 41_+ 5, parce que la 
classe 35 est la principale. Les trois classes λ, λ + yj, λ + 2 Y} conte-
nant ainsi toutes celle 4L+ 5, chaque forme de ces classes représen-
tera le nombre premier p, que nous avons supposé représentable par 
une forme de la classe -C+ 5· H résulte de là que les deux formes 
(p, r, s) (p, — r, s), appartiennent aux trois classes λ, λ + vj, λ + 2/; ·, 
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donc, au moins, deux de ces classes sont identiques. On voit facile-' 
ment que cela ne peut avoir lieu si τη n'est pas la classe principale, mais 
dans ce cas le nombre des classes improprement primitives est égal à 

celui des proprement primitives de déterminant ^ (article 256, 7
0

). 

5". Si e est = 1, Ε = 2, la forme | b, ^ doit contenir propre-

ment ou improprement (2 A, B, 2C). 
Nous avons vu que (2 A, R, 2C) est la composée de ^2, 1, '

 2

 et 

de toute forme des classes Y, γ + 5, γ+ Comme (p, râ, sââ) 

appartient à Y-4-5, la composée p, râ,
 S
-ââ~^ de (p, râ, s ââ) et 

de ^2, 1,
 1 ^ ou de ^2, r, -r ^ sera équivalente à (2A, B, 2C). 

Dans la forme (a, b, c) le coefficient c est divisible par Lj, puisque a 

et b sont impairs et bb — ac est = | — De i (mod 4)? la composée 

de cette forme et de ^2, 1, ^-g—^ se
ra donc ^2«, b, ̂  · Comme(a, b, c) 

équivaut à l'une des deux (p, r, s) (p, — r, s), la forme b, équi-

vaut aussi à l'une des deux ^ap, rfc r, qui résulte de la composition 

de (p, ±l r. s) et de ^2, 1, - ^ · Mais ^ 2p, dz r, ^ j se change en 

^ 2p, ±rc?, par la substitution ainsi la forme ^2 a, b,-^ 

qui est équivalente à la première, contiendra proprement ou impro-
prement (2 A, B, sC), qui est équivalente à la seconde. 

6°. La derniere partie du théorème, savoir, que ces trois conditions 
sont suffisantes pour que la forme (2a, 2 b, ic) représente tous les 
nombres représentés par (2 A, B, 2C), peut être démontrée au moyen 
des principes de la représentation des nombres par des formes, et de 
ceux de la composition des formes; mais nous préférons donner ici 
une substitution en nombres rompus, par laquelle on obtient, pour 
tout système de valeurs X, Y en nombres entiers, qui satisfont à l'é-
quation 

m = 2AXX 4- 2BXY+ 2CYY, 
34.. 
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un système de nombres entiers x, y, qui servent à représenter le 
nombre m par la forme ιαχχ 4bxjr -t- ic yy. 

Les deux premières conditions (en 3° et 4°) peuvent être remplacées 
par celle-ci, que les plus petites valeurs positives T, U qui satisfont à 
l'équation 

TT - |uu = 4, 

soient des nombres impairs. En effet, si D est= ι (mod 8), ^ le sera 

aussi, et les nombres T, U pairs. Si ^ est = — 3, nous aurons Τ = ι, 

U = ι ; mais pour le déterminant — 3, il n'y a qu'une seule classe pro-
prement primitive, et une seule improprement primitive. Pour les 
autres déterminants ^ négatifs congrus à 5 (mod 8), T est = 2, U = o, 
et le nombre des classes improprement primitives plus petit que celui 
des classes proprement primitives. Si ̂  est positifs 5 (mod 8), d'après 

un théorème de M. Dirichlet ( Recherches sur diverses applications de 
l'analyse infinitésimale à la théorie des Nombres, § 8, III. Journal 
de Crelle, t. XXI, p. 11 ) les entiers T et U seront impairs ou pairs, 
selon que le nombre des classes proprement primitives est égal au 
nombre des classes improprement primitives ou égal au triple de 
celui-ci. 

Au moyen de cet énoncé des conditions, il est facile de démontrer 
qu'il y a toujours des nombres u, t, tels que la substitution 

ix = ux' + êy', 
2 y = yx' iïy', 

dans laquelle les coefficients satisfont aux équations 

α = t — bu, 

β = 

y = au, 

aâ — t -h b u, 

tt — = 4, 
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et par laquelle la forme 

2 a xx -+■ 4 b xy -+- a c y y 
se change en 

2 a χ' x' -t- a b x'y' -+· - y"y' y 

donne des entiers x,y pour chaque système de nombres entiers x', y', 
En effet, α et ρ sont toujours pairs et à entier, parce que b est impair, 

^ pair, t et u ensemble pairs ou impairs; si y' est pair, toute solution 

en nombres pairs t, u de l'équation 

tt — 7 uu — 4 

remplira notre but, parce qu'elle fait y pair. Si y' est impair, x' pair, 
on prendra celle des deux solutions en nombres impairs t — T, u =. II 
et t = T, u = — U, pour laquelle t -+- bu est divisible par 4, car alors 
& sera pair. On voit facilement que l'un, et seulement l'un des deux 
nombres pairs T+èU et T—iU, est divisible par l\, puisque leur 
somme 1T ne l'est pas. Dans le cas de y' et x' impairs, nous prenons 
celle des deux solutions en nombres impairs t — T, u — U et t = T, 
u = — U, pour laquelle t + bu n'est pas divisible par 4, car celle-ci 
lait y et â impairs, ainsi y x' + d y' est pair. 

La forme (aa, ib, 2c) représente donc tous les nombres qui peu-

vent être représentés par ^2 a, b, ? et comme celle-ci contient 

(2A, B, 2C), et représente ainsi tous les nombres représentés par 
(2À, B, 2C), la première (2α, ι b, 2c) représentera tous les nombres 
qui peuvent être représentés par (2 A, B, 2C). 

TROISIÈME THÉORÈME. — Pour que la forme [a, b, c) de détermi-
nant d, de l'ordre 0, de la eième espèce, et la forme ( A, B, C) de déter-
minant D, de l'ordre O, de la Eieme espèce, représentent toujours les 
mêmes nombres, il est nécessaire et suffisant qu'au moins l'une des deux 

formes contienne l'autre, que 0e soit — OE eteed= EED, et outre cela, 

si e et Ε sont inégaux, que ~ — ̂  ait la forme 8 k + 5, et que pour ce 
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nombre comme déterminant, il y ait autant de classes improprement 
primitives que de classes proprement primitives. 

Comme la forme (a, b, c) représente tous les nombres représentés 
par ( A, B, C), et que celle-ci représente tous les nombres représentés par 
ία, b, c), on a, d'après le premier théorème eo = EO, eed = EED. En 
multipliant les six coefficients des deux formes par a, et les divisant 

par eo — EO, on obtient des formes ^a a', — b', acj ^aA', g.B', aG'^? 

qui sont des ordres -etg» et de la eieme et EK'me espèce. Il est aisé de 

voir que ces deux formes doivent représenter toujours les mêmes nom-
bres, et qu'on peut leur appliquer directement le théorème précédent : 
011 trouvera de cette manière le théorème proposé. 


