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A/ (5% MAMAR

THEOREMES

RELATIFS
AUX FORMES BINAIRES QUADRATIQUES QUI REPRESENTENT
LES MEMES NOMBRES;

Paz M. SCHERING,

Astronome a l'observatoire de Gottingue.

Les deux théorémes de M. Dirichlet, i’un d’apres lequel toute pro-
gression arithmétique dont le premier terme et la raison sont des en-
tiers sans divisenr commun, contient une infinité de nombres pre-
miers (Mémoires de I Académie de Berlin, année 1837, et Journal de
M. Liouville, i"*®série, t. IV, p. 393}, et 'autre, qui concerne la possibilité
d’exprimer des nombres premiers par toute forme binaire quadratique
proprement primitive (Comptes rendus de I’ dcadémic de Berlin, an-
née 1840, p. 49, et Journal de Crelle, t. XXI, p. 98), sont d’une
grande utilité dans l'arithmétique supérieure. Au moyen de ces pro-
positions, on peut prouver le théoréme remarqué, mais non démontré,
par Legendre (dans sa Théorie des nombres, 3¢ édition, t. 1, p. 237),
d’apres lequel une forme, qui représente tous les nombres représentés
par une autre forme, contient cette derniere. La démonstration du
théoréme que je viens d’énoncer et qui n’éprouve des exceptions que
dans des cas particuliers, fera le sujet du présent Mémoire.

TrEorime 1. — 8¢ laf‘orme axx 4 2bxy + cyy de Uordre o, de
déterminant d et de la €™ espece, représente tous les nombres qui
peuvent étre représentés par la forme AXX + 2BXY + CYY de Lordre

, . N . EO i °E
0, de déterminant D et de la E¥™° espéce, ~, Sera entier et EL[II) sera

ee
un nombre carré entier.
' EO .
1°. On a — entier.
co

Pour abréger, nous désignerons une forme

AXX + 2BXY + CYY, axx + 2bxy + cyy
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par (A, B, C), (a, b, ¢), quand nous ne parlerons pas des valeurs des
indéterminées X, Y, &, y. D’apres la définition de 'ordre O et de la
Elome espece d’une forme (A, B, C), le nombre O est le plus grand di-
viseur commun de A, B et C; mais EO est celui de A, 2B et C de ma-

. ) \ . A B C
niere que E est égal & 1 ou 2 suivant que la forme 5° 0’ o) st
proprement ou improprement primitive. Dans article 228 des Dis-
quisitiones Arithmetice auctore Gauss, il est démontré qu’on peut

) . . A B C . .
representer par une forme I)I‘llnltlve (67 6) 6) un nombre 1mpmr ou

pair [suivant que la forme est proprement (E = 1) ou improprement
(E=2) primitive] qui n’ait d’autre diviseur commun avec un nombre

N

. A B
& ) t En un teln représenté Ty =y =
donné eo que E. Soit Er ombre représenté par (O’ 5’ 0)’ on

pourra représenter le nombre EO r par la forme (A, B, C), et comme
nous avons supposé que tous les nombres qui peuvent étre représentés
par la forme (A, B, C) peuvent I'étre aussi par (a, &, ¢), le nombre
EOn sera représenté aussi par cette derniére forme. Tous les nombres
représentés par (a, b, ¢) étant divisibles par eo, le-nombre EOn le
sera aussi, mais comme n n’a pas de diviseur commun avec eo, celui-
ci doit étre diviseur de EO.

Ea Eb Ec ‘'EA EB EC N
Les formes L e R et (0—, - —0—) ayant entre eux lc méme

rapport que (a, b, ¢) et (A, B, C), nous ne considérerons que les
premiéres, ou plutdt nous supposerons que pour la forme (a, b, ¢),
les nombres ¢ et o soient tels, qu’on ait

€0 = | ou eo = E.

2°, Les deux déterminants d et 1) sont entre eux comme des nom-
bres carrés.

Pour prouver cela, nous nous appuyons sur ce lemme :

Si deux nowmbres d et D ne sont pas entre enx comme des nombres
carrés et qu’aucun des deux ne soit carré, il y aura des nombres par
rapport auxquels 'un D est résidu, Pantre ¢ non résidu quadra-
tique.

Soient ¢ et Q les plus grands carrés qui divisent et D, @ le plus

| [ N RN R R R R R RN RN RN R R RN [T e
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v

.. d D
grand divisear commun des nombres p et =, et enfin

d=qb¢', D= Qb0

en prenant § positif si I'un des nombres d, D est positif, et 6 négatif si
tous deux sont négatifs. Les nombres §, ¢, 6" seront premiers entre
eux, aucun ne sera divisible par un carré et deux parmi eux ne seront
pas ensemble égaux & + 1 ou & — 1 et non plus négatifs.

Si ¢ differe de = 1 et de = 2, il y aura un nombre premier p qui ne
divise ni ¢ ni Q et remplit les conditions §'Np, R p, 6" Rp et par con-
séquent aussi celles-ci /Np, DRp, ou les caractéres R et N indiquent
que le nombre précédent est résidu ou non résidu quadratique par
rapport au suivant p. En effet, d’aprés la loi de réciprocité, tous les
nombres premiers de la forme 87 + 1 et congrus a certains nombres
par rapport au module ¢’ sont non diviseurs quadratiques de §', et tous
les nombres premiers de la forme 82 + 1 et congrus a certains nom-
bres par rapport au module § sont diviseurs quadratiques de §. Donc
¢ et ¢ n’ayant aucun diviseur commun, tous les nombres premiers p
de la forme 872 + 1 qui sont congrus 4 certains nombres par rapport
au module 99, rempliront les conditions ONp, 6Rp. De méme on
trouve que tous les nombres premicrs p congrus & certains nombres
par rapport au module 869’ §” remplissent les conditions ¢'Np, 6Rp,
0"Rp. Mais il y a, comme M. Dirichlet 'a démontré, une infinité de
nombres premiers qui sont congrus & un nombre donné par rapport
a un module donné, si le module et lIc nombre donné sont premiers
entre eux. Cette condition étaut remplie dans notre cas, il y aura une
infinité de nombres premiers p pour lesquels on a 9Rp, ¢ Np, ¢'Rp.
Parmi eux il y en a qui sont plus grands que q et Q et ainsi ne divisent
pas d et D : ils seront diviseurs quadratiques de D, mais non pas de d.
De méme maniére, on démontre que, si §' est égal & — 1 ou i = g4,
il y a des nombres premiers respectivement de la forme 87 7 ou
87 + 5 qui remplissent les conditions mentionnées.

Si 6 est égal & + 1, on peut démontrer d’une maniére analogue
quiil y a des nombres premiers qui sont plus grands que g et Q et pour
lesquels on a 9Np, 6'Rp, §"Np et par stite dNp, DR p.

En revenant a notre théoreme, supposons que les déterminants d et )
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ne sont pas entre eux comme des nombres carrés et que le nombre
premier impair p soit diviseur quadratique de D et non diviseur qua-
dratique de d, cn excluant de nos recherches les déterminants qui sont
carrés. En désignant par r et s deux nombres entiers qui satisfassent &
I'équation
rr =D + ps,

nous aurons une forme (p, r, s) de déterminant D par laquelle nous
pourrons représenter le nombre premier p. La composition de la forme
(p, —r,s) et de (A, B, C) produit une autre forme ¢ qui sera de
Iordre O et de la Fm espece (article 245 des Disquisitiones Arith-
metice), et par laquelle on peut représenter un nombre 7z qui n’est
pas divisible par p, comme nous avons supposé que p ne divise pas 2D
et conséquemment nou plus EO. Cela résulte immédiatement de I'ar-
ticle 228 des Disquisitiones Arithmetice, d’apres lequel une forme pri-
mitive représente aussi des nombres non divisibles par un nombre
donné premier impair. La composition des deux formes proprement
primitives et opposée I'une 4 Pautre (p, r, s) et(p, — r, s) donnant
la forme principale (1, 0, — D) d’apres Iarticle 243 des Disquisitiones
Arithmetice, la forme (A, B, C) sera composée des trois formes (p, r, s),
(p, —rys), (A, B, C) et par suite la composée de (p, r, s) et de o.
D’'aprés Varticle 242 des Disquisitiones Arithmetice, on peut représen-
ter par unc forme le produit des nombres qui peuvent étre repré-
sentés par d’autres formes dont la premiére est composée. La forme
{A, B, C) représentera ainsi le produit pn, dont le premier facteur p
peut éire représenté par (p, 1, s) et le second n par ¢. Mais 7 n’étant
pas divisible par p, et p etant non-diviseur quadratique de d, le nom-
bre pn ne pourra étre représenté par aucune forme de déterminant d
et ainsi non plus par (a, b, ¢). En effet, supposons que cette forme
représente pn et désignons par m le plus grand divisenr commun des
indéterminées &, y, dans cette représentation, le produit pr sera di-
visible par mm, et comwme p ne divise pas n, ce dernier doit étre di-

visible par mm; donc

n .
-~ — »' un nombre entier.
mimn .

De la représentation de pn, on déduit immédiatement une représen-
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tation de pr’ dans laquelle les valeurs des indéterminées n’ont pas de
diviseur commun, mais une telle représentation n’est pas possible d’a-
pres larticle 154 des Disquisitiones Arithmeticee, parce que pr’ est non
diviseur quadratique de d. Donc le nombre pn ne peut pas étre re-
présenté par la forme (a, b, ¢), et c’est pourquoi notre supposition
qued et D ne sont pas entre eux comme des carrés n’est pas admissible.

30, 8i le déterminant D est divisible par le nombre premier impair p
et que Uexposant de sa puissance la plus élevée qui divise Uordre O
ou lexposant de celle qui divise le déterminant D soit impair, le dé-
terminant d ne sera pas divisible par une puissance plus élevée de P
que celle qui divise le déterminant D.

Désignons par p” la puissance la plus élevée de p qui divise ordre O.
: A B C . e
La forme ( —»> =, —) dont les coefficients ne sont pas tous divisibles

¢ r

par p représente aussi un nombre z qui ne contient pas le nombre p
comme diviseur; ainsi la forme (A, B, C) représente le nombre np’.
Si v est impair, cela suffira pour notre but; mais si v est pair, nous
chercherons un autre nombre représenté par (A, B, C). En désignant

par p” ™ la puissance la plus élevée qui divise D, nous décomposerons

A B C L
la forme =5 dans la forme proprement primitive
P p

—D
o
(P y O, [72_’_'_—_”)7

et dans une autre (A’, B, ') dont les coefficients ne seront pas tous
divisibles par p, ce qui est toujours possible d’apres Particle 24q des
Disquisitiones Arithmetice. Cette derniére forme représentant aussi un

nombre m non divisible par p, la forme (QA—, E_, E) représentera
rorop

mp”, et la forme (A, B, C) le nombre mp’™ *. Comme nous avons sup-

pos¢ 2v + . impair et v pair, Pexposant v + p. sera impair. Dans ces

deux cas (v impair ou pair), on peut donc représenter par (A, B, C)

un nombre fp* qui n'est pas divisible par une plus grande puissance
de p que p’, dont Pexposant X est impair et Z2v + p.

Comme Ip* doit étre représenté aussi par la forme (a, b, ¢), il y aura

‘Tome IV (28 série), — JuiLLer 1839. 33
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des nombres entiers . ¥ qui satisfont a I'équation
Ip) =axx + 2bxy +cry.

L'ordre o de la forme (a, b, ¢) étant égal a 1 ou & 2, il sera permis de
supposer a non divisible par p, car cette forine représentant aussi des
nombres non divisibles par p (d’apreés l'article 228 des Disquisitiones
Arithmetice), il y aura nécessairement, parmi les formes proprement
équivalentes a (a, b, c) des formes dont le premier coefficient n’est pas
divisible par p; mais les formes équivalentes représentent les mémes
nombres, ainsi I'une peut étre remplacée par 'autre. En multipliant
I'équation par a nous aurons,

alp)' =(ax+ by —dyy.

Comme X est impair et @/ non divisible par p, cette équation ne peut

avoir lieu, si d est divisible par p**; mais D est divisible par p*’ "

etA S2v-+ p, donc dn’est pas divisible par une puissance plus élevée
de p que celle qui divise le déterminant D.

4°. 8i le nombre premier impair p divise le determmant D, et que
les exposants des plus grandes puissances qui divisent D et O soient
zéro ou pairs, le déterminant d ne sera pas divisible par une puissance
plus élevée de p que celle qui divise le déterminant D.

Discatons d’abord le cas aNp.

Sinous désignons par p*’ la plus grande puissance qui divise ordre O,
dans la forme (_1:1 E-,

. P P

. . A - .
supposer les premiers coefficients —, a non divisibles par p (arti-
P‘Zv

cles 228 et 154 des Disquisitiones Arithmetice). Le déterminant D
contiendra le facteur p*’, soit p**# la puissance la plus élevée de p
contenue comme diviseur dans D; soit de plus

C .. .
; Ty)v ainsi que dans (a, b, ¢), nous pourrons

A
p'lv,

A=

B’ un nombre qui satisfait a la congruence

B p'= ——];7 (mod A'},
P

1 ' 1 [ R R LN R R PRI Co
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et enfin

("_ ’BIB/PL,"I-FQM._‘D

A/pfp—l—'.!p

nous aurons une forme (A’ p*’, B p*>*+7, € p* 7*"), éqmvalente =
(A, B, C).

, : D . i
La forme (A’, B, C'), dont le déterminant ——, e contient pas p
s ‘

comme diviseur représentera nécessairement aussi des résidus quadra-
tiques de p. En effet, si I'on supposait que (A, B', C') ne représente
aucun résidu quadratique, le coefficient A’ et tous les nombres m, pow
lesquels on a
m=A"XX + 2B XY +CYY
seraient N p. Soit
D

— PRE—— I I N
c meEsTE 1 {mod p);

on aurait donc, d’aprés la derniere équation,
cA'm=c(A'X 4+ B'Y)*+ YY (mod p).

Si ¢ est N p, le produit ¢ A’m le sera aussi, comme A’ et m sont sup-
posés Np, de méme ¢ (A'm + B'Y)? sera toujours Np. En posant
pour Y I'unité et pour X tous les nombres incongrus entre eux par
répport au module p, on obtiendra dans la congruence

cAm=c(A'X + B)? + 1 (mod p)

pour ¢ {A'X -+ B")® tous les non résidus quadratiques de p (art. g8,
Disquisitiones Arithmetice). Donc, comme toutes les valeurs m de
I'expression A’XX + 2B’XY + YY pounr toutes les valeurs en nombres
entiers des indéterminées X, Y sont supposées non résidus, tout non ré-
sidu augmenté de V'unité serait aussi non résidu, et par conséquent tous
les nombres plus grands qu’un non résidu seraient aussi non résidus.

Si ¢ est Rp, il résulterait que tous les nombres plué grands que
Vunité, qui est Rp, seraient résidus quadratiques de p. Résultats ab-
surdes auxquels nous a conduit la supposition que tous les nombres
représentés par (A, B/, C') soient N p.

33..
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En désignant par g un résidu quadratique de p représenté par la
forme (A, B, C'), il y aura des nombres entiers X', Y’ qui satisfont a
I'équation )
g= AXX o B XY + gYY;

en multipliant celle-ci par p"”"‘”L et faisant

X=X'p* Y=Y,

nous aurons
gpY T = A p XX + 2B pPTEXY + CpT TR YY.,

Ainsi le nombre gp*™** peut étre représenté par la forme
(A7p>, B'p>¥™#, C'p*"™?#), et comme celle-ci est équivalente &
(A, B, C), le nombre gp**™** peut donc aussi étre représenté par cette
derniere.

2Y -2 pt1

Si le déterminant d était divisible par p
ne pourrait étre représenté par la forme (a, b, ¢), car I'équation

2y —-2
, le nombre gp* ™ *#

gp2u+2,u: axx - 2bxj +Cyy,

ou

agp”’ " = (ax + by — dyy,

exigerait ag Rp contre notre supposition aNp et gRp.

Pour I'autre cas aRp on trouve, d’une maniére analogue, que la
supposition d divisible par p*>*™** ™' ne peut avoir lieu. Ainsi comme D
est divisible par p!"**¥, d ne sera pas divisible par une plus grande
puissance de p que celle qui divise D.

5°. Sidest = 2(mod 4), donc e =1= o0, D sera aussi pair, parce
que les determinants D et d sont entre eux comme des nombres carrés.

6°. 8i d est divisible par 4 et que les formes (a, b, ¢), (g,‘g, g)
soient proprement primitives, de sorte que e =0=TE =1, on peut
démontrer, de la maniére appliquée aux nombres premiers impairs p,
que d ou eed n'est pas divisible par une puissance plus élevée de a que
celle qui divise D ou EED.

7°. St d est divisible par 4 et e =1, E = 2, nous démontrerons qued
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ou eed n'est pas divisible par une puissance plus élevée de » que celle
qui divise 4D ou EED.

Désignons par 2” la puissance la plus élevée de o qui divise O, sup-
. . . A a . . Py,
posons, ce qui est toujours permis, 5o ¢t 5 impairs. En considérant le
a . A B C
€as ~ =1 {mod 4), nous representerons par la forme (—, —, —) un
2¥ 2% oY
. A . A . .
nombre = 6 (mod 8). Si le nombre —3° qul peut étre représenté par
2

cette forme, n’est pas lui-méme = 6 (mod 8), il sera = 2 (mod 8). Le
. B, . . B

coefficient — étant impair, on peut supposer — =1 (mod 4), car si
2” 27

, ) A B C -
cela n’a pas lieu, la forme —> —» —)» ou 'on a B=B4+ A et
27 2% oV
_BB—D
A
cédente qu’elle pourra donc remplacer dans nos recherches. Fn suppo-

(04 » remplira cette condition etsera équivalente 2 la forme pré-

~ B
sant ainsi %Ez(mod 8),—_) = 1(mod 4), et faisant X =1 (mod 2),
2 2
Y==2(mod 4), on représente par ﬁu XX + 2 Eﬂ XY + E YY un nom-
2 2 27

bre on congru 4 6 (mod 8); et par AXX + 2BXY + CYY le pro-
duit 2n2”.
Soit
axx +2bxy +cyy=oano,

la représentation de 272" par la forme (a, 5, c).
L’ordre o étant égal a 1 ou a 2, le produit 20 sera égal & 2° et la
derniere équation, multipliée par a, deviendra

\

(ax+ by —dyy="2na+°

0

A s e s -+ .
Donc d ne peut étre divisible par 2’ °+2, car autrement nous aurions
a [ a
~nR4, contre notre supposition ~=1 (mod 4), et =3 (mod 4).

- a .
Si— est=3 (mod 4), on prouve d’une maniére analogue que d

n’est pas divisible par 2’ *°+2,
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Pour vZt1ona v+ o0-+ 252y - 2; mais pour v égal a zéro, on a
2v+2=2 et v+ o + 2 peut devenir égal a 4. Dans ce cas D est
impair; ainsi, parce que D et d sont entre eux comme des carrés, I'ex-
posant de la plus grande puissance de 2 qui divise d sera pair, et d

v+0-+2

n’étant pas divisible par 2 = 2%, il ne sera donc non plus divi-

sible par 2> = 2?77 F7 1] résulte de la que d n’est pas divisible par

une plus grande puissance de 2 que 2** %, qui est la plus grande puis-
sance de 2 qui divise EED.

8°. Si eed est divisible par 4, et que les formes (a, b, ¢},
A C . . ol
(5’ o’ 6) solent tmproprement priputives, e sera = 2, 0 =1, =1
(mod 4); ainsi eed contiendra le nombre 4 comme diviseur, mais non
pas 8. Le nombre EO etant divisible par eo, D par OO, EED sera di-
visible par eeoo, c’est-a-dire par 4.

Nous avons donc prouvé, pour tout nombre premier pair on impair,
que sa plus grande puissance, qui divise ee d, doit diviser aussi EED;

. EED . .
par conséquent, — seraun nombre entier. Mais D et d sont entre eux

, . . EED oy A . .
comme des nombres carrés; ainsi, — doit étre un carré entier.

Tutoreme I, — Pour que la forme (za, ;b, 20) de déterminant d,
9 2 i3 \ , .
de Uordre —et de la ™ espéce représente tous les nombres qui peuvent
v , , 2 , .
étre représentés par (2A, £B) 2 C> de déterminant D de Uordre E et de

la Eitme espéce, il est nécessaire et suffisant que la premiére forme con-
tienne la seconde si E ne surpasse pas e; mais si e est = 1, E=2,il

N . [4 K ;. .
Jaut que la forme <2 a, b, ﬂ, ot a et b sont supposés impairs, et, par
suite,§ pair (ce qui n’est pas une restriction de la généralité), con-
. 2 - -
tienne <2A,]—3B,QC)9 que le nombre des classes proprement primi-

. , . d . .
tives de determinant 7 ne surpasse pas celui des classes impropre-

ment, primitives de méme déterminant, et que D) ne soit pas congru a
1 (mod 8).

! ! e [ R LN AR [EERREIRNRRRNERRT] n
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. EED , . .
1°. Sieest=FEoue=2, E=1, le nombre —— étant carre entier,

b le sera aussi, nous désignerons D ar 99
d ’ S1g d p .

, 2 ;
Comme nons avons supposé que I'ordre de la forme (2 A, B2 C )

est %, les nombres A, B, C ne peuvent étre tous pairs. Si A on C est

impair, on représentera par 2A XX + 2 % BXY + 2CYY un nombre

pair non divisible par 4, quand on prend un nombre impair pour X
et pair pour Y, ou un nombre pair pour X et impair pour Y. Si A et C
sont pairs, E sera égal &4 2, car autrement (pour E=1), la forme serait
de la seconde espece, contre notre supposition qu’elle est de la Eionve
espece. En prenant des nombres impairs pour X et Y, on représenie
aussi dans ce cas un nombre pair non divisible par 4.

Désignons par 2 A’ un nombre qui peut étre représenté par la tforme

(2A, %B, 2(]) et qui n'est pas divisible par 4; il y aura, d’apres Jar-
ticle 168 des Disquisitiones Arithmetice, une forme (2 A, %B’, 2 C 1 ,

qui est équivalente a la précédente, et de la méme espece et du méme
ordre que celle-la. Si B’ est pair, E sera 'unité, car autrement la forme

58
0 . s e e . 4B"B"—EED
il résulte de la que B'+ EA’= B” est impair, en désignant CLEERN

serait de 'ordre 2 contre notre supposition, qu’elle est de I'ordre

Ve ¥ 2 ~ ’ - N

par C’, nous aurons une forme (2A’, E B, 2(1’) » équivalente i
.\ 2 D .. ,

(2A’, %B’, 2(]) eta (2 A, EB’ (,); dans la premiére forme A’, B” sont

impairs ; il est donc permis de supposer que A et B dans la forme

2 . . . A
(2A., EB’ 2C’) soient impairs. De méme nous supposerons a et b dans

2 - .
(2(1, - b, 20) impairs.

.

On déduit la forme (QA, %B, 2C> de celle (EA, B, EC), en multi-
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. . . 2 s 1s L
pliant les coefficients de la derniére par 7+ D'apres I'article 243, 1°, des

Disquisitiones Arithmeticee, la forme (EA, B, EC) est la composée de
(A, B, EEC) et de (E, B, EAC), et, d’aprés le théoréme de M. Dirichlet,
la forme proprement primitive (A, B, EEC)représente une infinité de
nombres premiers : soit p un de ces nombres qui ne divise pas 2D. Le
nombre E peut étre représenté-par (E, B, EAC); donc Eppar(EA, B,EC)

et % Ep ou 2p par (% EA, %B,%EC>= c’est-a-dire par <2A, %B, 2 C>-

Comme (2 a, ; b, 2 c) représente tous les nombres qui peuvent étre re-

présentés par (2 A, %B, 2 C); elle représentera aussi 2 p. La congruence
rr=d(mod 2p)

n’a que deux racines 4+ ret — r, et la congruence

RR=D (mod 2p),

v’a que ces deux R=-+rd, R=— rd (mod 2p).

) —d ) . .
Désignons rrzp par s, 'une des deux formes (2p, r, s), (2p, — 1, $)

r . . 2 ’
sera proprement équivalente & (2a, =b, 2C)a et 'une des deux formes

. , . X 2
(2p,rd,s99), (2p, — rd, sJd) proprement équivalente i (2 A, 5B, QC)-
Cela résulte immédiatement de Particle 168 des Disquisitiones Arith-
metice, d’apres lequel il y a toujours un nombre 1 qui fait la forme

— A\, . N C . .
(m, n, ) équivalente a une forme donnée, si celle-ci a le déter-
m
minant A et représente le nombre m. La forme (2p, %= r, ) se change
3

N . . I,0 - .
en (2p, =rd, s¢d) par la substitution (o +8)’ ainst la forme

, £
(2 A, %B, 2C> sera contenue proprement ou improprement sous
(2 a, >b, zc> (article 159, Disquisitiones Arithmeticee).

e

. [ 2
2°. Par les éléments on sait, que la condition de (2 A, & B, 2C) con-
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2 P r
tenue sous (2 a, ;b, 20) suffit pour que cette derniére forme repreé-

sente tous les nombres qui peuvent étre représentés par la premiere.
3°. Sieest=1, E=2, le déterminant D ne peat étre = 1 (mod §).

] —

Supposons D=1 (mod 8), la forme ([g, N7 D) sera impropre-

ment primitive, et il v aura une forme proprement primitive (A’, B,
P ) y prop p ’

. 1—D , .
dont la composition avec ( 4,1, i a pour résultante la forme

improprement primitive (2A, B, 2C) (article 251, Disq. Arith.). La
forme (A, B, C') veprésente aussi un nombre impair m, et la forme

4, 1, Lt INPN nombre 4; ainsi la composée (24, B, 2C) des deux
. i P ’

formes représente le produit 4m. Si ce produit était représenté par
(2a,2b,2c),il y aurait des nombres 2 [, 2 n tels, que la forme (4m, 21, 2n)
serait équivalente a (2a, 2b, 2c); et la forme (2m, {, n) a la forme

. . . ’ D , d
(a, b,c). Le déterminant D étant =1 (mod 8) et éd— un carré, ysera =1
s, . d .
(mod 8), et dans I’équation = bb — ac = 1* — 2 mn le nombre n pair,

donc la forme (2 m, , n) est improprement primitive ; mais, d’apres 'ar-
ticle 161 des Disquisitiones Arithmeticee, une telle forme ne peut équi-
valoir & une forme proprement primitive (a, b, c). 1l résulte de la
que le déterminant D ne peut étre = 1 (mod 8).

4°. Sieest =1, E =2, le nombre des classes improprement primi-

. , . d s a .

tives de déterminant 7 doit étre égal au nombre des classes propre-
ment primitives de méme déterminant.

La forme (24, B, 2C) est (d'apres Particle 243 des Disquisitiones
Arithmetice)la composée de la forme proprement primitive (A, B, 4C)

et de (2, I, 1—2*), parce que celle-ci équivaut a (2, B, 2 AC). Soit 5

la classe de la forme (A, B, 4C), et 5 la classe de 'une des formes

7 g

D
) avec toute forme des classes

T — DN/ —D
proprement primitives (4, 1, l——-—) (4, —1, [————), celle de I'autre

,

T w—

est 2 5, et la composition de ka, 1,

£y L+ 8§, L+ 25, a pour résultante (2 A#B, 2C) (article 256, 7°, des
Tome IV (2¢ série). — JuiLLer 185g. 34
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Disquisitiones Arithmeticee). Désignons par p un nombre premier non
diviseur de 2D et représenté par une forme de la classe £ + §, il y aura

. \ D -
dans celle-ci une forme ( p, rd, s9), ot & est = 4—{1—, et r une racine

impaire de la congruence
) d
rro“d‘EDEZd‘d‘(mod p)-

i —

La forme (24, B, 2C), qui est la composée de (2, 1, D) et de toute

torme de la classe £ + 5 représentera le produit 2 p.

Si le nombre 2p peut étre représenté par (24, 26, 2c), la forme
d
§
valente & I'une des deux (p, r,s) (p, —r, s), ce qui résulte de Par-
ticle 168, comme nous avons vu auparavant. La forme (p, = r, 5) se

)-, donc la classe X

(a, b, ¢) de déterminant représentera p, et sera par conséquent équi-

change en (p, rd, s 8d) par la substitution <;,’0i s
de la forme (a, b, ¢) contient proprement ou improprement la classe
L+ §de la forme (p, rd, sd¢). De la méme maniére on prouve que X

contient L et £ + 2 5. Chacunedesformes (4, +1, -1:4—D> (4, -1, 1:42\)7

’ - x & ““— d
equivaut proprement ou improprement 4 chacune des (/h J, 4:6 O“d\)

/ —d . —d
4,——0“,4——6‘6‘ » ces dernieres formes sont contenuessous | 4 I,—4
16 ? 16

—d .
(4, —1, 47) ; donc les classes v et 21 de celles-ci contiendront les

classes 5 et 2 §. Comme les classes ) et n contiennent respectivement
Let§, la composée ) -+ n des deux premiéres contiendra (d’aprés I'ar-
ticle 238 des Disquisitiones Arithmetice) la composée £+ § des deux
derniéres, et comme A et 2% contiennent £ + 2§ et 25, la composée
A-+ 27 contiendra £+ 245+ 2§, cest-a-dire £ -+ 5, parce que la
classe 3§ est la principale. Les trois classes ), X+, A+ 270 conte-
nant ainsi toutes celle £ + %, chaque forme de ces classes représen-
tera le nombre premier p, que nous avons supposé représentable par
une forme de la classe £ + §. Il résulte de la que les deux formes
(ps 1y 8) (py — r, ), appartiennent aux trois classes 1, A+, A+ 27;
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donc, au moins, deux de ces classes sont identiques. On voit facile~
ment que cela ne peut avoir lien si x n’est pas la classe principale, mais
dans ce cas le nombre des classes improprement primitives est égal i

. Ce , . d . N
celul des proprement primitives de déterminant g (article 256, 7°7.

3. Sieest=1, E = 2, la forme <2a, b, Z) doit contenir propre-
ment ou improprement (2 A, B, 2C).

—D
Nous avons vu que (2 A, B, 2C) est la composée de ( i, - > ) et

de toute forme des classes £, £ + 8§, £+ 2 5. Comme (p, rd, s3d')

1

appartient 4 £ + 5, la composée (‘2[), ro, 6‘@) de (p, rd, sdd)et

’ 1—D [ rr—
de (2, I, )oude Ka, r, -

Dans la forme (a, b, ¢) le coefﬁcient ¢ est divisible par 4, puisque a

D) sera équivalente a (2A, B, 2C).

et b sont impairs et bb — ac est = - ?=D=; (mod 4), la composée

=
de cette forme et de (2, I, 4 -{-; d) sera donc (:m, b, ;) Comme(a, b, ¢)

.. 1y \ A

équivaut a P'une des deux'(p, r,s)(p, —r,s), laforme (2 a,b, 5—) équi-

vaut aussi a I'une des deux (ap, =~ s—) » qui résulte de la composition
, 4 A

de (p, =r, s) et de ( yly—g— |+ Mais {2p, =7, ;) se change en

(2p, *rd, -:-d\;“) par la substitution Q ,+é‘>5 ainsi la forme (2a,b,§)

qui est équivalente a la premiere, contiendra proprement ou impro-
prement (2 A, B, 2C), qui est équivalente a la seconde.

6°. La derniére partie du théoréme, savoir, que ces trois conditions
sont suffisantes pour que la forme (2a, 2b, 2¢) représente tous les
nombres représentés par (2 A, B, 2C), peut étre démontrée au moyen
des principes de la représentation des nombres par des formes, et de
ceux de la composition des formes; mais nous préférons donner ici
une substitution en nombres rompus, par laquelle on obtient, pour

tout systeme de valeurs X, Y en nombres entiers, qui satisfont a I’é-
quation

m=2AXX + 2BXY 4+ 2CYY,
34..
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un systétme de nombres entiers x, y, qui servent & représenter le
nombre m par la forme 2axax + 4bxy + 2¢ yy.

Les deux premiéres conditions (en 3° et 4°) peuvent étre remplacées
par celle-ci, que les plus petites valeurs positives T, U qui satisfont a
Péquation

d
TT — 7 U0 =,
. . . . 4 d
soient des nombres impairs, En effet, si D est == 1 (mod 8), 7 le sera
. . . d
aussi, et les nombres T, U pairs. Si 7 est = — 3, nous aurons T =1,

U =1; mais pour le déterminant — 3, il n’y a qu’une seule classe pro-
prement primitive, et une seule improprement primitive. Pour les

. . d_, . 3 m
autres déterminants - négatifs congrus 4 5 (mod 8), Test =2, U = o,
et le nombre des classes improprement primitives plus petit que celui

des classes proprement primitives. Si 2 st positif==5(mod 8), d’aprés

4

un théoreme de M. Dirichlet ( Recherches sur diverses applications de
I’ Analyse infinitésimale a la theorie des Nombres, § 8, 111. Journal
de Crelle, t. XXI, p. 11) les entiers T et U seront impairs ou pairs,
selon que le nombre des classes proprement primitives est égal au
nombre des classes improprement primitives ou égal au triple de
celui-ci.

Au moyen de cet énoncé des conditions, il est facile de démontrer
qu'il y a toujours des nombres «, ¢, tels que la substitution

ax =ax + 6y,
2y =7yx' +4dy,
dans laquelle les coefficients satisfont aux équations

o =t—bu,
c

= —-;u,
7T = au,
20 =1¢+ bu,

d
£t —Zuu=4,
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et par laquelle la forme

2axx 4+ 4bxy +acyy
se change en

2ax'x +abx'y + -;j’]",

donne des entiers x, ¥ pour chaque systéme de nombres entiers x', ¥’
En effet, a et 8 sont toujours pairs et d entier, parce que b est impair,

(4 . . . . - . .
5 pair, tet u ensemble pairs ou impairs; si ¥’ est pair, toute solution

en nombres pairs £, u de I'équation
d
tt— s uu=14
4

remplira notre but, parce qu’elle fait y pair. Si y' est impair, 2 pair,
on prendra celle des deux solutions en nombres impairs ¢=T, 1 = U
et t=T, u = — U, pour laquelle ¢ + bu est divisible par 4, car alors
¢ sera pair. On voit facilement que I'un, et seulement 'un des deux
nombres pairs T4 6U et T— bU, est divisible par 4, puisque leur
somme 2T ne Vest pas. Dans le cas de )’ et x' impairs, nous prenons
celle des deux solutions en nombres impairs t =T, u=Uett =T,
u = —U, pour laquelle z + bu n’est pas divisible par 4, car celle-ci
fait y et ¢ impairs, ainsi yx’'+ ¢ )’ est pair.

La forme (2a, 2b, 2c) représente donc tous les nombres qui peu-

A ’ . c . -
vent élre représentés par (za, b, ;), et comme celle-ci contient

(24, B, 2C). et représente ainsi tous les nombres représentés par
(2A, B, 2C), la premiére (24, 26, 2¢) représentera tous les nombres
qui peuvent éire représentés par (24, B, 2C).

TroistkME THEOREME. — Pour que la forme (a, b, ¢) de détermi-
nant d, de Uordre o, de la "™ espéce, et la forme (A, B, C) de déter-
minant D, de Uordre O, de la E*™ espéce, représentent toujours les
mémes nombres, il est nécessaire et suffisant qu’au moins Uune des deux
Jformes contienne ’autre, que oe soit= OF et eed—=EED, et outre cela,

. ., d D . .
sie et E sont inégaux, que — = 5= ait la forme 8k +5, et que pour ce
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nombre comme déterminant, il y ait autant de classes improprement
primitives que de classes proprement primitives.

Comme la forme (a, b, ¢) représente tous les nombres représentes
par (A, B, C}, et que celle-ci représente tous les nombres représentés par
{2, b,c),on a, d’aprés le premier théoreme eo = EO, eed = EED. En
multipliant les six coefficients des deux formes par 2, et les divisant
par eo = EO, on obtient des formes (:za’, Sb', 2(3) (2A’, %.B’, 2(1’) s

. \ 2 2 . - . L
qui sont des ordres = etE, et de la &9 et Fitme espece, Il est aisé de

vorr que ces deux formes doivent représenter toujours les mémes nom-
bres, et qu’on peut leur appliquer directement le théoreme précédernt :
on trouvera de cetie maniére le théoreme proposé.

' L e o e



