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SUR L INTEGRALE DEFINIE

f;”log(l 4+ nsine)dy
o Vi— #*sin?y ’

Par M. Wiezan ROBERTS

i. En cherchant la valeur de cette intégrale, nous considérerons
scparément les trois formes admissibles de n: savoir, celles du para-
meétre d’une fonction elliptique de Ia troisieme espece, an module 4.
On verra que son évaluation dépend des fonctions eiliptiques et de Ia
transcendante 1, qui figure d’une maniére si importante dans les re-
cherches de M. Jacobi, relatives a la réduction des fonctions 2 para-
metre logarithmique.

Soit = -— A*sin* 9. On aura donc, en désignant par u i'inté-
grale dont on cherche la valeur, et en ia différentiant par rapport i 5,
1
du . b sin® o o
— = — 2k%sin§ cos@f T R T »i—f,;_
Ao o 1 — A*sin® 6 cos®y VI1— /*sin o

= acotang § [F (k) — I (— A*sin?5, A)].
Maintenant, on a

T(— k2sin®6, &) = F (£) -+ 2" __[F(KE (k § — E (k) Fik, 5]
( Traite des Fonctions (’llzptu]ue tome I, page 141); ce qui donne

du
— ——— [E(A)F 4, 6) — F{
d'ot 'on déduit, en mettant, suivant l'usage,
__.E (%, 9)

Ll di =Y (k
\/1—£'Zsin70 g X O

- inlog(x-——k"sinﬁésinffg) oy T T
(1) f TS g = E(R)[F (b 51 - 28 )Y 5,
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Si I'on y fait § = Lz, on trouvera, en se rappelant que
Y (&, 7)) =L FR)E(k) — Llog 4,

A’ ¢étant le complément de & (Z'raité des Fonctions elliptiques, tome 111,
page 156),

f’T 10!5:7(1:_‘ /‘ASIHZ% d‘P = lOg (/1 j (A)’

formule que ’ai démontrée déja dans un Mémoire inséré dans fe cahier
de mai.
2°. Soit n = cotang® 4, et nous verrons aisément que
2T (cotang®§, k) — T (k
—— — — al
a9 smOcosG [ (CO ang* ) \ t)}
O on a
T £7sin0
!—-.—-«—H(Lotzmg2 0, k) =1

sin 9 cos 9

Lr+T (k) [tang 6 yT—A"sin?6 — E (&, 4]
[ (k) — I k)] (/‘ ? 6‘

(Legendre, tome I, page 144), en sorte que

du __ ____i_
d9 " /1= 7"sin’8
< n+F (k) [tang® vT— A"sin? 6 — E (47, 9)] [E(F) —F(H]F (4,6}
2F(’A‘, )
" sinbcos

et, par conséquent,
w=mnF k', 6) — 2F (k)Y (k',6) — [E (k) — F ()] [F (4", 6)]
— 2F (k) logsin § + €.
Pour déterminer la valeur de la constante §, faisons & = {r, ce
qui donne © = o, et 'on aura

aF (k) — FE)[FR)EK") — logh] — [E (k) — F(R)][F (k")) + € =o.
Si I’on y substitue, pour 7, sa valeur connue

2 [FRE () + F K E®R — F (B F#)],
on obtiendra

[F(RER') + F(k)ER) — FR)T (& JJF (k') + F (k) logk + 8 = o,
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ou bien encore

TE(k) 4+ F (k) log (k) + & = o,

On trouve donc finalement

(9) o y1— Asin’g
- = nl' (&, 6) — 2F (W)Y (&', 6) — [E(A) — F(A)J [V (47, 6)°
. — aF (k) logsin 0 — L aF (&) — I (A) log &
3°, Soitn = — 1 -+ A”?sin* 6, et 'on aura
du

__ ok"?sinb cosH
de

”I—_m [II (- I -+ k' sin? 6 , A) — I (/ﬂ]

Mais Legendre a démontré (tome I, page 138) que
4’sin b cos ®
\1— A2sin'

N{(— 1+ Ak?sin?f, k)~ FA)]=in—FRER,G),
~ [E(k) — FR)]F (4, 0),

ce qui donne

du 2
de i ligin?

{im — FINE(L,0) — [Ek) — FALF &9,

et, en intégrant,

w=aF(k', 6) —2F(R)Y k', 6) — [E(K) — F(R)]|F (K", O] + ¢

S,

Pour avoir la valeur de €, faisons § = L 7, ce qui donne, comme on
sait,

w = log (k")F (k},
et nous trouverons
log (A" ¥k, = al (k') — F(h)[F(K)E(k') — logk]
— [E&) —FRFH& )P + 6,

d’ou 'on déduit, apres quelques réductions,

— log @—) F (k) — = F(k'),

Tome XI. — Dicemere 1846.
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et, par conséquent,

37 Jog [ — (1 — 42 sin?0) sin? 9]
fo Vi —ireinrg d
3) = nF(k',6)— 2F (k) Y (K", 6) — [E (k) — F (K)] [F (k, §)]"
+log (7 ) F (k) — 47 ¥ (k).

2. Dans I'équation (1), faisons
I

an? 6 —
sin 6—'———1_*_‘_,’

c’est-a-dire, soit ¢ Vamplitude qui sert a la bissection de la fonction
compléte, et nous aurons

f logleoss TR g (R (R)E (k) — 2F(R)Y (R, 6).
o Vi—Aisinte

Maintenant, Legendre a démontré [¥] que
Y () = 47 (p) + log (1 — A? sin* ?)

lorsque les deux amplitudes ¢ et ¢ satisfont 2 Ia formule de dupli-

cation
F (4, ¢) = aF (k, o).

Dans cette relation, mettons ¢ = {n, ce qui donnera ¢ = 6, et nous
aurons

1.5 10 00 g ().

et, par conséquent ,

3T Jog (cos’ g + 4’ sin’ g) 1 (21"\//?’) !
[ g () 0,

résultat qui coincide avec la formule (23) de mon Mémoire déja cite.

3. Si dans P'équation (3), on pose § = o, on obtiendra

. 7 Jog (cosg ) d &’ ,
@ [ = flog (1) F () — 4F (1),

("} Traité des Fonctions clliptiques, tome III, n° 188.
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Maintenant, transformons I'intégrale définie

f;“ log (tang o) dv
o Vi Rsing

€n prenant un nouvel angie tlJ donné par la formule

-
~3

2

k'tangptang ¢ =1,

ce.qui nous fera voir sans difficulté que

)

1 5
=7 log (tang y) dg __ “e

ppee———————— E l( ———_—-
o VI—~Asinty j gkl‘ 3“3? '1— k?sin?y

, par conséquent )

By tangcp d(p N )_< \
(5) : ~/1_1 — 5 log ) (4.

Combinant encore les équations (4) et (b) entre elles, on parviendra &
la formule suivante:

. *i7 log (sing) dp . 0\ o

{ =L = Jlog Flh)— L=l A7),

“b) .]o V/I — A*sin’g 2108 ) L 4 v

En se rappelant que la limite de F (k") est <% » lorsque 4 devient

trés-petit, on déduira facilement, des equatlons (4) et (6), les résultats
bien connus, savoir

fﬁlog (cos o) dyp = Jﬂﬁ log (sin ¢) dy = inlogd.

4. A cause de la Haison de notre intégrale (1) avec la théorie des
fonctions elliptiques, il est bon de remarquer qu’elle peut s’écrire de
la maniére suivante. Soient & nne fonction de premiére espéce au mo-
dule &, A () son amplitude, et X la fonction complete, et il est évi-
dent que

X
u == f log [t + nsin® A (x)] de.

Je finirai en mentionnant qu’il exisle une relation tres-simple entre les
6o..
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fonctions compleétes de troisiéeme espéce,
IMA* tang? 6, 4) et 11 (— A" sin4, k',

dont les modules sont complémentaires, et dont les parametres ont
des caractéres opposés; en effet, on a

IT(A* tang? 0, k) F (k") — cos* 611 (— k" sin? 6, &)V F (k)

sin § cos 9

= ;n;iﬁ F k', 6),
comme on peut le prouver en substituant, au lieu des fonctions I,
ieurs valeurs en T et E ; ou bien encore, a priori, par les mémes con-
sidérations de géométrie, dont M. Chasles a fait usage pour démon-
trer la relation de Legendre entre les fonctions completes I, E, aux
modules complémentaires, ¢ est-a-dire par Yemploi des coordonnées

elliptiques.



