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SUR LES COURBES TAUTOCHRONES

a,

Par M. PUISEU®.

1. Laméthode que je vais suivre pour traiter le probleme des tawio-
chirones est uniquement fondée sur la différentiation sous le signe f

Flle me semble prétérable au développement en seérie gquon trouve
dans la Mécanique de Poisson. Je détermine Péquation de la tauto-
chrene soit dans le vide, soit dans an milicu dont la résistance est
comme le carré de la vilesse, et en supposant le wobile pesant ou soi-
ticite par une force dirigée vers un centre fixe. fin particuiier, lorsgiie
le mobile est attiré on repoussé par un centre tixe proportionnellement
i la distance, et que la vésistance est nulle, Jobtiens pour solutions la
ligne droite, la spirale logarithmique, Pépicycloide, ot une spirale que
jar considéree ailleurs, et qui jouit de la propriéte remarquable d’¢tre
semblable it la développée de sa développée.

2. Je supposerai d’abord le mobile pesant et dans le vide; je -
gerar Paxe des x en sens contraire de la pesanteur, et il s'agira de
tronver la courbe que doit suivre un point matériel pour arriver lou-
joars dans le meme temps a Porigine des coordenndes, quel que soit
fe point d’ou il est parti sans vitesse initiale. dNomuons ¢ le temps,
s Varce de ia tautochrone a partir de Vovigine, £ la valeiir de 2 pour le
point de départ du mobile, g la pesanteur. Nous aurons. par le prin-
cipe des forces vives,

ls?
dt?

St donce nous appelons T le temps employé par le mobile pour arrver

Tome IX. — DEcemsre 1844
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a l'origine, et si nous faisons s — o {x). il nous viendra

Par la nature du probléme, cette valeur de T doit étre indépendante
de 451l faut done que sa dérivée relative A 7 soit nulle. Mais on a

dT 1 "[2hz0" hz)+ o (hz)]ds )

dh " 5 \agh Jo Vi—z
la quantité entre crochets est une fonction de Az, et st nous faisons
229" (%) + ¢ () = ¢, (x),

Péquation précédente pourra s’écrire

AT 1 e {hz)dz o I f]‘ v, (L) dz
7= ), Viez  shyesde via

(x) de

v \
Mais l'intéerale définie 27 ne peut pas étre nulle. uel que
g ; p P | {

o Vi—ux
soit /2, a moins que la fonction ¢, {x) ne soit elle-méme identiquement
nulle ; car autrement on pourrait prendre % assez petit pour que de
T =0ax =h, ¢ x}fit toujours de méme signe, et alors Vintégrale,
ayant tous ses éléments de méme signe, ne serait pas nulle. On a done
Péquation

d’ou
; ¢
o' (m) = \[a
i xr

¢ étant une constante arbitraire. On a donc, pour la courbe cherchiée,

ds &

-

dx 2

[T [
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el, en intégrant une seconde fojs ,
§ = 9 \/'C:x:;

on n’ajoule pas de constante arbitraire, parce que s et x doivent étre
nils en meéme temps. Si dans la valeur de 7 on remplace ¢’ {x) par sa

valeir. on frrouve
. ¢
I'=nx \/ oo
2g
valeur in(lépendamp de . comme cela devait avoir lieu, On tirve de i

TVaa
N Oo== w_—-l

N

et par conséquent

2’1

o . 2
V= —yagx, oo g%,
~ V25X, 2

flette équation r‘eprésenle une Cyclo'ide qlli a son sominet a l’origine et

dont Paxe, dirigé en sens contraire de Ia pesanteur. a pour lon-
20T
gueur -2

B

3. Supposons maintenant Je mobile attiré ou repousst par un centre
lixe: soient 7 sa distance 4 ce centre, firila iorce qui le sollicite, et
qu’on regarde comme positive ou négative, selon qu’elle est attractive
ou répulsive. Appelons a 1a valeur de r qui répond au point de départ
du mobile, ¢ celle qui répond i Porigine des arcs parcourus dans le
meme temps, § Pangle compris entre les rayvons vectenrs ot gz, Lo
principe des forces vives nous donnera

st l(. " N

oo, T o— 0 ey
"[tz LEaFrs j
faisons

O

2 J;‘ ' Jndr =, / Jirdr — 1

!’équatiun précédente deviendra
rly?

c=h—w, don di— _ —
dr* Vh—a

(f“\'
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Si donc nous désignons par T le temps employé a parcourir Varc dont
les extrémités répondent a r = a, r = a, ou bien 4 x = h, x = 0, ¢t
si nous posons de plus s = ¢ (%), nous aurons

T = ' ?j(a)_ilf.
o Vh—z

Cette valeur de T ne differe que par le facteur constant \/égf de celle
(qu'on a trouvée plus haut; elle doit étre indépendante de a et par
conséquent de /3 on aura donc encore

¢’ (x), ou o \/57 § = ayex,
: dr x
d’ou résulte
T = 7y,
et, par suite,

ds T 2T —
ey § = N

ﬂ ™ V/J’,‘

ou enfin, en remplacant x par sa valeur,

do= MO
™ \/ 2 | ' / . :

Sir)dr
Ces deux équations multiplices ensemble nous donnent
f.(l“\ dr ws
b — = 5o
lds TR

on voit par la que la composante suivant le rayon vecteur de la force
qui sollicite le mobile doit étre & chaque instant proportionnelle a Parc
qui lui reste a parcourir. Cette propricté de la tautochrone était con-
nue de Newton (Principes, liv. 1%, section 10) [*1-

[*} On en déduit immeédiatement la solution de cette question : Quelle doit étre la o
de l'attraction,, pour qu’une courbe donnée soit tautochrone?
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4. De 'équation qui donue la valeur de ds. on tire

dr T \/ﬁ j (}"‘,\r’rd"’.
=

(ZY - 'l‘ \/;

. . dr . oy -
on voit par la que — se réduit a zéro, quand on fait r = «, en excep-
ds ’

tant le cas particulim‘ ou Von aurait
fio)=o.

Ou en conclut que généralement la tautochroune est normale aun rayon
vecteur mené du centre fixe 4 Vorigine des arcs parcourus en te;nps
égaux; cette origine est alors un sommet de la courbe.

Mais il peut en étre autrement sil’on a

f <’J) = O.
. dr . 0
Alors Vexpression de - prend, pour r = a, la forme =, el par la m¢-
k o

thode ordinaire on trouve que sa vraie valeur est — s tel est e

2T VS (o)
cosinus de Pangle sous lequel le rayon vecteur mene¢ a Porigine des
arcs coupe la tautochrone. Si toutefois ce cosinus était plus grand que 1
ou imaginaire, la courbe serait elle-méme imaginaire, au moins pour
Jes valeurs de r voisines de 2, et par conséquent ne répondrait pas a la
question.

5. Si dans I'équation précédente on remplace ds pav ydr® + r2d 62,
on aura équation de la tautochrone en coordonndes polaires : elle

peut §éerire

Supposons ¢n particulier la force proportionnelle & une puissance de
la distance, de sorte qu’on ait

J = mr?;
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il viendra
1z ([” o li o
W= \/ =k
ou Fon a fait, pour abréger,

R =2+l

— PP et
) L .

g
La forme de la courbe dépend principalement du nombre et de la
grandeur des valeurs positives de » qui annullent R. Or, la dérivée de R
étant un bindme, ¢n pourri toujours savoir pear quelles valeurs de s
ce trindme augmente ou dimin ue, et on connaitra par conséquent dans
quels intervalles se trouvent les racines positives de Péquation

B=—o,

s'il en existe. Sans entrer dans lc détail de cette d scussion, qui exige la
distinction d’un asser, grand nombre de cas, jen indique seulement
les résultats priscipaux.

En supposant que 2 ue soit pas nul, le rayon vecteur mené i Pori-
gine des arcs est normal 4 la courbe et la partage en deux parties sy~
miétriques @ Ia longueur o de ce rayon est un maximum par rapport
aux rayons voisins, si la force est répulsive; un minimum, si elle est
attractive. Dans ce dernier cas, la courbe 4 son sommet peut tourner vers
le cenitre fixe sa concavité ousa convexité ; le rayon vecteur peat croitre
jusqu’a Pinfini, et alors la courbe est une spirale composée de deux
branches infinies symétriques, ou bien le rayon vecteur a un maxiniiim
fini; alors le rayon maximum est tangent a la courbe, et celle-ci est
analogue pour la forme 4 une epicycloide engendrée par un point
d’un cercle mobile roulant intérieurement sur un autre cercle décrit
du cenire fixe.

La force étant Lloujours attractive, st Pon suppose o = o et p com-
pris entre —+ 1 el — |, Porigine des arcs se confond avec le centre
fixe, et la courbe se compose de deux branches symétriques qui, par-
tant d’un méme point ou elles sont tangentes au rayon vecteur maxi-
mum, s'enroulent autour du centre fixe et ne Patteignent qu’apres un
nombre infini de révolutions.

Lorsque la force est répulsive, ie rayon vecteur peut décroitre jus-
(qu’a z€ro ou avoir un minimum: §'i ¥ aun minimum, la forme de Ja
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courbe est analogue 4 celle d'une épicycloide engendrée par un point
’un cercle mobile roulant exiérieurement SUr un autre cercle déerit i
centre Aixe @ si e rayon n’a pas de minitiun, la courbe est ine spiraie
a deux branches symeétriques qui s'approchent mdéfiniment y centre
sans Iatteindre : leyr longueur peut étre finie on infinie.

6. Considérons plus particuliérement e cas ol la foree est propos-
fionnelle & la premiére puissance de [a distance; I'équation de I tarite .
chrone devient » en faisant P =

(I“F‘-”/}/ \') )
dr t /
Adj = = < R el

r Py {

Sii'on suppose d’abord m < 0, ou la force répitlsive | ot quon fasse
/T_'
4T m i . , . . . .
T 1= - on voit que cette équation appartient i une CPICy -
{L‘ .
cloide qu’on peut déerire en faisaut rouler extérieurcment un cergie
. (1 —u)n i .. N
de rayon ——2% gun 0y autre cercle décrit du centre fixe avee je
rayon pz. Gette proprictd de Pépicycloide, d’étre tautochrone lorsgue
la force est proportionneile i Ia premieve paissance de g distance . s¢
trotive démontrée dang le livre deg /-‘/'iucipcs\loc. cit,’,
Lorsque la force est attraciive, il faur (listinguer plusiesivs cas -

Fa

A Tim .. 4T m [

Soit 1" t, et faisons | - t\,« = =:la courbe sera encore une
—2 > Pt 2

L. . (h — 1o C 1y ,
epicycloide, et U 5 7 sera le rayon du cercle quilengendrera en ron-
lant imtérieurement sur un autre cercle décrit dn centre fixe avece je
ravon ).
. . 4T m y, . . . o
Soit maintenant T T L lequanon represente une droite situee 2

la distance du centre fixe; on retrouve ainsi yne propriété hien

connue de cetie ligne.

4"[‘71»1{1 I
2

U= 53 Péquation de ia tau-

. AT m -
Soit enfin *° 7 | o faisons X

e e e

[*] Elle est alors integrable.
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tochrone devient

o= = T\

W p—

On voit que 1 peut croitre depuis 2 jusqu’a Vinfini; 6 devient d’ail-
leurs infini en meme temps que 7 la courbe est done une spirale a
deux branches symétriques s’ éloignant indéfiniment du centre fixe.
Mais elie jouit, en outre, d’une propriété remarquabie; c'est qu'elle
est semblable, non pas comme Pépicycloide u sa développée, mais a la
développee de sa développée, de sorte quen formant ses dévelop-
pees successives, on obtieni une série de courbes semblables de deunx
en deux

Cette proposition se déduit immeédiatement, comme je I'ai fait voir
dans un précédent article, de la relation

o 52
f,/i“[,,',_.h +) (R’" 4 e~ s

£ —
: 2

qui existe entre le rayon de courbure p d’un point guelconque de a
conivbe, et Vangle « qu’il fait avec le rayon vecieur mené du cenire
fixe au sommet. Pour démontrer que cetie relation convient a la ligne
dont nots nous occupons, i} suffit de faire voir gu'on en peat tirer
SON équation entre 1 et g.

Prenons pour axe des y une paralléle 4 1a droite avec laquelle le
rayon de courbure fait Vangle u, pour axe des a une perpondiculaira.,
HOUs aurons

Adx == peosu i, dy = — psin e de

Remplagons g par sa valenr ¢erite plus haat, intégrons, et disposous
des constantes arbitraires de facon que ‘on ait x = o et y = 2 pour

1 — o il viendra

= - e (sinu -+ S COS W) - e~ E sin i — 1.CO8 ],

MR NIR

[e cose -2 sin Wi e m{cosu sin )},

J‘ oy
et par (3()1\5(:’(11](‘?]]5

a4+ ¥ ou 7
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Tirons de cette équalion e + ¢—2%; ajoutons-y £ 2, et extrayons
la racine carrée; nous trouverons

o s
P’v"+e—)~":3\/,r;+ﬁ_, ezu_e—;u:ig\/’-—l’q
@ I -+ A? @ 1 = 3

et en différentiant Pune de ces équations, puis la divisant par P'autre,
nous aurons

rdr
) \/(r2 — o) (P 4 W a?)

D’un antre coOté, si dans la relation

du = *

r*de = ydx — xdy = pdu(xsinu + y cos u),

nous remplagons p, a, y par leurs valeurs en fonction de «, il nous
viendra

ot 3 ) . 3t gt
Mdy = M) (e + e~ P du = = rdr \/——————' ki

Fl— 2

d’on

40 = -+ dr \/r‘—f-)\za;

r rle— gt

ce qui est I'équation de la tautochrone.

Nous avons supposé, dans la discussion précédente, o différent de
zéro: s'il était nul, on aurait

dy = =7 \/@:l

r =

4Tm

Si est moindre que 1, cette équation ne représente rien; si

4Tm R \ . .
L= = 1, elle appartient & une droite passant par le centre fixe;

4Tf m

=

enfin si surpasse P'unité, elle représente une spirale logarith-

mique. Ainsi, lorsqu’un mobile assujetti & se mouvoir sur une spirale
logarithmique est attiré par Uorigine de cette courbe proportionnelle-

ment & la distance, il y arrive toujours dans le méme temps, quel
que soit son point de départ.

7. On pourrait faire sur la loi de la force plusieurs autres hypotheses
Tome [X. — Dercemarr 1844 53
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et obtenir des courbes plus ou moins faciles a discuter; je me borne a
supposer encore

Jn=m({r—a),
y 1y i ] i ine le n® 4. O alors
cas auquel s’applique la remarque qui termine le n® 4. On aura

A9 = _t‘ilf\/ﬁ:’" — 1,

™

, . . . . . . 4T m
équation qui représente une spirale logarithmique, lorsque \/ & i

est une quantité réelle. Ainsi, lorsqu’un point assujetti a rester sur une
spirale logarithmique est sollicité par une force dirigée vers l'origine
et proportionnelle 4 I'exces de son rayon vecteur sur celui d’un point
fixe de la courbe, il arrive dans le méme temps a ce point fixe, quel
que soit son point de départ.

8. Jusqua présent nous n’avons considéré que le mouvement dans
le vide; admettons maintenant que le mobile éprouve de la part du
milieu environnant une résistance proportionnelle au carré de sa vi-
tesse. Soit £ cette résistance pour une vitzsse égale a I'unité: en con-
servant les notations du n® 2, nous aurons, dans le cas d’une pesan-
teur constante en grandeur et en direction,

d%s dx ds?
w=—8g T
ou bien

d (%;\)2 — a2k <ﬂy ds = — agdx.

dt

Cette équation s’intégre a la maniére des équations linéaires; remar-
quons d’ailleurs que la vitesse doit étre nulle pour x = £, et nous
trouverons

ds\ 2 b e~k ds
(;) = Q.SGstf e~ dx, dt — — e
4 A k
\/ 2gf e—hdxy
X
Faisons

BT i 1 ' [N TR TR R K [ IRRRAE RN AN P 1
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SN
-
e’

il viendra

de= 00 g o [Teme
/r«/zg([—:z) l‘\/zg o Vl—u
Cette valeur de T est pareille a celles qu'on a obtenues aux n° 2

et 3; elle doit étre indépendante de % et par suite de Z; on en conclura
donc de la méme maniere
N ¢
Glu = —\/ -
TN 17

i, =1 —ayeu.

et, en intégrant,

On a déterminé la constante en considérant que ¢ («) ou e=* doit se
réduire & 'unité pour § = o, c'est-a-dire pour x = o, ou, ce qui re-
vient au méme , pour u = o.

Al ¢ M
Daus la valeur de T remplacons U/ (z) par — \/;; elle devient

T— ! PR du ™ P
T 7V og wi—w) &V ag
SJo Vu(1-u) g
d’ou
- kTyag
VO == X‘é’.

Substituons cette valeur de yc, ainsi que celles de w et de ¢ (1), dans
Péquation

(1) =1 — 2 ycu;
S ¥

(4T
e—k: =1 — 20 (,—2k.s [{‘1.
5 »
i Jo

ou, en transposant et élevant au carré,

nous trouverons

842107 x Y .
—2— e doe = (1 — e M),

T 0

Différentions , multiplions les denx membres par e**, puis intégrons .

53..
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et il nous viendra, pour I'équation de la tautochrone,

4#gT

ﬁZ

. ks - ._____”z__.k:___ _
x=e ks — 1, .1__4#6?,[2(6 ks — ).

En faisant & = o, elle devient

" §3:
T 8T

on retrouve la cycloide, comme cela devait arriver. Quelle gue soit
d’ailleurs la valeur de £, il est aisé de reconnaitre que la tautochrone
est tangente & la cycloide 4 son sommet, et que le contact est du se
cond ordre.

9. La résistance étant toujours proportionnelle au carré de la vi-
tesse, supposons enfin que le mobile soit attiré ou repoussé par un
centre fixe; nous aurons, en reprenant les notations du n° 3,

ds .\ dr ds?
= flng kg

?

ou

d (g;)z — a2k C%)z ds = — aof (r) dr.

, , . . ds o, .
Intégrons cette équation de maniere que % s’ évanouisse pour r=a, et
nous trouverons

ds\ 2 ks 0% ks £
=) = 2%* e~ £ dr.
() S
Posons
[ reydr ==,
o
d’ou
[ dr = dx;

faisons de plus

il viendra
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421

. - . ds\ 2 . . .

Sauf le facteur constant g, cette valeur de 5] est identique a celle du
[2

numero précédent; la valeur de T qui s’en déduit doit étre indépen-
dante de a et par conséquent de /2; en outre, comme dans ce numéro,
x se réduit & zéro en méme temps que s. Répétant donc les raisonne-
ments et les caiculs déja faits, on arrivera 4 la méme équation, ot g
seraremplacé par 'unité; et, en y remettant 4 la place de a sa valeur,
on aura, pour équation de la tantochrone,

r .. ]
L S0 = g
En faisant & = o, on retrouve la courbe que nous avons déterminée
dans le cas du vide; on reconnaitra facilement qu’en général ces deux

courbes sont tangentes i I'extrémité du rayon vecteur z qui est leur
sommnet commun, et qu’elles y ont un contact du second ordre.




