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AW AMAMAVAMA AN A VOIAVMAMARMBLAM A A

NOTE

Sur un Mémoire de M. Crasies ;

Pazr M. STURM.

M. Chasles vient de publier, dans les Additions & la Connaissance des
Temps pour 1845, de beaux théorémes généraux sur Vattraction des
corps, parmi lesquels se trouve celui qu’il avait communiqué a I'Aca-
démie des Sciences le 11 février 1839. Le Mémoire de M. Chasles re-
pose en grande partie sur le principe suivant, qu’il avait fait connaitre
antérieurement (dans le 25¢ cahier du Jowrnal de I'FEcole Polytech-
nique): « Si 'on congoit un canal infiniment étroit dont les arétes
» curvilignes soient des trajectoires orthogonales aux surfaces de ni-
» veau relatives & un corps quelconque, les attractions que ce corps
» exercera sur les éléments des surfaces de niveau mterceptés par ce
» canal auront toutes la méme valeur. »

La démonstration de cette proposition n’étant pas aussi simple et
immédiate qu’on pourrait le désirer, il ne sera peut-étre pas inutile de
ramener la théorie de M. Chasles 4 des principes plus élémentaires.

Cest I'objet que je me propose dans cette Note.
i

J'adopte leshypothéses etles notations de 'auteur, en supposant toute-
fois que, pour un point quelconque m pris sur une surface de niveau A,
on représente par dn la portion de la normale & la surface A menée
par le point m intérieurement i cette surface et comprise entre ce point
e et la surface de niveau A, infiniment voisine de A et intéricure i A.
Alors, en passant de la surface A 4 Pautre A,, la fonction V (somme
des molécules du corps attirant M divisées respectivement par leurs
distances au pointm) prend un accroissement positif dV, et le rapport

dV -, . .
=, est positif (du moins en supposant toutes les molécules du corps M
dn

Tome V11. — Sepremsre 1842, 44



346 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

douées du pouvoir attractif). On prend aussi, intérieurement a la sur-
face A, sur la direction de la normale dr, une longueur infiniment pe-

. / LTINS T , - . .
tite ¢ égale a —-, ¢ est-a-dire réciproquement proportionnelle & dn; son

extrémité a pour lieu géométrique une certaine surface. Cette derniere
surface et la surface primitive A comprennent entre elles un volume
qu’on peut regarder comme une couche infiniment mince de matiere
homogene, dont [dpaisseur, variable d’un point a un antre, est ¢,

ou KTH—'

En désignant par dw ’élément superficiel de la surface A au point
m, ou méme encore d’une autre surface fermée arbitraire B dont m est
un point quelconque, pourvu qu'elle soit extérieure au corps attirant

dont la masse est M, M. Chasles établit d’abord la formule

[f% dw = 47M,

dans laquelle I'intégrale double s’étend a tous les éléments de la sur-
face A ou B que P'on considére. Cette formule se trouve aussi dans le
Mémoire de M. Gauss (pages 3o/ et suivantes de ce Journal), dé-
montrée & peu prées de la méme maniere. On peut la déduire de I’équa-
tion connte

N d*V d*v d*vV.
(1) =t T = A

qui a lien pour tout point (x, ¥, z) compris dans la masse M, ; étant
la densité du corps en ce point, et qu'on peut étendre aux points ex-
térieurs, pourvu qu'a 'égard de ceux-ci on considere la densité p du
corps comme nulle. On n’a pas besoin de s’occuper ici des points si-
tués sur la surface méme du corps M. Multiplions cette équation par
Yélément de volume dx dy dz, puis intégrons par rapport aux varia-
bles x, 7, z, en étendant U'intégration a tous Jes points de l'espace li-
mité par une surface fermée quelconque B, extérieure au corps M.
Quoique dans I'iniégration la valeur des deux membres de I’équation (1)
change brusquement en passant de Yintérieur a 'extérieur du corps M,
il est aisé de voir que lintégration se fera comme s'il n’y avait

[N g
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pas de discontinuité 4 la surface de ce corps. (1l suffit, par exemple,
d’ajouter au corps M une couche matérielle aussi mince qu’on vou-
dra et telle que la densité p, pour I'espace extérieur au corps M, soit
une fonction qui décroisse trés-rapidement, mais d’une maniére con-
tinue, de maniére & devenir nulle un peu au-dela de la surface du

corps M, ce qui n’altérera qu’infiniment peu les valeurs de V et de

dérive . dvV o av dav .. les résultats de Pintéer
ses daerivees premleres Iz’ -‘E, ) ams1 que les resu tats de mtegla-

tion. )

On a done pour un espace quelconque

(2) _[ff(%+%¥+%>dxdjdz = — Anfffp({xtl’)"c{z.

L’intégrale f f f pdxdy dz, étendue a tout Pespace que renferme

une surface fermée B extérieure au corps attirant, n’est autre chose
que la masse M de ce corps, puisque p est nulle hors de cette masse.
Quant 4 Dintégrale triple qui forme le premier membre, elle est la
somme de trois autres, qui se réduisent  des intégrales doubles rela-
tives 2 tous les éléments de la surface limite B. En effet, I'intégration
indéfinie par rapport 4 x donne

ff ‘%{{.’L‘dj’dz = f %{djflz

Observons que dydz est la projection sur le plan des yz d’un élément
dw de la surface B jusqu’a laquelle s’étend Vintégration, et désignons
par a, §, 7 les angles que fait avec les axes des &, ¥, z la normale &
la surface B menée par un point m de cet élément extérieurement a

cette surface. Nous aurons

dy dz = dwcosa,

et 'intégrale définie triple

fff%dxd)’dz

sera égale a l’intégrale double

dav
ff—— cos o dw,
dx

44..
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étendue a tous les éléments dw de la surface B. Par de semblables
transformations, I’équation (2) deviendra

dav dav dv
ff(zr—cosa +Ecos€ —f—zcosy) dw = — 4nM.

D’ailleurs, si 'on désigne par dr la distance du point m de la sur-
face B 4 un point infiniment voisin pris sur la partie intérieure de la
normale en m a cette surface, I'accroissement de V en passant du
point /m, qui a pour coordonnées x, y, z 4 ce point infiniment voi-
sin qui a pour coordonnées x — dn cos a, etc. , sera évidemment
4y

dv
dV = —Edncosa—dy

dn cos § — flgdn cos 7 [*].

La formule précédente devient par la

3) | ff‘;—de:mM,

Vintégrale double s’étendant & tous les éléments de la surface arbi-
traire B.

Si, au lieu d’une surface quelconque B, on considére la surface de
niveau A, cette méme équation aura lieu pour la surface A. En ob-

dV dV dV

servant que cos o, cos §, cos y sont alors proportionnels & prl il

dv_\/ avy' (VY SAAW

dn dz dy T \Z)

c’est la valeur méme de D'attraction du corps M sur le point m; et
I'équation (3) qui précede peut s'écrire ainsi

[V (@)~ (G) (%) do=sm.

. av . . .
[*] On voit que =, exprime la composante normale 4 la surface B de Iattraction
i n

on a

que lc corps M exerce sur le point /z rapportée & 'unité de masse, les composantes de

. , dV
cette attraction paralléles anx axes étant — ) etc.
X
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Si dn représente, comme on I’a supposé en commencant, la portion
de la normale 4 la surface de niveau A comprise entre cette surface et
la surface de niveau infiniment voisine intérieure i A, alors dV est con-

I3

dv , . - .
stante dans le rapport —, et I'équation précédente (3) devient

dvfff—j;‘;-:[mM.

Et comme on a supposé 'épaisseur ¢ de la couche formée intérieure-

. , k .
ment sur la surface de niveau A, égale =~ cette formule devient

djf—vffea’m = 47M,

v _ . M

{\4‘) 2 ‘—[lﬁgy

ou bien encore

en nommant p. le volume f f edw ou la masse de la couche infiniment

mince.
II.

Considérons maintenant un point § ayant pour coordonnées a, b, c,
et que nous supposerons d’abord extérieur 4 la surface de nivean A,
et par conséquent au corps M que cette surface environne.

Soient a, y, z les coordonnées d’un point quelconque m intérieur i
cette surface A, et soit r = y (x — a)® + (y — b)* + (z—c)? la dis-
tance du point variable m au point fixe S. On a les deux équations

d*V d*v arv

Z g T = =,
azl gl !
r —
Az T Tay T dw
Dans la premiére, p exprime, comme on I'a dit plus haut, la den-
sité du corps M au point m, si ce point fait partie de la masse M, et



350 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

o est censée nulle pour tout point (, ¥, z) qui n’appartient pas a cette

masse M.
. . . s 4 « 1
En multipliant la premiere équation par ~, la seconde par V, et
r
retranchant, on obtient la suivante :

i | / T
d* — d*— d*—
1 d*V r 1 4V r 1 d*V r . 47:9
(‘T - Vﬁf) -+ (::175 —szz) - (; e —V7iz?> - T

Multiplions celle-ci par dx dy dz, puis intégrons-la par rapport aux
variables x, y, 2, en étendant I'intégration a tous les points de Ies-
pace que renferme la surface A.

Dans le second membre on aura

r ded .
— [UTJ fff_x’!‘i{z, ou — ATEIJ,

en appelant U la valeur de V relative au point S (a, b, ¢), c'est-a-dire
la somme des molécules du corps M divisées par leurs distances respec-
tives a ce point S.

Quant au premier membre, en observant qu'on a

I I
oy e )
r dx dz: — dzx \r dx dz /!
t‘tqll(’
!
dr Ldr 1 x—da
Tr - rtdx ]

on voit que I'intégrale triple indéfinie

1
i —
1 d*V . r . e

se réduit a I'intégrale double

ff(iﬂ -+ ‘lx—a) ay dz.
r dz rr or -
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De la il est aisé de conclure que cette intégrale triple, prise dans
tout I'espace limité par la surface A, est égale 4 la valeur de I'intégrale

double
t dV YV x—a
-~ = C0os & + — cos o) dw,
r dz r? r

étendue a tous les éléments dw de la surface A.

Les autres termes de 1'équation (5) donneront par U'intégration des
résultats analogues.

Ainsi, en multipliant cette équation (5) par da dy dz, puis intégrant
pour tout ’espace intérieur a la surface A, on obtiendra

v /dY dv dv N
ff;(d—m—cosa—}—;{;cos@-l—zcos-y)dm (—-
v — —b -— -
+ffﬁ<x ?cos o+ L cos§ + 2 ccos'y)dws
r? 7 » ’

r

— 47U,

les intégrales doubles ¢ étendant a toute la surface A.
Mais on a, sur la surface A,

V = constante,
av _ v av cos 6§ — av cos
dn —  dw cos o dy dz v
D’ailleurs
z—a y—0b

z—cC
S coS + cos § + ——cosy
r r r

est le cosinus de I'angle i que la droite menée du point S (a, b, ¢) au
point m (x, y, z) de la surface A, fait avec la normale en m a cette
surface. I’ équation qui précede devient donc

1dV cos i dw
ff;m"’_vff L — U

Le point S étant extérieur a la surface A, on sait que l'intégrale

cos i d . .
f f = “, prise dans toute 'étendue de cette surface, est nulle, ce
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qui réduit I’équation précédente a celle-ci

1 dV
ff;d—n w = 47U;

et comme on a, d’aprés la formule (4),

v _av __ . M
ZI;_TE—{/-;E,

Mff?ff‘.’ — 0.
\U« r

. cdw A ,
Mais f f —- est la somme des molécules de la couche formée sur la

elle devient

surface A, divisées respectivement par leurs distances au point S. En
désignant par ¢ cette somme, on a donc enfin la formule

qui exprime ce théoreme :

« Silon considére une surface de niveau quelconque A d’un corps
» M et un point quelconque S extérieur a cette surface, la somme des
» molécules de la couche infiniment mince qui répond a cette surface,
» divisées respectivement par leurs distances au point extérieur S, est a
» la somme des molécules du corps M divisées par leurs distances
» au méme point S, comme la masse de la couche est 2 la masse du
» COl‘pS. »

U suit de la que la somme des molécules d'une couche divisées par
leurs distances a un point extérieur est a la masse de la couche dans
un. rapport constant, quelle que soit la couche ; ce qu'on pourrait en-
core trouver directement en intégrant I'équation (5) multipliée par
dx dy dz et ot p serait nulle, dans tout 'espace compris entre deux sur-
faces de niveau quelconques auxquelles le point S est extérieur.

I11.

Considérons a présent un point S /a, b, c) situé dans l'intérieur de la
surface de niveau A, soit au-dedans, soit au-dehors du corps M. Soient
x, ¥, z les coordonnées d’un point quelconque m de Pespace extérieur
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a la surface A, et par conséquent au corps M, et soit r la distance Sm.
On a les deux équations

dwv dv aw

w vt v T
d2£ dZ_I_ ,12_1.

r r 7‘_
w T Ay T wm T Y

qui donnent

I 1 I
di= 22 2
(Ile_V ) 1 d*V Vdr 4+ 1d*V Vdr _
rdz® dz* r dy? dy* 7 dz =) =

Multiplions celle-ci par dx dy dz, puis intégrons-la par rapport aux

variables @, ¥, z, en étendant I'intégration a tout espace extérieur a
la surface A. L’intégrale triple indéfinie

2

1 d*v r

v

\r = Voo dx dy dz

se réduit, comme plus haut, 4 intégrale double

CEE

Si Pon veut intégrer pour tout I'espace compris entre la surface A
et une autre surface fermée quelconque A’ extérieure a A, il est aisé de
voir qu’on aura a retrancher l’intégrale double

[ (g me-y

étendue a tous les éléments do dela surface A d’uneintégrale double ana-
logue relative & I'autre surface A’. Or cette derniere intégrale aura une
valeur infiniment petite ou nulle, si I’on suppose que tous les points de
cette surface A’ ’éloignent a I'infini de I'origine des coordonnées [*].

-—a
— €O oc) de,

[*] Car, en désignant par 4 la droite la plus courte qu’on puisse mener entre les deux
M . , i
surfaces Aet A, onar > h et VL + V étant la somme des molécules de M divi-

Tome V1. — SepTEMBRE 1842, 45
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I’intégrale triple

al
1 d'V r
Faw Vg ) dxdydz,
étendue & tout espace extérieur a la surface A, est donc égale a
1dV Va—ua
_ -~ = COS o + — —— cos & ) dow,
r dx r? r
cette intégrale double s’étendant 4 tous les éléments dw de 1a surface A.

Ainsi, en intégrant I'équation (7) multipliée par da dy dz pour tout
Pespace extérieur 4 A, on obtiendra

{2 cos o + &Y 058 + L cos v dw
F\ @z €S2+ 5 € = o8
V/x—a y—b z—c¢
4 - cos o + €0s € + —— cos 7 ) dw
e r r r

équation qui peut, d’apres ce qui a été expliqué plus haut, se trans-

:(),

sées par leurs distances au peint 7 de la surface A’, lesquelles surpassent /; d'ailleurs

. . . M . .
. (composante de l'attraction que M exerce sur ) est <F , attraction qu’exercerait
- :

. . . a : . T —a
un point de masse égale & M i la distance 4. D'ailleurs cos « et sont < 1. On
r

a donc, pour tout point dela surface A’, en ne considérant que les valeurs absolues,

1 dV 08 6 < 1 M ; Vr—a M
e o il —_ -
r dx ¢ pae © o oS I

Ainsi l'integrale double

1dV Va—a
= —=— €08 & + — cos 1) do,
r dr rt r

2M 2M .
stendue & toute la surface A’, est < f f Zﬂ'— dw ou < o > surface A’. Mais la sur-

face A’ (supposée convexe) est plus petite que celle d’un paraliélipipéde qui I’enveloppe-
rait de toutes parts, et dont les cétés seraient proportionnels i 4, de sorte qu’on peut
poser la surface A’<nA*, n étant un nombre fini indépendant de 4. L’intégrale dont il
2Mnr
h

. 2M . .
s'agit est donc < o X nlt ou < ; elle devient done nulle si la surface A’

s’éloigne A V'infini, puisque % devient infinie.

[N i
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former dans la suivante

1 dV cos 7 dw
[ o=y [

en observant que V, étant constante sur la surface A, peut étre mise hors

des signes ff

Le point § étant ici intérieur 4 la surface A, on sait que

cos i deo
ff—';;“:[lﬂ;

dV_arV'__4 M
P A-E_ 71'—!:8.

on a aussi

La formule qui précede devient donc

“fff”i_‘”zv,
2 r

ou

c’est-a-dire que si lon considére un point quelconque S intérieur & une
surface de niveau quelconque A du corps M, la somme des molécules e
la couche qui répond a cette surface A, divisées par leurs distances au
point intérieurS, est a la somme des molécules du corps M divisées par
leurs distances & un point quelconque de la surface externe A de la
coucke comme la masse de la couche est & la masse du corps.

Par conséquent la somme des molécules d'une couche divisées par
leurs distances & un point pris dans son intérieur, est constante, quel que
soit ce point.

Apres avoir donné les théoremes qui précedent, M. Chasles en dé-

duit sans peine les autres propositions exposées dans les §§ I1T et 1V
de son Mémoire. auquel nous renvoyons le lecteur.

45..



