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INTRODUCTION AUX POLYÈDRES EN COMBINATOIRE
D'APRÈS E. EHRHART ET R. STANLEY (*)

par M. DELEST et J. M. FEDOU (1)

Résumé. - Cet article est une introduction à la théorie des polyèdres en Combinatoire. Loin
d'être un exposé exhaustif de tous les théorèmes et toutes les preuves concernant ce sujets il s'agit
plus simplement d'un recueil des principales définitions et résultats permettant de calculer la fonction
génératrice des nombres de points à coordonnées entières dans un polyèdre. En particulier, les
exemples et les idées de preuves sont donnés en dimension au plus trois. Nous donnons une utilisation
de cette théorie dans le dénombrement de chemins de Dyck suivant le nombre de « pics ».

Abstract. - This paper is an introduction to the polytope theory in Combinatorics. It is not an
exhaustive review of all the features. It is only an abstract of the principal définitions and results
in computing the number of integer points in a polytope. At the final, we give an application of
this theory to Dyck path.

INTRODUCTION

Un polyèdre convexe rationnel de Um est un polyèdre dont tous les sommets
sont à coordonnées rationnelles. Si n est un entier positif, on considère le
nombre de points a du polyèdre tels que n a soit un point de Zm. Les fonctions
génératrices de ces nombres ont été étudiées par Ehrhart [4], Macdonald [6],
McMullen [7] et plus récemment par Stanley [9, 10]. La « méthode des
polyèdres convexes » permet de résoudre de manière élégante toute une
classe de problèmes combinatoires : problèmes d'échange, de distribution, de
partition, de graphes values... On trouvera de nombreux exemples dus à
Ehrhart dans [4].

(*) Reçu en septembre 1989, accepté en avril 1990.
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33400 Talence Cedex, France.

Adresse Electronique : maylis @ geocub. greco-prog. fr ou fedou @ geocub. greco-prog. fr.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
0988-3754/91/03 273 20/$4.00/© AFCET-Gauthier-Villars



2 7 4 M. DELEST, J. M. FEDOU

Le travail présenté ici est en deux parties, la première est une synthèse des
définitions et des théorèmes permettant le calcul effectif des nombres de
points à coordonnées entières dans un polyèdre, la seconde est une application
de cette méthode au dénombrement d'objets combinatoires liés à nos études
sur des nouveaux ^-analogues de Bessel que nous avons défini dans [2].

Les objets combinatoires sont les chemins de Dyck ayant k pics et tels que
la somme des hauteur des pics est n. En fait, les chemins de Dyck étant
naturellement en relation avec les arbres binaires, il s'agit d'énumérer les
arbres binaires ayant k feuilles et pondérés par un poids dépendant de la
distribution des feuilles dans l'arbre. On trouvera une explication détaillée
dans [2].

Après quelques définitions et notations, nous énonçons les théorèmes per-
mettant de ramener le calcul des fonctions sur un polyèdre à celles sur des
simplexes formant une triangulation du polyèdre. Puis nous donnons les
résultats concernant le calcul dans le cas d'un simplexe. Enfin nous donnons
une expression plus simple, due à R. Stanley, dans le cas où la triangulation
est effeuillable. Dans le dernier paragraphe nous montrons que notre pro-
blème sur les chemins de Dyck se ramène effectivement à une énumération
dans les polyèdres et nous effectuons le calcul pour les premières valeurs,
donnant ainsi de nouvelles classes d'objets combinatoires énumérés par cette
méthode. Ce dernier point était une question de R. Stanley dans [9].

1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Nous donnons dans ce paragraphe les principales définitions permettant
d'extraire les principales méthodes de calcul sur les polyèdres. Nous avons
reconstitué toutes les définitions à partir de [11].

DÉFINITION 1 : L'enveloppe convexe conv(S) d'une partie S de Um est l'in-
tersection des parties convexes de Um contenant S.

DÉFINITION 2 : Un polyèdre convexe P est l'enveloppe convexe d'un ensemble
fini.

Remarque : Soit d la dimension de P. On peut définir P comme un espace
homéomorphe à
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NOTATION : Soient x, y dans lRm, on notera x.y le p rodu i t scalaire de x

avec y.

DÉFINITION 3 : Soient y e (Rm, a e U. Soit H un hyperplan

Hy a est un hyperplan adjacent à P si

et lfune des deux conditions est vérifiée,

(1) MxeP,

(2) VxeP, x.y^a.

On peut dire intuitivement que « P est sur un côté de H ».

DÉFINITION 4 : Une face F de P est un ensemble F=HD P (éventuellement
vide), où H est un hyperplan adjacent à P. La frontière d de P est

dP= U F.
F face de.P

dim(F) = d-l

Chaque face de P est un polyèdre convexe. Chaque face d'une face de P est
une face de P. Toute face de P contenue dans une face F de P est une face
de F. Si on ordonne les faces par inclusion on obtient un ensemble partielle-
ment ordonné.

DÉFINITION 5 : Un polyèdre convexe de dimension d ayant d+ 1 sommets est
un simplexe.

Soit P un polyèdre, on définit les nombres suivants :

(P, n) = card{oceP\dP,

DÉFINITION 6 : Soit P un polyèdre. On définit les séries génératrices
suivantes :

,X)= Z i ( ^ «)*/•+1,

J(P, X)=

vol. 25, n* 3, 1991



276 M. DELEST, J. M. FEDOU

a l cc3

<a4)

(a l , a2) (a2, a4) (a3,a4) (al,a3)

Cal,aZ!a3,a4)

Figure 1. — Polyèdre de l'exemple 1 et son poset des faces.

Soit V— {a l s . . ., av} l'ensemble des sommets de P. On munit V d'un
ordre total, par exemple Tordre lexicographique sur les composantes. Soit
Wcz V, on note b(W) le plus petit sommet de Wpour cet ordre.

Exemple 1 : Un exemple très simple.

Soit P le polyèdre de IR2 défini par les inéquations :

<1 et

L'ensemble des sommets est

^ = ( 0 , 0 ) ,

oc2= (0, 1),

«3=0 ,0) ,

04=0.1)-

Ce polyèdre et l'ensemble partiellement ordonné des faces sont dessinés
figure 1.

Exemple 2, — Une pyramide.

Soit P le polyèdre de [R3 défini par le système d'inéquations :

(1)

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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X3

277

(Det (2)

(l)ct (2) et (3)

Figure 2. - Le polyèdre de l'exemple 2.

(2)

(3)

Ce polyèdre, dessiné figure 2, a pour sommets

*i= (0,0,0),

a2= (0,0,1),

oc3= (0,1,0),

a4= (1,0,0),

a s = (1,0,1).

Le poset de ses faces est donné figure 3.

DÉFINITION 7 : Un drapeau de faces <5> de P est un d+ 1-uples de faces

vol. 25, n° 3, 1991



278 M. DELEST, J. M. FEDOU

tel que dim(/r
i) = z et pour 0^i^d~l, Fi<^Fi + l {donc Fd = P). De plus un

drapeau est dit complet si

On notera A (<ï>) le simplexe de dimension d dont les sommets sont les plus
petits éléments des faces du drapeau complet. Dans les exemples qui suivent
le plus petit élément de chaque face du drapeau est en caractère gras.

Exemple 1 (suite) : Le polyèdre admet deux drapeaux complets :

* i = ((a4>5 («2> a4), (<*!, oc2, oc3, ocj),

$2 = (O4X (a3s a4), («i, a2, 0C3, a4)),

A(O1)=(a1) a2, a4),

A(*2)=(a l 9 a3, a4).

Exemple 2 (suite). — Le polyèdre admet aussi deux drapeaux complets :

* i = ((a5), (a3 , ot5), (a2, a3 , a5), (a1? a2 î a3, a4ï a5))9

^ ^ ((a5)» (a4> a5), (a3, a4, a5), (a1? a2, a3 , a4 , a5)),

A(01)=(ot l5 a2s a3, a5),

A(O2)= (als oc3, a4, a5).

(al) (O5)

(oc2,a3) (a2,cx5) (a3,a4) (a3,a5) (o4,a5)

(<x3,a4,a5)

(al,a2,a3,a4(a5)

Figure 3. — Le poset des faces du polyèdre de l'exemple 2.
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2. TRIANGULATION D'UN POLYÈDRE

L'objet de ce paragraphe est de ramener le calcul des fonctions J(P, X)
pour des polyèdres au calcul de ces mêmes fonctions pour un simplexe.

DÉFINITION 8 : Soit P un polyèdre convexe, une triangulation de P est un
ensemble Y de simplexes tels que

(i) si GET et x est une face de a, t e F,
(ii) si a, t e F alors G C\% est une face de a et de x,
(iii) U G = P.

<seP

LEMME 9 : L'ensemble engendré par l'union des simplexes A(O) associés aux
drapeaux complets <D de P est une triangulation de faces maximales (tout
sommet d'une face est un sommet de P).

Nous noterons F (P), cette triangulation de P.

La démonstration de ce lemme se fait par récurrence. Si d=0 ou 1, le
lemme est évidemment vérifié.

Supposons le lemme exact pour tout polyèdre se de dimension inférieure
à d. Toutes les faces de P de dimension d— 1 admettent une triangulation.
Considérons dP auquel on a retiré toutes les faces adjacentes à otj. Cet
ensemble admet une triangulation vérifiant le lemme par hypothèse et il suffît
alors de considérer tous les cônes issus de ai ayant pour frontières les
triangulations de cet ensemble.

Exemple 1 (suite). : Si on supprime ax on obtient {(a2> ô X (a3> a4)>
(a2), (a3), (a4)} qui est une triangulation maximale la frontière de P privé
des faces adjacentes à otj.

Tout polyèdre admettant une triangulation F(i))î on peut exprimer les
fonctions génératrices de la définition 6 en utilisant cette triangulation. On a

et

s er-ar

On en déduit le

LEMME 10:

s e r - ÔT

vol. 25, n° 3, 1991
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et

SeT

Ce lemme se montre aisément en utilisant le principe d'inclusion-exclusion.

3. ÉNUMÉRATÏONS DANS LE CAS DE SIMPLEXES

D'après le lemme 10 du paragraphe précédent, pour calculer les fonctions
génératrices de la définition 6, il suffit de calculer ces fonctions dans le cas
particulier de simplexes.

Soit S un simplexe de dimension k dans lRm de sommets (30, pl5 . . ., Pk.
Soit G le groupe abélien de Zm + 1 engendré par

G={(p, r^

Soit H le sous groupe de G engendré par les k + 1 vecteurs

où /(P) est le plus petit entier positif tel que /(P).peZm. Soit M la matrice
dont les lignes sont les vecteurs de yt. On peut montrer [9] que l'indice de H
dans G est le PGCD des mineurs (fc+l)x (k+\) de la matrice M. Nous,
notons t cet indice.

On définit les demi-ouverts

=o

f ^ 1
H Z«<Y„O<ögl[.

l i = O J

et les ensembles finis de points suivants
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THÉORÈME 11 : (Théorème fondamental). - Soit S un simpîexe de dimension
k, en utilisant les notations précédentes, on a

r - l v k

i = 0 / j = 0

r - l x k

]~I (l — X1 ^A'1

j=o

Nous donnerons la preuve de ce théorème en dimension k = 1. Dans un
premier temps, nous allons développer le calcul de J(P, X) pour l'exemple 1.

Exemple 1 (suite). — Ce polyèdre, d'après ce qui précède, admet la trian-
gulation

r (P) = {(o^ a2 a4), (ax a3 a4), (a2 a4), (at a4), (a2 ax), (a3 a4),

(a1a3), (â j , (a2), (a3), (a4)}.

Ceci utilise la définition 8 et le lemme 9. En appliquant le lemme 10, on
obtient

Calculons /((a l s a2, a4), X). On a

Po = a i=(0 ,0) et Y0=(0, 0, 1),

p1 = a2=(0, 1) et Yi=(0, 1, l),

P2 = a 4 = ( l , 1) et j2= (1,1,1).

On en déduit t=l. De plus

donc
AHnz3= {(o,o,o)}5

et par suite

De manière analogue, on obtient

vol. 25, n° 3, 1991
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et par suite

(\-xr a-A,)2

On en déduit aisément

Ce résultat peut être obtenu directement. En effet, si (x, y)eP et (nx, ny)eZ2

alors

x = - ,
n

et il y a effectivement (n+ l)2 solutions possibles.

Exemple 2 (suite) : Un calcul analogue montre que

1+X

Nous allons donner une idée de la démonstration de théorème 11 dans le
cas où k = 1, le simplexe S est donc un segment de U

Considérons les points de U2 suivants

On a
J(S, X) = JQAlt BJ, X).

Considérons les points

/«a \

) e t

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Le nombre de points à coordonnées entières de [An, Bn] est i([Au Bx], ri).

Exemple 3 (suite): Choisissons a = l , a^4, P = 2, b = 3, « = 8. On a
i([Au B,], n) = 4. Voir fig. 4,

y^ / Be

Figure 4. - Une représentation du théorème 11 en dimension 1 due à E. Ehrhart.

Les vecteurs engendrant le groupe H sont donc dans U2, Ils sont donnés
par

Yo = (oc, a) et yx = (fl,b)

car dans ce cas on a de manière évidente 1 ($0) = a et 1 (Pi) —è.
AH (resp. ÂH) correspond à l'ensemble des points inclus dans le parallélo-

gramme engendrés par les segments 0y0 et 0yx et n'appartenent pas aux

vol. 25, n° 3, 1991
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segments 0x y0 et 0 : yx (resp. 0 Yo e t 0 yx). Pour ne point alourdir le discours
nous raisonnons uniquement sur A^; un raisonnement analogue peut être fait
sur ÂH et par suite surj([A1, 2?J, n).

Tout point M du plan est « congruent » (au sens des parallélogrammes) à
au plus un point Ms du parallélogramme. Dans le cas général, tout élément
de G est « congruent » à au plus un point de H.

Si yr est l'ordonnée de Mr, tout point M a pour ordonnée yr + ka + k' b,
avec k, k' e N. Soient Mu . . ., Mt l'ensemble des points de AH à coordonnées
entières. Chacun de ces points détermine donc sur [Any Bn] autant de points
entiers que l'équation

a de solution entière. Soit/„ r le nombre de ces solutions. On a

d'où

Ceci achève la démonstration du théorème 11 en dimension 1. La démonstra-
tion en dimension supérieure à 1, s'écrit de manière analogue (mais est bien
moins visuelle !).

Exemple 3 (suite) : Le calcul de t donne la valeur 5, et les 5 points du
parallélogramme sont (0,0), (1,2), (1,3), (2,4) et (2,5), ce qui donne

J(S, X) = ( l

qui admet le développement

J(S, ?O = (1+A,4 + À,8+ . . . ) ( l + *,3 + X,6+ . . . ) ( l + X2 + ^3 + A,4 + A,5

dont le mônome de degré 8 a pour coefficient 4.

THÉORÈME 12 (théorème de réciprocité) : 7 ( ^ , X) = (- \)dJ(0>, l/X).

La preuve est immédiate en utilisant le lemme 10 et le théorème 11.
R. Stanley note dans [8] que ce genre de relation relie fréquemment deux

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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fonctions énumératrices portant l'une sur un espace et l'autre sur ce même
espace privé de sa frontière.

4. EFFEUILLAGE D'UN POLYÈDRE

Nous donnons dans ce paragraphe, une définition de l'effeuillabilité des
polyèdres [9] permettant un calcul plus simple des fonction J(P, X).

DÉFINITION 13 : Soit T(P) une triangulation de P telle que Gu G2> . . Gs

soient les faces maximales de F (P) ordonnées de façon à ce que pour tout i9

l^i^s, Gin(G1 \JG2. . .UGj-i) soit une union de facettes ((d-l)-faces)
de Gt alors F (P) est dit effeuillable et (Gu . . ., Gs) est son effeuillage.

Exemple 4 : Pour polyèdre de la figure 5, l'ordre (A, B, C> D) est un
effeuillage, {A, D, B, C) n'en est pas un.

THÉORÈME 14: Si <o est un ordre sur V(&\ la triangulation T(P) est
effeuillable.

Il suffit de « tourner autour» de o^. Pour cela on retire ax aux faces
maximales de F(/>), on obtient des faces maximales de dP ne contenant pas
o^. On parcourt alors la frontière ce qui permet d'obtenir l'ordre d'effeuillage
des faces.

THÉORÈME 15 : Soit co un ordre de Vp et T(P) effeuillable en
(Gt, G2, • . ., Gs)

ou Pi, os Pi, D * • • 5 Pird
 sont les sommets Gt et

Nous donnons une idée [5] due à A. Garsia permettant une démonstration
de ce théorème énoncé en [9J. Construisons l'ensemble F' (P) issu de F (P) de
la manière suivante

T'{P) = {Gt,G'2,...,G's},

avec

vol. 25, n° 3, 1991
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Les G'i sont des simplexes privés d'une partie de leur frontière. On a

s

J(P, X)= X J(G[, \) + J(Gu X).
1 = 2

Le fait d'effectuer le calcul sur T'(P), permet de ne pas compter deux fois
les frontières communes à plusieurs simplexes. On évite ainsi l'utilisation des
principes d'inclusion-exclusion du lemme 10.

Le calcul de la fonction J pour un simplexe G[ privé d'une partie de sa
frontière, consiste à définir des demi-ouverts

AH,i=\ Z ajjp0^aj< 1, 3jt tel que a,..#0 1.

Le fait qu'un des coefficients est non nul assure l'exclusion de la frontière.
Le calcul terminé montre alors que l'on obtient une forme semblable à celle
du théorème 15. Le calcul des nombres qitj dépend en fait de la résolution
des ensembles

Figure 5. — Un polyèdre et son effeuillage.

On obtient les nombres qttj comme somme de certains des nombres 1
On a en particulier

o,j = 0 pour tout ye[0, /O-1]

et

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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5. ÉNUMÉRATIONS DE CHEMINS DE DYCK

Dans ce paragraphe, nous donnons la définition des chemins de Dyck,
puis nous montrons l'application des dénombrants J(P, X) des polyèdres au
calcul de fonctions énumératrices des chemins de Dyck suivant le nombre de
pics et la somme de leurs hauteurs. L'intérêt de ces fonctions énumératrices
est qu'elles s'expriment à l'aide des nouveaux ^-analogues des fonctions de
Bessel que nous donnons dans [2],

Dans le plan N x N, un chemin est une séquence

(ù = (so,sl9 . . . , Jk)

de points. Le point s0 (resp. sk) est le point de départ (resp. d'arrivée) du
chemin. La longueur du chemin est k. On appelle pas élémentaire du chemin
une paire (si9 si + x). Un pas est dit Nord-Est (resp. Sud-Est), si ^ = .(x, ;/),
si + 1=(x', y') avec x' = x+\ et y'=y+\ (resp. x' = x+l, y'=y-l). On
appelle pic (resp. creux) d'un chemin un point st tel que (si_1, st) est un pas
Nord-Est (resp. Sud-Est) et (si9 si+l) est un pas Sud-Est (resp. Nord-Est).

DÉFINITION 16 : Un chemin de Dyck co est un chemin de longueur 2n
dont les pas élémentaires sont Nord-Est ou Sud-Est et tel que s0 = (0, 0) et
*2B = (2n,0).

Un chemin de Dyck est défini totalement par deux suites d'entiers, l'une
est la suite des ordonnées des pics du chemin auxquelles on a retranché 1,
l'autre est celle des ordonnées des creux du chemin. Nous notons respective-
ment p((ù) et c((o) ces deux séquences, on écrira

où k est le nombre de pics et

On définit la somme des hauteurs des pics d'un chemin œ par

u
hp(®>)= X Pt + k-

£ = 1

Nous donnons un exemple figure 6.

L'intérêt des chemins de Dyck est qu'ils sont classiquement codés par les
mots de Dyck et donc en bijection avec les arbres binaires dont nous rappelons
la définition ci-dessous.

vol. 25, n° 3, 1991
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DÉFINITION 17 : Un arbre binaire se est soit vide soit un triplet {r{sé), g {se),
d(srf)) tel que r(sé) est appelé racine de Varbre^ g {se) est un arbre binaire
appelé sous-arbre gauche et d(sé) est un arbre binaire appelé sous-arbre droit.

Un sommet d'un arbre est appelé feuille si les sous-arbres gauche et droit
sont vides. Nous nous intéresserons aux arbres binaires complets, c'est-à-dire
des arbres tels que tout sommet qui n'est pas une feuille admet deux sous-
arbres non-vides. Nous notons Bn l'ensemble des arbres binaires complets
ayant n + 1 feuilles.

Remarque : Les chemins de Dyck apparaissent naturellement dans le codage
des polyominos parallélogrammes (union de cellules élémentaires de N x f̂J
ayant des propriétés de convexité) suivant le périmètre [3]. Ce codage permet
de « lire » alors l'aire du polyomino codé comme somme des ordonnées des
pics. On trouvera dans [1] une justification de l'étude combinatoire de ces
objets. En particuler, leur liaison avec, d'une part une classe particulière de
polyominos convexes, et d'autre part avec les arbres binaires en font un objet
intermédiaire très intéressant.

On définit

où aky i est le nombre de chemins de Dyck © ayant k pics et tel que hp (a>) = i.
Remarquons que la longueur n est reliée à k et i par la relation

ï - 1

Définissons les cônes Ck de U2 k * comme les éléments (pu cl9 p2, . . .,
ck-i> PÔ vérifiant les inégalités suivantes

(i) Vi, l g i £ * - l , ct>09 (4)

(ii) • VÏ, l£i£k-h pt+1*ci9 (5)

(iii) Vf, l ^ i g f c - 1 , Pi*Ci. (6)

Soit Pk le polyèdre convexe constitué par les points de Ck vérifiant
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pics

289

(0,0)

Figure 6. - Un chemin de Dyck de Longueur 20.
ƒ>(©) = (3, 4, 1, l ) e t C(<D) = ( 2 , 0, 1) A: = 4 et A/F(a>)^ 13.

Par définition, on a

i(Pk9 m) = csiTd{xePk tel que

Le nombre de chemins de Dyck dont la somme des hauteurs des pics est
m + k et ayant k pics est le nombre de points à coordonnées entières de Ck

situés dans l'hyperplan Hk m

t = i

On a donc le résultat suivant

THÉORÈME 18 : Les fonctions génératrices ak(q) sont les fonctions énumé-
ratrices J(Pk, q) qk .

Nous donnons le calcul effectif pour fc=2 et k=3. On montre sans
difficulté que P2 est un simplexe de R3 de sommets, (1/2, 1/2, 1/2), (1, 0, 0)
et (0, 0, 1). En utilisant le théorème 11, on a

1

(l-q2Hl-q)2 et

Pour k=3, il y a six sommets : (1/3, 1/3, 1/3, 1/3, 1/3), (1/2, 1/2, 1/2, 0, 0),
(0, 0, 1/2, 1/2, 1/2), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1). Ce polyèdre
n'est pas un simplexe. On construit donc une triangulation effeuillable et on
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déduit des théorèmes 11 et 17 les égalités

( , ) = ^ ± 4 , et «,(,

En observant, par des calculs en MAPLE (language de Calcul Formel de
l'Université de Warterloo, Canada) les points extrêmaux du polyèdre, on
constate expérimentalement une certaine périodicité des coordonnées. Notons

avec

Vr, l ^ r ^ i - l , pr = cr = 0

Vr; î ^ r ^ / - l , /?r = c r=l et Pj=l9

Vr, j^r^k-\, pr+1-=cr = 0.

On démontre aisément par récurrence la

PROPRIÉTÉ 19 : En utilisant la notation précédente, on a

Ai A2

i

Figure 7. — Les arbres associés à JP3.

On déduit alors le

COROLLAIRE 20 : Les sommets du polyèdre Pk sont des points

b A

Les sommets de Pk s'obtiennent comme intersection des droites OAt j avec
l'hyperplan HK1. On en déduit le corollaire 20. Nous allons déduire de la
propriété 19, un procédé de construction d'une triangulation de Pk. Pour
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chaque élément a de Q à coordonnées entières, on construit récursivement
un arbre (p(ot) de Bk en utilisant la définition récursive suivante.

Soit ot = Q?l5 cu . . ., pk-u cfc-i, pk). Soit t le plus petit indice tel que ct est
minimum.

Si k = 1, q>(a) = (/?ls 0 , 0 ) sinon décomposons a en

a = cti4tfB + (pi, c'u . . .,/?;, 0, . . ., 0) + (0, . . ., 0,p't+l9 c't+u . . .,p'k\

avec

V l ^ r ^ f c - 1 , p'r=pr-ct, c'r = cr-ct et p'k=Pk~cv

On définit alors

<p(a)=(ct, cp(o;5 ci,.. . ,/?;)), cp((p;+1, c
r
t+u.. .,K)))-

On obtient ainsi des arbres binaires complets étiquetés. En fait, si on renu-
mérote les feuilles de l'arbre de 1 à k dans l'ordre préfixe (de gauche à
droite), les indices définissant les points bit j intervenant dans la décomposition
de a, apparaissent comme intervalle de numérotation [i,j] des feuilles d'un
arbre issu d'un sommet interne de cp(ot). Soit T(cp(a)) l'ensemble des points
bitp tels qu'il existe un sommet de <p(oc) dont les feuilles sont numérotées de
i à ƒ II résulte de cette construction la

PROPRIÉTÉ 21 : Pour chaque arbre binaire se de Bk, l'enveloppe convexe de
T{sé) est un simplexe de [R2*"1 C\HK ^ et l'ensemble de ces simplexes forme
une triangulation de Ph.

Exemple : On peut calculer en utilisant cette propriété les simplexes associés
aux arbres de la figure 7 qui correspondent au polyèdre P3. On obtient

= {blt l9 b2t29
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