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0. Introduction

Un d-tissu "If/ de (C2, 0) est défini par d feuilletages (d  2) de courbes
analytiques complexes lisses de (C2, 0) en position générale; on s’intéresse
à l’étude géométrique de telles configurations, c’est-à-dire à un isomorphisme
local 0: (C’, 0) - (C’, 0(0» près (cf. le livre classique de W. Blaschke et G.
Bol [B-B], et l’article de S. S. Chem [C]).
On rappelle que si {Fi(x, y) = cstel sont les d feuilles de W où

Fi~{x,y} et Fi(O) = 0, le rang de "Ir, noté rg W est la dimension du
C-espace vectoriel si des relations abéliennes de W où

on sait que rg W ne dépend pas du choix des Fi et que l’on a les inégalités
suivantes:

Un d-tissu est linéaire si ses d feuilles sont des (morceaux de) droites de
2, non nécessairement parallèles; par exemple, le d-tissu de (P2,0) con-
stitué par les tangentes issues d’un point générique à une courbe algébrique
C de p2 de classe d est linéaire. Si le d-tissu 11/ est linéaire, l’existence d’une
relation abélienne 03A3di=1 gi(Fi)dFi = 0 avec gi(Fi) ~ 0 pour 1  i  d per-
met, grâce au théorème de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367), de
montrer que W est associé, par dualité, à une courbe algébrique de p2 dont
le degré est d; dans ce cas, le théorème d’Abel entraîne que le rang de W
est maximal (i.e. rg W = 2{d - 1)(d - 2)) (en ce qui concerne les propriétés
des tissus linéaires de (2, 0), cf. l’appendice ci-dessous).
On dit qu’un d-tissu 11/ est linéarisable s’il existe un isomorphisme local
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~: (C2, 0) ~ (C2, ~(0)) qui transforme W en un d-tissu linéaire. On sait
depuis l’exemple de Bol (cf. remarque 1) qu’il existe des d-tissus de (C2, 0)
dont le rang est maximal et qui ne sont pas linéarisables.
Dans ce qu suit, on se propose de répondre à la question suivante de S.

S. Chern (cf. [C], p. 6): déterminer les d-tissus de (e2, 0) dont le rang est
maximal et qui sont linéarisables. Plus précisement, on va caractériser ces
derniers et décrire (pour d  4) toutes les linéarisations possibles. Les
résultats obtenus ci-dessous complètent et prolongent l’étude de cas par-
ticuliers faite dans le chapitre 3 du livre de W. Blaschke et G. Bol cité plus
haut.

Si l’on désigne par P, = Pkbk ~ {x,y}[b] le polynôme associé à un
d-tissu W de (C2, 0) introduit dans [Hé] (cf. §l ci-dessous) (les d feuilles de
"Ir vérifient l’équation différentielle du second ordre y" = Pw(x, y; y’)), on
a le résultat suivant:

Soit j// un d-tissu de (C2, 0) dont le rang est maximal, alors nJj/ est

linéarisable si et seulement si deg Pw  3.

La démonstration de ce résultat pour d  4 (cf. § 3) utilise fondamentale-
ment les propriétés géométriques de l’espace des relations abéliennes de o%’
rappelées dans la Section 1 et complétées dans les Sections 2 et 3, et donne
une description géométrique des linéarisations possibles de 1r.
Pour la commodité du lecteur, on a regroupé dans un appendice les

résultats essentiels (et leurs démonstrations) concernant la géométrie des
tissus linéaires de (C2, 0).
Pour terminer cette introduction, on se doit de rappeler que la classifi-

cation des tissus de (C2,0) dont le rang est maximal et qui ne sont pas
linéarisables reste à faire.

1. Rappels et introduction des notations

Soit 1r un d-tissu de (C2, 0); les d feuilles de j// sont les courbes de niveau
{Fi = este} d’éléments Fi ~ C{x, y} vérifiant Fi(0) = 0 et en position générale
(i.e. dFi n dFj(0) ~ 0 pour 1  i  j  d). On peut supposer, quitte à faire
un changement linéaire de coordonnées, que les feuilles de W sont les

courbes intégrales des d champs de vecteurs suivants:

Xi = ~x + bi~y pour 1  i  d

où bi ~ C{x,y} avec bi(0) ~ bj(O) pour 1  i  j  d.
On dit que W est linéarisable s’il existe un isomorphisme local

~:(C2, 0) - (C2, ~(0)) qui transforme 1r en un d-tissu linéaire (i.e. un
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d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux de) droites de c2, non
nécessairement parallèles).

A. Polynôme associé à "Ir (cf. [Hé])

D’après l’hypothèse de position générale, il existe un unique élément Pw =

Pkbk de C{x, y}[b], appelé le polynôme associé à 1r, tel que l’on ait:

Les d feuilles de 1r sont les graphes d’éléments yi ~ C{x} qui vérifient
l’équation différentielle du second ordre:

et l’on a le résultat suivant:

THÉORÈME 1. Pour d  4, W est linéarisable si et seulement si,
deg P,  3 et (Po, Pl, P2, P3) vérifie le système différentiel non linéaire

suivant:

REMARQUE 1. On désigne par e le 5-tissu de Bol de C’; ce 5-tissu de
rang maximal (cf. [Bo]) est constitué par 4 pinceaux de droites de e2 dont
les sommets sont en position générale et de l’unique famille des coniques
passant par ces sommets. Le 5-tissu é0 n’est pas linéarisable; ce résultat
connu est une conséquence immédiate de ce qui précède puisque
deg P 91 = 4.

B. Géométrie de l’espace des relations abéliennes (cf. [C-G])

Soit W un d-tissu de (e2, 0) avec d  4 et dont le rang r = rg 1Y = dimc d
est maximal (i.e. r = 1 2(d - 1)(d - 2) où
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Soit (yiJ(F j» 1 id une base de A; puisque le rang 11/ est maximal on peut
définir, d’après une idée de H. Poincaré (cf. [P]), d germes d’applications
de rang 1

en posant

Les d points Zi ne dépendent que du tissu 11/ et non du choix des Fi, et un
changement de base pour W se traduit sur les Zi par un automorphisme
linéaire de pr - 1 .

Chaque Zi définit un germe de courbe analytique complexe lisse

(Ci, Zi(0)) dans Pr-1 et l’on désigne par Z’i(x, y) un point (distinct de
Zi(x, y)) de la tangente à Ci en Zi(x, y).
Par construction on a 03A3di=1 Zi dFi = 0 et puisque le rang 11/ est maximal,

l’hypothèse de position générale permet de montrer que les d points Z,(x, y)
engendrent un sous-espace linéaire Pd-3(x, y) de P’’-1 de dimension d - 3.
De plus, par dérivation de la relation 03A3di=1 Zi dFi = 0 on obtient que les 2d
points Zi(x, y) et Z’i(x, y) engendrent un sous-espace linéaire P2d-6(X, y) de
Pr-1 de dimension 2d - 6. Ce que l’on résume par

Les d points Zi(x, y) sont en position générale dans Pd- 3(x, y) (i.e. (d - 2)
points quelconques pris parmi les Zi(x, y) ne sont pas dans un hyperplan
de Pd-3(x, y)), il existe donc une unique courbe rationnelle normale de
Pd-3(x, y), notée E(x, y), qui passe par les Z,(x, y) pour 1  i  d. Pour (x, y)
fixé, et à un automorphisme linéaire près de pd - 3(X, y), la courbe algé-
brique E(x, y) admet la paramétrisation suivante:

Chaque courbe E(x, y) de Pd-3(x, y) est donc lisse, irréductible, non
dégénérée si d  5 (i.e. E(x, y) n’est pas contenue dans un hyperplan de
Pd-3(x, y)) et de degré minimal, à savoir d - 3.
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2. Application de Darboux-Blaschke pour les tissus de (C2, 0) dont le rang est
maximal

Soit 1r un d-tissu de (C2, 0) avec d  4 et dont le rang r = rg 1r est
maximal (r = 2(d - 1)(d - 2)).
En s’inspirant de G. Darboux (cf. [D]) et W. Blaschke (cf. [B]), on pose

avec les notations du §1:

où

Grâce à la relation 03A3di=1 Zi dFi = 0 et puisque l’on peut supposer que
{Z3(X, y), Z4(x, y),..., Zd(x, y)} = Pd-3(x, y), l’expression E définit une ap-
plication

appelée application de Darboux-Blaschke de 11’, qui représente la famille
U(x,y) e(C2,O) E(x, y) de Pr-1 des courbes rationnelles normales E(x, y) c
pd- 3(X, y) au voisinage de E(O) = E(o, 0).

En effet, on a
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puisque la relation 03A3di=1 Zi dFi = 0 entraîne

(on a Xi(Fi) = 0 pour 1  i  d où Xi = ôx + biay). Ce qui montre que E
est polynômiale en b de degré d - 3 et à coefficients dans C{x, y}; de plus,
on a

Ainsi, à (x, y) fixé, l’application b  E(x, y; b) paramétrise la courbe

rationnelle normale E(x, y) c pd- 3(X, y).
Le sous-espace linéaire {E, ô6(E), ~y(E)} de Pr-1 est de dimension 2; en

particulier rg(x,y;b)E  2.
En effet, chaque courbe E(x, y) est lisse et si ~y(E) ~ {E, ~b(E)} alors

ce qui est absurde puisque l’on peut supposer que

d’où le résultat.

LEMME. Si Pw = I:::APkbk est le polynôme associé à "IY, alors l’applica-
tion de Darboux-Blaschke E de ir vérifie la relation suivante:

En particulier, on a deg P,  3 si et seulement si, rg(x,y;b)E est constant et
égal à 2.



253

DÉMONSTRATION. D’après (A), on a

puisque Xi(Fi) = 0 pour 1  i  d où Xi = ôx + bj~y. Par définition on a

et d’après ce qui précède

Ce qui montre que l’on a

par définition de P,(P,(x, y; 6J = Xi(bi) pour 1  i  d).
D’après (A), on a
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et

Ce qui montre que l’on a

d’où la relation du lemme d’après ce qui précède. Enfin, si deg Pw  3,
alors d’après la relation précédente D,,(E) E {E, ab(E), DY(E)J d’où rg E = 2
(on rappelle que par définition, on a E(x, y; bi) = Zi(x, y) dans Pr-1 pour
1  i  d).

Inversement, si rg E = 2 alors Dx(E) E {E, ab(E), ay(E)j et la relation

précédente montre que l’on a

Comme auparavant, on a

d’où

par définition de E. De même,
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Plus généralement, on obtient ainsi

pour 5  k  d - 1. Ce qui montre, de proche en proche, que Pd - 1 = ... 
= P4 = 0 grâce à la relation (R) ci-dessus et puisque le sous-espace linéaire
{E, ob(E), D2 (E), ..., ~d-3b(E)} de pr-1 est de dimension d - 3. Ce qui
achève la démonstration du lemme. D

COROLLAIRE. On suppose que deg P,  3, alors par tout point
E(xo, yo; bo) de E(xo, yo) passe exactement une famille à 1-paramètre
d’éléments de ~(x,y)~(C2,0)E(x, y), et chaque membre de cette famille différent
de E(x o, yo) ne rencontre E(xo, yo) qu’au point E(xo, yo; bo).

DEMONSTRATION. Soient (Ej)1jr les composantes de E, on peut
supposer que l’on a El(xo, yo; b0) ~ 0 et localement

D’après la relation du lemme précédent et puisque P, = Po + P 1 b +
P2b2 + P3b 3 , chaque Ej/E1 vérifie l’équation aux dérivées partielles du
premier ordre suivante:

Ainsi, E-1(E(x o, yo; bo)) est la courbe caractéristique de l’équation ci-dessus
qui passe par (x o, yo; bo), c’est-à-dire la solution du système différentiel

qui passe par (xo, yo; bo). Autrement dit, E-1(E(x o, yo; b0)) est la courbe
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X  (x, y(x); y’(x)) où y(x) est l’unique solution de l’équation différentielle
du second ordre y"(x) = Pw(x, y(x); y’(x)) telle que y(x o) = yo et

y’(xo) = bo. Ce qui montre que la famille à 1-paramètre cherchée est

(chaque membre de cette famille passe par E(x o, yo; bo) en b = y’(x)). De
plus si E(x o, Yo; Po) = E(x 1, y(x1);03B21) pour (x0, Yo) =1= (x 1, y(x 1)) suffisam -

ment voisins, alors Po = bo et 03B21 = y’(x1) puisqu’il existe une unique
solution de y" = Pw(x, y; y’) qui passe par (x0, Yo) et (x 1, y(x 1)), à savoir
y(x). 1:1

3. Détermination des tissus de rang maximal de (e2, 0) qui sont linéarisables

Soit "Ir un d-tissu de (C2, 0) avec d  2 et dont le rang est maximal (i.e.
rg J%’ = 1 2(d - 1)(d - 2) = r). Si d = 2 (resp. 3) alors il est bien connu que
"Ir est linéarisable, et même parallélisable puisqu’il existe un isomorphisme
local ~ : (C2, 0) - (C2, ~(0)) qui transforme W en un tissu linéaire dont les
feuilles sont 03BE = cste, 17 = cste (resp. 03BE = este, 17 = cste et 03BE + il = cste

puisque dans ce cas l’on a une relation abélienne non triviale:

On suppose désormais que l’on a d  4.
On rappelle qu’une surface de Veronese de Pr-1 est une surface algébrique

V de Pr-1 paramétrée, à un automorphisme linéaire près de Pr-1, par

autrement dit, V est déterminée par la donnée d’une base du C-espace
vectoriel des polynômes homogènes de degré d - 3 de C[z0, Zl, Z2]. Une
surface de Veronese de pr-1 = p(1/2)d(d - 3) est lisse, irréductible, non dégén-
érée pour d  5 (i.e. non contenue dans un hyperplan de Pr-1) et de degré
(d - 3)2; pour d = 5, c’est "la" surface usuelle de Veronese de P5 qui de plus
dans ce cas (et seulement dans ce dernier) est non dégénérée et de degré
minimal, à savoir 4.

THÉORÈME 2. Soit 11/ un d-tissu de (C2,0) avec d  4, de polynôme
associé Pw et dont le rang r est maximal (i.e. r -1 d - 1)(d - 2)), alors les
conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) 7Y est linéarisable;
(ii) la famille ~(x,y) e(C2,O) E(x, y) est contenue dans une surface de Veronese

V de Pr-1;
(iii) deg Pw  3.

DEMONSTRATION. (i)~(iii). C’est une conséquence du théorème 1.

(iii)~(i). Quitte à modifier l’ordre des composantes Ej de l’application de
Darboux-Blaschke E de ff", on peut supposer d’après le lemme précédent
que l’application

vérifie rg = 2; de plus, d’après le corollaire qui précède et le théorème de
Bézout dans P’, chaque courbe algébrique e(x, y) de p2 (i.e. paramétrée par
b  e(x, y; b)) est une droite (e(x o, yo) et e(x, y(x)) ont exactement un point
commum pour (x o, Yo) =1= (x, y(x)). Par dualité, on obtient 0: (e2, 0) ~
(P2, 4J(O) en posant ~(x, y) = e(x, y), et par construction 0 linéarise "Ir; en effet
~({Fi(x, y) = cstel) est la droite de p2 qui correspond à e(x, y; bi(x, y)) et

l’hypothèse de position générale montre que 0 est un isomorphisme local:

(ii)=&#x3E;(i). Soit v : P2 ~ 03BD(P2) = V ~ Pr-1 le plongement de la surface de
Veronese V n ~(x,y)~(2,0) E(x, y), alors v-’(E(x, y)) est une droite de Pl puisque
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et l’on conclut comme dans (iii)~(i) en posant 0(x, y) = v-1(E(x, y)) E p2,
(i)~(ii). On peut supposer que W est linéaire, c’est-à-dire Fi = y - x. bi où
Xi(bi) = 0 pour 1  i  d (cf. [Hé], §2), et l’on obtient d germes d’applications
de rang 1

en posant Ui(x, y) = [1, bi(x, y), F,(x, y)]. Puisque W est de rang maximal, il

existe une relation abélienne d’algébrisation 03A3di=1gi(Fi)dFi = 0 où gi(Fi) ~ 0
pour 1  i  d; grâce au théorème de Lie- Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367 et
appendice §4) il existe une courbe algébrique réduite r = {f(s, t) = 01 de p2
de degré d (non nécessairement irréductible et éventuellement singulière)
contenant les d germes de courbes analytiques lisses de p2 définis par les Ui.
Autrement dit, on a iJI" = 2r où 2r est le d-tissu linéaire de P " associé, par
dualité, à la courbe algébrique r c p2. Si 03C90393 est le faisceau dualisant de r,
alors H0(0393, 03C90393) est engendré sur C par

Or d’après le théorème d’Abel (cf. appendice §3), H°(r, (Or) est C-isomorphe à
l’espace vectoriel si des relations abéliennes de "Ir, ce qui montre que (dans ce
cas) l’on peut supposer que l’on a

pour 1  i  d. D’où le résultat, puisque dans ce cas on obtient

REMARQUE 2. Au cours de la démonstration du théorème 2, on a obtenu la
description suivante d’un d-tissu 1%’ de (e2, 0) de rang maximal et linéarisable
(d  4), via l’espace vectoriel SI! de ses relations abélienes: la linéarisation ~
définie par e est unique, à un automorphisme linéaire de p2 près (cf. [Hé]) et 0
transforme 1%’ en le d-tissu linéaire 2 r de 2 associé, par dualité, à une courbe
algébrique réduite r de ¡p2 de degré d. La description de la courbe r c ¡p2 est
la suivante: chaque germe de courbe Ci défini par Zi est contenu dans une
courbe algébrique C = v(r) de pr-l tracée sur la surface de Veronese

est le plongement définissant K La courbe algébrique C de Pr-1 contenant les
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Ci est non nécessairement irréductible, éventuellement singulière, non dégén-
érée (i.e. non contenue dans un hyperplan de Pr-1: le rang de "Ir est maximal!)
et de degré d(d - 3).

REMARQUE 3. On notera, d’après ce qui précède, que les relations abéliennes
d’un d-tissu W de (C2, 0) dont le rang est maximal permettent de "résoudre
géométriquement" le système différentiel non linéaire (*) du théorème 1.

REMARQUE 4. Pour d = 4, la condition (iii) du théorème 2 est toujours
vérifiée et le résultat (resp. la démonstration) (iii)=&#x3E;(i) du théorème 2 est celui
(resp. celle) classique de Poincaré:

Tout 4-tissu 1X’ de (C2, 0) dont le rang est maximal est linéarisable

(dans ce cas, (x, y)  ~(x, y) = e(x, y) = P1(x, y) E 2 est l’application de Poin-
caré de "Ir (cf. par exemple [C-G]))

Appendice

Dans cet appendice on a regroupé quelques résultats classiques sur la
géométrie des courbes algébriques de p2 et détaillé les démonstrations des
théorèmes de base concernant la géométrie des tissus linéaires de (C2, 0).
On reconnaitra l’influence de l’article "Variations on a theorem of Abel"

de P. A. Griffiths [G], ainsi que la démonstration de G. Darboux du
théorème de Lie concernant les surfaces de translation (cf. [D]).

1. Rappels sur la géométrie des courbes algébriques de p2 (cf. [B-P-V],
[G-H], [H])

Soit C = {f(s, t) = 01 une courbe algébrique réduite de p2, non nécessaire-
ment irréductible et éventuellement singulière dont le degré est d = deg f.
Puisque C est réduite, le lieu singulier Sing (C) = {f = fs = f = 0} où
fs = ôflbs et f = ~f/~t est constitué d’un nombre fini de points de C.
On désigne par n : é - C la normalisation de C; C est une variété

projective lisse non nécesairement connexe: si C = Uk-1 Ei est la décom-
position (finie) de C en composantes connexes, alors C = ki=1 n(Ci) est la
décomposition de C en composantes irréductibles Ci = n(Ci); de plus,
njé, : Ci ~ Ci est la normalisation de C;.
On note x(C) = di me HO(C, (9c) - dimcH1(C, (9c) la caractéristique

d’Euler-Poincaré de C, et p.(C) = 1 - x(C) le genre arithmétique de C.
Si Pc est le polynôme de Hilbert de C (i.e. associé à C[z,, zl Z2]/
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(F(z 0, zl, z2)) où f(s, t) = F(l, s, t», alors Pc(v) = d. v + x(C). Or

ce qui montre que l’on a

D’après l’additivité de x, la normalisation de C donne

d’où la formule suivante:

où gi = dimc H1(Ci, (9ë,) = pa(Ci) est le genre géométrique de Ci (i.e. le

genre arithmétique de la normalisation de Ci).
On rappelle que

où Jl( Ci, p) est le nombre de Milnor de la singularité (isolée) p de Ci, et rp
est le nombre de branches locales en p de la courbe C;.

Soit coc le faisceau dualisant de C; les sections locales de 03C9C sont de la

forme

Si C est lisse, Wc = Q¿. La dualité de Serre et la connexité de C

impliquent:

dimCH0(C, wc) = dimCH1(C, (Dc)
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Soit Çlp2(C) le faisceau des 2-formes méromorphes sur à pôles simples
le long de C; les sections locales de QÉ2(C) sont de la forme r(ds n dt)/ f où
r ~ (9c. Le résidu de Poincaré sur C, noté Resc, donne la suite exacte sur P2:

où l’on rappelle que

Puisque l’on a

dimCHi(P2, 03A92P2) = dimC

la suite exacte précédente induit un isomorphisme:

H0(P2, 03A92P2(C))  H0(C, 03C9C).
Toute fonction méromorphe sur p2 est rationnelle; ainsi tout élément de

H0(P2, 03A92P2(C)) s’écrit localement r(s, t) (ds 1B dt)/f(s, t) où r ~ C[s, t] avec la
condition qu’il n’y ait pas de pôles à l’infini. Si s = 1/s’ et t = t’/s’ alors
f(s, t) = f(s’, t’)/(s’)d, et l’on a

On doit donc avoir deg r - d + 3  0; or

ce qui permet de retrouver l’égalité:

dimC H0(C, wc) = i(d - 1)(d - 2).

2. Théorème d’Abel: version différentielle de P. A. Griffiths (cf. [G])

Une droite générale H E p2 coupe transversalement C en d points lisses

distincts, et l’on a une correspondance d’incidence
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la première projection induit un morphisme x : I - P2 génériquement fini, de
branches locales

où (x, y = tx + s) sont des coordonnées locales sur P2.

Pour toute 1-forme rationnelle co sur C, il existe une 1-forme rationnelle

Trace(co) sur P " définie par Trace(co) = 03A3di=1 1 P*1(03C9). Si localement sur C, on a
Q) = r(ds)/ft) = -r(dt)/fs) avec r ~ C[s,t] alors

localement sur p2 où pour (x, y) fixé,

En effet, on a f(y - bi . x, b,) = 0; d’où
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puisque F’(b) = -x(~f/~s) + of/ote Par suite:

Ainsi:

Pour (x, y) fixé, le polynôme F à des zéros simples, à savoir les bi = bi(x, y) et
pour k  0 d’après la formule des résidus:

où F(0) ~ 0 et b = 1/b’. Si de plus, deg r  d - 3 alors pour k = 0 où 1 on a
k + deg r - d + 2  0; ce qui montre que

Ainsi, d’après l’écriture locale du morphisme Trace, on obtient le résultat

suivant:

THÉORÈME 1. Pour tout WEHO(C, mc),

3. Tissu linéaire associé à une courbe algébrique de P2

Soit C = {f(s, t) = 01 une courbe réduite de p2, de degré d = deg f. Avec
les notations qui précédent, toute droite Hp[-y,x,1={[1,s,t]; - y + tx + s = 0)
voisine de H[0,0,1] dans p2 coupe C en d points lisses distincts P,(x, y) =
(y - bi(x, y). x, bi(x, y)).

Par dualité on obtient un d-tissu linéaire Yc de (e2,0) = (P2, H[0,0,1]) où
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l’on regarde e2 dans p2 via le plongement (x, y)[-y,x,1]; les d feuilles de
Lc passant par (x o, yo) sont les droites distinctes

On appelle Lc "le" tissu linéaire associé à la courbe algébrique C de /p2.
Si l’une des composantes irréductibles de C est une droite projective Di, alors

la i-ième famille des feuilles de .;:LJ c est le pinceau de droites passant par Di où
Di est le point p2 qui correspond par dualité à la droite Di de /p2. Si aucune
composante irréductible de C est une droite projective alors les d feuilles de Lc
passant par (x o, yo) sont les d tangentes à la courbe duale C c p2 de C qui
passent par (xo, yo): on rappelle que C est l’adhérence de l’image du morphisme
C - Sing(C) ~ p2 défini par c  T(C, c) où T(C, c) est la tangente à la courbe
C au point c; de plus, la classe de C (i.e. le degré d de la courbe duale C de
P2) est donnée par (cf. [T]):

où p(C, p) (resp. m((C, p)) est le nombre de Milnor (resp. la multiplicité) de la
singularité (isolée) p de C.

Par transversalité, on a des isomorphismes ni : (C, 0)  (C, Pi(O)) où ni(s) =
[1, s, 03BEi(s)], et l’on a P, = ni ai avec ai(x, y) = y - bi(x, y). x, soit b, = 03BE(ai); en
particulier le d-tissu linéaire Lc est défini par les {ai = cstel, et les champs de
vecteurs associés à Efc sont Xi = ôx + bi~y.

Soit wEHO(C,wc); localement sur (C,Pi(O» on a ne(co) = gi(s) ds où
gi ~ C{s}; d’après le théorème d’Abel (cf. §2) on obtient:

On a ainsi construit une application C-linéaire

définie par 03B8(03C9) = (g i(aJ) i où d est le C-espace vectoriel des relations

abéliennes du d-tissu linéaire !f c de (C2, 0) = (P2, H[0,0,1]).
On va montrer que 0 est un isomorphisme. Soit (gi(ai))i ~ A, il suffit d’après

ce qui précède et le lemme d’extension de Griffiths (cf. [G], p. 385) de
construire au voisinage de H[0,0,1] dans p2 une 2-forme 03A9=(r(s, t)/
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f(s, t)) ds A dt dont le résidu de Poincaré Resc(Q) = w vérifie localement sur
(C, P;(0)) l’égalité n*i(03C9) = g,(s) ds; soit encore

au voisinage de 0 ~ C2.
Le vecteur

est non nul pour (x, y) voisin de OE e2, et est tangent à C en P,(x, y); d’où

Ce qui montre que si à (x, y) fixé, on pose F(b) = f(y - bx, b) alors on a:

D’après la formule d’interpolation de Lagrange, la fonction

vérifie pour (x, y) fixé:

LEMME. On suppose que l’on a Ed-1 gi(ai) dai = 0, alors la fonction

vérifie ~x(03BB) + b~y(03BB) = 0.

DÉMONSTRATION. D’après l’hypothèse 03A3di=1 gi(ai)~y(ai) = 0, ce qui montre
que l’on a
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d’où

Ainsi,

puisque Xi(ai) = Xi(bi) = 0 où Xi = Gx + bby. Ce qui donne le résultat. D

D’après le lemme ci-dessus, la fonction l(t, x, tx + s) ne dépend pas de x, ce
qui montre que la fonction

est holomorphe au voisinage de H[0,0,11 dans p2. Or

ce qui prouve que 0 est un isomorphisme. En particulier, d’après ce qui précède
on a le résultat suivant:

THÉORÈME 2. Soit C une courbe algébrique réduite de p2 dont le degré est d.
Alors le rang du d-tissu linéaire Ife associé à C est maximal et égal au genre
arithmétique de la courbe C, ou encore

4. Algébrisation des tissus linéaires de (C2, 0)

Soit 2 un d-tissu linéaire de (C2, 0). Quitte à faire un changement linéaire
de coordonnées, on peut supposer que les champs de vecteurs associés à 2
sont Xi = Ox + bi. Oy avec Xi(bi) = 0 (cf. [Hé], §2).

Les feuilles du d-tissu 2 sont définies par {ai = este} où ai(x, y) =
y - bi(x, y). x puisque Xi(bi) = 0; de plus, on a bi = 03BEi(ai) avec 03BEi ~ C{s}.
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On pose Ui(x, y) = [1, ai(x, y), çi[ai(x, y)]], alors les Ui définissent d
germes de courbes analytiques lisses (0393i, Ui(0)) dans p2 qui sont trans-
verses à la droite H[0,0,1] ~ P2 en d points distincts Ui(O) = [1, 0, bi(O)]; de
plus, pour (x, y) voisin de 0 ~ C2, c’est-à-dire pour

voisin de H[0,0,1] dans p2, on a:

Par transversalité, on a des isomorphismes ni : (C, 0)  (ri, Ui(0)) où ni(s) =
[1, s, 03BEi(s)] et des applications Pi: (H[0,0,1], P2) ~ (ri, Ui(0)) où P,(H) = H. ri
= U,(x, y) = ni 0 ai(X’ y) avec H = H[-y,x,1].

THÉORÈME 3 (Lie, Darboux,..., Griffiths). On suppose qu’il existe une

relation abélienne du d-tissu linéaire 2 de la forme 03A3di=1 gi(ai) dai = 0 avec
g,(a,) :0 0 pour tout 1  i  d. Alors il existe une courbe algébrique réduite r de
p2, non nécessairement irréductible et éventuellement singulière dont le degré est
d et qui contient les germes (03931, Ui(0)), et un élément W E HO(r, wr) tel que
localement sur (ri, Ui(0)) on ait n*i(03C9) = g,(s) ds. En particulier 2 est le d-tissu
linéaire associé à la courbe r de p2 (i.e. 2 = 2 r).

DÉMONSTRATION. D’après le lemme d’extension de Griffiths (cf. [G], p.
385) et ce qui précède, il suffit de construire une 2-forme méromorphe S2 au
voisinage de H[0,0,1] dans p2 dont la variété polaire est 03A3di=1 0393i et telle que
n*i[Res0393i(03A9)] = gi(s) ds sur (F,, Ui(0)). En effet, l’extension fi de S2 s’écrit alors
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localement Q = (r(s, t)/ f (s, t)) ds A dt avec r et f dans C[s, t], deg r  d - 3 où
d = deg f.

Soit 2(b, x, y) = 03A3di=1 gi(ai)Oy(ai)/b - b,(x, y), d’après le lemme du §3 la

fonction 2(t, x, tx + s) ne dépend pas de x. La 2-forme

est méromorphe au voisinage de H[0,0,1] dans P2 de variété polaire 03A3di=1 ri
puisque pour tout 1  i  d on a gi(ai) =1= 0 et a,(x, y) = y - bi(x, y). x, soit
bi(x, y) = bi(x, bi. x + ai). De plus, on a n*i[Res0393i(03A9)] = gi(s) ds sur (Fi, Ui(0))
puisque

et

Ce qui démontre le théorème.
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