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0. Introduction

Un d-tissu # de (C?,0) est défini par d feuilletages (d > 2) de courbes
analytiques complexes lisses de (C2,0) en position générale; on s’intéresse
a I’étude géomeétrique de telles configurations, c’est-a-dire a un isomorphisme
local ¢:(C?, 0) - (C?, ¢(0)) pres (cf. le livre classique de W. Blaschke et G.
Bol [B-B], et I'article de S. S. Chern [C]).

On rappelle que si {F,(x,y) =cste} sont les d feuilles de #  ou
F,eC{x,y} et F,(0) =0, le rang de #", noté rg # est la dimension du
C-espace vectoriel &/ des relations abéliennes de %~ ou

]
oA = {(gi(Fi))l$i<d; g;€C{t} et Z, gi(F))dF; = 0}§

on sait que rg ¥ ne dépend pas du choix des F; et que I'on a les inégalités
suivantes:

0 <rg# <3d—1)d—2).

Un d-tissu est linéaire si ses d feuilles sont des (morceaux de) droites de
C2, non nécessairement paralléles; par exemple, le d-tissu de (P2,0) con-
stitué par les tangentes issues d’un point générique a une courbe algébrique
C de P? de classe d est linéaire. Si le d-tissu #~ est linéaire, ’existence d’une
relation abélienne X¢_, g,(F,)dF; =0 avec g,(F;) # 0 pour 1 <i<d per-
met, grice au théoréme de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367), de
montrer que # est associé, par dualité, 4 une courbe algébrique de P? dont
le degré est d; dans ce cas, le théoréme d’Abel entraine que le rang de #~
est maximal (i.e. rg #" = 4(d — 1)(d — 2)) (en ce qui concerne les propriétés
des tissus linéaires de (C?,0), cf. 'appendice ci-dessous).

On dit qu'un d-tissu # est linéarisable s’il existe un isomorphisme local
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¢:(C? 0) > (C%, ¢(0)) qui transforme #  en un d-tissu linéaire. On sait
depuis I’exemple de Bol (cf. remarque 1) qu’il existe des d-tissus de (C2,0)
dont le rang est maximal et qui ne sont pas linéarisables.

Dans ce qu suit, on se propose de répondre a la question suivante de S.
S. Chern (cf. [C], p. 6): determiner les d-tissus de (C2, 0) dont le rang est
maximal et qui sont linearisables. Plus précisement, on va caractériser ces
derniers et décrire (pour d > 4) toutes les linéarisations possibles. Les
résultats obtenus ci-dessous complétent et prolongent I’étude de cas par-
ticuliers faite dans le chapitre 3 du livre de W. Blaschke et G. Bol cité plus
haut.

Si I'on désigne par P, = Z{Z§ P,b*e C{x, y}[b] le polyndome associé a un
d-tissu W~ de (C?, 0) introduit dans [Hé] (cf. §1 ci-dessous) (les d feuilles de
W vérifient I’équation différentielle du second ordre y” = P,.(x, y; ")), on
a le résultat suivant:

Soit W un d-tissu de (C?,0) dont le rang est maximal, alors W est
linearisable si et seulement si deg P, < 3.

La démonstration de ce résultat pour d > 4 (cf. §3) utilise fondamentale-
ment les propriétés géométriques de I’espace des relations abéliennes de #~
rappelées dans la Section 1 et complétées dans les Sections 2 et 3, et donne
une description géométrique des linéarisations possibles de #.

Pour la commodité du lecteur, on a regroupé dans un appendice les
résultats essentiels (et leurs démonstrations) concernant la géométrie des
tissus linéaires de (C2,0).

Pour terminer cette introduction, on se doit de rappeler que la classifi-
cation des tissus de (C2,0) dont le rang est maximal et qui ne sont pas
linéarisables reste a faire.

1. Rappels et introduction des notations

Soit # un d-tissu de (C2, 0); les d feuilles de # sont les courbes de niveau
{F; = cste} d’¢léments F,e C{x, y} vérifiant F;(0) = O et en position génerale
(ie. dF;AdF;(0) # 0 pour 1 < i <j < d). On peut supposer, quitte a faire
un changement linéaire de coordonnées, que les feuilles de #~ sont les
courbes integrales des d champs de vecteurs suivants:

X;=0,+b0, pour 1<i<d
o b;e C{x, y} avec b;(0) # b;(0) pour 1 <i<j<d.

On dit que #  est linéarisable s’il existe un isomorphisme local
¢:(C?,0) - (C2,¢(0)) qui transforme # en un d-tissu lineaire (ie. un
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d-tissu dont les feuilles sont des (morceaux de) droites de C?, non
nécessairement paralléles).

A. Polynome associe a W~ (cf. [Hé])

D’aprés 'hypothése de position générale, il existe un unique élément Py, =
T4z Pb* de C{x, y}[b], appelé le polyndéme associe a W, tel que l'on ait:

degP,<d—1 et P,(x,y;b)=X;(b) pour 1<i<d.

Les d feuilles de #~ sont les graphes d’¢léments y,e C{x} qui vérifient
I’équation différentielle du second ordre:

V'=Py(x,y;¥),

et 'on a le résultat suivant:

THEOREME 1. Pour d>=4, W est linearisable si et seulement si,
deg P, <3 et (Py, Py, P,, P;) vérifie le systeme différentiel non lineaire
suivant:

0%(P3) — 20,0,(Py) + 307(Po) + 6Po0,(P3) — 3P,0,(Po)
— 3Py0,(P,) + 3P30,(P,) + 2P,0,(P,) — P,0,(P,) =0
30UP;) — 20,0,(P;) + 85(Py) — 6P30,(P,) + 3P,0,(P3)
+ 3P30,(Py) — 3Po0,(P3) — 2P,0,(P,) + P,0,(Py) =0 (%)

REMARQUE 1. On désigne par # le 5-tissu de Bol de C2; ce 5-tissu de
rang maximal (cf. [Bo]) est constitué par 4 pinceaux de droites de C? dont
les sommets sont en position générale et de 'unique famille des coniques
passant par ces sommets. Le 5-tissu & n’est pas linéarisable; ce résultat

connu est une conséquence immédiate de ce qui précéde puisque
deg Py =4.

B. Geometrie de I’espace des relations abéliennes (cf. [C-G])
Soit #” un d-tissu de (C?,0) avec d > 4 et dont le rang r = rg ¥ = dim &/

est maximal (i.e. r = 3(d — 1)d — 2) ou

o = {(gi(Fi))lSiSni; g€ C{t} et Z g;(F,)dF; = 0}.

i=1
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Soit (pi(F,) 15isd une base de o7 ; puisque le rang %~ est maximal on peut

définir, d’aprés une idée de H. Poincaré (cf. [P]), d germes d’applications
de rang 1

Z;:(C%, 0~ (P, Z,(0)
en posant
Z,1 = DlEF), y2EF), ..., ¥i(F )]

Les d points Z; ne dependent que du tissu #~ et non du choix des F;, et un
changement de base pour &/ se traduit sur les Z; par un automorphisme
linéaire de P" 1.

Chaque Z; définit un germe de courbe analytique complexe lisse
(C;, Z,(0)) dans P"~! et I'on désigne par Z(x, y) un point (distinct de
Z,(x,y)) de la tangente a C; en Z,(x, y).

Par construction on a £{_, Z;dF; = 0 et puisque le rang #~ est maximal,
I’hypothése de position générale permet de montrer que les d points Z;(x, y)
engendrent un sous-espace linéaire P?~3(x, y) de P"~! de dimension d — 3.
De plus, par dérivation de la relation £{_, Z,dF; = 0 on obtient que les 2d
points Z,(x, y) et Z{(x, y) engendrent un sous-espace linéaire P??~%(x, y) de
Pr~1 de dimension 2d — 6. Ce que 'on résume par

{Z(x, y)} =P 73(x, )
{Zi(x, y); Zi(x, y)} = P27 8(x, ).

Les d points Z,(x, y) sont en position générale dans P?~3(x, y) (i.e. (d — 2)
points quelconques pris parmi les Z;(x, y) ne sont pas dans un hyperplan
de P473(x, y)), il existe donc une unique courbe rationnelle normale de
P?~3(x, y), notée E(x, y), qui passe par les Z,(x, y) pour 1 < i < d. Pour (x, y)
fixé, et & un automorphisme linéaire prés de P?~3(x, y), la courbe algé-
brique E(x, y) admet la paramétrisation suivante:

b-[1, b, b?,...,b*"3].

Chaque courbe E(x,y) de P?"3(x,y) est donc lisse, irréductible, non
dégénérée si d > 5 (i.e. E(x, y) n’est pas contenue dans un hyperplan de
P?~3(x, y)) et de degré minimal, a savoir d — 3.
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2. Application de Darboux-Blaschke pour les tissus de (C2, 0) dont le rang est
maximal

Soit #~ un d-tissu de (C2,0) avec d >4 et dont le rang r =rg#  est
maximal (r = 3(d — 1)d — 2)).

En s’'inspirant de G. Darboux (cf. [D]) et W. Blaschke (cf. [B]), on pose
avec les notations du §1:

d
B(x, y; b =Tits, 35 ). 3, 200 7
i=1

-

ou

d
T(x, y; b) = [] (b — b) = b* + 6,6 + 6,0 2 + --- + g,

i=1

Grice a la relation £¢_; Z,dF; =0 et puisque 'on peut supposer que
{Z4(x, ¥), Z4(%, Y)s - - -5 Zy(x, y)} = P 3(x, y), I'expression E définit une ap-
plication

E:(C?0) x P! > Pr-1

appelée application de Darboux-Blaschke de W, qui represente la famille
U(x,y)E(CZ,O) E(x,y) de P"~! des courbes rationnelles normales E(x,y) <
P4~ 3(x, y) au voisinage de E(0) = E(0, 0).

En effet, on a

1 ¢ 1 ¢ R
E(x, y; b)=r1.{5 2 (F)Zi+1; ; b0, (F)Z;+7 Y. b,?ay(F,.)zi+...}

=1 b* i=1
d d .
=pi-1 (Z ay(Fi)Zi>+bd—2 (Z bo,(F)Z;+0, Y, ay(pi)zi)
= i=1 i=1
d d 4
+b43 (Z b?0,(F)Z;+0, ), bd,(F)Z;+0, ), ay(Fi)Zi)+-~-
=l =1 i=1

d d d
=b"_3(z b,~25y(F,~)Z,->+b"'4<z b0, (F)Z;+0, Z b,-zay(F,-)Z,.>
i i=1 i

i=1 i=1
d

, d
+b"_5<-21 bo,(F)Z;+a, Y, b0,(F)Z;+0, Z bizay(Fi)Zi>+m

i=1 i=1

d
+ 'Zx b~ 1ay(Fi)Zi +0,

d d
) b:‘i—zay(Fi)Zi"'"' +04-3 .;1 bizay(Fi)Zi
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puisque la relation X{_, Z, dF; = 0 entraine
d d
Z 0,(F)Z;=0= Z biay(Fi)Zi (A)
i=1 i=1

(ona X;(F)=0pour 1 <i<douX,;=0d,+ b,0). Ce qui montre que E
est polynémiale en b de degré d — 3 et a coefficients dans C{x, y}; de plus,
ona

d
E(x, y; ) = Y bf0,(F)Z; et E(x, y;b)=2Z,(x,y) pourl<i<d.

i=1

Ainsi, a (x,y) fixé, lapplication b~ E(x, y; b) paramétrise la courbe
rationnelle normale E(x, y) = P?~3(x, y).

Le sous-espace linéaire {E, 0,(E), 0,(E)} de P~ est de dimension 2; en
particulier rg, ,,,E > 2.

En effet, chaque courbe E(x, y) est lisse et si 0,(E) € {E, 0,(E)} alors

d d d
w2 (3 oz + v (§ worzie e, 3 viorrz:)

d
+ - +04-3 ), b}0,(F)*Z;=0 modulo {Z;}

i=1

ce qui est absurde puisque I’on peut supposer que

{Z3(x, Y), - os Zy(x, ¥); Za(X, ¥), ..., Zo(x, y)} = P?70(x, y),

d’ou le résultat.

LEMME. Si P, = X{Z} P,b* est le polynome associe a #", alors l'applica-
tion de Darboux-Blaschke E de W~ verifie la relation suivante:

E E E
0, ('ﬁ) + bo, (ﬁ) + 0, {[PO + P,b + P,b* + P,b’] -ﬁ}

4 b#o (F) 4 p=19 (F)
=P,. y v z. _ LIRS A Ay,
P2 e P Ty e

En particulier, on a deg P, < 3 si et seulement si, rg,,,E est constant et
egal a 2.
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DEMONSTRATION. D’aprés (A), on a

d 4 (b —b)o,(F;

a(F) d ba(F)

bz Zi= L 4

E o)
Pt A

=

puisque X;(F;) =0 pour 1 <i<dou X; =0, + b;0,. Par définition on a

(1)=2 (;’_)

_ 3 & 0u(FO,(F) , o 0x(b)O,(F)
55 “o-b ZT X o-by 2

.-

i=1 b" i i=1

et d’aprés ce qui précéde

E & O(F)
% <b ﬁ) =% (i=1 b—b; Zi)

L 0.0(F) , _ & GENRE) 5 & ,6)0.(F)
L hop A E T b AT A by &

Ce qui montre que I'on a

E E _ d Xi(bi)ay(Fi)
% (ﬁ) b9, <ﬁ> =X by &

i B (F) 4 bo(F)
=P, Y 25Dz p 3 2D
DI ey SR SOV ey 2
i b1, (F)
+Pd_,..;——(b_;.)2 z,

par définition de P,(P,(x, y; b;) = X;(b;) pour 1 < i <d).
D’aprés (A), on a

4 9,(F) E
Eb bZ m
a b,d,(F, b —b) + b)d,(F, E
h b—() Z(( b):’)() z=b.E,

I
[
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4 b2o,(F) & (=byb —b) + bb)o, F) , _ 2 E
i=zl b—bi Zi—i=z1 b— b =b ﬁ

et

LOBRO,F) , _ & (=bib —b) + 66D, (F)
i=21 b—1b; Zi—i=21 b — b, “

d

E
=Y b}O(F)Z, + b3.ﬁ

Ce qui montre que 'on a

4 o (F, 4 b2, (F,
PO'Z(I)%(I;‘))TZJ"*'"""P?' Z(b (b)ZZ.'

i=1 i=1

E
= -0, {[PO + P,b + P,b* + P3b3].ﬁ},

d’ou la relation du lemme d’aprés ce qui précéde. Enfin, si deg P, < 3,
alors d’aprés la relation précédente 0,(E) € {E, 9,(E), 0,(E)} d’ou rgE =2
(on rappelle que par définition, on a E(x, y; b)) = Z,(x, y) dans P"~! pour
1<i<a).

Inversement, si rg E =2 alors 0,(E)€{E, 0,(E), 0,(E)} et la relation
précédente montre que ’on a

: bi‘ay( ) - b0, (F)

o L omby Lt P L STy

Z; = 0 modulo {E, 0,(E)}.

(R)

Comme auparavant, on a

4 p*a (F, d :

3 bio,(F) Z,=—Y b},(F)Z,+b I:_ Y bizay(F,-)Zi+b3.£]

i=1 b—b, i=1 i=1 n
d’ou

& bfo,(F; -

5 8% 5 5 125 (F)z, modulo (E,5,(E))

i=1 (b“‘bi) i=1 Y

- 1 55 %7(E) modulo (E,0,(E)}

par définition de E. De méme,
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& b0, (F) d . 4 .
,-; (b—b))? Zi= ‘,; b70,(F)Z;+2b i; b?0,(F)Z; modulo {E, 0,(E)}
1

T (d—4)

0i~*E) modulo {E, 8,(E), 1~ 3(E)}.

Plus généralement, on obtient ainsi

4 bk, (F)

Lo-by?

— 1 d—k+1 d—k+2 d—3
—m ab (E) modulo {E, ab(E), 6,, (E), sesy 6,, (E)}

pour 5 < k <d — 1. Ce qui montre, de proche en proche, que P,_, = -
= P, = 0 grice a la relation (R) ci-dessus et puisque le sous-espace linéaire
{E, 0,(E), 02(E), ..., 03 3%E)} de P! est de dimension d — 3. Ce qui
acheve la démonstration du lemme. O

COROLLAIRE. On suppose que deg P, <3, alors par tout point
E(xg, yos bg) de E(xo,y,) passe exactement une famille a 1-paramétre
d’élements de | ). ec0) E(%, ), et chaque membre de cette famille different
de E(x, y,) ne rencontre E(x,, y,) qu'au point E(x, yo; bo)-

DEMONSTRATION. Soient (E;)1<j<r les composantes de E, on peut
supposer que I'on a E (x,, yo; by) # 0 et localement

E E
E=l;%n¢4}
[ E, E,

D’aprés la relation du lemme précédent et puisque P, = P, + P.b +
P,b* + P,b3, chaque E;/E, vérifie 'équation aux dérivées partielles du
premier ordre suivante:

0, (2) + bd,(2) + P,d,(z) = 0.

Ainsi, E”Y(E(x o, yo; bo)) est la courbe caractéristique de 'équation ci-dessus
qui passe par (x,, yo; bo), C’est-a-dire la solution du systéme différentiel

dx_dy _ db
1 b P,

qui passe par (X, Yo; bo). Autrement dit, E~}(E(x, yo; b)) €st la courbe
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x~»(x, y(x); ¥'(x)) ou y(x) est 'unique solution de I'équation différentielle
du second ordre y’(x) = P,(x, y(x); y'(x)) telle que y(xo) =y, et
y'(xo) = by. Ce qui montre que la famille & 1-paramétre cherchée est

b~ E(x, y(x); b)

(chaque membre de cette famille passe par E(xg, yo; by) €n b = y'(x)). De
plus si E(xo, o3 Bo) = E(x1, ¥(x1); B1) POUr (xg» yo) # (xy, y(x,)) suffisam-
ment voisins, alors f,=b, et B, = y(x,) puisqu’il existe une unique
solution de y” = P, (x, y;¥') qui passe par (xg, yo) €t (x, y(x,)), & savoir

y(x)- O

3. Détermination des tissus de rang maximal de (C?2, 0) qui sont linéarisables

Soit #” un d-tissu de (C2,0) avec d > 2 et dont le rang est maximal (i.e.
rg W =4d — 1)d —2) =r). Si d = 2 (resp. 3) alors il est bien connu que
W est linéarisable, et méme parallélisable puisqu’il existe un isomorphisme
local ¢ :(C?2,0) - (C2, ¢(0)) qui transforme #~ en un tissu linéaire dont les
feuilles sont & = cste, n = cste (resp. £ = cste, n =cste et & + n = cste
puisque dans ce cas I'on a une relation abélienne non triviale:

9,(F,)dF, +g,(F;)dF,+g3(F3)dF;=0= d(g(F )+ g 2(F2)+Gs(F ).

On suppose désormais que ’'on a d > 4.
On rappelle qu'une surface de Veronese de P"~! est une surface algébrique
V de P"~! paramétrée, 3 un automorphisme linéaire prés de P*~1, par

(b, )~ [1; b, t; b, bt, %;...,t97%];

autrement dit, V est déterminée par la donnée d’une base du C-espace
vectoriel des polynémes homogénes de degré d — 3 de C[z,, z;,2,]. Une
surface de Veronese de P"~ ! = P(1/2)4@=3) egt lisse, irréductible, non dégén-
érée pour d > 5 (i.e. non contenue dans un hyperplan de P"~ 1) et de degré
(d — 3)% pour d = 5, Cest “la” surface usuelle de Veronese de P° qui de plus
dans ce cas (et seulement dans ce dernier) est non dégénérée et de degré
minimal, a savoir 4.

THEOREME 2. Soit % un d-tissu de (C2,0) avec d >4, de polyndme
associé P, et dont le rang r est maximal (i.e. r = ¥d — 1)d — 2)), alors les
conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) # est linéarisable;
(i) la famille \ ), ec20) E(x, y) est contenue dans une surface de Veronese
V de P~ 1
(iii) deg P, < 3.

DEMONSTRATION. (i)=>(iii). Cest une conséquence du théoréme 1.
(iii)=>(i). Quitte a modifier 'ordre des composantes E; de I'application de
Darboux-Blaschke E de #”, on peut supposer d’aprés le lemme précédent
que l'application

e=[E,, E,, E;]:(C? 0) x P! - P?

vérifie rg = 2; de plus, d’aprés le corollaire qui précéde et le théoréme de
Bézout dans P2, chaque courbe algébrique e(x, y) de P? (i.e. paramétrée par
b~ e(x, y; b)) est une droite (e(x o, y,) et e(x, y(x)) ont exactement un point
commum pour (X, yo) # (X, y(x)). Par dualité, on obtient ¢:(C?0)—
(I]VJ’Z, ¢(0)) en posant ¢(x, y) = e(x, y), et par construction ¢ linéarise #7; en effet
d({Fi(x, y)=cste}) est la droite de P2 qui correspond a e(x, y; b;(x, y)) et
I’hypothése de position générale montre que ¢ est un isomorphisme local:

(€"0) v (T ) el
¢

(i)=(i). Soit v:P? - v(P?) =V < P! le plongement de la surface de
Veronese V o | )i, ecr0) E(x, ¥), alors v~ '(E(x, y)) est une droite de P? puisque

d — 3 = deg[v(v™ (E(x, y)))] = (d — 3).deg[v™"(E(x, y))]
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et 'on conclut comme dans (iii)=-(i) en posant ¢(x, y) = v~ (E(x, y)) ePp2.
(i)=(ii). On peut supposer que #  est linéaire, c’est-a-dire F; =y — x.b; ou
X;(b) = 0 pour 1 <i<d(cf. [HE], §2), et 'on obtient d germes d’applications
de rang 1

U;:(C? 0) > (P2, U(0)

en posant Uy(x, y) = [1,b,(x, y), Fi(x, y)]. Puisque #” est de rang maximal, il
existe une relation abélienne d’algébrisation ¢, g,(F;) dF,= 0 ou g,(F) # 0
pour 1 < i < d; grice au théoréme de Lie-Darboux-Griffiths (cf. [G], p. 367 et
appendice §4) il existe une courbe algébrique réduite I' = {f(s, #) = 0} de P?
de degré d (non nécessairement irréductible et éventuellement singuliére)
contenant les d germes de courbes analytiques lisses de P? définis par les U,.
Autrement dit, on a #" = & ou ZLr est le d-tissu linéaire de p2 associé, par
dualité, a la courbe algébrique I' = P2 Si w,. est le faisceau dualisant de T,
alors H(T', w;) est engendré sur C par

st

— ds ou0<i+j<d-—3.

0,(fXs, 1)

Or d’aprés le théoréme d’Abel (cf. appendice §3), HYT, w,) est C-isomorphe a
I'espace vectoriel & des relations abéliennes de #7, ce qui montre que (dans ce
cas) I’on peut supposer que I'on a

Zx, ) =L by, y — x.bs b, (v — x.bby(y — x.b)*5...,(» — x.b)" %]
pour 1 < i <d. D’ou le résultat, puisque dans ce cas on obtient
E(x, y; b) =[1; b,y — x.b; b, (y — x.b)b, (y — x.b)%...,(y — x.b)*7%]. O

REMARQUE 2. Au cours de la démonstration du théoréme 2, on a obtenu la
description suivante d’un d-tissu #” de (C2,0) de rang maximal et linéarisable
(d = 4), via l'espace vectoriel o/ de ses relations abélienes: la linéarisation ¢
définie par e est unique, a un automorphisme linéaire de P? prés (cf. [Hé]) et ¢
transforme #” en le d-tissu linéaire #- de P2 associé, par dualité, a une courbe
algébrique réduite I' de P? de degré d. La description de la courbe I' = P? est
la suivante: chaque germe de courbe C; défini par Z; est contenu dans une
courbe algébrique C = 1(I') de P"~! tracée sur la surface de Veronese

Vo ) E(xy) ouv:P?-5uP?) =VcpP!

(x.y) €(C2,0)

est le plongement définissant V. La courbe algébrique C de P"~! contenant les
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C; est non nécessairement irréductible, éventuellement singuliére, non dégén-
érée (i.e. non contenue dans un hyperplan de P"~!: le rang de #~ est maximal!)
et de degre d(d — 3).

REMARQUE 3. On notera, d’aprés ce qui précéde, que les relations abéliennes
d’un d-tissu #~ de (C?,0) dont le rang est maximal permettent de “résoudre
géométriquement” le systeme différentiel non linéaire (*) du théoréme 1.

REMARQUE 4. Pour d =4, la condition (iii) du théoréme 2 est toujours
vérifiee et le résultat (resp. la démonstration) (iii)=>(i) du théoréme 2 est celui
(resp. celle) classique de Poincaré:

Tout 4-tissu W de (C2, 0) dont le rang est maximal est linearisable

(dans ce cas, (x, y) ~ ¢(x, y) = e(x, y) = P(x, y) € P? est I'application de Poin-
caré de ¥ (cf. par exemple [C-G]))

Appendice

Dans cet appendice on a regroupé quelques résultats classiques sur la
géométrie des courbes algébriques de P? et détaillé les démonstrations des
théorémes de base concernant la géométrie des tissus linéaires de (C2,0).

On reconnaitra 'influence de l'article “Variations on a theorem of Abel”
de P. A. Griffiths [G], ainsi que la démonstration de G. Darboux du
théoréme de Lie concernant les surfaces de translation (cf. [D]).

1. Rappels sur la géométrie des courbes algébriques de P2 (cf. [B-P-V],
[G-H1, [H])

Soit C = {f(s, t) = 0} une courbe algébrique réduite de P, non nécessaire-
ment irréductible et éventuellement singuliére dont le degré est d = deg f.
Puisque C est réduite, le lieu singulier Sing (C) = {f = f, = f, =0} ou
f.=10f/0s et f,=0f/0t est constitué d’un nombre fini de points de C.

On désigne par n:C — C la normalisation de C; C est une variété
projective lisse non nécesairement connexe: si C = k= C‘,- est la décom-
position (finie) de C en composantes connexes, alors C = | J5 ; n(C) est la
décomposition de C en composantes irréductibles C; = n(C)); de plus,
ne,: C; — C; est la normalisation de C;.

On note x(C) = dimc HYC, Oc) — dimc HY(C, Oc) la caractéristique
d’Euler-Poincaré de C, et p,(C) = 1 — x(C) le genre arithmetique de C.

Si P est le polyndome de Hilbert de C (i.e. associé a C[z,,z,z,]/
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(F(z g, 21, 25)) OU f(s,8) = F(1, s, ), alors Po(v) =d.v + x(C). Or
2 2—d
P =("37)-("2 )
=dv+l—%(d—1)(d —-2)
ce qui montre que I'on a
1
Pul€) =5 (@ — Xd —2)

D’apreés I'additivité de g, la normalisation de C donne

PC) =p(C)+ Y 5,

peSing(C)

d’ou la formule suivante:

%(d—l)(d—2)=igi+l—k+ Y 9,
i=1

peSing(C)

ou g; = dimcH‘(éi,Og,) = p,(C) est le genre géométrique de C; (ie. le
genre arithmétique de la normalisation de C)).
On rappelle que

26,=uC;,p) +r,—1

ou u(C;, p) est le nombre de Milnor de la singularité (isolée) p de C;, et r,
est le nombre de branches locales en p de la courbe C,.

Soit wc le faisceau dualisant de C; les sections locales de w. sont de la
forme

ds de .
= —r— ourel..

"

Si C est lisse, wc = Q¢ La dualité de Serre et la connexité de C
impliquent:

dim¢ HY(C, wg) = dim HY(C, 0)
=p,(C) = 3(d — 1)d —2).
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Soit Q%(C) le faisceau des 2-formes méromorphes sur P? a pdles simples
le long de C; les sections locales de Qa:(C) sont de la forme r(ds A dt)/ f ou
re 0. Le résidu de Poincaré sur C, noté Res, donne la suite exacte sur P

0 - Q% - Q(C) > w.—0

ou I’'on rappelle que

dsadt ds dt
Res, |r ——|=r—= —r— surC.
C( A ) Je £

Puisque 'on a

, . 1sii=2
dim. H(P?, Q%) = dim. H2 (P2, Op:) =
ime H'(P?, Qp:) = dim¢ (P2, Op2) {0 sinon,

la suite exacte précédente induit un isomorphisme:

HO(P?, Q2:(C)) > HY(C, w,).

Toute fonction méromorphe sur P? est rationnelle; ainsi tout élément de
HO(P?, Q2:(C)) s’écrit localement r(s, t) (ds A dt)/ f(s, t) ot re C[s, t] avec la
condition qu’il n’y ait pas de pdles a l'infini. Si s =1/s" et t =¢'/s’ alors

f(s, 1) = (s, )/s), et 'on a

r(s,t)dsAdt F(s, t)ds' Adt

f(S, t) - (sl)deg r—d+ 37(5’, t’) :

On doit donc avoir degr —d + 3 <0; or

dim{reC[s,t];degr <d — 3} = <2 +d- 3)

d-3
ce qui permet de retrouver I'égalité:

dime HY(C, o) = 4(d — 1)d — 2).

2. Théoréme d’Abel: version différentielle de P. A. Griffiths (cf. [G])

Une droite générale HeP? coupe transversalement C en d points lisses
distincts, et I’on a une correspondance d’incidence
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{(H,c)eP? x C; ceH} = IcP? x C;

ul Pg/

IIVJ’Z

la premiére projection induit un morphisme n:I — P2 génériquement fini, de
branches locales

Pix, y) = —bi(x, y).x, bi(x, y)

ou (x, y = tx + s) sont des coordonnées locales sur P2,

+

{s=0}= Hygony Hioyuony= {[1,s1t], —y +tx +s=0}

Pour toute vl-forme rationnelle w sur C, il existe une 1-forme rationnelle
Trace(w) sur P? définie par Trace(w) = Z¢- ; PXw). Si localement sur C, on a
o =r(ds)/ f) = —r(dr)/ f,) avec reC[s, t] alors

i R[b(x, y)]
<1 Fbi(x, y)]

Trace(w) = (dy — by(x, y) dx)

localement sur P2 o pour (x, y) fixé,
F(b) = f(y — bx,b) et R(b) =r(y — bx,b).
En effet, on a f(y — b;.x,b;) = 0; d’ou

<_b._ab,. >6f ob, of of

=0=F(b). ——b, =

)t

ab, \of _ob, of )
(1_$‘x)as+a 0= F(b') + s
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puisque F'(b) = —x(0f/0s) + 0f/dt. Par suite:

F(b)db-F’(b)(ab‘d +abd)_——f(dy b,.dx).

0
Ainsi:
Trace(w) = Z P¥ [ %]

d R[b;] db, & RLb1
= L Toasy —bixb) & Flbd

(dy — b;.dx).

Pour (x, y) fixé, le polyndme F a des zéros simples, a savoir les b; = b,(x, y) et
pour k > 0 d’aprés la formule des résidus:

a b"R(b) a b*R(b)
Z Z res bi < F(b) db)

__ b*R(b) R) )
=TI, < F(b) db> ((b/)k+des r-a+zf:(b/) db

ou F(0) #0 et b=1/b". Si de plus, degr < d — 3 alors pour k=0 ou 1 on a
k + degr — d + 2 < 0; ce qui montre que

Rb) _ & bR(b)
2 F6) ~ & Fb)

= 0.

Ainsi, d’aprés I’écriture locale du morphisme Trace, on obtient le résultat
suivant:

THEOREME 1. Pour tout we H(C, w),

Trace(w) = i P¥(w) = 0.
i=1

3. Tissu linéaire associé a une courbe algébrique de P>

Soit C = {f(s, t) = 0} une courbe réduite de P?, de degré d = deg f. Avec
les notations qui précédent, toute droite H—,, x,1)= {[1,s,t]; —y+tx+s=0}
voisine de Hjg,o,1; dans P2 coupe C en d points lisses distincts P;(x, y) =
(v — bilx, y) . x, b(x, y)). ,

Par dualite on obtient un d-tissu linéaire & de (C?,0) = (P2, Hg,0,1) 0l
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I'on regarde C? dans P2 via le plongement (x, y) ~»[—y, x, 1]; les d feuilles de
& passant par (x, y,) sont les droites distinctes

{—=y + bi(xq, Yo)x + yo — bi(x0, yo)xo = 0}.

On appelle & “le” tissu lineaire associe a la courbe algebrique C de P2.

Si I'une des composantes irréductibles de C est une droite projective D; alors
la i-iéme famille des feuilles de £ est le pinceau de droites passant par D ou
D est le point P2 qui correspond par dualité a la droite D, de P2. Si aucune
composante irréductible de C est une droite projective alors les d feuilles de £
passant par (x,, y,) sont les d tangentes a la courbe duale CcP?deC qui
passent par (X, yo): on rappelle que C est 'adhérence de Pimage du morphisme
C — Sing(C) —» P? défini par ¢~ T(C, ¢} ou T(C, ¢) est la tangente & la courbe
C au point c; de plus, la classe de C (i.e. le degré d de la courbe duale C de
P2) est donnée par (cf. [T]):

peSing(C)

ou u(C, p) (resp. m((C, p)) est le nombre de Milnor (resp. la multiplicité) de la
singularité (isolée) p de C.

Par transversalité, on a des isomorphismes n;:(C, 0) > (C, P;(0)) ou n,(s) =
[1,s,&(s)], et’'on a P, = n;°a; avec a;(x, y) = y — bi(x, y).x, soit b, = &(a;); en
particulier le d-tissu linéaire % est défini par les {a; = cste}, et les champs de
vecteurs associés a £ sont X; = 0, + b;0,.

Soit we HY(C, w,); localement sur (C, P,(0)) on a n¥w) = g,(s)ds ou
g;€ C{s}; d’aprés le théoréme d’Abel (cf. §2) on obtient:

d

Y. a¥(gi(s) ds)

i=1

d
Y. ga)da, = 0.
i=1

Trace(w) = i P¥w)

On a ainsi construit une application C-linéaire
0:H°(C, wp) » o

deéfinie par Ow) =(g;(a;)); ou & est le C- -espace vectoriel des relations
abeliennes du d-tissu lineaire £ de (C2, 0) = (IP’ Hio,0,17)-

On va montrer que 0 est un isomorphisme. Soit (g;(a;);€ <, il suffit d’aprés
ce qui précéde et le lemme d’extension de Griffiths (cf. [G], p. 385) de
construire au voisinage de Hpo, dans P? une 2-forme Q= (r(s, t)/
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f(s, 1)) ds Adt dont le résidu de Poincaré Res.(Q) = w vérifie localement sur
(C, P,(0)) I'égalite n¥(w) = g,(s) ds; soit encore

ra;, b) = gi(a) . fi(a;, b)

au voisinage de 0e C2.
Le vecteur

0 0,(a; 1 — x0,(b;
on3]- (5] ]
est non nul pour (x, y) voisin de 0e C?, et est tangent 4 C en Py(x, y); d’ou
(1 — x0,(b) f(a;, b) + 9,(b) fi(a:, b)
Ce qui montre que si a (x, y) fixé, on pose F(b) = f(y — bx, b) alors on a:
F'(b)0,(a) = (—xf(ai, b) + fi(a;, b)) (1 — x0,(b)
= f(a;, b).

D’aprés la formule d’interpolation de Lagrange, 1a fonction

gi(ai)ay(ai)

hb, x, 3) = fly = bx, b). ¥ =

verifie pour (x, y) fixé:
h(b;, x, y) = gi(ai)ay(ai)F’(bi)
= gi(a) . f(a;,b).

LEMME. On suppose que I'on a £¢_ | g,(a;) da; = 0, alors la fonction

d
Ab, x, y) = .;1 g_,(%%)j

verifie 0,.(2) + bd,(2) =0

DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése ¢, gi(a;)d,(a) = 0, ce qui montre
que 'on a

=0

b,z (a.)a (a) Z‘:bg.(a)a (@) _ g": (b - bli,)g_i(‘;i')ay(ai)
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d’ou
4 big(a)o (a-))
bd (1) =0 =t ).
o < b—b,
Ainsi,

8,(A) +bd,(2) = Ed: 0,[g:(a)d,(a)] + 0,[b;g,(a)0 (a)]

b5,
d gi(ai)ay(ai)ax(bi) + bigi(ai)ay(ai)ay(bi) _
v =% =0

puisque X;(a)) = X;(b) =0 ou X; = d, + b;d,. Ce qui donne le résultat. []
D’aprés le lemme ci-dessus, la fonction A(t, x, tx + s) ne dépend pas de x, ce
qui montre que la fonction
r(s, 1) = f(s,2) . Az, x, tx + 5)
= h(t, x,tx + )

est holomorphe au voisinage de Hg o,;; dans P2. Or

r(a;, b) = h(b;, x,b;.x + a)
= h(bb X, y) = gi(ai) 'f;(ab bl)

ce qui prouve que 6 est un isomorphisme. En particulier, d’aprés ce qui précéde
on a le résultat suivant:

THEOREME 2. Soit C une courbe algébrique reduite de P? dont le degré est d.
Alors le rang du d-tissu lineaire ¥ associe a C est maximal et egal au genre
arithmetique de la courbe C, ou encore

dime o = dimg H(C, o) = p,(C) = ¥d — 1Xd — 2).

4. Algébrisation des tissus linéaires de (C2,0)

Soit £ un d-tissu linéaire de (C2,0). Quitte a faire un changement linéaire
de coordonnées, on peut supposer que les champs de vecteurs associés a &
sont X; = 0, + b;.0, avec X;(b;) = 0 (cf. [HE], §2).

Les feuilles du d-tissu % sont définies par {a; = cste} ou a(x,y) =
¥y — bi(x, y) . x puisque X;(b;) = 0; de plus, on a b; = ;(a;) avec &€ C{s}.
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On pose U;(x, y) = [1, a;(x, y), &;[ai(x, y)]], alors les U,; définissent d
germes de courbes analytiqlvles lisses (I';, U;(0)) dans P? qui sont trans-
verses a la droite Hyo,,1;€ P? en d points distincts U;(0) = [1,0, b,(0)]; de
plus, pour (x, y) voisin de 0 C2, c’est-a-dire pour
H[_’,‘x’u = {[1, S, t]; -y +ix+s= 0}

voisin de Hyo 0,1, dans P2, on a:

Ui(x,y)eH{_,,1; pourtoutl <i<d.

t Pt
/
’ U, (x, \ i
FL \\ UUD) ’\:2 I-\C TP
]
:\ /
\ -—
H
H[o,o,»!] ["3'1"1]

Par transversalité, on a des isomorphismevs n;:(C, 0) > (I';, U;(0)) ou nys) =
[1,s,&(s)] et des applications P;:(H g 0,13, P?) — (I';, U;(0)) ou P,(H) = H.T;
= Ui(xa y) = nioai(x, .V) avec H = H[—y.x,l]-

THEOREME 3 (Lie, Darboux, ..., Griffiths). On suppose qu'il existe une
relation abélienne du d-tissu lineaire & de la forme Xi_,g,(a;)da; =0 avec
gi(a;) # 0 pour tout 1 < i < d. Alors il existe une courbe algébrique réduite T de
P2, non nécessairement irréductible et éventuellement singuliere dont le degre est
d et qui contient les germes (T;, U,(0)), et un élement we HAT, wy) tel que
localement sur (T';, U;(0)) on ait n¥(w) = g,(s) ds. En particulier & est le d-tissu
lineaire associé a la courbe T de P? (ie. & = &}).

DEMONSTRATION. D’apres le lemme d’extension de Griffiths (cf. [G], p.
385) et ce qui précéde, il suffit de construire une 2-forme méromorphe Q au
voisinage de Hpo,1; dans P? dont la variété polaire est /-, T'; et telle que
n¥[Resr(Q)] = gi(s) ds sur (T;,U,(0)). En effet, I'extension Q de Q s'écrit alors
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localement Q = (r(s, 1)/ f (s, ©))ds Adt avec r et f dans C[s, ], degr < d — 3 ou
d=deg f.

Soit A(b, x,y) = Z{-1g,a)d,(a)/b — bi(x, y), daprés le lemme du §3 la
fonction A(t, x, tx + s) ne dépend pas de x. La 2-forme

Q= Mt x,tx + s)dsAndt
est méromorphe au voisinage de Hg ) dans P? de variété polaire == T;
puisque pour tout 1 <i<d on a g;(a;) #0 et a;(x,y) =y — b;(x, y).x, soit
bi(x, y) = bi(x, b;.x + a;). De plus, on a n¥[Resr,(2)] = g,(s) ds sur (T';, U;(0))

puisque

a(x, tx +s) =tx +s—by(x, tx +s).x
=s sur(l';, Uy(0)),

et

o[t —bi(x, tx +5)] =1 —x.0,(b)x, tx + 5)
=0d,(a)x, tx + s).

Ce qui démontre le théoréme. O
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