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Wolters-Noordhoff Publishing
Printed in the Netherlands

In [1 ] wurde der Begriff des 0+-Isomorphismus als ein Isomorphismus
des Graphen Xl auf den Graphen X2 definiert, bei dem die zyklische
Anordnung der Kanten und der positive Drehsinn der zyklischen Kan-
tenanordnung für alle Knoten von Xl erhalten bleiben. Beim 0 --Iso-
morphismus gehen die im positiven Drehsinn um P E V(X1) angeord-
neten Kanten in die um Q E TY(X2) angeordneten Kanten bei Umkehrung
des Drehsinns über, wenn P in Q abgebildet wird, und das gilt für alle
P E V(X1). Analog sind 0+ - bzw. 0--Automorphismen definiert. In

[1 ] wurde dann gezeigt, daß zwei spezielle, endliche, ebene, dreifach-
knotenzusammenhângende Graphen, die isomorph sind, notwendigerwei-
se auch 0+- oder 0--isomorph sind. Daher enhâlt die Automorphismen-
gruppe G(X) des speziellen, endlichen, ebenen, dreifach-knotenzusam-
menhângenden Graphen X nur 0+- und 0 --Automorphismen (siehe [2]).
G+ (X) bzw. G- (X) bezeichnet die Menge aller 0+ - bzw. 0--Automorphis-
men.

Sei 03B1 ~ G+(X) ein nichttrivialer Automorphismus der Ordnung n
(kurz 0(a) = n) des speziellen, endlichen, ebenen, dreifach-knoten-

zusammenhângenden Graphen X. Wir bilden einen Teilgraphen Xo von
X mit folgenden Eigenschaften:

1) xo E V(X0) ~ x0,···, x,, - 1 sind paarweise verschieden.
2) Xo ist zusammenhângend.
3) Xi n Xj = 0 für alle i ~ j, i, j E {0, ···, n-1}; Xi bzw. xi ist durch

die Definitionsgleichung Xi : = aiXo bzw. xi : = ocixo gegeben.
4) card V(Xo) maximal, card E(Xo) maximal.

Dann erhâlt man aus Satz 3 in [2] die Gleichung

wobei 03B1iFj = Fj für alle i = 0, ···, n-1, j = 1, 2 gilt.
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wobei xok, yoi Knoten von Xo sind, und k, 1 durchlaufen eine gewisse
Indexmenge. Die Elemente in den Mengen auf der rechten Seite der
Gleichung sind paarweise verschieden, Eit enthâlt alle Xit und X(i+1)t
verbindenden Kanten, und t erzeugt die Restklassen mod n (unter [a, b]
verstehen wir die ungerichtete Kante mit den Endpunkten a, b). Insbe-
sondere besagt (2), daB bezüglich der von oc erzeugten zyklischen Un-
tergruppe Õa c G+ (X) bzw. bezüglich jeder Potenz 03B1i, i ~ 0 mod n,
keine Fixkanten auftreten, wenn n &#x3E; 2.

Wir betrachten nun die Kugeloberflâche und teilen sie in n &#x3E; 2 kon-

gruente Elementarflâchenstücke L0, ···, Ln-1 ein, die alle den Nordpol
(N) und Südpol (S) enthalten und von Meridianen begrenzt sind. Jedes
dieser Li habe den Ôffnungswinkel 203C0/n. Wir zeichnen nun Xo als ebenen
Graphen auf Lo so, daß der (âul3ere) Rand von Xo die xok und yo, sowie
die zu den Kanten von Eo und E(n-1)t inzidenten Knoten von Xo ent-
hâlt (ohne Beschrânkung der Allgemeinheit (o.B.d.A.) sollen die xok(yol)
auf der nôrdlichen (südlichen) Halbkugel liegen). DaB eine solche Dar-
stellung môglich ist, erkennt man leicht, wenn man von einer beliebigen
Realisierung von X auf der Kugel ausgeht. Nun verschieben wir die
Knoten von Xo stetig, bis verschiedene Knoten auf verschiedenen

Breitengraden liegen und keine Knoten oder Kanten N oder S oder Teile
der begrenzenden Meridiane enthalten. Trivialerweise ist das erreichbar.
Xit erhâlt man durch Rotation um die N-S-Achse um den Winkel 2niln im
positiven oder negativen Drehsinn. Die eventuell auf der rechten Seite der
Gleichung (2) auftretenden Kanten werden als auf Meridianen liegende
Kurvenstücke mit den Anfangspunkten xok bzw. yol und den Endpunk-
ten Fi = N bzw. F2 - S’ gezeichnet. Die Kanten von Eo, die Xo und
Xt verbinden, zeichnen wir nun irgendwie als glatte Kurven, die paar-
weise hôchstens Knoten gemeinsam haben (und natürlich auch mit den
anderen Kanten von X0), und erhalten dann die El, analog wie oben durch
Rotation um die N-S-Achse um den Winkel 203C0i/n. Gibt es genau einen
oder keinen Fixknoten bezüglich Õa, so erhâlt man durch analoge Einbet-
tung von X auf die Kugeloberflâche genau ein Fixland oder genau zwei
Fixlânder bezüglich Õa, von denen jedes genau einen der beiden Pole ent-
hâlt, und die bezüglich Rotationen um 2niln (i = 0, ..., n -1 ) in sich
übergehen. Bezeichnen wir mit FV(03B1) bzw. FE(a) bzw. FL(a) die Anzahl
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der Fixknoten bzw. Fixkanten bzw. Fixlânder bezüglich oc bzw. Z03B1, so

erhalten wir also für den Fall 0(a) &#x3E; 2

Sei 0(a) = 2, oc E G+ (X). Analog wie oben wird Xo und Xl auf die Ku-
geloberflâche gezeichnet. Gilt oce =A e für alle e E E(X), d.h. FE(a) = 0,
so zeigt man analog wie im Fall 0(a) &#x3E; 2, daß (3’) gilt. Sei also E,,, =
{e E E(X)/03B1e = el 0 Ø, und o.B.d.A. liege die beliebig, aber fest gewählte
Kante eo = [xo, xl ] ~ Ea auf der nôrdlichen Halbkugel. Notwendigerweise
gilt ocxo xl , axl - xo, da wir sonst in Widerspruch zu ’03B1 ~ G+ (X)’
gelangen. O.B.d.A. verlâuft eo lângs eines Meridians über N. Wie im
Fall 0(a) &#x3E; 2 zeichnen wir Eo und El (siehe (2)), die wegen des Dreifach-
Knotenzusammenhanges von X auch hier nichtleere Kantenmengen sind.
Durch den eo enthaltenden Meridian wird die nôrdliche Halbkugel in
den ôstlichen Bereich BO und den westlichen Bereich B W geteilt. Durch
Anwendung von a geht BO in B W über und umgekehrt. Daraus erkennt
man leicht, daß auf der nôrdlichen Halbkugel keine Fixknoten und Fix-
lânder liegen kônnen. Aber auch eventuell weitere Fixkanten liegen nicht
auf der nôrdlichen Halbkugel, da man sonst in Widerspruch zur Ebenheit
von X gelangt. Gilt Eo = {e0}, so gibt es auf der südlichen Halbkugel
genau einen Fixknoten oder genau ein Fixland. Gilt jedoch E0 ~ {e0},
fo E E0, f0 ~ eo, so betrachten wir fo analog auf der südlichen Halbkugel
und erkennen, daß Eo = {e0,f0}, also FE(a) = 2, F,(a) = 0, FL(a) = 0.
Zusammenfassend gilt also für beliebiges nichttriviales a E G+ (X)

die Gleichung

Weiters erhâlt man aus dem Bisherigen den folgenden
Darstellungssatz für spezielle, endliche, ebene, dreifach-knotenzusam-

menhângende Graphen, die einen nichttrivialen 0+-Automorphismus be-
sitzen : Enthâlt G(X) des speziellen, endlichen, ebenen, dreifach-knoten-
zusammenhângenden Graphen X einen nichttrivialen 0+-Automorphis-
mus a der Ordnung n, so lâBt sich X auf der Kugeloberflâche so zeichnen,
daß 03B1 als Rotation um die N-S-Achse um den Winkel 2xs/n erscheint,
wobei s die kleinste natürliche Zahl mit st ~ 1 mod n ist. 

Alle im Folgenden betrachteten Graphen sind spezielle, endliche, ebene,
dreifach-knotenzusammenhângende Graphen, so daB darauf nicht spe-
ziell hingewiesen wird. N sei die Menge der natürlichen Zahlen.

Sei nun 03B2 E G- (X). In [2] wurde gezeigt, daB 0(03B2) = 2k, k E N, und
daB für k ~ 2 gilt
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Für den Fall 0(fi) = 2 beweisen wir
SATZ 1: WennFv(f3) =1 0 oder FE(03B2) ~ 0, so gilt sogar

BEWEIS: I) Fv(P) =F 0. Sei x = 03B2x. Durch die 2g(x)-Matrix

mit 1 ~ k ~ g(x) sind die Übergânge (bei Anwendung von fl) der zu x
inzidenten Kanten ineinander hinreichend gekennzeichnet.

a) k = 2m-1, m ~ N. Da die Summe übereinanderstehender Indices
in den ersten k Spalten stets k + 1 ist, so steht em über em, d.h. 03B2em = em.
Ist em = [x, y], so gilt wegen 03B2x = x auch 03B2y = y. Also ist Fv(03B2) ~ 2,
FE(03B2) ~ 1, somit ist die behauptete Ungleichung in diesem Fall richtig.

b) k = 2m, m E N. Dann gilt fie. = em+ 1, 03B2em+ 1 = em, d.h., die Landes-
grenze, die em, x, em+1 enthâlt, geht in sich über. Wir schreiben die auf-
einanderfolgenden Knoten dieser Landesgrenze in einer zweizeiligen
Matrix entsprechend der durch 03B2 vermittelten Übergânge (x = xl) und
erhalten

Im Fall i) haben wir einen weiteren Fixknoten, im Fall ii) eine Fixkante -
nâmlich [xt+1, xt+2] - gefunden. Im Fall i) behandeln wir xt+1 wie x
(xt+1 ~ x = xi wegen t ~ 1) und finden wie im Fall a) eine Fixkante
oder im Fall b) einen dritten - wegen des Dreifach-knotenzusammen-
hanges von X von x und Xt+ 1 verschiedenen - Fixknoten oder eine Fix-
kante. Stets ist jedoch im Fall i) FV(03B2)+FE(03B2) ~ 3 erfüllt. Im Fall ii)
betrachten wir die zweite Landesgrenze, die [Xt 11, XI 12 ] enthâlt, und
finden einen weiteren Fixknoten oder eine weitere Fixkante, die wieder

wegen des Dreifach-Knotenzusammenhanges von X von x = xi und
[xt+1, Xt+2] verschieden sind, so daB auch hier die behauptete Unglei-
chung erfüllt ist.

II) F E(f3) i= 0. Sei e = [x, y) mit fle = e. Gilt 03B2x = x, also auch

03B2y = y, so sind wir bereits fertig. Es sei also 03B2x = y, 03B2y = x. Dazu be-
trachten wir Skizze 1: Da 03B2 E G-(X), und da e = 3 laut Annahme in
sich übergeht, so gehen auch die mit 1 bzw. 2 bezeichneten Kanten not-
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wendigerweise bei Anwendung von fi ineinander über. In jedem der bei-
den Li findet man aber dann noch einen weiteren Fixknoten oder eine
weitere Fixkante, die alle wegen des Dreifach-Knotenzusammenhanges
von X voneinander verschieden sind. Also ist auch hier FV(03B2)+FE(03B2) ~ 3
erfüllt. q.e.d.

Falls FV(03B2) = FE(03B2) = 0, so muß auch FL(p) = 0 gelten, da für
03B2L = L entweder zwei Knoten oder zwei Kanten oder ein Knoten und
eine Kante in sich selbst übergehen. Somit erhalten wir (mit i bezeichnen
wir die identische Abbildung)

SATZ 2: Ist fi E G-(X) und p2 = i, so gilt FV(03B2)+FE(03B2) ~ 3 oder

FV(03B2)+FE(03B2)+FL(03B2) = 0.
Dafl der zweite Fall tatsâchlich eintreten kann, zeigt Skizze 2: Hier

is t fi gegeben durch die Vertauschung gleichnumerierter Ecken der Grund-
und Deckflàche des Würfels.

SATZ 3: Seien x, y E V(X), e bzw. f zu x bzw. y inzidente Kanten. Dann
gibt es hôchstens einen 0+-Automorphismus (0--Automorphismus), der
x in y und e in f überführt.
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BEWEIS: Angenommen, es gibt oc, fi E G+ (X) mit den Eigenschaften

Sei e = [x, z], f = [y, v], dann gilt für (X-lf3 E G+(X)

Es bleiben also bei einem 0+-Automorphismus zwei Knoten und die
sie verbindende Kante fest, was nach [3] rx -1 f3 = i, also oc = 03B2 bedeutet.
Falls a, b ~ G-(X) angenommen wird, so erhâlt man ebenfalls

03B1-103B2 ~ G+(X) und durch dieselbe Argumentation 03B1-103B2 = t . q.e.d.
Somit ist durch ein Tripel der Art (xy, ef, + ) bzw. (xy, ef, - ) eindeu-

tig jener 0+ - bzw. 0--Automorphismus definiert, der x in y und die zu x
inzidente Kante e in die zu y inzidente Kante f überführt.
Mit Hilfe von Satz 3 lâBt sich nun leicht die Abschâtzung von L. Wein-

berg (siehe [4]) über die maximale Ordnung von G(X) herleiten. Sie lautet:
card G(X) ~ 4 card E(X), und das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn X einer der Platonischen Graphen ist.
Da durch ein Tripel der Art (xy, ef, + ) bzw. (xy, ef, -) jeder 0+ -

bzw. 0--Automorphismus bestimmt ist, wenn x und e fest gewâhlt
werden, und y alle Knoten (auch x) von X und e alle zu y inzidenten
Kanten durchlâuft, erhalten wir hôchstens g(y) 0+- und hôchstens
g(y) 0--Automorphismen bei festem y. Also gibt es insgesamt hôchstens
17yeV(X) g(y) 0+- und hôchstens 17yeV(X) g(y) 0--Automorphismen von X.
Da bekanntlich lycv(x) g(y) = 2 card E(X), ist tatsâchlich 4 card E(X)
eine obere Schranke für die Ordnung von G(X).
Damit aber wirklich diese obere Schranke erreicht wird, muB X re-

gulârer Graph sein, und alle Lânder von X müssen gleichen Umfang
haben. Diese beiden Eigenschaften haben unter obigen Voraussetzungen
über X genau die fünf Platonischen Graphen. Da6 die Automorphismen-
gruppen dieser Graphen tatsâchlich die Ordnung 4 card E(X) haben,
lâBt sich leicht nachprüfen.

SATZ 4: 3: = {03B1 E G+(X)/03B1x = x, x ~ V(X)} ist eine zyklische Unter-

gruppe von G(X).
BEWEIS: Da a == {l} die triviale zyklische Gruppe ergibt, kônnen wir

o.B.d.A. annehmen, daf3 a einen nichttrivialen Automorphismus a ent-
hâlt.

Seien e0, ···, eg(x)- 1 die zu x inzidenten Kanten entsprechend ihrer
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zyklischen Anordnung im positiven Drehsinn. Nach Satz 3 ist jedes Ele-
ment von a durch ein Tripel (xx, eo ek, + ) gegeben. Sei ao c- 3 mit minima-
lem k ~ 1 gewâhlt. Für die Ordnung von ao gelte 0(oto) = n. Wir zeigen,
daß ao erzeugendes Element von à ist.
Angenommen, Õcxo: = {03B1i0/i = 0, 1, ···,n-1} ~ Z. Sei fi ~ Z-Z03B10. Dann

gilt 03B2 = (xx, eo ej, + ). Nun wâhlen wir t E N so, daß tk  j ~ (t + 1 )k,
was wegen j &#x3E; k gefordert werden kann. Dann gilt für den Automor-
phismus

Nach obiger Ungleichung gilt 1 ~ j - tk ~ k. Wâre j - tk = k, also

j = (t+ 1)k, so wâre wegen der Eindeutigkeit der Darstellung jedes
Automorphismus durch ein Tripel obiger Art f3 = 03B1t+10, im Widerspruch
zur Annahme f3 c- Also mu03B2 1 ~ j- tk  k gelten. Setzen wir
j-tk = s, so erhalten wir oc 0 -’fi = (xx, eo es, +) ~ z und 1 ~ s  k, im

Widerspruch zur Minimaleigenschaft von k. Also muß z- z03B10 = ~ gelten,
d.h., Õ = z03B10. q.e.d.

SATZ 5: Durch z : = {03B1 E G+(X)jocL = LI, wobei L eine Landesgrenze
ist, wird eine zyklische Untergruppe von G(X) definiert.

BEWEIS: Wir schreiben die Knoten der Landesgrenze x0; ···, xr,
r ~ 2, entsprechend ihrer zyklischen Anordnung im positiven Drehsinn
an. Dann führen wir einen neuen Knoten y im Inneren von L ein, den
wir mit x0, ···, Xr durch jeweils genau eine Kante verbinden, und er-
halten wieder einen speziellen, endlichen, ebenen, dreifachknotenzusam-
menhângenden Graphen, nâmlich Xy . Jedem a c- a entspricht genau ein
f3 = (yy, [y, xo][y, xi], +), und klarerweise sind Õy und a isomorph,
wobei Õy die Menge aller dieser f3 ist. Nach Satz 4 ist Õy zyklische Unter-
gruppe von G(Xy), also a zyklische Untergruppe von G(X). q.e.d.

SATZ 6: Ist x Fixknoten bezüglich jedes Elementes von G(X), so ist

entweder G(X) eine zyklische Gruppe, oder G(X) enthdlt einen zyklischen
Normalteiler von Index 2, und alle 0--Automorphismen aus G(X) haben
die Ordnung 2. Ersetzen wir "x Fixknoten" durch "L Fixland", so ist die so
erhaltene Aussage ebenfalls wahr.

BEWEIS: Satz 6 ergibt sich als Folgerung von Satz 2 und Satz 5 in [2]
und dem hier bewiesenen Satz 5. q.e.d.

SATZ 7: Gilt oce = e für alle oc E G(X) und eine feste Kante e, so ist

G(X) zyklisch von der Ordnung zwei oder abelsch von der Ordnung vier
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mit oc’ = i für alle a E G(X), d.h., isomorph dem direkten Produkt der
zyklischen Gruppe Õ2 mit sich selbst.

BEWEIS: Die vier môglichen Automorphismen in der Tripelschreib-
weise sind (wobei e = [x, y])

i = (xx, ee, + ), a = (xx, ee, - ), fi = (xy, ee, + ), y = (xy, ee, - ).
Klarerweise gilt 03B12 = 03B22 = 03B32 = i. Daraus folgt aber schon die Kom-
mutativitât von G(X). q.e.d.
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