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CHAPITRE I

FORME INFINITESIMALE DES EQUATIONS DE LIE

1. RAPPELS SUR 1A COHOMOLOGIE DE SPENCER.

Nous utiliserons la théorie formelle des équations différentielles 1i-
néaires de Spencer, Quillen, Goldschmidt etc... telle qu'elle est développée
dans Goldschmidt [1] . Ce paragraphe est seulement destiné & fixer les nota-

tions et la terminologie que nous utiliserons par la suite.

Soit X une variété de classe € sur R , dont la dimension
sera notée n . Elle sera toujours supposée paracompacte et connexe (en fait,
les résultats étant locaux, on pourrait se limiter aux ouverts de ]Rn) : si E
est un fibré vectoriel sur X , on note € le faisceau de ses sections ; si
E est le fibré trivial X X IR , on écrit E= 1 , &€ = C}X .

Si % est un @X—module (i.e. un faisceau de @X—modules), nous
identifions % & l'ensemble de ses sections ; la .notation "s € %" signifie
donc "s ¢ ?a ., @ un point de X" ; nous désignons$- par "section de F "
une section sur un ouvert non nécessairement explicité ; bien entendu, lors-

qu'intervient une loi de composition entre faisceaux, les germes (resp sections)

considérés sont sous-entendus au méme point (resp sur le méme ouvert). Enfin,

pour a € X , la "fibre en a de " i.e. :’ﬁa ®G IR sera notée %(a)
X,a
Soit A la diagonale de X2 . pr1 et pr2 les deux projections
2

XT3 X et plrllA , pr2{A leurs restrictions & A . Un faisceau sur X
(resp sur A) sera toujours identifié & son image réciproque par p1r1|A (resp

a son image directe par l'injection A - X ; par exemple, sur A , on écrira

-1 .
GX pour pr1 GX ; cette convention allége les notations et n'aura aucun in-
L, . . . k+1 , , , ,
convénient ici. Soit g le sous-faisceau de ¢ , formé des fonctions qui
% k+1
A . +
s'annulent & l'ordre k sur A ; d'aprés un lemme é&lémentaire, g est

la puissance (k+1)-iéme de gl = g . tfaisceau des fonctions nulles sur A



. . k+1 .
En coordonnées locales, et avec les notations usuelles, J est engendré

a

+
par les mondmes (x'-x)° , |a| = kt+l ; une section de @ 2/gk 1 peut alors
X

P . o« a P 3 a«
s'écrire de maniére unique, en développant suivant les (x'-x)

e
- +
alx,x) = 2 a & LX__.gc_)__ (mod gk h
ojek & o
avec a (x) = D%, a)(x,x) . Sous cette forme, on voit immédiatement que

X
+
& 2/gkl n'est autre que le faisceau Ik(GX) des sections de Ik(n) , le

fibré des jets d'ordre k de sections du fibré trivial 1 ; cela se généralise
immédiatement : si E (resp %) est un fibré vectoriel sur X (resp un GX—

k ) , .
module), nous noterons T (E) le fibré des jets d'ordre k de sections de E

1 pr;?) ; on voit alors que Ik(é‘,)
Py Ox

est le faisceau des sections de Jk(E) ; 1'application usuelle jk e - ]k(e)

(resp nous poserons ]k(?) =0 2/9k+=1 ®
X

est alors définie par jk(s) =1 pr;ls . Par exemple, pour a € OX , on
aura (jka)(x]x') = a(x') (mod 9k+1) .

(k)

I1 sera commode d'employer le langage suivant : on note A 1'es-
, k k . ,
pace annelé (a,] ((}X)) (7 (GX) est visiblement un faisceau d'anneaux locaux),
et on l'appelle un “espace différentiable", par analogie avec les espaces ana-

lytiques au sens de Grothendieck [1] ; il sera commode dans la suite de par-

k)

ler des "champs de vecteurs sur A , des "automorphismes prl—projetables

k) .,

de A , et autres notions que nous définirons chaque fois par passage au

2 P , ) ,
quotient & partir de X~ (d'ailleurs, on définirait facilement une catégorie avec
les espaces de cetype en prenant pour morphismes ceux des espaces annelés

sous-jacents ; en fait, ici, seuls interviennent les morphismes étales, i.e.

les isomorphismes locaux).

Soit T* le fibré cotangent de X . En relevant les formes différen-

2 . s 212
tielles de X & X par pr"le , on voit qu'on peut considérer les éléments de

/\pj‘yc ® Ik((}x) comme des germes de formes différentielles sur X2 , mod

k+1 °x (k)
7 (ou si l'on préfére sur A ') . Désignant alors par D la différentielle

~

extérieure par rapport a la premiére variable seule, on trouve le complexe de

Spencer

(1.1)

k
j k D k-1
0= 0y~ 1] (OX)

D D
T*eT

o) = ... B ey - o

k X



[A partir de maintenant, on convient que I{2 =0 si p < 0 et l'on omet
d'écrire ¢ sous le symbole ® . En coordonnées locales, si a = (a ) :
X o o l(x‘sk
- +
i.e. si akx') =2 aq(x) Q{—OT'X'L (mod gk 1) , on aura
da k. ba’g
Da = 2idx; ® ox; mod g7 = Ldx; @ dx, aoc+ei)la\Sk‘1
€, désignant le multientier (0,a,1,...,0) , le 1 & la i-éme place. De

méme pour les formes de degré supérieur. On démontre aisément (voir p.ex.

Goldschmidt [1]) que ce complexe est acyclique pour tout k = 0 .

Soit % un GX—module ; en remarquant que D est pr2 OX—linéaire

(mais non OX—linéaire 1) , et en appligquant & (1.1)k le foncteur

b2 prélg , on trouve encore un complexe, acyclique pour k = 0 :
-1
Pry Ox
ko x D k-1 D
(L.2), 0 - % 3 7@ I M @ S
, , , . k+1 k
Soit enfin us la projection naturelle 7T (L) - 7(0) ; le noyau
+ S
de cette application s'identifie & Sk 1(T'*) (Sk = puissance k-idme symétrique),
-1 -1
sur Sk(j’*) , les deux structures de Gx—module définies par pry et pr,
-1
coincident, et la restriction -6 de D est donc GX-linéaire (= pr1 (}X—

linéaire, suivant nos conventions). En coordonnées locales, on a, pour

a= (aa)lq | =k+1

dx',

da = (O, dx, ® a )
i 1 i

_ da k+1
ate; la =k ? _dxi ® (mod g~ )

& est donc défini. “fibre par fibre". Si E est un fibré vectoriel sur X , on

en déduit un complexe

(1. 3)k 0 - s° (T*)®E

5 mrgsk g O ... 8 nPTres™ K (I)*eE - 0

dont le complexe des sections, est simplement le noyau de la projection

M1 (1—2)k - (1—2)k_1 , avec % = ¢

Il est immédiat de vérifier que, pour k = 1 , le complexe précédent

est acyclique.



2. VECTEURS VERTICAUX ET DIAGONAUX.

Nous allons appliquer les considérations précédentes &8 E =T ,
le fibré tangent de X ; on prendra garde qu'ici, l'identification usuelle
E = IO(E) n'est pas permise, du fait que nous aurons dans la suite &
travailler avec des automorphismes (et des automorphismes infinitésimaux)

2
de X qui seront prl—projetables, mais non pr,-projetables ; il est clair

2

qu'un tel automorphisme opére différemment, en général, sur pry (J)IA et
-1

pr, @]

A

Le faisceau J (J) sera identifié au faisceau des champs prl—vertl—

~

2 ,
caux sur X , modulo ceux qui s'annulent § l'ordre k sur A ; nous appel-

k) (

2

lerons ses sections des "champs verticaux sur X le long de A lors-
gu'un tel champ n'est pas tangent & A , il ne définit pas de germe de groupe
4 un paramétre sur A(k) et ne peut donc pas &tre appelé un "champ de vec-
teurs sur A(k) "}. Le crochet des champs de vecteurs sur X2 donne par
restriction un crochet
k, k-1
[ .1 TOx 7@ - 770

A

qui est d'ailleurs défini fibre par fibre, de la maniére suivante : soient £
et n deux jets d'ordre k de sections de T en X E et TT des sec-
tions de T relevant & et n ; alors, on a [§,n] (xo) = jk—l[g,r_]] (xo) .

(le second membre ne dépendant évidemment que de & et n). En coordonnées

k .
locales, une section de J (T) s'écrira donc

n
2 a,x,x') go; mod (g
1

ce que nous écrivons encore a(x,x')‘g{, , avec a = (a_,...

dx!
n

Définissons maintenant les champs de vecteurs diagonaux sur X~ comme

étant les champs prl—projetables et préservant A (i.e. tangents & A) et

~

soit y l'application qui & un tel champ fait correspondre sa partie verticale ;

il est immédiat que v est une bijection ; en coordonnées locales, si

._D__ -1 1 __b i
. = ax,X T+ alx,x

S oona v 8= alox)ng + ek

£ = alx,x") i



. -1 . .

Par passage au quotient, v donne un isomorphisme de Ik(J’) sur
le faisceau, quotient des champs diagonaux par ceux qui s'annulent & l'ordre
k sur A ; nous appellerons ce quotient "faisceau des champs projetables

(k) 1"

o

, et nous le noterons ?k(J
~k
7(T)

sur A ) : le fibré correspondant sera naturel-

lement noté

~

, . s 2
Par passage au quotient & partir des opérations usuelles sur X  , on

trouve les résultats suivants :

(2.1) rfk(J') opére comme un faisceau de dérivations sur Ik((}X) ,
(2.2) Ik(J') est un faisceau d'algébres de Lie sur A , contrairement 3
Ik(J) ; mais ici, le crochet n'est plus C}X—bilinéaire.,

(2.3) Le crochet de Tkﬂ(J') X Ik(") est bien défini, & valeurs dans Ik(.j’)

A
(et il n'est GX—linéaire que sur le premier facteur).

Plus généralement, considérons AP7* @ Ik(J) et APt @ Tkﬂ &)
+
comme des faisceaux de formes vectorielles sur X2 , modulo gk 1 ; alors,
~k+
pour §& ¢ Ik 1(3') , la dérivée de Lie 9(§) opére dans les espaces précé-

dents.

Il est facile de vérifier que le crochet (2.2) coincide avec celui qui
est défini d'habitude sur Ik(;/') 4 partir de la correspondance entre les sections
de ce faisceau et les champs de vecteurs invariants sur l'espace des fepéres
d'ordre k ; donnons néanmoins quelques indications sur ce point. Soit Y une

variété différentiable et 11 : ¥ = X une submersion ; soit W le faisceau

Y
sur X qui & U , ouvert de X , associe l'ensemble des champs projetables
...1 . .
sur 1 (U) ; WY est un faisceau d'algébres de Lie et la projection 7 induit
un homomorphisme d'algébres de Lie W, - J., . Nous dirons avec Ehresmann

Y X
que (Y,m) est muni d'une structure de "prolongement d'ordre k " de X si

l'on s'est donné un relévement p : J, - W commutant aux crochets, et qui

X Y
soit un opérateur différentiel d'ordre k , ce qui veut dire ceci : en coordonnées
locales, si Y=Xx2 , § =a(x)°iX , on a
- ay o 2
p() = ( 2 pa(x,Z)DXa) >z * a(x) -

la <k



. _ — e
Par exemple, si Y = TX , ou Y TX

>

groupe & un paramétre associé & un champ de vecteurs permet immédiatement

la considération du germe de

de munir Y d'une structure de prolongement d'ordre 1 de X (celle struc-
ture est d'ailleurs en général sous-entendue quand on parle du "fibré tangent"
ou "cotangent"). De méme, soit Y le fibré des opérateurs différentiels li-
néaires d'ordre k sur X , par exemple de 1 dans 1 ; par le mé&me procédé,
Y est muni d'une structure de prolongement d'ordre k de X . En fait, dans
ces exemples, on a m&me une notion de prolongement plus précise, i.e. un
relévement des automorphismes locaux de X dans ceux de Y , sur lequel

nous n'insisterons pas.

Cela étant, p définit une application Ox—linéaire p Ik(J') - WY .

_.k N B o o~ - [ ~
avec p = pj ., d'oll une application P = py : ]k(J') - W p est un ho-

e H
momorphisme d'algébres de Lie ; en effet, toute section de Tk(J') s'écrit
localement ZfiTk(gi) , fi € OX . @i € J , Tk = v—ljk , et il suffit donc de

vérifier que l'on a

TR, T = [£pE).apm)]

. . -1 ) sy
en identifiant f et g & 1w () et 7w (g) ; or cela résulte immédiatement

des formules

e = 7€), : F@g =29 ., pE)g = g

k -k
[p(E).pln)] . L'espace (A ,prl) . muni de j

apparaft donc comme un “prolongement d'ordre k " particuliérement simple,

et de l'hypothése p[Eg,n]

et méme universel en un sens que le lecteur pourra préciser.

Supposons que Y soit un fibré vectoriel sur X ; Y est alors dit
"prolongement vectoriel d'ordre k de -X " si, pour tout & € JX , B(pE))
préserve la structure vectorielle de Y (i.e. le germe de groupe & un para-
métre de p(E) le préserve) : si s est un germe de section de Y , on
peut alors poser 85(E€)s = 6(p(€))s , pour & € J , et, plus généralement,
8(E)s = 8(PE))s , pour E ¢ ]k(ﬁ') . Par exemple, Ik(T) est un espace de
prolongement d'ordre k+1 de X , et l'on vérifie qu'on a, pour & € TkH(J‘) ,

n € ]'k(!/') : 6(E)n = [§.m] . le crochet défini en (2.3).

Introduisons enfin le faisceau Ik(.?') des parties principales d'ordre



2 ,
k sur A de champs de vecteurs pr, -projetables sur X~ (ou "champs de

(k) " “k

vecteurs projetables sur X2 le long de A ). T(T) est la somme de ses

deux sous-espaces Ik(T) et Tk(T) ; par ailleurs, on a
Koo Fmo=ge *ming=0 = M
o) , o)
dét
on a une suite exacte
(2.4) 0- 751 = 1) =T 0

la 2e fléche étant la projection pr, (et la premiére l'injection évidente) ;

. , k K , ,
d'autre part l'injection J (T) » J (T) donne en passant au quotient un iso-
morphisme

Koo s fono

en composant avec la projection ﬂo , on obtient donc une suite exacte

(2.5) 0= T - Fm - 12 - 0

A noter que (2.4) et (2.5) commutent évidemment aux automorphismes

ﬂl—projetables de X2 qui laissent stable A

3. LA CONNEXION CANONIQUE.

Rappelons d'abord la notion de crochet de formes vectorielles, due
4 Nijenhuis (voir) Frolicher-Nijenhuis [1]). Soit u une section sur X de
+ —
2P7* @ 7 . Alors, on définit i(u) : A%F* - pTP 1.?‘* par la formule sui-

vante : si u=0 ® £ , o section de AST* et E section de J , on

I

pose i(®E)8 = ani()s , i désignant le produit intérieur, on étend ensui-
te & u quelconque, par linéarité et localisation ; on a

(p-1)deg B B/\i(U)Y )

i(u) BAay) = i(u)gay + (-1)
i.e. i(u) est une dérivation de degré (p-1)

Nous écrivons aussi i(u)8 = uA B , et nous définirons d'autre part
BAu par BA(®B) = (BAa)®E . Enfin, pour v section de 72 Yr*es , nous

définirons u A v par

®E) A Ben) = @AiIEBIen [ = ila®g)sen]
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La dérivation extérieure d est une dérivation de degré +1 sur
LN T* = EBApJ’* : on pose alors 8(u) = [i(u),d] (rappelons gue le crochet
de deux dérivations D et D' de degrés respectifs q et r est par défi-
nition la dérivation de degré g+r : DD' - (—1)qu'D). Lorsque u est de
degré 0 , i.e. est un champ de vecteurs, 6(u) coincide avec la dérivée

de Lie, d'aprés la formule de H. Cartan. Dans le cas général, on a

8@®8)8 = ari€)ds + (-1)Pd@Ai€)s) |

(3.1) 8eE)s = an@)p + (-1) dani(®)s

Soit maintenant v € A*®T ; on montre qu'il existe un unique

w e 1P"9*er  vérifiant 6(w) = [6(u),8(v)] ; posant w = [u,v] , on a

(3.2) [a®E .B@n] = @AB)R[E.,n] + B®E)Ben - £1)°% @2n)acs

On en tire la formule suivante :

(3.3) [u.8en] = 6@sen + 1P%BAum] - 1P % dsen) 7 u

d'od [E.,v] = 6(E)v , 6 désignant la dérivée de Lie, comme toujours.

Enfin, on a l'identité de Jacobi, qui résulte immédiatement de la

formule analogue pour les dérivations :

(3.4) [w,[v.w]] = [[w.v].,w] + (-1)°9[v,[u,w]]

Soit maintenant 1 : Y - X une submersion. En tout point b g€ Y ,

on a une suite exacte

0 = Vor = vy = Txrw ~ O
ou V. désigne les vecteurs verticaux de Y en b . Une connexion au

Y.b
sens d'Ehresmann dans Y (relativement & m) est par définition une scission

de cette suite exacte , i.e. la donnée, pour tout b € Y d'un relévement

: T de ' ; on suppose que dépend différentiablement

Yp ' Ixn) T Ty,e S
de b . Les éléments de Imf(

b

yb) s'appellent "vecteurs y-horizontaux en b".

Au lieu de se donner v , il revient au méme de se donner, en tout point b ,

le projecteur de TY b sur VY b parallélement aux vecteurs horizontaux ;
comme V est un sous-espace de T , cela définit une section du fi-

Y.,b Y,b
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bré HorrlY(TYJTY == T§§®TY . 1.e. une l-forme vectorielle  sur Y que

nous appellerons "forme de la connexion".
On vérifie alors facilement le résultat suivant, qui n'est gu'une des
nombreuses variantes du théoréme de Frobénius : pour que v soit intégrable,

(i.e. pour que le champ b ~ Im(y,) soit intégrale) , il faut et il suffit

b
qu'on ait [w,w] = 0 . Dans le cas général, la forme %[w]w] s'appelle
la courbure de ¥y . A noter aussi qu'une connexion intégrable coincide avec
un "prolongement d'ordre 0" au sens du §2

Prenons en particulier Y = X2 , avec 1 = plr1 ; comme sur tout
produit, on a une connexion canonique intégrable, celle dont les vecteurs

horizontaux sont annuiés par pr'2 . Dans la suite, nous noterons w la

forme de cette connexion ; en coordonnées locales, elle s'écrit

. Voo D = N
w =2 dx} ® ox! , ou encore w = dx' ® o
Soient u € j\ " ® I (7) , et u = (idey)u : en relevant les formes

a 2 +* s 2z ~ o
sur X & X" par pr. , on peut considérer que u et u proviennent par, passa-

1
. , 2 , ,
ge au quotient de formes vectorielles sur X on voit alors tout de suite,
par exemple en coordonnées locales, que U w est bien défini en tant
qu'élément de Apj% ® J () , i.e. ne dépend pas du reldvement choisi de

~

u , et qu'on a
(3.5) u=uv¥ruy

La formule suivante est l'analogue dans notre point de vue d'une

formule de Guillemin-Sternberg [1].

Théoréme (3.6).

Ona Du=-[w,u] = -[w,U]

Démontrons d‘abord cette formule pour u = § ¢ Ik(J') : le plus simple

est d'opérer en coordonnées locales :

“lwo] = 86w =T 8E) dx; @ gﬁj £ ax @ 9@)_5%:
Posant §& =2 gj(XJX')g%T , il vient
i
dE,
) €] -2 s
[UJ Vg_l ng ®b E dxl®bx bx

]
i i,j
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et finalement, en explicitant déi

dE,
- [w,E] = ¥ dx, & —= =Dt
o J BX, DX,
1,) ] 1
Un calcul analogue montre gu‘on a - [w,%’] = D€ ., Soit maintenant
a € /\pj'* : d'aprés (3.4) , on a
- [w,o®E] = - 6)aws - (—1)pon/\[wig] + (do®g) A w

comme E£7"w =& et 6o =0 (immédiat par 3.1) , on en tire

-[w,a®8] = (-1)P4ADE + dogE = D@®E) , d'od la formule -[w,u] = Du ;

la formule -[w,u] = Du se démontre de la méme maniére.
Les formules (3.5) et (3.6) peuvent s'exprimer ainsi : y est le
=k

projecteur de la connexion canonique, restreint & J (T) , et D est la diffé-

rentielle de cette connexion. La théorie des équations de Lie pourrait en prin-

~

cipe se faire & partir de ces formules, & la maniére de Guillemin-Sternberg [17,
voir §4 et 5 ; cependant elles ne semblent pas donner jusqu'd nouvel ordre

une forme maniable de la cohomologie de Spencer "sophistiquée" (voir §7).
Aussi allons -nous donner une autre version de ces formules, d'apparence

~

un peut plus compliquée, mais qui se réveélera mieux adaptée & notre objet.

~

L'idée consiste, d'une part & utiliser la dualité sur & et non sur & 5 ,

X X

d'autre part & faire jouer le rdle essentiel & v au lieu de v
k .
Nous emploierons les notations suivantes : ] (T)* est le fibré

dual de Ik(T) sur X , et ]k(j)* =~ Homg, (Ik(J') ,GX) le faisceau de ses
X
sections. Il sera commode ici de commencer les calculs en passant a la

limite pour k - « , et en redescendant seulement ensuite & k fini ; nous

k . . , , .
poserons donc J(7) = lim T ) ., la limite étant prise suivant les projections

k+1

m 7 @) - Ik(J) : de méme JO¥ = lim Ik(.j')* ; définitions analogues,

k
avee J remplacé par J ou T .

On peut, par exemple, interpréter les sections de @) sur X
comme des parties principales d'ordre infini sur A des champs de vecteurs
prl—projetables de X2 . D'ol une structure naturelle de faisceau d'algébres
de Lie sur T(J) , dont J) et JU) sont deux sous-faisceaux d'algébres

¥*

de Lie. Par dualité, on munit /\*;V[(J) d'une différentielle extérieure, notée
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d , le procédé suivant :

i) Pour f € OX = AOT(J')* , df est la différentielle usuelle de f

qu'on identifie & son image dans T(J)* par l'application pr*le transposée

de la projection pry Tk(J”) - J

ii) Pour q € }(J’)* , on pose
(da.8Any = 6E)Na.,n> - 8MNKa,8) - (a,[E.m])

€.m € JU)) , et l'on étend cette opération en une dérivation de degré 1 de
AT@)* .
, 2
Un calcul classique montre qu'ona d = 0 . A noter que, localement
sur X , la cohomologie du complexe AT(J)* s'obtient facilement par applica-
tion des résultats de Gelfand-Fuks [1] ; nous n'utiliserons pas ce fait dans

cet article,

L'injection naturelle considérée en i), pr*{ : AT ATO* commute &
la différentielle extérieure ; dans la suite, nous identifierons AJ* & son
image par pr"le

Pour u € ./\}(J')*QDT(J) , on définit alors i(u) et 6(u) de la méme
maniére que dans le cas usuel, rappelé au début de ce paragraphe. Pour
v € Af@O¥eF(7) , on définit alors [u,v] & partir de (3.2) et (3.3), et 1'on
a encore 6[u,v] = [6(),6(v)]] (mais j'ignore si 6(u) détermine u , i.e.
si 6(u) = 0 entrafne u = 0) ; on a encore l'identité de Jacobi (3.4) ;
la formule [&,u] = 6()u sera prise comme définition de 6(§) , la "dérivée

de Lie " ne pouvant é&tre définie & partir d'un groupe & un paramétre gque pour

E ¢ JU) , comme on l'a déja remarqué au §2.

La connexion canonique y : J-](7) définit une section y de Tl
i.e. une forme vectorielle sur J(7) , qui est 1'analogue de la forme usuelle

(id-w) sur X2

Proposition (3.7).

Soient U € APF*eT(Y) et u = (idev)i ; ona Du = [y,u] = [y.0]

Cette formule est 1'analogue de (3.6), compte tenu de la formule (facile

a établir) : [id,u] = [idiﬁ] = 0 ; sa démonstration est une variante de celle
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de (3.6).

~

L'isomorphisme v : J(&) - J) donne, par dualité, un isomorphisme

V¥ 1 T@)* - TOF ; en particulier, ¥ est un isomorphisme

P@* - @ ~ 7 . D'autre part, 1l'isomorphisme (2.4) : J( /T = 1°()
donne, par dualité, une injection IO(J“)* - T(J')* ; cette injection (contrairement
3 y) commute aux automorphismes de X2 prl-projetables en préservant A ;
aussi pouvons nous, sans inconvénient, identifier J°(7)* & son image par

cette injection.

Proposition (3. 8).

A]O(J')* ® J) est un sous-faisceau d'algébres de Lie graduées de

AO* @ T .

a

En vertu des formules (3.1) & (3.4), il suffit de vérifier ceci :
sotent a € APT°@)* ., et & € JU) ; alors, on a 8G)a € APT°W* ; comme
B(§) est une dérivation, il suffit de vérifier cela pour p =1 ; or, pour
neT@) ,ona Eamn =8Ekam) + (a,[En]) (cette formule résulte
immédiatement de la définition de do et de 6(§)a). Prenons en particulier
n € J@) ; comme <(u,J(T)) = 0 , on trouve <(68(E)ax,m) = 0 , donc

8(E) € T°W* , ce qui démontre la proposition.

Pour o € AICW* et € ¢ J(0) , 6E)a ne dépend que de o et
de la projection de & dans Tl ) . Il résulte de 13 que, pour tout k = 1 ,
AIO(J')* ® Tk(J) est un faisceau d'algébres de Lie graduées, quotient du

précédent.

Définition (3.9).

i) On désigne par 3 l'isomorphisme

v¥ey 1 AT @ T - A*T* e T

ii) Soient o € A¥J°@N)¥ , et u € 1P @ T ; on pose
_ =1 _—

do, = v*—ld\)*a et Du =57 Dw

w1

iii) On pose x = (V' "®id)X .

On a donc ¥ € IO(J')* ® f(7) ; une autre définition de ¥ peut &tre
obtenue ainsi : l'application & » & 7T;< , € ¢ Jl©) est la projection de T()
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sur les champs horizontaux de la connexion canonique, parallélement & J() ,
alors que l'application & + £ A X est la projection parallélement & J{J) . En

coordonnées locales, on a =2, dx ® 2 Pox =2 dx, ® - ("L
bx 1 bx bxi

7

Cas s e 2 .
considéré ici comme champ sur X , ou plus exactement, comme section de
7(7)

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le théoréme suivant, qui

est la version des formules de Spencer [2] dans le formalisme développé ici :

Théoréme (3.10).
i) Pour o€ A¥I°* , ona 8K = & ;

ii) Ona [x,x] =0 ;

i) Pour u € A*I°@)¥eI() |, = [x.u]

Avant de démontrer ces assertions, donnons une interprétation de ;
suggérée par J.L. Koszul. Soit 3 le sous-faisceau des champs horizontaux
de J(7) ; on a une décomposition de J(f) en une somme directe de deux
sous-algébres de Lie : J(7) = (HGBNI(J’) ; la décomposition précédente donne par
dualité une décomposition JI)* = J@)* @ u* , avec JN* = 1°@* , d'od
une bigraduation de /\}'(J')* (un o étant de type (p,q) s'il appartient &

A I ®/\q}il ; comme J() et ¥ sont deux sous-algébres de Lie, la
différentielle d se décompose alors en d = d'+d" , d' de type (1,0) et

d" de type (0,1) , et l'on a d'2 = d"2 = d'd" + d"d' = 0

Soit p le projecteur T(J) - § correspondant & la décomposition
précédente ;.on a p@) =-EAYy, i.e. -y est la 1-forme définie par ce
projecteur ; de la formule 6({x) = i(x)d - dify) , on déduit alors qu'on a
6(x) = -d' , d'od en particulier [6(x),8()] = 0

(A noter que le projecteur sur J(7) et aussi l'application identique
de J(@) définissant des 1-formes d'un type plus général que celui que nous

avons considéré, i.e. des éléments de Hom(f(.:f),](.:f)) qui n'appartiennent pas

3 \I’(J)L®jl($f) : les crochets de telles formes peuvent aussi &tre définis, mais

nous n'en aurons pas besoin ici).

Le théoréme peut maintenant &tre démontré :
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i) Pour f ¢ GX . on a, en coordonnées locales

96f = 160df = Dax, (—b'bx—,dﬂ = af
i
Ceci, joint au fait que 6(52) et d sont deux dérivations de carré nul de

/\IO(J)* , entrafne le résultat.

ii) On a, d'aprés (3.2)
' = dxAdx, [T, + 2 6 (y)dx,
[x.x] = 2 dx; i 3% ox ) z x) ; 8 _be.
i, ] i j J J
Dans cette somme, le premier terme est évidemment nul, et le second est nul

d'aprés i) ; d'ol le résultat.

iii) Soient & ¢ ?(J') et o € /\pIO(J)* : en vertu de (3.3) et de i), on
a [;,O,@%] = do®f + (—l)pa A [x,E] ; d'autre part, on a la formule suivante

qui résulte de la formule analogue pour D :
D(sg) = dagt + (-1)°anDs

I1 suffit donc d'établir qu'on a DE = [X:8] = -6()x ; comme ona p = -i'(Y)
(i', produit intérieur droit), il revient au mé&me de démontrer qu'on a

6(E)p = i'(DE) ; d'autre part, le projecteur id-p n'est autre que l'application
s -1

U . égale & l'identité sur J(7) et & v sur J@) ; comme 6(E€)id =0 ,
il suffit d'établir qu'on a

(3.11) 9(E)y = -i'(Dg)

Cette formule s'écrit encore ainsi : pour tout n € T(J') , on a

[§.,9n] - v[&.m] =n & D§

Cela se vérifie facilement en coordonnées locales, et peut &tre laissé au

lecteur. D'old le théoréme

Corollaire (3.12).

Pour u,v € AJC(N*eT() , avec deg u = p , on a

B[u,v] = [Du,v] + (—l)p[u,Bv]
Cela résulte aussitdt de (3.4) et de (3.10).

Remarque (3.13) : Il peut &tre commode dans certains calculs de “transporter

les opérations précédentes dans A J’*@T(J’) ; de fagon précise, posons,

pour o,8 € AJ¥ et £,n € J&@)
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ii) ad@e®g)s = MV ®id)o @@E)E
iii) D'@®E) = L*®1d)D@EsE) ;

iv) [a®E.89n] = (V*®id)[aB®E,Ben]
On a alors,

(3.13.1) ad@®g)8 = 0@®E)s - (-1)°D'(gE) A8 (b = deg a)

)Pq+q

(3.13.2) [u,vj = [u,v] - (—1)pD'u7\' v + (-1 D'vA u (p=deg u, g=deg V)

Cela montre que, aux notations prés, les opérations introduites ici
coincident avec elles considérées dans Spencer [1],[2]

Démontrons (3.13.1) pour o =1 et B8 de degré 1 ; ona B = ;7\6 .

8E)E = 0EXAB8 + XA B(E)B = -DEAB + X 7~ 6E)8
et par suite,

ad(E)g = v¥0E)8 = -D'E AR + ()R

Le reste des formules se déduit ensuite de 1la et de (3.1) et (3.2)

4, EQUATIONS DE LIE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS.

Conformément aux définitions de la théorie formelle des équations dif-
férentielles (voir Goldschmidt [1]) une "équation d'ordre k sur T " sera

un sous-fibré Rk de Ik(T) ;: nous appellerons I_{k le faisceau de ses sec-
tions, et nous poserons ﬁk = v—l(Rk) ; ;ﬁ_k = v_l(Bk) . Les prolongements

+
Rk ¢ sont définis de la maniére habituelle, sur laquelle nous reviendrons plus

k+p

loin, et sont des "sous-fibrés & fibre variable" de 7] (T) ; on dit que

k+ ) k
"R ¢ est un fibré" s'il est de rang constant et que "R est formellement

k+ . , ,
intégrable" si, pour tout ¢ = 0 , R ¢ est un fibré et la projection

k+p+1 k+ k+ - ;
Mt ¢ R ¢ - R ¢ est surjective. Soit R g le faisceau des sections de
k+ p k+ , . (12
R e (qui ne détermine R g que si ce dernier est un fibré) ; rappelons que
+p+ » 2 344 i
les u € Rk etl sont déterminés par récurrence par les conditions suivantes:
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k+p

ueR k+p

)
Mt p ., Du € J¥®R

Définition (4.1).

k ~k . . . .
Nous dirons que R (ou R7) est une équation de Lie si l'on a
k

fd
n
zel

Exemple (4.2) :

Soit 17 : Y - X un prolongement d'ordre k de X et soit o

, , ., =k
une section de Y ; avec les notations du §2, soit R~ Il'ensemble des vec-

~
A

teurs & ¢ Tk(T) tels que pg soit tangent & o , et supposons Rk de

rang constant ; alors Rk est une équation de Lie ; l'ensemble des solutions
de cette équation est l'ensemble des & ¢ J tels que p& laisse ¢ inva-
riant, (i.e. soit tangent & o). Dans le cas particulier o Y est un prolon-

gement vectoriel de X , la condition "€ € Bk“ équivaut & "6(E)oc = 0"

Proposition (4.3).

. k e 2 1
Soit R une éqguation de Lie. Pour ¢ = 0 , on a

~k+p ~k+ ~k+ +
[Bk ’Z,_R_k 2] c Bk g ; en particulier, si Rk ® est un fibré, c'est une équation

de lLie.

Démontrons la proposition pour £ =1 , le cas général se traitant par

~k+ ~k+
Rkl k+1

récurrence de maniére analogue, soient § € ;M €ER ; on a

~k
ﬂk[gln] = {ﬂkglﬂkﬂ] € B

et, d'aprés (3.12)
DIE,m] = [D&,n] + [§.Dn] = 6E)(Dn) - 8(n)DE)

il résulte alors de (3.3) que l'on a D[E,n] € IO(.:/')'“'@Ek , d'ol le résultat,
Pour k+¢ = 1 , il résulte de la proposition précédente et de (3.2) que, si
Rk est une équation de Lie, AIO(J)*®§_k+e est une sous-algébre de Lie gra-
duée de /\.IO(J')*@fk(J') (par contre pour k = p = 0 , cet énoncé n'a pas de

sens, le crochet en question n'en ayant pas !).

La proposition suivante sera énoncée, pour simplifier, sous des hy-

pothéses inutilement restrictives, qui seront les seules & nous servir,
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Proposition (4.4).

Soit Rk un sous-fibré de Ik(T) ; supposons que Rk+1 soit un

L+
:Rklk k

fibré et que - R soit surjectif, Les propriétés suivantes sont

Tk
alors éqguivalentes :

n k . , .
i) R est une équation de Lie :

+ + ‘
ii) [Rk 1ﬂRk 1] c Rk :
m [E‘k+1!53k] - E,k
P ~k+
Démontrons i) = iii) . Soient £ € gk ! . M € Bk , et posons

~ -1 . -1, = ~ - .
n=v M) ;ona, daprés (3.11) :v "(6E)) = 66 - n A D§ ¢ B ; d'ol

. N . : k+1 . . ez
le résultat (& noter qu'ici le fait que R soit un fibré et la surjectivité de

k+1 . n . N . ferz
R - 5]( ne sont pas intervenus). Le méme calcul, joint & la surjectivité de

k+1 k
R - R7 démontre l'implication iii) = i) . L'équivalence de i) et ii) se dé-

montre de maniére analogue.}
Les propositions précédentes peuvent se démontrer d'une maniére

plus naturelle. sans faire appel au formalisme développé au §3, & condition
d'examiner de plus prés la notion de prolongement d'une équation différentielle ;
comme nous en aurons besoin dans la suite, nous allons maintenant revenir
sur ce point .

Désignons par pri (i=1,2,3) les 3 projections X3 3 X , et poscns
prij = (prijprj) : X3 - X2 : soit g(e”k) 1'idéal de GX3 engendré par

p+1 ,k+1)

prelezge + pr§39k ; le faisceau GX3/9( a pour support la diagonale

A de X3 : nous le noterons IP“(IkGX) , et nous le considérerons aussi,

2
par une convention analogue & celle faite au §1 , comme un faisceau sur X
en l'identifiant & son image par p1r1 . Nous noterons quelquefois A(e’k)
k
l'espace annelé (AZJE(I C}X))
Si E est un fibré vectoriel sur X , nous poserons
Ie(IkB) = pr;1 ® IB(]kGX) , c'est (i.e. son image par pr1 est) un faisceau
-1
pr3 GX

. k o

localement libre sur X , et nous désignerons par Ijz (J'E) le fibré correspon-
dant. Nous laissons k lecteur examiner quelles identifications rendent ces nota-
tions compatibles avec celles du §1, et avec les notations classiques des

"espaces de jets itérés”,.



- 20 -

Nous désignerons par j13 l'application Ik(él) - Ie (Iké‘;) définie par

K+2ey o 12(%e) définie par pr_l_é . 1a

pr;3 et par )\E l'application J
premiére application coincide avec le "jet d'ordre " habituel ; quant & la
seconde, elle est @, -linéaire et définit donc un morphisme de fibrés

)\e : Ik+€(E) - Ie (IkE) qui est définit usuellement ainsi : on prend une section s
de E au voisinage Xo € X , d'ou par jk une section de Ik(E) , puis

par je une section de ]e (]kE) , dont la valeur en xo ne dépend que de

k+ . .
j P’(s)(xo) . En coordonnées locales, avec des notations évidentes, ces ap-
plications s'écrivent ainsi
: . +1 k+1
G%a)&x,x',x") = alx',x") mod &x'-x)¢, x"-x)

(Xea)(x,x'yx”) = alx,x") mod (x'-x)eﬂl(xn_xl)

Cela étant, soient E et F deux fibrés vectoriels sur X ; soit o
un morphisme Ik(E) - F ; désignons encore par ¢ le morphisme de faisceaux
associé ; & o correspond de maniére biunivoque un opérateur différentiel
8 : & » % , défini par & = cpejk ; par abus de langage, on appelle encore o

un opérateur différentiel d'ordre k de E dans F , et l'on définit son prolon-

gement d'ordre ¢ pe(cp) : ]k+2(E) - IQ(P) par la formule pe(cp) = ()\,e)_locpJz ,
avec cp{2 , Ie(IkE) - Ik(E) déduit de o de la maniére évidente (en langage
élémentaire, pe(cp) s'obtient en "dérivant & jusqu'a l'ordre ¢ "). Posons,
pour x € X : Rk+€(x) = ker pg(cp)(x) ; lorsque Rk est un fibré i.e. lorsque
¢ est de rang constant, on a Rk+e = (xe)—lle(Rk) : donc les Rk+e ne

k P .
dépendent que de R et coincident avec ceux qui ont été introduits plus

haut.

Posons encore I];(E) = ker M Ik(E) - IO(E) . De 1l'isomorphisme
I(l)(ll) ~ T% (cf §1), on déduit par des produits tensoriels convenables des
isomorphismes I(l)(E) ~ T*QE et I(lj(lk(E)) = T*@Ik(E) ; en écrivant ce dernier
isomorphisme comme une égalité, on a alors, pour f € Ik+1(8)
4.5) Df = jlm £ - 't
que nous écrivons aussi, par abus de notation : Df = jlf - xlf (cf Quillen

[1] ; voir aussi la définition de la différentielle d'une fonction dans Grothendieck

[11).



+
Par suite, si f € Ik 1(Ei) vérifie m f € Bzf , Df € j’*@Rk , On aura

, k
k +
le € Il (R") , donc f ¢ 5k 1 et réciproquement,

X

Prenons en particulier E = T ; on est alors amené & identifier

IP’ (Ikéf) aux champs de vecteurs prlz—verticaux sur X3 , modulo g(€+1’k+1)

Appelons maintenant "bidiagonaux" les champs § sur X3 qui

-1

przs(A)

i) sont tangents &

ii) sont -projetables, avec prlz(é) diagonal sur X2

) +1,k+1 , , .
En passant au quotient par g(e ) , on obtient un faisceau noté

Prya

.t

Fk rd pe o
Ie- )(J) ; en coordonnées locales un tel champ s'écrit

k+1 p+1

eI

- , (%'-x%)

g = abe,x',x")2s + a(XyX'iX')=D".’ + alx,x,x) modulo (x"-x')

dx " DX

L'application & = a(x,x',x");}%; est un isomorphisme f(z'k)(J) - ]P‘(]kj’) que

nous noterons vy , comme l'application analogue sur X ; nous définirons

Ay I e R I e B L

o~ -1 P . P o4 % AV .
xe =y )\ev ; on vérifie immédiatement que ]'({2 k)(‘;l') est un faisceau d'al-
gébres de Lie, et que i'de et {8

7

sont des morphismes d'algébres de Lie.

La proposition (4.3) résulte des calculs précédents de la maniére
suivante : soit Rk c ]k(T) une équation de Lie ; alors T*e@k) = V—lIe(Bk)

est un sous-faisceau d'algébres de Lie de T(B”k)@') (en effet, tout élément

de 'I“R(Ek) s'écrit 3 fi®j”2§i , fi € GX , gi € Ek . et il suffit d'examiner
~ . N ~k+ ~p—1ep k

le crochet [f®j2‘§,g®jen] pour &, € 5k) ; par suite R o aHTf R")

est un sous-faisceau d'algébres de Lie de Tk+1 () . La proposition (4.4)

pourrait aussi se démontrer d'une maniére analogue, quoigu'un peu plus compli-
quée ; nous laisserons cette question au lecteur.

Pour terminer avec les généralités sur les équations de Lie "infinité-
simales", il resterait & examiner la version "sophistiquée" du complexe de

Spencer. Nous renvoyons la question au {7, ol nous examinerons en méme

temps le cas "fini" ou "non-linéaire".





