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SUR L'EXISTENCE DE LA DERIVEE-LIMITE;

Par MM. P. Bessonorr r M. Laveentierr.

I. Dans cct article nous nous proposons d'établir quelques pro-
positions de la théorie des représentations conformes. Il s’agit des
uestions concernant la correspondance entre les frontiéres gquand
la nature de ces frontiéres satisfait a quelques conditions restric-
tives. Nous prenons l¢ cercle comme un des deux domainesipour
- fixer les idées. Quant a 'autre nous supposons qu’il est limité par
une courbe simple de Jordan.

Nous commengons par les notations dont nous aurons a faire
usage dans la suite.

Soit w = f(5) une fonction réalisant la représentation conforme
du domaine D sur le cercle-unité. Le point w = o, centre de la
circonférence, ¢st homologue de z,, ainsi que z et w sont deux
points homologues des frontiéres I' et y du domaine D et du cercle.
Si z, 3, el w, w, sont deux arcs correspondants des frontiéres, nous
désignons par As et Ac deux segments de ces arcs contenant toujours
les points fixes et homologues s et w. Nous établissons quelques

As
3 \ ) v, v e .
proposnuons sur l allure dll ldpp()!‘( - Z étant un pomt ﬁxe. NOUS

établissons les conditions géométriques dans lesquelles la

valeur %: tend vers une limite finie (différant de zéro) et dans les-

quelles il existe une « dérivée-limite ».

Il y a des résultats concernant la dérivée-limite publiés par
M. V. Weniaminoff ('). Il s’agit des conditions pour l'existence
d’une dérivée-limite sur un ensemble de mesure positive. Cest le
point de vue intégral. D’autre part (2) quelques théorémes ont été

, , s . ..
énoncés sur l'allure du rapport A, €N un point dela frontiére. Dans

(') V. WENIAMINOF¥, Sur la derivée-limite d’une fonction analytique
(Comptes rendus, t. 180, p. 114); Sur quelques propriétés de la derivee-limite
(Comptes rendus, t. 180, p. go»).

(?) M. LAvnstn. Sur .la représentation conforme (Comptes rendus
du 7 juin 1927, t. 184, p. 1407).

LYIH, 12
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ce¢ qui suil nous étudions toujours les propriéiés différentielles de
la frontiére. Le lemme | rend immédiats quelques résultats publiés
sans démonstrations (').

Nous commengons par établir une proposition trés simple qui
nous sera utile dans la suite et que nous appelons « principe de
localisation ».

I1. Principe de localisation. —- Soit D un domaine limité par
une courbe de Jordan simple ¢t fermée. Faisons la transformation
conforme du domaine D sur le cercle-unité. D’aprés la transforma-
tion, un point 3, du domaine 1) correspond au centre du cercle
v =20 el un poinl s de la frontiére I' correspond a un point wde
la circonférence |w|<"1. Entourons le point z d’un cercle de
rayons 5. Ce cercle coupe la frontiére en une intinité dénombrable
d’arcs. Nous en désignons une qui contient le point Z, par s, ..
Soient «, et v, les points homologues (d’aprés la transformation)
de 3, ct 3,.

Principe. — On déforme la frontiére et 'on déplace le point sz,
d’une maniére arbitraire a 'extérieur du cercle de rayon p entou-
rant le point 3. On fait la représentation conforme du domaine
transformé sur le cercle | | << 1. Alors, en conservant les notations
du puméro 1, on peut affirmer quc les propriétés suivantes
subsistent aprés les déformations :

1* L'existence des bornes supérieure et inféricure du rapport _A\':,

2° L’existence de la limite : lim i;,

3° L'existence de la dérivée-limite au point 3

1" Les propriétés 1° et 2° en chaque point d’un intervalle 5/ 3
|3,5,C =135

5° La continuité de la dérivée au point 3;

6° I.’existence et la continuité de la dérivée seconde au point 3.

Soient D un domaine limité par la courbe I' et w = f(z) une
fonction réalisant la transformation sur le cercle | «w | <Z1. Suppo-
sons que

<& 2 <M
() ‘ s M

(') M. LAVRENTIEFF, loc. cit.
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pour un point 5 de la frontiére. Faisons la déformation de la fron-
tiere qui remplace un acc L de la frontiére par un autre /, passant
par les mémes points de la frontiére, mais contenu dans le domaine
D. Désignons par D'le domaine transformé. Dans le cercle | & | <C1
nous avons un arc A homologue de ! d’aprés la transformation
w=f(s).

Faisons la transformation conforme de la partie du cercle,
limitée par I'arc A et correspondant a D', sur le cercle 13| <1 du”
plan des z'. Soit z'—= () la fonction réalisant cette transforma-
tion et 0 = ¢ (o). Alors, la fonction z' = ¢[f(s)] opére la trans-
formation du domaine D’ sur le cercle-unité. Soit Ag' I'arc corres-
pondant & As d’aprés cette transformation.

En vertu du principe de Schwarz il y a une dérivée :;—i sur 'arc

Aw de la circonférence

ds'

(9 —_—
L3) dw

=\ (0 < N o).

V-

Considérons ’égalité
As - As Ao
3 T X5 AT
Dapreés (B) : v
O < my i—:, <M,.
D’aprés (a) :
0 m < s <M
b = As ’
Il en résalte

0<n<;\—:-,<N.

On a le méme résuliat quand on déforme le demaine en y ajou-
tant unc partie du plan au domaine D.

. . As
Des raisonnements pareils nous montrent que le rapport - reste

borné aprés un déplacement du point 5, (homologue de w =o0) a
I'intéricur du domaine D.

Nous n’insistons plus sur ce point. Toutes les propriétés diffé-
rentielles mentionnées dans I'énoncé du principe se démontrent
par le méme procédé, c’est-a-dire en faisant la double représenta-
tation conforme et en utilisant le théoréme sur la dérivée de la
fonction composée.
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Il Quelques propositions préliminaires :

a. Considérons le demi-plan 1« >> — v,. Enlevons de cc¢ demi-
plan le rectangle dont les sommets sount : A(— %, — ), B(—%, 0),
C(%, o), D(§, —) et faisons la représentation conforme du
domaine qui reste sur le demi-plan 1z > o, en faisant correspondre
s=raw=1.

Soient a, b, ¢, d les point homologues de A, B, C, D. Sup-

posons que : tend vers ziéro et gue

(=

0k

lun = =
‘~‘0 /)(‘

1 el lim & = & (oL &Lx).
('f/

Nous posons be = cd = ab =c¢.9 el nous supposons que
l'origine est au milieu de ab.
Alors, il suffit de démonirer que

= el lim = =

=0 2T

@ Ly

lim

=0

La fonction réalisant la représentation est la suivante :

@10

ott les nombres G, ¢, ¢ satisfont aux conditions suivantes :

(1) [ / A r.
\ at e (14 3)? .
(2 : = / '\
2 f ‘ “."”__'_r/L
i 1+3 / TR
(3 1 = ( P —) )
) 1, [ \ T eov— d.r.

D’apres (7), nous avons
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donc

limo = o.
=0

D’autre part on a, d’aprés (1),

[ ! £t g
= — [ \/%d}:
., at et (14 9)?

r? o4 ¢
I (1 -+ 92)
et tendant vers un, si ¢ tend vers zéro, on aura -

La fonction étant bornée dans I'intevvalle (o

.G
lim— =1.
¢=0 €

La fonction \/(1 ey 5 étant bornee dans l'intervalle (0,1

et tendant vers'1, on a, d’ apres (2),

Evaluons maintenant la valeur n

1+ —————xﬁ—l
'r.;(lf .—.——7———-;(1.1‘
A (1 +9)—u
_‘f"”')\/ xr —1 \/ PR |
= ar
14 9—& 1+ 9+
1+3 1
dr (1),
(l+9)—z )

Changeons la variable z —1 =19y

. —
~ ._._.y =G f-
r.=0?[ ‘/l_ydy—w,‘

lim 2 =lim A~ = 7.
?

£p 2

Il s’ensuit

1)

1)

(') Nous écrivons

J(z) 2 p(=),
Sf(z) _

o(x)

au lieu de

lim
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On fait de la méme maniére la représentation conforme du demi-
plan supérieur limité par le contour polygonal MABCDN

Mi—ao, ), NM—Z 7). Bi—Z% o) GiEk o)y DieE ), Mix, ).

o

Des raisonnements tout a fait analogues nous donnent les mémes
correspondances entre les segments au voisinage de 'origine.
Nous avons les mémes égalités

Lo =
= 1. lim —+ = Z.
e 5

@ a

b. Pour nos recherches nous utilisons comme un instrument une
courbe dont nous savons représenter U'intérieur sur un demi-plan
par une fonction effectivement connue.

Il s’agit de la fonction

W= 34 5lt2 (o 2L,

vin

On représente le demi-plan R > o au moyen de la branche qui
fait correspondre la partie droite de 'axe réel a celle du plan des w.
I’axe imaginaire du plan des z correspond ala courbe en question

du plan des w.

=T
Soitz=y.e
e g T . .= |
"Hd te=2x l;r'l il Ll T SEN T | B4
: 5

= — 1 Tr s =
y

v= ¥ ( cereon “)'

Cette courbe, symétrique par rapport a l'axe réel, est réguliére
partout. Au point 3= o, ou e¢lle n’est pas analytique, la fonction
w =3+ 3'** a unc dérivée, par conséquent le rapport des arcs
correspondant au voisinage de P'ovigine dans les plans 3 et o reste
borné et tend vers unc limite finic égale a " v+ (1 -+ 2) 3% 1. Les
nombres ¢ et u étant les coordonnées d’un point de la courbe que
nous appelons « courbe auxiliaire C,. » on a au voisinage de
l'origine
21€2sin T

N

B —_ Vi P q/.::(‘onsl.)‘.

c(l <+ 2% cos = 2)
i i 5
- /7

~
<
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Nous avons évidemment

lim - =1,
g=0p

el par suile au voisinage de l'origine

13 \
) & | e lz.
v

La fonction v = 3+ 3'** opére la représentation conforme du
demi-plan Rz > o sur le domaine concave limité par la courbe
auxiliaire Cg..

La fonction inverse de w = 5 + 5'*2 fait la représentation con-
forme du demi-plan R > 0 sur un domaine convexe D limité par
une courbe, semblable a la courbe auxiliaire C,., et que nous
appelons « courbe auxiliaire C;; ». En désignant par R et @ le
module et Pargument de w on a

Ricos = isin®) = o(cosg + £8ing) 2 +2[cos(1 4 2)9 4 Isin(1~ 2)0],
Reos® = scoss 42"+ 2cos(14a)g.
Rsin® = g sing 4 '+ 2 sin(1 4 2)9.
I.’axe imaginaire du plan des w correspond a
o= pleosg 4 z%cosit42)9|
R = pfsing 4 o2sin(i42)9].
[.’équation de la courbe auxiliaire Cy; est

cos @

pr=—
cos(r-+a)g

Il est évident qu’une branche de la courbe se trouve dans le sec--
tear o=, 9= T et que la courbe est symétrique par
. S aa) 5 que * que p
vapport a Uaxe réel.
T . P
On cherche la valcur7 au voisinage dc l'origine, x et y étant
les coordonnées cartésiennes d'un point de la courbe C,;

xr
~ = col

-a

On a
T COs O
hm |coty :
COS{14-a)9p

]ih (0 < kT =),
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par suite

Xk

,.r
"

IV. On suppose dans la suite que le point ¢n question de la
frontiére du domaine D soit a 'origine &* = o et que 'axe réel sott
la tangente. Soit M(w, ¢) un point de la frontiére voisin de 'ori-
gine. Nous nous borncrons a considérer le cas ou I'allure de la
courbe frontiére au voisinage de l'origine est soumisce aux condi-
tions (')

!

N
i< e
) ¢ ”\\/' (0L 250,
'Inn‘——::-
fu

Cela posé, on peut démontrer la proposition suivante :

Lemme L. — Les conditions (A) sont suffisantes pour que les

rnp[)orls

N
Az As

soient bornés (*), As élant limité par les droites

u=— et =< -.
)

(1) Les deux cas limites sont :

1 &4 a =1,

En désignant par - un angle de la tangente au point M et par s l'arc OM,
on a
v

NT/
l"=;(""

~

S'il existe une limite finic de la valeur -, on a le cas ou la courburc auw
$

point fixe est finie.

2¢ 1= 0; <

v 1
@ u

Le point z = o peut étre un sommet de la frontiére.

(?) Nous ne considérons que le cas ou la frontiére est rectifiable au voisinage
du point O. Or, en désignant pour un moment la corde OM par As la proposition
est vraic sans la restriction
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On place la courbe auxiliaire C; dans le demi-plan supérieur de
telle maniére qu’elle ait pour tangente au « sommet » 'axe réel. De
la méme maniére on place la ‘courbe auxiliaire C,. dans le demi-
plan inférieur. ‘

D’apres les conditions (A) un arc de la frontiére «f sera. au
voisinage de l'origine, entiérement contenu entre deux courbes
auxiliaires.

En vertu du principe de localisation on peut supposer dans Ja

suite que la frontiére I est située entiérement entre les courbes C,;
et Cye.

1* Ces remarques faites, on effectue les opérations suivantes :

. On trace deux droites symétriques paralléles a I'axe imagi-

naire a la distance  de origine. Soient CD et EF les arcs des Cy;

2

Fig. 1.
I,
A‘\\ Wo ,Cdi.
\ S
\\\ /,
\\C
\ /
\ 0 u
. ! \\\\
(3 I3
Cae
]
c 8 D
P4 {
£ "0

¢t C,. dans la bande — i} <u<+ Ej et AB l'arc de la frontiére,

contenu dans cette bande qui contient l'origine. On choisit ¢
assez petit pour que AB soit contenu dans «f (fig. 1,[). On rem-
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place, alors. le domaine D parunautre D'. La frontiére IV de D’ est
formée par les segments EC, FD, 'arc CD et les parties de C,.

. N € €
extérieures a la bande — > < < -
k4 2

5. On opére la représentation conforme de I'extérieur de la
courbe G, sur le demi-plan 1:'> 0. Soit ' = ¢ (') une fonction
réalisantlareprésentation et £ = 4 (). On désigne par E'C'O’'D’ I/
I'arc homologue de ECODI-.

;- Iinvisageons maintenantunrectanglee'c’d’ " le plus petitpossible
ayant les cotés paralleles aux axes et contenant la figure E'C'O'D' I
Soit D" le domaine qui est formé en enlevant ce rectangle du demi-
plan supéricur On fait la représentation conforme du domaine )"
sur le demi-plan 13">0 au moyen d'une fonction z"=F'(3').
Soit / = F({). On désigne par ¢’, ¢", d", /" les points holomogues
de ¢'. 'y d'y f, d’aprés ia transformation.

5. On fait, enfin, Papplication du demi-planJ s">> o surle cercle
z &1 en faisant correspondre les points 3" =17 et 5 = o.

Soit Az l'are de lacirconference s =1 correspondanta As — AB

d"aprés la transformation conforme du domaine D sur le cercle
s <1. Nous considérons les déformations de l'arc Az de la
circonférence 5 -1 correspondant aux variations de As dans l¢
procédé décrit.

L’opération (o) étant faite, on remplace 'arc AB = As par un
autre ECODB, auquel correspond un are Ag’ de la circonférence
3=,

Daprés un principe de M. Montel (') I'arc homologue de
ACODB et, a fortiori, 'ave Ad’, homologue de ECODF, est plus

grand que Az

A3’ = A5,

Or, en vertn des conditions (A), on peut affirmer

' \B
1 —— = .
v\ni-—_.,“ W ECODE
(') P.MoNTEL, Journ. de Math., 7° <évie, t. 3, 1917, p. 31-32. — LAVRENTIEFF,
Comptes rendus, 5 juin 1927. — PoLya und Szrai, Awufgaben und Lehrsitse,

I, 5, 3.
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L'opération (B) fait correspondre ECODI et E'CYO'D'|™

tend vers zéro, la limite

h‘n'l’ ]V’!T‘i"?(_))ll))ll ¢ toge %)

existe d’aprés la nature de la fonction réalisant la réprésentation.

Le remplacement de E'C'O'D'F’ par e'c'o'd f' (¥ operauon 7)
correspond a un changement de Larc homologue de la circon-
férence |3 =1.

Soit As” 'arc homologue de e'c’d' f' par rapport a la représenta-
tion du domaine )" sur le cercle | 5" < 1.

D’apreés le principe de M. Montel

A3" 2> A3’ > s,
La transformation () conserve I'ordre de grandeur des arcs au
voisinage de I'origine. Il est facile de voir que
. ECODF
lim —————=
c=0 €c’o’'d'f

Il résulte de la proposition a, 111 :

. codf _

La transformation (s) nous améne effectivement a As". La
fonction
. .
~ zu+ f

nous donne par exemple

non " Uy
. e'c'o"d 1
lim A

As=0 Ad” -5
Alors, nous avons
lim as_c.
A\:ul o
par suite
Cy As
~ K;' (clgc).

. s g As
Nous avons trouvé une borne (mferleure) pour le rapport i

Quant a lautre (supérieure), on peut faire une autre série de
déformations du domaine D) de sorte que I'arc de la circonférence
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5{ =1 homologue d’un arc As ne croisse pas pendant les défor-
mations du domaine. '

2° A cet effet on fait les opérations suivantes :

a. On remplace le domaine D par D', dont la frontiére est formée
par les segments EC, FD., I'arc EF et les parties de C,; extérieures
a la bande

Xl
Nl

5. On déplace la courbe C,; le long de I'axe imaginaire jusqu'a
ce que les points E ¢t F soient sur cette courbe (C et D sont
symétriques par rapport a 'axe imaginaire). Ensuite on fait la
représentation conforme de U'intérieur de la courbe déplacée surle

Fig. 2.

<|\‘

(e

¢ T =
r CNA* sy

T -5 7

demi-plan I z'> 0. Soient z'= ¢, (w) une fonction réalisant la repré-
sentation et i = ¢, (¢). On désigne A'E'O’F'B’I’arc homologue de
AEOFB. La distance de chaque point des courbes E'C’'L’ et F'B'P’
de 'axe réel est de méme ordre de grandeur que la distance DF,
d’aprés la nature de la fonction z' = ¢, (w) (voir b,. III).
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y. On trace deux droites paralléles a I'axe imaginaire par A’ et
B'. Elles rencontrent I'axe réel dans les points e’ et /'

On peut tracer une droite paralléle a 'axe réel dont la distance
a lorigine soit infiniment petite par rapport a E'F’ et qui ne coupe
les courbes E'C'L’ et F'B'P’ qu’aux points aussi é¢loignés que 'on
veut de l'origine. Soient ¢’ et d' les points d’intersection de cette
droite avec les droites ¢’ A’ et f'B’. On désigne par D" le domaine
simple limité par les segments e'c’, /'d’, ¢'f’ et deux demi-droites
paralléles a 'axe réel issues des points ¢' et d'.

On fait maintenant la représentation du domaine D" sur le demi-
plan Iz”"> o au moyen d'une fonction 3" = F,(z'). Soient { = F,(¢)
et e, ¢, d', f" les points homologues des ¢/, ¢’, d', [ dans cette
transformation.

On fait, enfin, 'application du demi-plan 13> o sur le cercle
31 <1, en faisant correspondre les points 3" = /et 3 =

En faisant des raisonnements analogues a ceux du 1° nous aurons

une borne supérieure du rapport As
sup pport \o
As Gy
As 7y
Remarque. — On dédunt facilement de la démonstration du

lemme 1 qu’en dehors de I'arc As la frontiére peut étre déformée
arbitrairement entre deux courbes C,. et C,; : les constantes ¢, et
C, ne dépendent que de la forme de la frontiére au voisinage de
Yorigine.

V. Nous avons démontré que les conditions (A)
e
u
S
oM

lim =1

|

SR Ez?

<

o As o .
fhis: 1 e 35 o A9 ornés.
sont suthsantes p()ul‘ que €s rappmls Ao et As soient b ornés

Les conditions (A) seront remplies, si 'on suppose qu’il existe
une tangente au voisinage de l'origine et que la vitesse moyenne

de sa variation E satisfait a 'inégalité
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Cette restriction est essentielle, car on peul construire une

courbe par un procédé géométrique dont la tangente en un point
. y .. . . As

varic d'une maniére continue et tandis que le rapport 3o nest pas

borné.

Soient
o< M\ WL, <., <L L lim M, = x,

"

0 & 0.< 2, L lim 1,,:-},

n z

deux suites de nombres positifs.
Considérons un secteur de cercle dont 'angle AOB est égal

Fig. 3.

0

a 2a,. On opére la transformation conforme de lintérieur du
secteur (le domaine D) sur le cercle | w; <71, en faisant corres-
pondre un point 34 a v = 0. Soient oa, et ob, deux segments des
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rayons OA ct OB. On peut les choisir assez petits pour que

S M,

ayo + ob,

@, b étant un arc de la circonférence homologue de a,0b, d’apres
la représentation.

Il existe deux points «, et b, assez proches de o, pour que I'iné-

galité )

vy, 0y b,

- > My
a, b,

subsiste.
Sotent

0, & o, ' el ob,= ou,.

Faisons la représentation conforme du domaine D, limité par
I'arc AB et la ligne polygonale Bb,a, A sur le cercle |« | < 1.
En désigaant par a), a), b, b, les points homologues des «,,
s, by, b, on affirme, en vertu du principe de M. Montel, que
@D aly et bbb, >> b b,
En diminuant oa, ct 0b, nous pouvons réaliser 'inégalité

ayay+ b b,

a’ by

> M,

Soient alors a.o0, et b,0, deux segments symétriques, a l'exté-
2 202 g )
riear du domaine D,, formant un angle égal a 2a,.
En faisant la représentation du domaine D', qui est limité par la

frontiére ABb,o0,a, A, sur le cercle | w! <1, nous avons :
«. Le principe de M. Montel entraine

wyas-4 0, b,
/N

> M,.
a, b}, étant I'arc dc la circonférence homologue de¢ a,a,0,6.0,,
par rapport a la nouvelle représentation. :

b. On a deux segments 0,a, et 0,b; tels que

1309 + 090
0

> M,.
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Nous pouvons répéter pour I'angle ay0,b, les raisonnements
que nous avons faits pour 'angle @,0b, et continuer ce procédé
indéfiniment.

FFaisons la représentation conforme du domaine D, que nous
donne ce procédé. )ésignons les points homologues de a,, b,
par %,. Ba.

Nous avons alors

Aoy~ oy 4+ bay=1 b, > M
~ 1m

. . Ay =y :5'.'11 -1
et a fortior
ap=y Dy~
SIS M,
Aoy <t 22m=1
On obtient Texemple cherché en remplagant les angles de la
ligne polygonale par des ares des cercles assez petits et tangents
aux cotés des angles.

Remargue. —— La fonction

3= w1 —logan

transforme une partie du demi-plan R >> 0 au voisinage de Uori-
gine en un domaine du plan des s limité par une courbe semblable
a celle de 'exemple précédent et dont la tangente varie d’unc
maniére continue.

On trouve facilement que

. As
lim = x

As
au voisinage de Uorigine et que

<

slogs

wle

/i étant unc constante.

VI. Lewse 2. — Les conditions (\\) sont suffisantes pour que
As . ..
le rapport = ait une limite
crapport

. As
lim - = L.

As=0d7

As étant limité par les droites

u =—

Sle
~
X

|
.
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Soient

. As .
lim .sup..As— == M,

L. As
lim inf. 1, M

Il faut démontrer que

M—m=17~=o,

On remplace le domaine D, par un autre, D', qui est formé de
la maniére suivante : on trace deux droites paralléles a 'axe imagi-
nairc a la distance :) de 'origine. Soit AB T'arc de la frontiére,
découpé par ces droites et qui contient 'origine. On désigne les
points de l'intersection de ces droites avec la courbe G, par E et
F. Alors, le domaine D' contenant D cst limité par 'arc AB, deux

segmerits EA et FB et la partie de la courbe Ca. qui est située cn
dehors de la bande

£ €
— < -
2 B

Soit As = ab un arc contenant le point o et contenu dans AB.
On désigne par Ag’ ’'arc homologue de As d’aprés la représentation
conforme du domaine D’ sur le cercle | 3| << 1.[On suppose que A
soit 'arc homologue de As d’aprés la représentation de D sur le
-méme cercle. ]

Nous allons démontrer maintenant que

lim sup. KA% — lim inf. 3—:, 2 nk,
n éltant une constante qui ne dépend pas de e.

On fait la représentation conforme du domaine D’ sur le cercle
| 3'| < 1. Soit /" une courbe correspondant a la frontiére I' exté-
ricure a arc AB. On désignc par

w=f(3")

une fonction réalisant la représentation. Soit, d’ailleurs,
3'=19(3)
une fonction réalisant la représentation de la partie du cercle
| 3’| <1 limitée par /' et A’'B’ (homologue de AB) sur le cercle
5] <.
i ’ 13
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On a
As  As Ag
A7 T X A
lim sup '\j =l As lim o
sup. (o = limsup. - lim T,
L As . As . e
| — = == =
im inf. 7 lim inf Achm e
As As ,
En vertu du lemme 1 les nombres 1, € o sont bornés, par
suite
A :
0<n<3£, < N < oc.

D’aprés la remarque de ce lemme la constante n ne dépend pas
de «.
Alors

lim sup. s — lim inf, s — lim R lim sup 48 — lim inf s
Ad’ "Ad’ As’ P g “Ac

. Ao N
= lim A7 (M —m )z nk.
Il nous reste a démontrer maintenant que

lim su as lim inf é‘b = o
sup. e

Posons
As = ab.

a et b étant a la distance L)—“ de 'axe imaginaire.

Soit Ag’ un arc de la civconférence | 3! =1 homologue de As.
Passons du domaine D" & un autre D, par 'opération (a) du 1°
(lemme 1) en partant de I'arc «b au lieu de AB. 1 suffit de répéter
<es opérations et les raisonnements de (f), (y), () (1™ partie)
de la démonstration du lemme 1 pour avoir une borne

EPRA Y .
Sliminf, — (voir fig. 4. .

As

.
2
Pour avoir une autre borne nous avons besoin de quelques cons-

tructions supplémentaires.

a. On méne deux droites paralléeles a 'axe imaginaire par les
points @ et b. Soient M, N et Q, R les points de l'intersection de
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ces droites avec les courbes C,. et Cy;. Soient d’ailleurs C et D les
peints d’intersection des droites EA et FB avec C,;. On désigne

par D" le domaine qu’on obtient en enlevant les deux quadrilatéres
curvilignes ECQM et NRDF du domaine extérieur a C,., et par Ac”

Fig. 4.

I'arc homologue de aMNb d’aprés la représentation de D” sur le
cercle | z| <1 (fig. 4, II).
En vertu du principe de M. Montel

As” < Ad'.

B. On fail la représentation conforme de I’extérieur de la courbe
C,. sur le demi-plan 13> 0 en faisant correspondrc w = w, et
=1

D’aprés la représentation, on a deux quadrilatéres curvilignes
E'C'Q'M' et NR'D'F’ homologues de ECQM et NRDF (fig. 4,
Ir). : ’

7- On meéne deux droites par les points C'Q’ et R'D’ (fig. 4, III)
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formant un angle /w1, On peut démontrer que les arcs C' Q' et
R'D’ seront en dehors de 'angle C’wD’. On fait l'application de
I'intérieur de cet angle sur le demi-plan Iz">:70 en faisant corres-

’

pondre s'==1iet 5"=1.

d. On fait la représentation conforme du demi-plan 12" > o sur
le cercle ! 37 << 1, au moyen de la fonction du ¢ (lemme 1).

Apréslopération «. on remplace I'arc «b = As par aMNb, auquel

correspond nn arc As” de la circonférence | 5| =1.
On a
. h
lim —ao
As=o @« MN & ’

d’aprés les conditions (A).
D’aprés la nature de la fonction faisant la représentation con-
forme 3. on a
aMNb

him —————~ - ¢ (vorr aussi 3. lemme 1).
a'M'N' b ! )

On prend dans la suite mwn au licu de «'M'N'b’, m et n étant
des points de I'intersection des droites CQ et RD avec I'axe réel.
On a
. a' MUNY
lim ——

As.0 mon

En effet, la transformation $ conscrve 'ordre de grandeur des
dimensions des quadrilatéres E'C'Q'M’ et NR'D'I.
Par suite

tang D' n K’ . D'nF’
— i e

lim

z =0

=m0 €

Désignons As” un arc de la circonférence ' 37 == 1 homologue de
mmn. D'aprés le principe de M. Montel

As" < A5 AS,

Soient, enfin, m'»' et »'n'les segments homologues de mw ct
nw d’aprés la transformation y. On démontre que

. mwn
lim

s—om'w'n

s =1 ().

(*) Une fonction réalisant la représentation de I'angle mwn sur le demi-plan
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On aura maintenant

lim As  aMNb aM'N'b mon m'wn ¢
c=0 aMNb  M'N'd'’ mon m'w'n A" 2’

par suite
[+
lim sup. — <=,
-
alors
lim 32 ¢
Ad’

et le lemme 2 est démontré.

VIL. Tutorkme. — Si les conditions (A) sont remplies en un
point la dérivée-limite (') existe en ce point, et son module

Jz > o est la suivante :
1

2 = C.eME™ (3" [z2+%) 1 —2&",

En faisant correspondre z =t et 2'=1, on a

mes 12E%
e I —2e%
C= oo
(14 e2+2)1—2e
Pour le point 3| = — ie™+* (le point w), on a
zZ,=0,

Pour le point 2, = ¢? (le point n), on a

_ TeE®
e T 2
— y —9E® -— «
3,= ————— (1+ iex) I —2€tgl—2ek,y
(,+¢2+-)|—‘.’E"
2
-r ':|z"}_e|~“"
w'n' z
lim — = lim ! :'l =1.
wn e?

(') D’aprés une définition de M. Weniaminoff on dit que la fonction f(z) a
une dérvivée-limite 9(3,) en un point z,, | 2| =1 &'il existe une limite
?(5) =lim /' (3),
lorsque 3 tend vers z, le long d’un chemin quelconque situé 2 lintérieur du
cercle | z|Z1 et non tangent & la circonférence.

Une autre définition de M. Weniaminoff : la fonction f(z) a une dérivée-
limite ¢(3,) au point 3, si le rapport

S (3+ Ag) — f(35,)
Az

tend vers une limite ¢ (3,) quand z,+ Az tend vers z, Lout en restant sur L, ou
sur L, (L, et L, sont deux courbes situées a 'intérieur du cercle | 5| <1 formant
un angle non nul au point z,).
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est égal a la limite du rapport des arcs correspondants :

As
3 U

Il est possible de faire une application du cercle de rayon 1,
tangent a 'axe réel a I'origine, sur un demi-plan de sorte que la
limite du rapport des arcs correspondants dans le voisinage de
Porigine soit égal a un.

Alors, nous considérons une représentation conforme du
domaine D, limité par une courbe simple (et fermée) I' sur un
demi-plan Iv > 0.

En faisant correspondre un point du plan des z au point w =,
on peut faire la limite lim S; égale a1 [Asy comme ci-dessus, en
arc de T, contenant lorigine et contenu dans la bande
_._’ <Rz< E’-, Ag son homologue d’apreés la représenlalion].

Soit

une fonction réalisant la représentation conforme du domaine D
sur le demi-plan T« > o.

On change I'échelle dans les deux plans en multipliant 'une et
Pautre variable par % [¢ > 0]. Alors on a un domaine D, repré-
senté sur le demi-plan Jo > o.

La fonction

W= ;_/'(ez)

réalise la représentation. Le nombre ¢ tendant vers zéro, le domaine
s’étend et remplit tout le demi-plan supérieur.
Prenons la fonction inverse

3 = 3:(m)

et considérons une famille de fonctions
: Pel(wr) | (z->0).

\
Cette famille est normale dans le demi-plan 14> o, parce que

(') As est un arc arbitraire contenant l'origine.
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les fonctions de cette famille admettent une région exceptionnelle
[z<o. :

De toute suite de fonctions de la famille on peut extraire une
suite partielle convergeant uniformément. Le nombre & tendant
vers zéro, le domaine D, remplit tout le demi-plan Iz > o, donc la
fonction limite ne peut étre qu’une fonction transformant un demi-
plan en un autre.

Nous allons démontrer que cette fonction est

I = w,

Soit, en effet, As un arc de T contenant l'origine et situé dans la

bande
—eh<Rz<ceh (o << <),

Passons au domaine D¢, nous avons un arc correspondant a As,
situé dans une bande
—h<Rz<<h
inﬂépendamment de la valeur de ¢.
Nous avons supposé que

lim — ==1.

Donc, nous voyons. cn passant a la limite, que le segment
(—h, + h) de l'axe réel I3 =0 correspond a un segment de
longueur 2h de I'axe réel 1w —=o, c’est-a-dire que la fonction
limite est
_ z=w,
le nombre . étant arbitraire.

Ce résultat nous permet de faire les conclusions suivantes :

- 1. En désignant par As un arc arbitraire contenant l'origine
5=o0,0na

i As
im =1

2. Les angles se conservent dans le point z = o. Soit, en effet,
OM un segment de la longueur ¢ issu du point 2 =o0. On a un arc
om, homologue du segment OM dans le plan des w de longueur 7.
Dans le domaine D, un arc OM, correspond 4 OM, ainsi que om,
correspond a om d’aprés le changement de la variable. Il est facile
de voir que le changement de I'échelle ne change pas les angles
des arcs OM et om avec les axes. Le passage a la limite nous
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raméne a la transformation identique ou les angles en question
sont égaux (1).

3. 1l existe une dérivée-limite dans le point z = o, suivant les
détinitions d¢ M. Weniaminoff. En effet, si ¢ tend vers zéro, le
point M tend vers z == o le long du segment MO. La dérivée %au
point M est la méme que la dérivée au point M, du domaine Dy. Le
point M tendant vers 3 = o le long du segment MO contenu dans
le domaine D, on a la dérivée-limite :

. dw
him -~ = 1.

ds
D’autre part, il est évident que
. r,
lim 2 == 1.
200
Les angles se conservent dans le point 5 = 0. Cela suffit pour
Fexistence de la dérivée-limite, sil'on fait usage de lautre défini-
tion (2).
_ Bemarque. — Supposons qu'’il existe une tangente en un point
s de la fronticre. Soient As et As les arcs correspondants
de la frontiére et de la circonférence d’aprés la représentation
conforme et
' As
o << m e | B
m < P

Soient d’ailleurs 534 un are, situé a U'intérieur du domaine D, non
tangent ala frontiére, et «w, I'arc homologue.
On peat démontrer de la méme maniére que

(3 n -

des que le point 3,4 tend vers 3 le long de l'arc 3,s.

(') On connait deux résultats sur la conservation des angles en un point de la
frontiére :

1° Les angles sc conservent en un point de la frontiére 3,, s’il existe en ce point
une dérivie finie et non nulle le long de la frontiére.

M. Privavorw, Intégrale de Cauchy ( Thése russe, 1g1g, p. 36).

2° Les angles se conservent en un point de la frontiére z,, ou il existe une
tangente (. Juria, Cours professé a la Sorbonne, 1926-27).

(?) On voit de la démonstration du théoréme qu’il existc une dérivée le long
de la frontiere au point z = 0.



