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V. 2 et le contact maximal.
Nous verrons dans les chapitres suivants qu®on peut parfois trouver
une surface réguliere Y(n)cX(n) "ayant le contact maximal pour
C"est-a-dire, que si I"on a une suite d"éclatements
) - X(n+i+1)—— >X(n+1) , I£3N , ji;(tH) centré en x(n+i) point
fermé de X(n+i) et /K -proche de x = x(n)é.X(n), tout point X ()€ X(n+i)
(\),1Q-proche de x est sur Y(n+i) le transformé strict d"une surface

réguliere Y(n)cX(n).

PROPOSITION 1.
Avec les notations habituelles (1.A, 1.C.), on suppose que I"on a
une p-base (WA) de 0, En; ,xﬁ*uj‘ adaptée a x(n) et telle que, en
posant Y(n) = div(U)), ?=NH@)O™ I, on a
A YO XXM X
@ @W2,u3) est un s.r.p. de Oy(n)>x(n),
3 f = h(x(nh Y. wl N S1 + a) + Rif.u,"». g. £0
©) (())(O£j¢\> ! ) »- Oy

3 AOHY Gy

Soit TL(n+1) : X(n+i+D——> X(n+i), iE€lIN une suite d"éclatements,

iw. xw
o

TC(n+i) étant centré en x(n+i), x(n+i) € Y(+D<NM X(n+i) ot Y(n+i) est
le transformé strict de Y(n) et x(n+ti) étant au dessus de x(n+i-1)
pour i”™ 1.

Soit E(,n+i), O° , IE3N le fermé de Y(n+i) ainsi défini
si g =0, ona E(@,n+ti) =0 ,
si 010 et A(DtF-] 1 0P, on a EQ@,n+ti) = (div(ur2” gj»red »
si g +0 et AW =0 (®.,ona : EG,nti) = Eur22u”3~gM) ,
ou, pour V7eOyj(Y(n+i)) on a posé

HA) = {(xEY(n+D)] d™-" xAy(nt+i)]

ou est I"idéal de £xj , cf. B~ (1.2).

On pose

E"(n+i)=E(n+i)-Y(n+i)AY(n+i) et F@+i) = E@i) Li  EQ,n+i)
06
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Alors, il existe tel que pour 23 et tout XEY(n+i) se
projettant sur x(n+i-1), on a
@ Oy(n+i))XC X(n+i),x
®B) 3(v,p) p-base de °x(n+i) x adaptée a x et telle que
div(vj ) « Y(n+i)CX(n+i), div(v2)CE(M+i) ,
F(n+i) est un d.c.n. de Y(n+i) avec
div(vM»)CF(n+i)C div(v™Vv) et
f=h® (T. ttvar v*g) W' j + v™l1 b) + R(Ff,v,u)

avec h() = VAQ) v*@ v°d) , (2, V3,£EDN03(n+.}x , £ =0 st g. =0
et de plus

si AQD - "O0(@) et g "0 alors é\ est inversible,

si A(D) +0-J «0O(p) et g ™0, alors la fonction

MJ = £5 v’2\ 2)+a(@) V§(3)+b(j)£O\Y((h+i),x satisfait a [B] (*) et

R(Mj.v,p) = O.

On explicitera [8f (**) a la fin de la preuve.

Preuve.
1.1. Puisque x()€Y@C. X(n) , la rétraction r(n) : X(n)—> Y () définie
par 1Tinclusion OY(%’Xé])\O X(n)\,x(/n)\ se prolonge canoniguement en
r(n+) - X(n+l)"—> Y(n+l) ou X(n+l)" est le complémentaire dans X(n+l)
de ITintersection des transformés stricts de div(w) et div(u?), ou encore,
de facon intrinséque, I"intersection des transformés stricts des div(u),
UE/W-1T(Nn) ,x(N)C"0x(n) x(n)” Par exemPle> dans I’ouvert ou div(u2> -TCin) "))
la rétraction r(n+l) correspond a I"inclusion naturelle

°Y(n) ,x(n)?™u3d/u2”r<C °X(n) ,x(n) ~U1/u2,u3/u2l *
Ce qui nous permet par récurrence d"écrire

Y (i) XN oX(n+Hi) ,x *
pour tout x6 Y(n+i) avec "T(+i—1) ) = x(n+i-1). Ceci prouve (@ et

donne un sens aux formules qui Ffigurent dans (5).
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1.2. Remarquons que
X XM) « ord”™”™ [hx(M)] + o(x(M)> 2.

En effet, on a otxX(M)*"VYVXXM)) 1 et, si a"x(n)) * 1 alors
ord[h(xX(M) M « O ce qui impliqgue E(M) * 0 et ocx(M)) - 1. Alors 3i,
1-i173 et ord™j X 1%1 =0 et donc PX(M) « 0, ce qui est une
contradiction.

Si on effectue I"éclatement X(n) centré en x(n), alors en
x(n+1) on a, par exemple, div(u2> =" *X(n)) et
ordU2 [Th+D)] = T XN 2. Donc, nous supposons désormais AN 2

ou AN 2, ce qui implique ordx(M)™NU2/AN UM £JIM N et donc

®) si gioO,ona EG,n) /0

1.3. D"aprés le théoréme de désingularisation pour les courbes,appliqué
a la courbe plongée dans Y(n) et d"équation
“TT VA ,J =0 ;0> ,g Fo, A(D+-j T 0] ,
JEJ J =z J J

il existe un entier k tel que

@) Vi>k , 3@2w3) s.r.p. de °Y(@+i) x tel que

div(vz> = L(h) *x(n+i-1)) et si @ "0 et A(D+t>-j ™ 0(p)),

2 A® , - LONNNC -8
alors ug( ) L(%() j = Ej Vg' (J) V'é (5) avec :Ej BY(TH‘i) X

/\ /\3
RO

De plus, par [8] appliqué a Y() et a chacun des u2 ol

ou gy "0 et AQD™P -j = 0(p), quitte a prendre k plus grand, on

peut supposer gue

® si A(D™N - =0(p) et g ~0, ona B (¢ pour la fonction
ué(z) u%(3) gj sur Ta surface ¥{n+i) au voisinage de x(R+i).

Explicitons (8). Tout d"abord, on a [8] (*), autrement dit, E(,n+i)

est un d.c.n. non vide (cf. (6)) de Y(n+i) pour i7k. Quitte a augmenter



-255-

k, on peut méme supposer que F(n+i) est un d.c.n. de Y(n+i) et

qu’il existe un s.r.p. Vv = (vg,vg) de O¥{n+i';N avec dans Y(n+i)

© div(v2)CE"(n+i)CF(n+i)C divFfvAr) C Y(n+i) ,

et div(v2)C E(J,n+i) dés que g. ~ 0, 0éjJV) 9 et bien sir, on a (™)
pour 95 *:u'j\‘,(/z)' uj & g

Puisque x appartient a Y(n+i) qui est le transformé strict de

57 c"est-a-dire {/—(Y(n+i), g;, E(@,n+i)) est principal.

Y(n) = div(u 1), il existe Vg X(n+i ), x tel fue
10) u =VvVjve@ Vvi® , B(2) , B(Afc]IN ,
et ‘vj,v2,v3» est un s-r#P- Ax(n+i) x Aue ~,on comPlete en une

p-base (v,p)- On avait

f = h(x(N))ur+% a + RCFWX) + £ uAid S AgL
o&ji

on a donc

(D £ hEOVi+* b + RCEuA) + 2z VAAFPT e 32 D

oNj4r 1 J 2 3
Pour toute " 6°x(n+i) Xx* °n pose S - R(tf,v,ji) et on pose
(12) S(hGOvAM+L b) = h ) +1 c ,

A3) SCv/Ar"~—i gj(v (@ (3N * »-F, - VA(D*>>-j ~
Alors, comme S(u+v) « S(u)+S(v), on a

14) f=h(x) V?Lc+ ZL vA(L+? J M.+ R(F.v,U)
1 Oijiw 1 J

On définit c(2) et c(3) par

5 hGd = vi@ vii@ v3®)

VA O+ —i MA

Je dis que h(x) divise chacun des . En effet il divise

leur somme, les A(l)+i) -Jj sont tous distincts et les appartiennent

~NooeY(n+i), X
Si A(D+J -j #0 (p) et g /70 , on a



-257-

(16) Mi - £1 ve@@(G)+c(@) vA()+c<3)t (ai).b(i))eiN2 ,

ol 6j est une unité. En effet, par (7), on a gj = Vg @ vg @ .or
S(6vj v « £ va g g aveCc £ « £ mod.ML des que
(a,b,c) T (0,0,0)()- On déduit donc (16) de (13) et du fait que
h(x) divise vAi(')i»'J m. .
Si A@+VY—j =0(p), ona € pour Mj.En effet, on a (**) pour
gl avec div(v™ ™ E(gj)C divivv®) - Montrons que 1on a (%) pour
] J 2
Pour cela observons que si B(2)> 0, alors div(v) est le transformé

9., - ., (B@ 2(3)%A(|)+ >

strict du diviseur exceptionnel d"un éclatement TL(n+j), 0é i-1 ;
en effet B(@);* O signifie que Vv* divise u*. De ceci il résulte que
div(v®) GE(@J) - Méme chose en remplacant v» par Vv*. On a donc

E(@j) « E(@V) et comme A(I)+" -J est divisible par p, on a
YD), gLE@E\T)) - (2> VRN3DANN A A-(Y(n+D) L0l E(@)>

ce qui prouve (**) pour gV.Or ona M * S(@V) « gV + , d"ou (%)

pour Mj, que I"on peut comme plus haut écrire
an M. = £ v;@)tc(® wMj) +cd

Ceci prouve la Proposition 1= Explicitons maintenant la condition (%)

pour Mj en n“oubliant pas que nous venons de prouver
® EMj® = E@!> = EQ,n+i)

et que I'on a

9 div(v2)c E(MJC div(v2v3)

@) Si A(+"~—j = 0@ et g 7O

alors on a I"une des conditions que voici

(20-1) b(@)+c(@@) -0, a@) + c(2)*2, a(g) + c(@ * 0(p) et £ inversible
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02 jJbg) +c®B =0 ,ag) +c(@DD™2 et (E ,2) sont

p-indépendants.

(20-3) bg) +c(3>2,a@) +c(>2,
£J inversibleet GM(g) tc®,ad) +t+c@) 7 0,0 M

@4 rbg +tc@B®*2,ad@ +tcA* 2,

1 £1 inversible et 7V2,V3* ~j~ P”indépendants

NOTATION 1.3.
Avec les notations et hypothéses de 1, pour tout 1 F et tout point
fermé XxE£Y(+i)C. X(n+i) au-dessus de x(n+i—-1) et P-proche de x,

on note a(v,p) = inf[a(g) .J 1(1f j« , £\ + 0].

PROPOSITION 2.
Reprenons les hypothéses et notations de 1. Soit X un point fermé maigre
de Y(n+i)C X(nti) , X point i>-proche de x(n) et vérifiant
@O F@i) * div(v2)PiY(n+i) ,
@ div(vj) = Y(n+i)c E(n+i) ,
@ cXMIK(+i) , £, E(n+i)))* 0 mod (v ou D= P> 1.
Alors
@@ E(+i) = div(vv2), F(n+i) = V(vj,v2) ,
@Gi) IX(n+i),F,E(n+i)) = JX(n+i),F,E(n+i),F(n+i)),
i) 1™ aW@,ji)<oo ,
av) <EFE@+i)) = VIEM)) =d ,
) F(nt1) est permise en X et c"est la seule courbe de
Sing ™ (X(n+i)) ou m(.) = 2,
Vi) si tCX) / 1, alors a(v,p)€.3N et pour un X inversible, on
a JXX(+i) ,FE(+i)) = Wi+NVATAM)N mod. N ool
Of ©2 93 ; @abav,p) 1,0> ,0) 1 ofre étant 17ordre

a(v,p)
lexicographique



-259-

2.1. La relation (i) est un corollaire de 1(6) et de la définition

de F(+i). Alors, par (i) et 1.A.1. (16), on a

hUJ ™ VDMA F den £ 16 iF 9 = IO FLE(H))
« IQX(+1) ,FE(+i),F(n+i)) ,

ce qui prouve (ii).

En rappelant 1(5), on a

@ FT«h) (X € venr v?2 A + R(F,v, i)

+ V1

et par £8] () et 1.2 (20), si EIl ~0, on a

®) h(x)-* 7 i S)E ho) vAS - (B> vi-j).

Or, pour un j, 1~ja0 ,ona 8L ~0 et a(g) = ja(v,ji), donc par b),
on a ™) <ja(v,p)+0-j.D"ou a(v,p)™ 1.
De plus, a(v,ji) ~ad , sinon on a JX(+) ,FE@MD) =(v) , dfou
Y(n+i)C Sing™"(X(n+i)), X ne serait pas maigre. On a (iii). Par (ii) et par
semi—continuité de P(*)»on a tFFEM+H)) « cX(FM+HD)E U O
Mais, puisque a(v,p)>l, par B6), on a cF(+i))*" . Dot (Gv) .
Par (1), on a dfF ((n+i) ,X) =o<(F(n+i)), d"ou par (iv)

d E@+H) 0 = (FE@+)) - PE@O+H)) = v/ 1,
par 1.D.1., F(n+i) est permise en x. Par (i), il est clair que
F(n+i) est la seule composante de dimension 1 de Sing™(X(n+i)) passant

par x et ou m(.) vaut 2. Ce qui prouve (V).

2.2. Par (v), I"algorithme de ft, = 1 ou celui du point bon appliqué en
X nous iImpose d"effectuer I"éclatement T : X" ——> X(n+i) centré en

en F(n+i). Avant d"effectuer TC , établissons le lemme suivant.

LEMME 2.2.1.
Avec les hypotheses et notations de 2, si a(v,p)> 1 ou si a(v,p) =1

et si pour tout P inversible, on a



-260-

JX(n+1) ,FLE(m+D) ) ~ (Vj+Tv ~ ) N mod. IV alors
Vj VDir JX(+) ,F.E(MH)).

Preuve.
Voyons le cas ou a(v,p)> 1. Dans (5), on a : a(j)> ja(v,p) > j, pour

1éj5w2 etpar B (@O =0 et £j j0) . Donc par (i),

J X(n+) ,FLE(+D) F@i) ) »(v™mod. VI, \2N1+\P
et donc VDIr(x) = <v>.
Si a(v,p) « 1, alors pour un j, 1£ j<wv , on a N0, et £
inversible ou *£3j inversible. Alors, par (3), on a e(X) =2,
Wir ) C <vj,v> , I’hypothese de 2.2.1. entraine alors Wir(x) =<Vj,V2),

ce qui finit la preuve de 2.2.1.

2.2.2. Nous allons nier les hypothéses de (vi) et montrer qu’alors tC(X) « 1.
Par (W), X n’est pas isolé dans sa V-strate, donc *K(X) ~ 0. D ’autre

part, par (v), l’algorithme de 1 nous impose d’effectuer 1 ’éclatement
IL: X”—>X(n+i) centré en F(+i). Alors, par 2.2.1., il y a au plus

un point Y“-proche de x, c’est le point X’ de paramétres

-1 \
W= V1v2 ,v2,v3 0t °n a

®) F=hXX") (Y. £ AN 3+ wAHL bw,,U+1) + R(F,w,u)
Oijil) 3 ~ 1
Notons Y* = aiv(wij)., alors ~y» : A Y(n+i) est un isomorphisme

et donc f, x”,Y”, (w,p) satisfont a 1.9 ®) . De plus, par (6), on a :
a(w.p) = a(v.p)-1 €t VXY =° ,

d’ou a(v, )" 2. De plus, si a(w,p)6IN , alors a(v,p)E3N et comme
J(X7,F,E”) * JXX(n+i), f,E(n+i))vg , €t comme pour tout T "€ Oa’,x” on
peut trouver ~ O?(n#i’ﬂ\‘,x(hﬁ) avec V’ =T mod. sv'é) , 0N a

JX7,FED) N (Wit w2 mod. I* (@ p) * Une r~currence décroissante

sur a(v,p) prouve que ~(xX) = 1. Cette contradiction prouver (vi).
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PROPOSITION 3.
Avec les hypothéses et notations de 2., supposons de plus que K(Xx)>1
et effectuons I’éclatement Tt(n+i) : X(n+i+l) — >X(n+i) centré en Xx.
Soit y€Y(n+i+l )C. X(n+i+1l) un point i)-proche de x.
) Si ordy(F((n+i+d)) * 2, alors y est le point de parametres
W VIv3IV2V31,V3r* °n a E(@+i+1) * div(Wjw w3), () -P et
AQX(n+i+D),F,E(n+i+D)) ; *3,w2 ; Wj) = (@alv,p)-1, a(v,p)) + . Si de plus
a®® = ~x), alors pour un T inversible on a
JX(+i+D) ,FE(+i+)) = Wj+XwFIM™r w3V~ 1 mod - Igw p) >
ou ljlwsp) = w2 w3 * atba(v,A) *,) , atca(w,p) ~0)* a(w,p) = a(v, )-I.
@) Si ordy(F(n+i+)) =1, alors ona 1. &® O™ 2.(3) pour
oG F,(E,p™)) oo (t,pF) est une p-base de °x(n+i+l) y avec
Tty - Vil\/’él et t2 7 v2 ” de Pus a(»p’) = a(vyp) - 1- Si en plus on a
a®) = 0(x), alors on a

IX(n+i+D),F,(t,n")) = (t+rej(L,]1,)) mod. latt © -

Vt.p-J - (T 4 < **ba(t- e t rsO*(n..,D vy

3.1. Prouvons (i). Comme ordX(F(n+i)) =1, si ordy(F(n+i+I)) =2, il
est clair que y est le point de parametres w , que

E(n+i+l) = div(wjw2w3), c’est-a-dire que y est combinatoire et donc
@O JIXWM+Hi+D) , FE(M+i+D)) = IK(n+i+d) ,FE(n+i+1) .8y )

et que &€y) = V) =7
Remarquons que
V3 la(v,|]@) = v3*VvT V2 v3 * <at+ba(v,p) 1.c)> (.,0))
C W3 wb w3a+b+C B ;(atba(v,p) *,0) > (,0)
Par 2von a a(v,p)£-3\ donc si atba(v,p) , ona b>1+"-aalv.p.,

d*ou si (atba(v,p) *,0:> (2,0, on a :
at+(atb+c-"-1) (a(v,p)-1)

Cette inégalité et I"inclusion ci-dessous donnent
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-i> o+
® v Laev.p)' Y3 16w, py

Par 2.(vi), on a pour un X(n+i) x(gi*)\ :
JX(n+i),F,E(n+i)) m (v " mod . I *~ -
Si ) =3, il existe un élément g de JX(n+i) ,F,E(M+i) ,ExD

avec ord™(g) =% . Comme

J (X+i) L FLE (n+i) »E*Y) CIX(n+i) . F LE(n+i))

et que a(v,p) X1, on a

g = P(vI+TV*(V’H>)P mod. ail,p) » P inversible.
D*ou
(©) JX(+1),F,LE(+1),{x§) = (MJ+™v® OV f mod.1av J

Alors on a
JX(n+i+1),F,E(n+i+1)) = v IX(n+1),F,E(n+1),{xj)
( IX(n+i+),F E(n+i+l))

@ i - V 5J (v.h)-./ +roca..= Is(tt fi }
W1 owe TR

Si w® = I+vw() alors par 2 (vi) , on a pour un V et un p inversibles
® h(x)"1 D~*J F = p<xI+T1"vI(v»0 y> m°de=lg (v>p) =
et
®) J(X(n+i),f,E(n+i),[xJ)<Si’\(v’\3
-P

on a JX(n+i+l),f,E(n+i+l)) = v3 o J X +i) LFLE @D L [XD

et par @ et (B), on a :

J IQXQR+D) ,FLE(n+i+1))E 1<

a " et
k (wltrwa(v’H) wI(v’H> I)M4 Ixx(n+i+k) T BG+i+R ) Imad. vrin P)

ce qui Finit de prouver (i).
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3.2. Prouvons (ii). D "apres 1, on a F(n+i+l) m=div(v2) et pour toute
p-base (t,p") avec t, -v M1 .2 -v2 , t3* Oy(n+t.&1>
FjeY(n+ti+D) vy ,4<jis ,ona 1 A (G et 2 (3. On vérifie que

® Vv 1(v,F)C ~(t.p") °U “ «(v.p)-1 -
Si ) «UE, par 3, on a
(9) i IQX(+i+1), FE(M+i+D) = ~ I X (i) FE(Hi))
- ,uw -1)/
m (- W2a V.u) -1) mod . vVt o
Si U@ = 1+P(X), par ®) et (6), on a :
Q0) | TR vH)_1?E IX(+i+D) L FE(m+i+D)raod. 1*(. ©
C IX(+i+D,f ,E(n+i+1))C la(t,p) -

Par 1 @ (&), on a:

f=h T., £j j T8N ,
O G jép r, 5® P KAr,t,p s

et (9 et (10) prouvent gque

an a(t,ji?) = a(v,p)-1 = inflaGid)j 1 ., £V §al
et que
") JX(+i+D), FLE(+i+1)) = (@®@D)mod. (2) .

Ces relations (1) et (12) finissent de prouver (iN)
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VI. Km 3
INTRODUCTION.

Etablissons la proposition suivante.

PROPOSITION.

Soit x un point fermé de Sing(X(n)) avec v(x) =1, e(X) = 2
et o = VX .

(i) Alors on peut choisir une p-base (U, de OX;GIT,Xj‘ adaptée
en Xx et telle que
@O VDIr(x) = <ul+u2>»
@ E()3 div(Uju2).

(i1) Effectuons I"éclatement TC  X"-— > X(n) centré en X, soit
X"£.X" un point V-proche de x qui n"est pas sur le transformé strict
de V(uj,u2). Alors on a

©)) K(x*)é 2

ou

@ f f=h&DAEVj++ v2g) + R(F,v,p) , 1+ P 2 0@ .h(xD) = (v* Vs)P =

< ((,LD) étant une p-base de O, adaptée en x" avec

[ div(v2) =TC 1(X) , VJV2 = ur+u2 » c*) - PX, AC°ox» X "»
Preuve.

]| est clair qu®on peut trouver (u,”™) qui vérifie (). Alors on

a @. En effet, si div(u® E(n), quitte a remplacer w par Uj+U2,
on obtiendrait e(xX) = v(X) = 1, ce qui serait une contradiction. Donc
divlUj )d E(n) et de méme, div(u2>C E(n) .

Prouvons (i) . Si oMX) ™ 0(p), par I.E.5., ona (@ en x". Si oi(X) = 0(p)

I:
et si Cci™hCx) ~ Dvj I-_’IA‘ ﬁ =&, 3é i£ s , alors

alors ci~ChCx)“1 ., ‘I‘ D oy *+ DMFT =0,

par |.E.6, ona (4) en Xx'.
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Sinon, par IV. B.2.3., on a 1C(X")£f 2.

LE CAS JOYEUX.

La fin de cet article est essentiellement consacrée a 1"étude du cas

(4 que I17on appelle 'cas joyeux'™. Si oc(x") = MX") * alors dans (4
on a ord®, (@ = -1, ce cas sera étudié 8.A, E, G de ce chapitre, selon
la nature de QK> FE"EXJ).
Si o*(x") = I+>(x") = 1+#i? , I"étude est plus difficile et nécessite le

chapitre VIl en entier.

PLAN DU CHAPITRE.

Le cas "ft= 3 est partagé en plusieurs sous-cas 1C= 3 (A)...(6G) indexés par
des lettres. On montrera les théorémes U.C.4.2. et U.C.4.4. par récurrence
sur 1"indice alphabétique. On peut remarquer que ces sous-cas ne sont
pas disjoints. On peut avoir ({(G(X) = 3(A) et 3(G)) ou UCK) = 3(E) et 3(G)).
Les cas tC= 3(B), (C), (O) sont des cas simples ou v(x) = 2. Le cas

K = 3(F) est proche de "K= 2.
A. PREMIER CAS DE 1C = 3.

REMARQUE A . 1.
Notons 36 =3£(X(n),F,E(n)) (1.A.2.), il se peut qu il existe
Dé ocE)(X(n)) telle que D#>C% et (1.A.1.) EYXX(n) ,E(M)) . Nous allons

préciser ce phénoméne dans la proposition suivante.

PROPOSITION A.2.
Soit (u/>) = C~i>u ics (1.A.1.)» une p-base de °X() x(h) adaptée
en x(n) soit D&FiI)(X(n)), on note

D'n  af) v *PF o

Avec les notations de A.1l., on a I"équivalence

1éiés

= CX"la(i) si A(i) ~ O(p))
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REMARQUE A.2.1.
On rappelle ((1.A.l. (@6)) que I"on a
DE DKM ,E(N))<=> (“a(i) si divUOX.E(nN)K=> (ft.Ja(i) si A@() 4 0), et

que = ux pour I£ 3.

A.2.2. Preuve de A.2.
On note = (UJA(I) ua(z) uA(3)), on a

@ DCh(x(n))) = |%i'is A(Da()hxm)u.1
On a
DRCESVIE I ord (A(Da(i)hxm))u. A(i)<=> (u. Ja(@d) ou A(D) = 0(p))-
1
Q.E.D.

DEFINITION et PROPOSITION A.3.

Avec les notations de A.1., on a équivalence entre les deux conditions :
@O 3(U>A) p-base Oa fn; ,x&j' adaptée en x(n) et telle que

ordx(nN)Ch 1 M) dI:;™ ] = vIx())-1,
divlUJDcE(h) et A(D =0P) ,

() ordxMmM™NYX() ,F,divQe))) = ~x(n) )-1+ordx”™ Qfd .

Siona @ ou @ en x()ESing(X(n)), on dit que x(n) est a
composante tangente, on écrira x(n) est a C.T., si de plus PX())? 1 et

x(n) est maigre et 1C(xX());> 2, on dira que 10x()) = 3(A).-

Preuve de I"équivalence.
On rappelle (1.A_.1.(6)) que
~(X(n),F,divoCI) = (Of ; D3éc X )
Par A.2., si on a (1) alors N »et donc (O W= (2.
Réciproquement, si on a (2), alors 3D, "IKX.d@> et
ordxj(DF) = i>xXM))-1 + ordx(N)™”™ donc  3i, liiés ,
ord™j [Aa(MHhxM)) 1 ajiff f1é&>M)-1, X ja@) , ou A() = 0(p)
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donc a(i)D M~ S) (X() LE(M)) et a(i) Duc/i*] , donc ~a(i)
A
donc i*1,2 ou 3, en permutant les i, on prend i«l, alors D¥*i] n

et ord™j [h&x(M)) * D[] n avec D= D&(M))T donc

ordx(n)th(x(n))_1 DCI] »
On a (. Q.ED.

COROLLAIRE A.3.1.
Avec les notations de A.3. (@), si on a 1Cx(n)) = 3 (A), alors

@ h(x(n))_l ov,[1] £ “ ulsl avec ordx()*gp = U@O)) ~ 1 ="™1-,

) Sing™*(X M )C. divUj) = Y()

La preuve de (1) est claire, de plus comme ordxmj\l(gl) «N-1,
localement W est nul sur Singp(X(n)).

COROLLAIRE A.3.2.
Si on a 1tx(n)) = 3® alors si (V,li) est une p-base de OX&“nj‘ ,><an
adaptée en x(n) et div(v) = div(u®) avec U, satisfaisant a

A.3. (@), alors (v,p) satisfait aussi a A.3- Q).

Preuve.

Posons F(n) E(M-Y(n) « E(M) - div(u)

on vérifie que

A.3. (D<C=> AQD

o), Y(MDE(N) et
ordx () AX() ,F,F))) = Jr&@)-1+AD) .

Par 1.A.2. (2), cette derniére condition dépend uniquement de Y(n).

PROPOSITION A_4.
Soit x(n) un point fermé a C.T.. Alors avec les notations de

A3, @
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@ «c&@M) -Vfxin)) «V ,

(i) uC. wir(x)) ,

(ii1) si on effectue un éclatement permis en x(n), alors tout point
x(n+l) i>-proche de x(n) est sur Y(n+l) le transformé strict de
divlUj) et on a cx(x(+D) «i , x(ntl) est a C.T. et on aA.3. @O
pour Y(n+1).

(v) le théoreme U.C.4.4. est Vvérifié pour ~(xin)) - 3 .

Preuve.

On a (i) par A.3.1. (@). De plus, par A.3.1. (D,
A = Ci.’\[h(x(n))_l dnl[(gk fl =UiGj * °» Par 1-E.2.1., U€Wirxx®)), ce
qui donne (ii).

Soit ¢ une courbe permise en x(n) , ¢ est donc a c.n. avec E(n),
par A.3.2., on peut choisir (u,A) de facon a avoir A.3.1. (1) et
I(c) = (ur,uj). Par 1.D.4., on a o/(c) «w» , donc
ctrA X)) L,F, WA (UMJUPT , par @) on a Uj « ou IK donc, quitte
a parmuter u2 et u”,on a c =V(Quj,u2). Effectuons I"éclatement
X(n) centré en c, par 1.E.2.2. (6) et (2), il y a au plus un point
x(n+l), c"est le point de parametres v = (uMu2,u2,0) et on a

hG«G@+HI D) 1 DM F=LLP_hGGDD 1 OV F = \J4gl

ou gj = u§|)+1gj (A.3.1. ())- On a donc bien A.3.1. (@) pour le
transformé faible de Y(n).

Effectuons I"éclatement TC(n) centré en x(n) et soit x(n+l)
un point P-proche de x(n) qui appartient a Y(n+l) par (ii), quitte a
échanger u2 et u”™, on a div(u2) * TC(h) *xX(n)) en x(n+l). On pose
Ul = UlAL™ L2 = L2~ U8B = UBAL et Soit (VH= ue Plese e OG- 3 >N+
adbptee en >x(@HD awec vi = ujt V2 = w2x" os dgares 1-F42. & e
IFA431 . 1. FA32 . aa

hG<G DD 1 Ff=u d 2~ nod.-ae2> .
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donc on a A.3. (O pour (V,p)-
On a prouve (iii).
Prouvons (iv). Plagcons-nous dans le complété

eX(n),x(n) " kx(n))[[ul,u2,u3fl de Ox(n)”™ (n). On a donc une inclusion

(€)) Y(N),x(n) " k<x<n»[[ui .u2l] «— > Bx(n)>x(n)

ou Y() = div(Uj).

Pour prouver 11.C.4.4. en ce cas, nous effectuons une suite
d’éclatement TL(n+1) : X(n+i+01)---> X(n+i) , ICIN, centrés en x(n+i) € X(n+i)
points fermés (v ,1C)-proches de x(n). Par (@3), Vi, €3N, x(n+i) B Y(n+i)C X(n+i) ,
Y(n+i) étant le transformé strict de Y(n) = div(u™)C X(n). On va montrer
que la suite TC(nti) est Tinie, cela prouvera U.C.4.4 pour 1iC= 3 () -

Par V il existe 1C3N tel que, pour tout 1i>/L , x(n+ti) est muni
d“une p-base (v(i),p(i)) que 1°on note plus simplement (v,p) satisfaisant

aux conditions de V.I. (5). Alors je dis que
(&) F(+i) = div(v2v3), i;yE .

Sinon, par V.lI. (), on a div(v2) = F(n+i) et par V.2, puisque

1ICxX(n+i))™ 3, on a

(©) JX(n+1) ,FLE(n+i) ) = (VJ+SVOA™™ ) mod.1*™

or comme hx(n+i)) * f=v , avec & d’ordre P-1, (3 est
impossible, cette contradiction prouve ().

Maintenant, je dis que
(@) VDir(x(n+i)) =<Vv,>
Sinon par (ii) , on a v(xX(n+i))N 2 etcomme t&"&X(M+i)) ~ 0 ,

on a v(x(n+i)) ~3 et donc vx(n+i)) = 2.De plus, par V.l, pour tout

g€ i(x(n+i) ,f,(v,p)) , on a
cerig) - Z V2-j e. V2@§) vg<i> LE_G k(x(n+i)).

Puisque Vj~ VDir(x(n+i)), on peut appliquer 1.E.5.1.6 qui donne
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®G)  WDir(x(n+i)) «<Vj,V.> , j=2 ou 3.

Alors, div(v.)C.E(n+i) , sinon comme c<Xx(n+i)) *~ , par IV.AL. @O
x(n+ti) serait a D.Q. et 1Cr(x(n+i))E 2. Posons c., = v(vi,v), c.J est
combinatoire (1.A.6.1) et si of(CY) «P alors “& et par 1.D.4,
CJ] est permise. Par 1.E.2.2. (6), si on effectue I"éclatement
11: X*"—>X(n+i) centré en CN, dans X" il n’ a pas de point i”™proche
de x(n+i) donc « Singp (X(n+i)) et par I11.A.2, on a "(X(n+ti)) = 1,
ce qui est une contradiction. Donc . Effectuons 1 *éclatement
IC(n+i) centré en x(n+i), par 1.E.2.2. (7), il y a au plus un point
y*proche de x(n+i), c’est le point x(n+i+l) sur le transformé
strict de C~. Supposons par exemple que j=2, x(n+i+l) est alors le
point de paramétres w = VIV3"9 V2V3~ V3 et
IX(+r+D) L, F,X,p) « v3 1T X)) LT, (v,p)) et donc
VDir(x(n+ti+l)) « <Wj,W2> mod.<W3>, et par (6), VDir(xX(n+i+D)) = <Wj,w2> .
Donc pour 17" i+l, x(n+ti) est sur le transformé strict de , une
récurrence décroissante sur t(C") donne que 1Cx(n+i)) = 0, c’est
une contradiction qui prouve (4).

Comme F(n+i) = div(v2 vV , x(n+i+l) est un point de croisement
pour x(n+i), Vi?2/t et donc par |.F.4_,
IX(+i+D), £, (v@+D),pG+D))="")x(n+1) X(n+i1) 1XM+IN>F» N »PAN e
Alors puisque WDir(x(n+i)) =<Vj>, on a ct™ (1 X(+i) ,F,(v D)= (W, i/t ,
si la suite 7L(n+i) est infinie, on peut appliquer IV.C.7 et pour un mE.N,
m2L , AJdAE@OH) ,F,(v,p)) ; V>V2 » n’a qu*un sommet (a,b) avec
cad +[b]<i. D autre part, puisque hX(+i)) *DWIMLFf=v avec
d*ordre "1, infa,/\j X+ ,F,v.p)) N UjXur UHT . Donc ce polygone
est préparé et par IV.C.5. (vi) on a 1t(xX(n+i))™ 1, ce qui est une
contradiction. Donc la suite X(n+i) est finie et U.C.4.4. est vérifié
pour K-- 3(A) -
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B. DEUXIEME CAS DE % « 3.

DEFINITION B.1I.
Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec 1M(X)> 2. On

dit que TEX) = 3(B) si on a
(€D) € = 0, entier que I"on note ,

et si, pour une p-base (uU,A) de 0 F x adaptée en x on a une des

deux conditions

-D E() = div(Qul), VDir [cE®" @QX(n) ,F,E(n)) mod™un)] =<U2,Un>,

-2 E() = div(ulu2), div@u?)> div(u2> ,

T « h(xX)(pu™+u2p) + E(F,u,d) ,

nexX(n),X T Ae” t(n),X * S*2"
et pour un DEE(X(M) ,E(M), on a

1
hG) DF = ~2U3 ' mod.u2 (ur,u2)

B.1.1. Nous allons montrer que si on a ft(xX) = 3(B) et (2-2) et si on
éclate x, en tout point x¥f p-proche de x avec “fr(x’)> 2, on a
[K-(xF) = 3(B) et (2-2)) . et que si on a

T = 3@ et (2-1) ,

si on éclate x, en tout point X qui est TD-proche de x avec ?C(x")> 2,

on a T7C¢{x") = 3(B) et (2-2).

PROPOSITION B.2.
Soit x6Sing(x(n)) avec ~(x) = 3(B) et tel qu“on a la condition

B.I. (2-1) pour une p-base adpatée de . Alors

0X&n),x
@G <U> =Virx ,

(i) si P 2, alors a4 0(p) et on peut choisir @,™ telle



-272-

qu*en plus de B.l. (2-1), on a

P-1

X
U3 mod. (U + 172%%*).

hG) * DPR £« e

Effectuons 1 *éclatement IT : X*——=~ X(n) centré en

(iii) Si P =1, pour tout XxTEX", X* P-proche de
8" =1,

@v) Si P> 2, il y a un seul point x"6.Xf qui est

X , c"est, avec la p-base de (ii), le point de paramétre

u* = U1U21lsu2 ,U3U21" et si ~N(x*>2, on a pour (x",(u",90)

K(x*) - 3(B) et (2-2).

Preuve de (@) -

Puisque & (X)) = P(X) et que X n’est pas a D.Q. et

E(n) = div(un), (@) est clair.

Preuve de (iii).
Par (i) et B.1. (2-1), on a
VDir[j(X(n) ,f,E()] U1°U2 "U3

ce qui donne, puisque 0=1

JX@M ,F.EM) =
De plus, par (1), on a

JX(n),FLE(),.{J) = <V moc* tu? .
Effectuons T , par symétrie nous supposons que \"(710X T

Par 1 .E.1., on a

P-proche de

gue

CIX",F,E® = u-13X(n),F,E(),.Ex]) = (u u 1Lmod.(u ) ,

( V
1 J(X*,F,E")3 JOX(),F,E(n)) OX> , = (u2>

On en déduit que
Sing(X") = V(Qulu21l,u2) = TL 1)
D*autre part, on a

JOX,FLED = J(X7,F.E,V (i*u"l,w2))
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On en déduit que *(X) « Viutunr*,n) est permise en x" et
par (1), son éclatement n"engendre pas de point v~-proche de x*. D"ou
K (x") = 1.

Prouvons (ii) et (iv).

Effectuons 1Z . Puisque % (X) ~ 0, il existe un point fermé X" E-X"
avec cx*) =% _ Par (i), x* est sur le transformé de div(u®). Par
symétrie, nous supposons que X" a pour paramétres v = “uju”,U2*¥V3»
avec VN « DQA,WB U2~ mod. (W) ou p est un polynbme homogene
irréductible de k(X)L -

Posons

f=»{~(p"g) + R(f,u,A),

P60OX(n),x * °rdx (@>/ 1 .

Nous posons

c£l+,)g = L. G.(U_,Uu).

X orjcp 1 _](2 3)

Puisque \Dir|_c® xX@ ,F,LEM) mod.(u™M»H]] ~ O ,on a ~ 0. Puisque

P((xF =0 et que v™x") =0 et que pour tout i, 2ti€es, on a
u/+1 h® 1 fEIJ(X",f,E?) ,

on en déduit que pour tout i, 2£1 s, on a

w1 Inu>"
¢*>uT GO -

D"ou, par le critéere Jacobien:
(&) Go = (aU2+buU3)<* + P(U2,U3)P, (a,b) 5 (0,0).
Comme &>2 et deg Gg = ~+1, on en déduit que deg ¢ = 1 et que x"

est rationnel sur x. D"autre part, puisque

(©) VDir UxX(n) F,E(M)mod. (\j] =<U2,U3>,

dans (@), auUMbur et @ ne sont pas colinéaires. D"ou, par un choix

judicieux de et , hous obtenons
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(@) Gg = U2 + QU2 ,U3)P

Ce qui donne (ii) et avec (@) donne p~™ o (P)- Terminons de prouver
(iv). On a clairement
f = u’A(1l> urA(L)+P(F U0 + u2A) + R(F,u",>)

* -0
PtOX(n),x *U2A = U2 g =

D autre part, on a
hex) P Dpd F=uwPM heo™ of 4 r

= ur (PUu”~1+U”B+u ) (cf. D)

ce qui finit de prouver (iv).

PROPOSITION B.3.
Soit XxESing(X(n)) avec /K(XX) = 3(B) et tel que pour une p-base
(u,A) de Oxén\;/,x ,on aB.l. (2-2). Effectuons 1 ’éclatement -~z X’ -—-> X(h)
centré en x. Alors
() en tout point Xx’~X 7’ avec inx?) =0 qui est sur le
transformé strict de div(u2), ona Tu(x’) =o,
(i) si VDir(x) ~ * en tout P°int Xx* ~-proche de X, on
a TC(XDHE:,
(i) Si VDir(x) = » quitte a modifier u® dans (u,”) tout en

conservant B.l. (2-2) en X, X est le point de parametres

u’ = (UXU2_1,"2 ,Us u;ly-

Prouvons (i)«
Par B.lI. (2-2), il est clair qu’on a
(€)) UXE VDir(x) mod. <U2> .

Donc le point x” de (i) est le point sur le transformé strict

de div(u?), c’est le point de paramétres v = (UMNu”™,uz usN,us M 3
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donc m(x") « 3. De plus, par 1.E.1. et B.l. (2-2),
ur+l h()"1 bf JX",F,E”) = IJX",F.B*,{X7])

or, - h() “Ibof=wv2 mod . v2 (V"\»2) donc =2 et

<V2 V3>c VDir(x>) , par (1), on a <Vx»2,V3> = VDirx")» d’ou 1t(x”) = 0.

Preuve de (ii) et (iil).
Par (i) , nous avons u, oA s v = W—X OA JVEIE Par B.l. (2-1), nous
avons que pour un £6k(x), <UMEU2>aVDir (X) .
Donc X’ a pour paraméetres
v = (u+t,u2, ed,u))

ou est un polyndme irréductible de k(x)[U2,U3] . Par 1.E.l. , on a

@ u P+l h(x) 1 DF = «o(ur 1 + B + U+£)C) EJ(X”,F,E?) .

Donc ~ 2~ divise et "~U2™h(x) "~DFf)mod(UN+£U2). On en déduit que
deg Q* 1 et donc @ = + buU2. Il est clair que dans B.l. (2-1), on a
D :Sd'L_I]mod- £0CX(N) LE(M) ,[xi1), me’x et due si on remplace U\J par
® . on ne modifie pas B.l. (2-1). On a prouvé (iii) puisqu’en ce cas on a
I ’lhypothese £=0 et Vv = u’.

Finissons de prouver (ii). Alors on peut prendre £ = 1. Supposons
1C(x)™ 2. Alors d’aprés la proposition de I’introduction, on a

f = h(xX)D)(fv*+ + v2g) + mfF.v."X),
~"NO*, X, , 1+w=0() -

Par (2), et par définition de = (gKIL.ud), on a

1Ah(X) 1 u“l DM f = v2 v3eKX* ,f,(v,"A)mod. (M2) , A6O*N x ,
VAh(X) 1 DWW T =v2 v3 1 mod.iv2).

Donc WVDir Q(X7,F,E?)) =<V1xV2*/3> » donc tl+ "XX)»
sinon VDir(x») = WirJX’,f,E”?)) et =) =0.
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Puisque E" m div(v2), que «(X") - “(X") et que 1C(x")? 2, on a
(@)) WDir (x ") =<v2> .

Dautre part, on a

A ?
©) h(x")-1 d'§44 F= 7 vx mod.(v2), TFeo*, x>

Effectuons TC° : X” ---> X”> centré en x", par (49 et (5), et
puisque K(x*) ~ 0, il y a dans X" un seul point ”-proche de X, c"est

le point de parametres w = VIV3™"W2V3~*37~* Par et 3, on a .
®) wW2w3 = v3%+l (v2v3-1) J(X",F,E'Dmod. (W2) ,

d"ou S0MN 2 et donc ~=2.

Par (4) et (6), et puisque E" = divCw™w w”), on a

@) <W2 ,W3>~VDir(xn)
On a
® f = h(xXYW2A +1TwIw3) + R(F,w,A) ,

w3 w3 i IO, FLEL I dmod. 2), o= 2 .

Si on effectue I"éclatement 7L" : X,fF—> X% , par (6) et (7), le seul

point p-proche de x" est le point XxX*" de paramétres

z = Wrwewi*Wsw1M)“0n a nix™) =3, par (8), on a

Z1z3e J(X"*,F2E" ">med-(22)
Avec (7) et sachant que
JO T ELETT) = JOXUNT LETE,OAMLE)

ona 7t(xX'") =0 et donc 1t(x") = 0, cette contradiction prouve (ii) .

PROPOSITION B.4.

Les théorémes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour ~ = 3(B).-
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Preuve.

Bien sur, 11.C.4.1. est conséquence de B.2. et B.3. Supposons qu’on
a une suite infinie d"éclatements TC(n+j) : X(n+tj+D * X(n+j), J~O
centrés en x(n+j)£ X(n+j) point (P,K)-proche de x(n+j-1) pour j~1
et avec TCXX(n)) = 3(B). Par B.2. et B.3., on peut choisir (U,
R-base de X (n+1) X (N+1) telle qu’on a B.I. (2-2) et telle fue les
x(n+i) , 1 sont sur le transformé strict de V(Q@u™,u ). Donc

alvuwh ,U3x) = &2 2. Par B.1. (2-2), il existe i, 171 s tel que

<) hb(».D)-" DMJj] F- P~ -u2 A" , P £0 it x<ntl)

et pour une dérivation DE€S(X(n+1), E(n+1l)), on a

@ u3h(x(n+1) )71 DF = ~2U3 mod */u2 ,ULU2" C I X M+1 ) »F*E (+ D w U2 U3~ *

Bien sir, puisque c\*2 et coxpv@w,udd =~ VU, u™)  est permise
en x(n+l). Effectuons 7TC : X’ —--X(n+l) | ’éclatement centré en VU™, uM).
Par () et (@, il y a au plus un point singulier x ’-X> au-dessus de X7,
c’est le point de paramétres
u’= (WuMl, 2,y et u”™ JX?,F,E9mod. (W) .
On en déduit que Sing*"X(M+HL))ZVQ ,ud) et
v@ul,u3)uvun,u2)D Sing™ X(+1))D div@).

Comme e QvCun =1/N , et div@u) >div(u2>, Tn est imposé par
I’algorithme de TO= 1 et donc 1C(x(n+i)) = 1, cette contradiction

prouve B.4.
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C. TROISIEME CAS DE = 3.

DEFINITION C.1,

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que X(x) = 3(C) si
pour une p-base @W,X) de Ox\f/nj X adaptée en Xx, on a

@ VDIir(x = <u2»Us> »

@ EMC-div@w) ,

@A 1CCO> 2,

PROPOSITION C.2.
Soit x un point fermé de Sing(X(n)) avec IC(X) = 3(C). Alors
@ c®»® =) + 1, entier que I°0n note "+1,
D) il n"existe pas de courbe C<™X(n) transverse a E(n) et

telle que ~(C) =1+~ .

On a (i), sinon par IV.A.1 et C.1. (1), x serait de D.Q. et on
aurait 1LCQOON 2.
Prouvons (ii). Si il existait une courbe C<i-X(n) transverse a
E(n) avec @) = 1+P 9 par 1.A.3. (vii), on aurait CC Sing"(X)
et par 1.D.4. (@), C serait permise en x. De plus, par 1.E.3.(6) et C.1_(I),
I1"éclatement centré en C n"engendrerait pas de point P-proche de x, par

U.C.2., on aurait tO0) "™ 1, ce qui contredirait C.1. (3).

PROPOSITION C.3.
Si on effectue I"éclatement I X"— >X(n) centré en x avec
K = 3, il y aau plus un point Xx"®©X" qui est ~-proche de x,

x* est rationnel sur x et si 70(x")> 2, ona K'(xX®) =3B ou ©.

Preuve.

Prenons les notations de C.I. Dans X “ il y a au plus un point
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X qui est P-proche de x, c"est le point de parametres

v = Uis2Uiusui*™ * Par |.E.1 et conme ©°<(X) = 1+P ,on a

AL
@ up JM),F,E())HC I, T,EY).

On en déduit que
() VDir[J(X,,Ff,E”)mod.(v1l)] = <V2»3> =

Donc, si  ¢xX(X™) =J « ~MXx") et IC(xPH> 2, ona I0(xX") = 3@ - Si
™M) = 1+% et 1C(x")> 2, alors par (2), on a ~(x") = 3().

On a prouvé C.3. qui entraine que U.C.4.1. est vérifié pour iC= 3(0).

PROPOSITION C.4.

Le théoreme U.C.4.4. est vérifié pour 3(0).

Preuve.

Soit 7T (n+i) : X(n+i+l) ——--> X(n+i) une suite d"éclatements
centrés en x(n+i)E- X(n+i) , points (I™,K)-proches de x = x(n) avec
lu(x(n+i)) = 3(C). Nous allons montrer que cette suite est finie. Par
C.3. et B.4. cela prouvera C.4. D apresC.3., les x(n+i) sont rationnels
sur x et x(n+i)4 E(m+i) *(xX(n+i-1)) et les x(n+i) sont sur le
transformé strict d"une courbe formelle CCX(n) ,
C=VvWwW+X ar uw ,u* +2Lbj uj) ({AV.B.4.1.), si la suite est
infinie, par 11.B.9.1_, X© =1+ , par C.2_(ii) cT"est une contradiction.

On a prouvé C.4.

D. QUATRIEME CAS DE 1C = 3.

DEFINITION ET PROPOSITION D.I.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que ~(xX) = 30D
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si on a

(¢)) x> =) que Il°0n note P, Tc(x)>2 ,

et, pour une p-base (uU/A) de Oxfn)' I adaptée en x
() VDir(x) =<U1l + U3 , U2 + U3>

Alors on a
@ ) = e = 3,
D) les théoremes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour

=30).

Preuve de (i) -
On a clairement E(n) = divCu™u™u®) , sinon par IV.A L. (), X

serait a D.Q. et on aurait fOO)E 2. Donc m(xX) =3 et par (@), e(xX) = 3

Preuve de (i) .
Effectuons 1’éclatement TC: x”’--->X centré en x. Par () et

puisque K(x) ~ 0, il y a un et un seul point Xx qui est 0 -proche

de x, c’est le point de paramétres v = (1+u™u™,1+u™u™M,u™) et

E” = div(u®). Par 1.E.l., on a
(©) JX*, T L,E™) = IXX() ,F,E() ,”x(N)]j Ju3 >
De (@ et de (), on a

Q) VDir [J(X”,f,E)mod. (U3)J as<viw2> * E~ = <iv(u3>.

Si x(x’) =P et K~N(x?)> 2 alors en permutant les indices 2 et 3
des v», par B.l., on a TOo(x?) = 3(B).

Si (X)) =1+p et % (x?)>2 alors on a v(x’) *3 et donc
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(©) VDiIr[jJ(X*,F,E”) - <V1+taV 1LV2+bV3> , af£ k(X , bEk(x)

ona DDK&H*30O.

Par B. et C., on a (ii).

E. CINQUIEME CAS DE =

DEFINITION E.L.

Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit qu“on a
fr) =3(E) siona

@ 0E)> 2

et une des deux conditions suivantes

@D JXM) ,F,F)) = (uNM) mod.(u2) avec
N =09 = ordx X, FL.F(M)]
div(u™) <~E@) , div(u2) régulier a c.n. avec E(n) ,
F(n) = E(n)U div(uy™) et de plus
WD 6 U"(x(n),F(n)) avec DCX@) M UL °X(N) ” °n a
X2 X)) ,F,F)) 1 DFCQUl+Y) + (WR2) et m(x)"2
-2

I FEM.XD = UPnod. GREgs,. ) et DEEXM LEM)

aveC DOX(NMK ul °x(n) ” °n 3 h()_1 DF ™ MIX(n),x ~

Nous verrons en E.1.2., E.1.3. et E.I1.4. que les conditions
E.-l. (2-1) ou E.lI. (22) se lisent tres simplement sur le développement
de T dans une p-base (u,”™) convenable.
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DEFINITION E.IL.L.

Siona tWw/X) =3 et (2-1) et div(uru2)d E(n), on dira
qu’on a KX = 3(E*)-

Siona 1tX) = 3(BE) et (2-1) et div(u2)4 E(n) , on dira
qu’on a W = 3(E).

Si on a ) =3(E) et (2-2) on dira qu’on a TfCX) * 3E"™).

LEMME E.1.1.1.
Soit X un point fermé de X(n) et soit (u,” une p-base de

OA‘(ny,x adpatée en x, tels que

T =h0y(pug+ @ + R(FU."APEOs y o -
div(ul)C E(n) et A(D+P = 0(p), g6 P éSpec °X(n) x*

Alors, pour tout D (X() ,E(n)) avec D(O%ni\l)C—u,l O)(r(’nj\‘ et DPCP , on a
h() * DFer(UuN)™M + P

Preuve.
On a hQG) ~DF = (A(D+P)p v * Dv* + ul Dp mod.P . Par
hypothése, on a Dp~(u™) et A(l) +& = 0(p), le résultat est clair.

PROPOSITION E.1.2.
Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)).

On a équivalence entre
@O @) = 3E)
et

(@) P=0Q)" 1, I"(X)> 2 et pour une p-base (U, de O)(’Cnﬁ',x adaptée

en X, on a une des conditions
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(2-1) f - h(X) (puj +U2A) + R(f,u,», PEO*(n),x »

AE£1U M(n) x 7 divulu2~c"E() et A(D) +P = 0(p)

-2 f - h(xX) @f u3+u2B) + Rif.u."X) ,
Bé:Ax(n) x »div(u™u™) = E(n) et AD) + « O(p)

Preuve.

A lI7aide de E.1.1.1., on montre facilement que (2 implique qu’on
aE1l (1) pour &, div@uM),div@uM)) .

Montrons que (@) implique (). Comme div(u™)”™ E(n), on a
E(h) = F(n) et donc JX(N),F,E(n)) - IX(n),F,F(n)), d’ou

(©) JX@O ,F.EM) = W) mod. (U2>
@  F« hQ)( u+u2 g) + RCF,u,™), ordx() 2 U-1.

En prenant D = D\/ﬁ*—f‘ , on a

h(x) 1DF = (A(D+D pu* + ul+ Dp + u2 h(x) 1 DOIY)-

Comme 56 XM .,F(h)) = XM ,EM), on a AU)I+P) FL£ W ,u2), mais
pr-(un,u2), sinon comme div@™u2)c E() , par (4), on n’aurait pas (3).

Donc

Q) A +3=0() -

Si p est inversible, on a clairement (2-1).

Si p n’est pas inversible, coome E(n)D div(uru2), par (3), on a
®) E(n) = div(u™u2) et ~ 3) P inversible.

On peut alors prendre
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(7) P « u3.

Prouvons qu'alors ord (g)™ . Sinon, par (3), on a
ord*(@) =P-1 ce qui,
par 111.2. 2) si P} 3,
par 111.2. 1) si @&* 2 et X[vw,.OF = ™ )»
par 111.2. 3 si x[v )] w=2 (ci A+l =1 7™ 0()),
par 111.2. 4 (i) si P=1,
entraine tCix)™ 1 qui est une contradiction qui termine la preuve de

E.1.2.

PROPOSITION E.1.3.
Soit x un point fermé maigre de Sing(X(h)).

On a équivalence entre

@) K) = 3EDH ,
et

@ d»=v¥"1l €K7 2 et pour une p-base U,N)

de OX( adaptée en x, on a une des conditions

Y x

D f = h(x)(pu™ + wC) + R(F,u , CEOX(n),x

pe-0*(M x , E(M) = div(ulu3), A(D =0 ,

@2 f=h®@uj +u2D) +Rifu."X) ,

E(n) = divQuiuld) , D€ °x(n),x

Preuve.

A l17aide de E.1.1.1., on montre facilement que () implique @)
en remarquant que si on a (2-1), alors JX(n),f,F(n)) « IX(n),f,U,”0)
et si on a (2-2) alors @) FM) = B0 EM)) -
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JX(n),F,F(n)) * U2 1(X(n) ,F,WUA)). Montrons que (@) implique (@).

Par définition on a E(n) « div(u™un),

f

©)

xX@ ,FM) = u* & XM .EM),

d’o

u

a<"IN ,

} JX(n),F.F(n)) = u2 1 QX)) .F,@U.™)) .

N

Comme ord™£1 (X() ,F,W,M))] « ¢*X) =P ou 1+ Ut que

ord [ (X(n) ,F,F(M))]l , on a

@)

® f

Q) f

1

alors on a

LX), T, (U)) = (umod. (u2)

h(x) (pu» + u2 C) + R(Ff,u,)),

alors on a

fe°X(n) x

1(X(n) ,f,,?0) = (u™ u2)mod. (U™

h(x)(pUJ

u2 + u2 b) + R(Ff,ud),

quitte a multiplier u” par un inversible,

PEOX(n) x ~

on peut faire p= 1 dans

Par définition, on a E(n) = div(u™uM).

de la preuve de

a = 1, en multipliant h(x) par u2 > le calcul

E.1.3.1.

dans E.1.3.

aurait

puisque

On rem

K "

A +

C

Si a

E.1.2. avec D = DMj-montre que

arque que si ~N(x) = 3(E**)

1), on a ord~(C)

2.4 DONcC C
N\

« 0O(p), par E.1.1.1_,

on

a

et

, sinon

~OO

0, Ie/‘\alcul

AC) + = 0(p),

donne le résultat.

« "(x), alors

X est a D.Q. et on

XM f.EM) .ExXIN =

1t(x)

(U~ ) et donc,

3(E*X*).

si

).
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PROPOSITION E.I1.4.

On a équivalence entre

(@)) I « (B )
et

(&) P P71 , i"(X)> 2 et pour une p-base U, de
O)(’(’nsl,x adaptée en Xx, on a

f=hQ) (pur + g) + Rif.u."A), gENTX(N) X 7
idiv(ui)<’\E(n) et A(D) +P = 0(p) , ptO’:‘A,\n;’X

La preuve est claire.

E.2. Nous allons montrer que le théoreme U.C.4.1 . est vérifié pour
K = 3(B), c"est-a-dire que la condition @P,K) &) ™ (P,3(E)) est stable
par éclatements de points fermés. Nous montrerons de plus que div(u®)

a le contact maximal pour 3(B))-

PROPOSITION E.2.1.

Soit X SingX(M)) avec Tc(X) = 3(BExxx). Effectuons I"éclatement
TZ: X"-—->X <centré en x. Soit X<3-X" un point fermé L>-proche
de x avec K(x")> 2. Alors ona K(x”) = 3(E) et on a les conditions
de E.I. 21 pour " t"1,©p,ou tO~, - ITL™A~™ OX,~,
et W est donné par E.l1. (2-1). En particulier x* est sur le

transformé strict de div(u?).

Preuve.

Par E.L1. (2-2) et E.1.1_, on a

) JX(M),T,E(M),{xI) = (L dmod. ~(n) ,x
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D"ou, par 1.E.L.

() JX ", F.ED = (ut™"V mod.(t).
De plus, on a orciu (&™) = ordd (h()) = A). Par E.1.1.1. et
@, on a E.L (2—1\) pour _1*£)>/>\ dfou le résultat.

PROPOSITION E.2.2.
Soit x7Sing(X(n)) avec WX « 3(E). Alors, avec les notations
de E.I. (2-1) et, quitte a multiplier u* par un inversible, on a

Wir(x) « <UX> ou <U +U2> ou<V %27 .

Preuve.

Si € = 3(E**x), on a clairement Wir(x) = * Supposons
désormais N =3(FE) ou E.SI X =& , alors par définition,
on a WDir(x) = VDirj"c’\Dj;J(X(n) JFE@ X , par E.1. (2-1),

E.1.2. et E.1.3., on a

(@)) JAX(n),T,E(m),™i) = U™ Imod. (u2).

Par ) et I1.E.1.5.1.6.Ciii) si e(X) =3, ona v(X) =3 et donc K() =0
ce qui est une contradiction. On a donc VDir(x)C<un,u2> , (O donne le résultat
St W =1+ , par définition, on a

Wir(x) = VDir jc&&p X ,F,EM) - Par E.l. (2-1),

&) JX(n),F.E()) = (U Hmod.(U2) -

Pat 1.E.1.5.1.6. (iii) appliqué a JI(X(n),F,E(n)), si
WirQ9o<v AN, U2> , alors v(X) =3 et donc ~(xX) « 0, ce qui est une

contradiction. Donc WirQ®c < ,2> , (@ donne le résultat.
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PROPOSITION E.2.3»
Soit x un point fermé maigre de X(n) avec INX) « 3(BE),
a®@* K et e = 2. Alors, en prenant les notations de E.l1. (2-1),
@ 1tG) = 3(EH,
@n si oc[wu LU , X est bon,
ain si ovpy@r )™M et si on effectue I’éclatement 1C: X~ —— < X(n)
centré en x, il y a au plus un point (,1uW)-proche de X, c’est le
point x> de parametres v = UNU3MU2U,u3™ et on a aMors e(x") =Z et
™) = 3(F*) et EIl. (2-1) pour v, VWV

Preuve.

E.2.3.1. Par E.1.3.1., si &) =™X) et X = 3(E), on a
o =3 ou 3E*). Par définition, si 10 = 3(Esc™), on a
VDir[JxX(n) ,F,E() ,[Xj)J « < et donc Wir(x) =<11 et e(X) = 1,
ce qui est une contradiction qui prouve (i).

E.2.3.2. Prouvons (ii). Remarquons que puisque 109 = 3(E*), on a
divluru™) E() et donc V(@uN,u2) est combinatoire et
“~fv(u,u2)] = TV ,u2)3 * A1, Par 1.D.1., V(uM,u2) est permise en
X. De plus, ona JX@M . F.EM) @@ ,u2)" et puisque e(X) =2 et
que JX() ,F,E(MH”™ IX(M) LF.EM) .ExD) , d?r[i @ F.EM)  (UxU )D
si (G, " @2 o 2,1), donc ~iViutu YN si (L) N @2 ou R
Donc V(u™,u2) est la seule composante combinatoire de Sing™(X(n))
et I"algorithme de IC =1 ou du point bon impose d’effectuer
I"éclatement ™ : XM — = X(n) centré en V(u",u2). Puisque e(X) = 2,
par E.2.2., on a VWDir(x) =< ,U2> ou AN 2™ A \ADir(x) = <un,U2>,
alors dans XTI, il n’ a pas de point O-proche de X et donc K =1

ce qui est une contradiction. Donc

@D Wir(x) - CU1+U2> »

ce qui est équivalent a
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&) CEP [IX(),F,(u,7))] - (@Fpy- =
Comme A(D+™ = 0() , par (@), on a
(©) cCML"Mx)-1 dm“*] fj - o.

Donc

A (@} A

@ et [hC)_ 1OV~ A + DM™M] » A1) ; 3-1~s)<F)] “ Ui+l Xk

Alors le lemme suivant finit la preuve de (ii).

LEMME E.2.3.3.

Soit xCSing(X(n)) et soit (uU/A) une p-base de Ox(h"x tels que

(€)) MX) = & (X entier que I’on note ~

@ aMyr,2)y =~ , iv@ul,u)] ™ 1,

(©) c"h(x)-1 OW-1 + DM~”i , DMB™ ; 34ii1 s)(HD] = iM+U 1N -

Alors, si on effectue 1 ’éclatement IL” : X" ——> X(n) centré en
V(u™,u2), en tout point X'<i X1 AN -proche de x, ona @X’) =&
et 10 (xX')< 2.

Preuve-

Bien sur, V(u~,u2) est permise en x. Dans X", le seul point
qui peut étre & -proche de x est le point x" de parametres
v = (I+ulu“1l,u2 ,ul).

Par 1.F.3.5.3. et (3), on a
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, DMUN 5 3¢ e ) (D

u"Ph(x)~1(DM|™ + DML2]

Q)
h(x™) 1¢BM , DM A~ T 3 -i-5)(F)= (v)mod. (v* »wR) .

Comme div(v?) est transverse a E", le point x" est a D.Q. et donc
U<x™)”™ 2 et bien sur, oc(X) = P(x").

E.2.3.4. Prouvons E.2.3. (iii). Regardons d"abord le point X

de paramétres v. Par E.1.2. (2-1), et I.F.4., on a

¢ F = h(x*)(F  + .2 A us”~-1) + Rif.v."A), pAr°*(n)>x »

Cord £h(x’)L = ord (h(x) =A(1) , AC(l) + P = 0(p)
V1 " Ul

Par E.1.3., si VvX") =V et 1C(x")> 2, on a o) = (*,3)
et twrx") =3 (B -

Si VDir(x) =<Ui,U2> * X* 0St seu”™ Point de x? peut étre
P-proche de x et (iii) est clair.

Sinon, comme e(X) = 2, on a VDir(x) = <NI+7"2%2 et Nar ~.2.3.2. (@

et 3, (@, on a
(@)) ct"h(X) 1pwm1 + DM~ + DW\3j DMu] ; 34-i- s)(Fil= @ui+u2)

Par 1V.B.2.3. dans X" , X" est
le seul point qui peut étre ~-proche de x avec [I'G(Xx") > 2.

Ce qui Tfinit la preuve de (iil).

E.2.4. On remarque dque si ftx) = 3(BE) et ox(xX) =P et e ™ 2,
par E.2.2., on a VDir(x) = V et donc
i+
J X)) ,FLE(M) ,[X]) « (u™ Hmod. 17L X(n),x

De plus A(1l) + = 0(p)- Par E.1.1.1., on a alors 1iXx) = 3 (Ex**) .

Cette remarque et E.2.3. et E.2.1. nous donnent le corollaire.
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COROLLAIRE E.2.5.

Soit Xx un point fermé maigre de X(n) avec "~(X) « 3(E) et
oc(X) « P . Effectuons 1 ’éclatement 1C: X”—>X(n) centré en X,
alors en tout point Xx’£ X” qui est ~-proche de x avec TIC(X’)? 2,
on a "IC(x?) = 3(EX), on a E.1. (2-1) pour “Vi,v vi=Ult ™ *

tOX\X" = ~X(n),x °X",x" *V2 = U2t1 ou En Particulier X~ est

sur le transformé strict de div(u®).

PROPOSITION E.2.6.
Soit x un point fermé maigre de X(n) avec 1t(X) = 3(B),
o) =1+PX et

@O IXM),FEM),Ixi) =~ X(n)> ~ mod*™ x(n) ,x *

Effectuons I ’éclatement X : X” —>X(n) centré en x, alors en tout
point x’@X” qui est ~-proche de x avec KX*)™ 2, on a tC(X”) = 3(EX),

on aEl. (21 pour (v™) ou tOx-—->x.=WX(M) ,x °X\x" et
v = UMt En particulier, x* est sur le transformé strict de div(w)

Preuve.

Par 1. E.1., on a
JX*,FED) = (v dmod. (© , E” = divit),
ord (h(x™)) =ord (X)) « A().
vi ui

Par E.I. (2-1) et E.1.1.1., le résultat est clair.

PROPOSITION E.2.7.
Soit X un point fermé maigre de X(n) avec K/(X) = 3(E),

cc(X) = 1 +P(X) et, avec les notations de E.l. (2-1),

(1) cy™V(ul,u2)j - 1 +P (x) et
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2+

@ JX(n) ,FLE(n) ,Ex}) y uM~Si(x) x mod* X(n),x
Alors

@ 1 = 3(E*)

(ii) x est bon.
Preuve.

Par définition, si lu(x) = 3(E*), V(ur,u2) est combinatoire et
donc c*[V(u™,u2)3 = ~ cov@i ,u2)] =1 , Ce qui contredit la semi-
continuité de ~(.)* De plus, si "N(x) = 3(E***), on a ) = ~ X -

Donc on a T0(x) = 3(E**). Ce qui prouve (i).
Prouvons (ii). Bien sOr, V(u”~,u2) est permise et V(Qu”™,u2) Sing”~(X(n)).

Alors je dis que

(©)) v(x) = 1.

En effet, sinon, par 1.E.2.3. (6), lorsqu’on effectue 1 ’éclatement
TT” 2 X" — > X(n) centré en V((u”,u2), il n’ a pas de point P-proche
de x et donc V(u~™,u2) = Singp(X(n)) et 'K (X) = 1, ce qui est une
contradiction.

Par (3) et E.2.2., on a VDir(x) = <U”> ou ~"+U2> e Regardons

le cas ou VDir(x) = <U~>. Effectuons 1u’. Dans X**, en dehors du point
x" de paramétres v = (uMu2*,u2,un), a strictement baissé.
Oon a

f = h(x)u2un™+u2D) + R(F,u,™\) ,

®

=h
1]

h(x") (Vj+Dv2P+1) + RCi.v.I).

Par (2), on a ord*(D) = P-1 et par (1) ord/ ND) =
ui»u2)

d’ou par (4), o((xX"E -1, donc BXE'2 J-1 et V(Qu ,u2> = Sing”M"(X(n))

~n-l,

et 1C(x) = 1, ce qui est une contradiction. Donc on a
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(O] VWir(x) - <ulfu~ *

Effectuons W*. Dans X, en dehors du point X" de paramétres

t = (+u™NuM*,2=u3>> N (=) a strictement baissé. D ’autre part, puisque
A@ +0 =0, par E.1.3., on a etl* (h(x) 1DMg™ ) « O.

Par 1.F.3.5.3., on a

h(x') 1 dmP] f=uw°~1 hx>1 @OV + DM©l )Ff
=u2™ 1 h(xX) 1 dme23 f mod.(t2,t3)

= mod.(t2,t )£ JX",FE"{X"])

On en déduit que si O (M) =P , X* est a D.Q. et 1CCxM)~2  (IV.A.D.

D ’ou le résultat.

PROPOSITION E.2.8.
Soit Xx un point fermé maigre de X(n) avec () = 3(E) ,
X)) = 1+VVX et, avec les notations de E.1. (2-1),

@O  IXM,FEM.{F) + W x(n) > mod. ~ X() ,x ~

Effectuons I ’éclatement ~Z : X”— > X(n) centré en x. Soit x-X’
un point fermé D-proche de x avec tt(x”)> 2. Alors
@UNu3™>U2U37M,u3™N* on a
3(E*x) alors

() si x” est le point de paramétres v
K(x?) = 3(ExX) ou 3(E*x), de plus si t™(X’)
oaf() = 1 +0 et ) = 3(E*X),

(i) si X’ n’est pas le point de paramétres v, alors K(x?) = 3(B)

ou 3(C).

Preuve.

E.2.8.1. Voyons d’abord le cas ou Xx”> a pour paramétres v. Alors si

ICx”) = 3(B), on a
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f - h(x) (Uruj +u2B) + Rif.u."X), div(uju2>C. E(n) ,

f = h(x?)(v» +v2 B u"") + R(F,v,”), diviv® v2v3 ) = E”

et ord (h(x*)) = ord (h(x)) « A(I). On en déduit que 1tCx") = 3(Ex).
Vi ul
Si  iIC (xX) = 3(Exx), on a

f

h(x) (Uzuj + Rifju,n) , div (U2>C-E(n) ,

f

h(x®")(v2v” +v2 Du3®+1) + R(F,v, 7)) , div(v2) " "E "~ ,

et ord (h(x?)) = ord (h(x)) = A(D).
Vi 2 Ul)+

On a ordx,(v2 Du.3 ): 1+P , sinon x- est a D.Q. et donc

U(xF) = 3(E**) et ~AKX’) = 1 +P .

E.2.8.2. Si v(x) = 2, c’est-a-dire si VDir(x) = "Ui>2~ * (u) est vide
et on a E.2.8. Pour terminer, il faut regarder le cas ou il existe un
point X ’ir X~ ~-proche de x avec I(x’)>2 et x’ en dehors du
transformé strict de VCu”™u”). Par E.2.2., on a alors VDir(x) =</~U~>

ou <UX+U2>.

E.2.8.3. Cas ou VDir(x) = Posons
u” e (uluj U2,u3 -

Si K) = 3(Exx), on a
f = h(x) U:2U~ +u2D)+R(F ,u»h)

et par (1), on a

) ordx (D) I 1.

Puisque

VDir(x) = VDir [j(X(n) .F,E())I = <17?

on a
, 2
-1 'M'x<,,), x5 I (X(7)-f-E('» nfd- X(n: .
Alors, par (2), il existe un polynome K homogéne non nul de degré 13-1

tel que
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@ U2 Knci*>[i(X(n), FLE(), {xPT -

Donc K(Qu~,1,11™N6 J(X*,f,E ")mod.(u2), comme ord” ,("™K@W" ,1.uM)]T P-1I

X" n"est pas N—proche de x, c"est une contradiction. Donc

(A) 1C (x) = 3(E*).

| £ = h(x) (uUru® +u2B)+R(F ,u,"A) ,E(n) = div(u® u2>
) I c~r(h(x) 1 d«“7 % = -
Par (1) et (5), on a

cil"B = G(Ur U2,U3)<f k(x)[ui ,u2,UP]

[ Uj Ac
Alors je dis que
@) A + 1=0¢) .-

Sinon, on a

A(L)D+A+IN(X) = A(D+A@)+1+1M = A(2)+1 i 0(p)-
Par la relation d"Euler, on a

ciU[h(x)_1(@mMU3 + DMU + DMUA H(F] =
[€=)] )

[ A@+1D BU + U26(UL,U2,U3» , Uj JG
Alors, par 1.E.l. et I.F.4., on a

A
, h(x?) 1mr24 ) = (A@)+IXulu’D+ G(u”,1,up) mod.(u2)

@ jJ =(E)+1) 6G(u’,1,up * 0 mod.(u™™,up

i J(X?,F,E" ,jx"})mod. (u”,u2)

On en déduit que x* est a D.Q., ce qui est en contradiction avec I"énoncé
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de E.2.8. et donc on a (7). Je dis que

o G €k(X)[-U1l,uP,u5]

Sinon, par (6), on a

N ctH>[h(x)“1 i = A@+1) u,uil +U~ K(U1,U2,U3) ,
| k o.
Alors, par (5), K6 cr+ gO&X(n) ,F,E(h) , DI et

K(u?,1,u™M™I(X1,F,EP) mod.(u2) .

Comme deg K =1 +P- 2 = 1, X” n"est pas "-proche de x, c’est une

contradiction qui entraitne (10). Alors par (10), pour un i, AN K. s,

on a
cA+1[h() 1 DMOJ ] = U2 Fi(ul,u2,u3) ,
F+Ek(x) [ij.ud.uPj , U IFe .
Posons
F. = i Wi [«1 ,
1InN2 -

Alors A, EZLuf' e ,u®P® JX’,F,EDmod.( ). On en déduit que

X est rationnel sur x, mais alors AM-J(X’,F,E’,~x”Qmod.(u") et x
est a D.Q., c’est une nouvelle contradiction.
Finalement | ’existence de x’ avec inx?) =~ et IC(X7)> 2 est

en contradiction avec VDir(x) = CUN>.

E.2.8.4. Cas ou VDir(x) = <U”+U24/* Posons
(@ND) u’= UWU’1,u2>u3u2)» vi = 1+uiu2l -

Alors je dis que
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. . 2+0
az Ix),f,E(n), [xp) X(n),% Vi+U2~ mod® ~ X(n) ., X
Sinon, on a
J(X",F,E") = (v” Dmod. (up.
De plus, si on pose a = h(x") DM ~AN[IN N DTN avec

i=3 si tCX =3(E*) et i1=2 si 1CKX) = 3(Exac), on a

E&E)(X*,E?D), /() =0 et

/. (vx)

h(x*)“1(@"* LA F)(VF D)

v heo ™t oM o -

v - v? mod. (u2).

Par 1V.B.2.2., on a fC (x?)i 2, c’est une contradiction qui prouve (12).

Puisque WDir(xX) = VWDirgX@ ,F,E(Mm )X * <Un+U2~ , on a

@3 ~AX(n),xO V <7~ IX)FE@MAY>med*Ax(n),x *

Par (12) et E.1.3. (2-2), E.1.4. (2-2), il existe G polynome homogéne

de degré ~ tel que

\ Uoce cCi1M(xX(n) ,F,EM) {xO1

a9 / w+)ioc

Donc (G(vi-1,1.,u®) ,v™ J(X?,F,E’)mod. (up . Donc VDir jJ(X”,f,E)mod. (U2)]
est de dimension 2. Si E” = diviu®), on a tC(x”) =3(B) si X(x?’) =P
ftr(x?) = 3(C) sinon.

Montrons qu’on a FE* = div(u2), ce qui terminera la preuve de (i) .

Si E” ~ div(u2), on a div(uM)™-E(n) et 1IMX) = 3(E«) et u”™ix’) * 0.
D “ou

f = h(x)(u2ur +u2D) + R(F,u,A)
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avec ord*iD) = P-1.

Si A + 14 0(p), par Euler, on a

AN et I[N () -1 (DM + + DM (D] =

A (A +1DU2 UA+UBK(UITU2 ,U3) ~k(x)CU2 ,U3]

Donc h(x®) 1 DM~A2j~ F = (AG)+D) (v F +K(Vj-1,1,u3)mod.{\) kCOL 1.,
donc xFf est a D.Q. et At(x’)"2. C’est une contradiction. Donc

A +1 = 0(p), mais alors

et 11 [h(xX)-1 DM*“|? fj = -u2uj +U2 K(ui,u2 ,u3)"k(x)[u2,ud].

Comme un™(x”) =0, on a
J h(&x™) 1 f = -(vi-D™ + KIVj~-1 ,1,u3)mod. (U2)

£ I(X\F,E\"x"}).

Donc Xx* est a D.Q. et "II(X, )<~ 2, c’est une contradiction, qui montre

que E’ = div(u®) et on a fini la preuve de E.2.8.

E.3. Les propositions E.2.3., E.2.5. et E.2.8. montrent que le théoréme
U.C.4.2. est vérifié pour ~ () = 3(E). Montrons que U.C.4.4. est

également vérifié pour fc(.) = 3(E). Soit donc une suite infinie

d éclatements TC(n+i) : X(n+i+1)— X(n+i), i~ 0, ou TL (n+i)

est I ’éclatement centré en x(n+i), point fermé de X(n+i) p —proche
de x(n) = x™*X(n) avec X)) « 3(E) et K xX(n+i))> 2.

Par B, C et E.2.8., E.2.5., E.2.3., nous n’avons qu’a regarder
le cas ou 1C(x(n+i)) = 3(E) pour tout i? 0 et alors les x(n+i)
sont sur le transformé strict Y(+iD)<A&X(nti) de Y = div@u)<X(@) -
Nous allons donc utiliser le chapitre V.

Montrons d’abord le leirae suivant.
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LEMME E.3.1.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)) et soit (u,A) une

p-base adaptée de OX\’n/‘ X adaptée en x et telle que

(€D) div(Uuju2)C E(n), div@r)> div(u2>, A(I)+~xX) = 0(p) ,

) I(X(n),f,,?20) = (u” )mod.(u2,u3), ou J = & (x),

3) o (EX(n) LF, /X)) ; u3»u2 Tuj) =~ n"a quun sommet (c,d),

(@) X)7 2.

Alors
M 1t = 3¢,

(ii) x est bon.

Preuve.

E.3.1.1. Montrons (i). On vérifie que, quitte a permuter u® et
u”, on peut appliquer IVv.C.5.. Donc par IV.C.5. () (ii), on a
<x(X) et c+d”~ 1, donc c¢c>»0 ou d> 0. Alors, par définition de 0
si c>0, ona 1XM,f,W, )= (@)mod. (uM) et si d>0,
I(X(n) ,f, @ ,a)) = (uM)mod. (u2). Déplus, A(l) +\v>=0 (p) et donc par

E.1.2. (2-1) ou E.1.3. (2-1), on a 1£(x) = 3(E).

E.3.1.2. Montrons (ii) par récurrence sur \_atbj . Voyons le cas

ou Lc+dd = 1» c"est-a-dire c+d< 2. Alors, par IV.C.5.  (iii), on a

B) c”Nr1l ou d~l.

Donc [c]+[d] = c+d-1 = ~"-1 1. Alors, par IV.C. 5. (vii), A n"est
2
pas préparé, donc (c,d)£E3N et donc (c,d) = (1,0) ou (0,1). Si
(c,d) = (1,0), on a &[v(~ ,u2)] =~ et les conditions de E.I. (2-1)

pour u® et wu2 et donc par E.2.3., X est bon. Si (c,d) = (0,1)
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alors div(uM)”™ E(n) , sinon x est a D.Q., on a les conditions de
E.1. (2-1) pour uw et , par E.2.3., X est bon.

Voyons le cas ou Lc+dJ> 1, c"est-a-dire c+dz 2. Alors

®) Wir(x) =<U > .

Alors, ona c™l ou d~l. Posons C(2) =V@u,uY) et CR) = V@u,uM).

Si dz 1 alors par IV.C.5.5. comme diviv™"uM)™. E(n) ,

C(2) est permise et ~(C(2)) . De plus, par IV.C.5. (iv) , on a

) Sing®, (X(n) )H div(ul)c- C(2)UC(3).

Par @, ona & VW ,u"\)™P . Alors, si  (*(CR))H" ou
divud)4EM ou TCE)I<CICER))), C(@) est la composante de
Sing*(X(n)) ou m(.) =2 et ou U(.) est maximal. L algorithme du
point bon nous impose d"effectuer 1"éclatement 77: X* ——> X(n)
centré en C(2). Par (6), dans X il y a au plus un point X" qui
est -proche de x, c"est le point de parametres u" = WU, U»W) .
Par 1.F.3.5., on a
IX",F,@",A) = LX) ,F,U,M)).-

Alors par £17] p.127, x*, (", satisfait a @O @ (@ avec
A" = (c,d-1). Si I™XD>2, ona TE* =3(E) par (@) et x° est
bon par récurrence et donc Xx est bon.

Si MC@B)) =0 et divuWcEM et O0OCE)>aC@)) alors
I1"algorithme du point bon nous impose d"effectuer I"éclatement
le” : X" —=X(n) centré en C(3). De plus, ¢*(C@®) =0 et donc
cN 1. Alors, par (6), dans Xf il y a au plus un point qui est
D-proche de X, c"est le point X' de paramétres u" « (U™, ,"3)e
Ona 10N, F,u",M) =u™ I1XM0O) ,F,U,D), quitte & permuter u et
u”, on conclut comme précédemment.

Si d< 1, alors c>1 et donc par 1V.C.5.3.1. et 1V.C,5.3.2., on

a
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PCCR)) =<CA) «™ ,C@B) est permise en Xx. Puisque d 1, on a
cxX(C(D)< 1 et donc par ()

® Singj (X(n))H div(ul) = C(3).

Donc

©) C(@ = V(ul,u2)4SingBXXn)).

De plus par (), on a <XQv( & , d"ou

(10) V(u2 ,u3)<V Singr(X(n)) .

Si divluM) CE(M) alors E(M) = divCuh ™) et par B (O @O0,
C(3®) est la seule composante de dimension 1 de Sing*(X(n)) ou m(.)
vaut 2.

Si divudLEM) alors EM) = div(wu™) et div@uM)> div@u?d) .
Par (9), C(3) est la composante de dimension 1 de Sing*(X(n)) ou
Mmcx,>~) est maximal et oC3] =P

Donc I ’algorithme du point bon nous impose d"effectuer I"éclatement
™ - X" ——=X(n) centré en C(). Par (6), il y a au plus un point de
X" qui est ~-proche de X, c"est le point de parametres u" = (W™, .
Comme précédemment, on vérifie que ",U" /X)) satisfait aux hypothéses
de notre proposition et que i(u,,,A = S(,MN-1. On conclut donc par

récurrence.

E.3.2. Revenons a notre suite d"éclatements Tu(n+i). Alors, par V.1,
on a un diviseur F(+ic. Y(n+i) et un entier reiN tels que pour
tout *z r, F(n+ti) est un d.c.n. de Y(n+i) et on a les conditions
@ et (6) de V.I.

Prenons les notations de V.l., en x(n+i), pour i”~l, on a une

p-base (v(i),p(i)) que 1"on note (v,u) en abrégé de °X@{+i) x(nt+i)
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adaptée en x(n+i) telle quon a V.I. (A (G et div(v) <« Y(h+i)

et donc A(l) «
Pour le moment,

pour Vv , v2*

E.3.3. Regardons

(€)) F (n+i)

Alors, puisque

ord (h()) « ord (h&@+i))) et A) + & « 0(p)-
ui Vi

nous ne prétendons pas qu®"on a les conditions de E.IL.

le cas ou, pour un i~ r on a

=V, ), diviviv?™) GE(n+i) .

TtX(n+1)) = 3(E), par E.l. (2-1) (2-2), on a

() cMAXX(n+) ,FLE(n+1))) ™ 0 mod.ivrvD).

On peut appliquer V.1 et V.2.

Par v.2 (i) en x(n+i+l), si ord y{_J_.(F(n+i+l)) = 2, x(n+i+l)

est le point de

X \N11+ X *

parametres w = ViV3™"W2V3r*3/~* d "ol

E(n+i) = divQw™w™w?r) et 1(X(n+i),F,(w,p)) = JOX(n+i),F,E(n+i)) et

A (I (X(n+i+l) ,F,

E(n+i+l)) ; w'*w2 » n'‘a qu'un sommet, par E.3.Il.,

x(n+i+l) est bon.

Sinon, on a ordx(n+i+1)”™ (+i+l)) “ 1* Par V.l. et V.2_. (ii),

on a () pour F(+i+l) et (v(i+l),p(i+l)) et il existe une fonction

entiére positive

et on a

a(v(.),p(.)) définie en tout 1 tel quon a O

a(v(@+D),p(i+1)) = a(v(i),p(i))-1.

Donc, pour un j™ i, on a ordx(+j)FE@O+3)) = 1 et ordx@O+j+1) M+J+1N

et x(n+j+l1) est bon.

E.3.4. Regardons

le cas ou pour tout i~ r, on a

(€)) F(n+i) - VVi,z2 v3)> div(vlv2) E(+i) .

Alors, par définition de F(n+i) (cf. V.I), F(n+i+l) est I"image inverse

= 2»
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de F(n+i) et donc, pour tout i™r, x(n+i+l) est un point de

croisement pour (v(i),p(i)) (cF. 1.F.4.) et on a pour tout i7r

LX(+i+1) T, (v(i+D),p(i+1))) =
@

A MPLISETCICI N

£.3.4.1. Voyons le cas ou en plus de (1), pour un i”r, on a
® CX(x(n+i))) = ~A(x(n+i)) =P
Alors, par (2), pour tout jZi, on a
IX(n+)) T, (v@) .p) = (vAd))mod. (v2(Jd) .v2(J)) -
Par (2) et IV.C.7., pour un j assez grand, on a
a(rX(n+j) £, v@ .pA)) ;v3d@.v2A@ ; Vv~*hid)

n’a qu’un sommet.
Comme Y (ntj) = divivrij)), on a A(l) += vrord* (n+tj & @M+i))) = o(p
par E.3.1., x(n+j) est bon.

£.3.4.2. Le dernier cas a étudier est le cas ou pour tout 17r, on a (O et

@) XxM+D)) = 1 +PxX(MtI)) =1 +P .

Alors, x(n+i) n’est pas combinatoire, et donc, pour tout i >r, on a

E(n+i) £ divivrvrvN), d’ou par (D)

o) E(n+i) « div(vlv2).

De plus, x(n+i+l) étant un point de croisement pour (v(i),p(i))

x(n+i+l) est sur le transformé strict Y(n+i+l) de
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Y(n+i) = div(v™(i)). Par (5), pour tout J£IN, on a

®) v(@i+D) = (v1()v2 () v2(i) (i)v2@ »

C ’est-a-dire que, pour tout Jj6.N , x(n+j) est sur le transformé strict
V(v1l(i+l),v2(i+j)) de V(v (i),v2(i)), et donc par (4), pour tout

i3,r, on a

@) o< [V(v1(i),v3(@i))j = 1 +P

Quitte a augmenter r, on a pour tout i?>r

f = h&@+i 51 Virv?~n + ui+™ g)+R(F,v,
( *( ))(O*r 1 ? 0 ! 9)+R( P)
() avec inversible ou nul, O~ o — P(Xx(n+i)) pour un r”’
8
tel quu T ,720, ona der™r1 = InfFA®Or 1]+ +..

A~ e EpE T 1= inf((e(MD+Dr 1], 10j.

(Voir 1V.C.8.).
De plus par (7), on a

© N0 =?> c(r),> 1+r.
Je dis que

Qo) r@ *0 et (@©).d©®)) = (1.0).

Sinon, par (8) et (9), on a V~jcE G XM ,fF,E(mn) , d’on

VAer VDIr (x(n+i) ) et comme div(v?) est transverse a E(n) , et que
10(x(n+i)) = 3(E), par E.2.2., on a v(XxX(n+i))™ 2 et donc vx(n+i)) = 2.

De plus, par (@), V1 V3- est permise en x(n+i) et puisque v(XxX(n+i)) =2,
son éclatement n ’engendre pas de point p—proche de x(n+i), donc

Vvr,vh) = SingM(X(n+i)) et KXx(n+i)) = 1, ce qui est une

contradiction.

Alors par (9) et puisque A(l) +~=0(), on a les conditions
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E.1.3. (2-2) pour x(nt+i) ,(",vY)) et donc 1CxX(n+1)) = 3 (Exx).
On remarque que si d(r>)> 0 alors on a les conditions de E.1.2. (2-2)
pour x(n+i),(v ,v2)) et donc on a a la fois -ttx(n+i)) = 3(E*) et EX) .

Nous allons prouver par recurrence sur d(r’)r> * que
an x(n+i) est bon.

Si d(r)” r” alors ~yivdvM)] =/~ et C@) = V™,V est une courbe

combinatoire passant par x(n+i). Donc

€2) C(D<S Singp X(M )

et conme C(2) est la seule composante combinatoire de Sing™(X(h)),
I "algorithme du point bon nous impose d’effecteur I ’éclatement
TC : X — >X(n+i) en C).

Par (7), on a

@3) IO, FLEQ)E- (VDN

par (12), on a

a» JX(), F,E(M))<* (V1,V2)) .

Par E.2.2., on a WIir(xX) ="~Vi® »dans X~ il y a au plus un
point p-proche de X, c’est le point x’ de paraméetres
v?’= (Vv¥LV2 \3), on a @), (O et A(D)+i =0@) pour &*,(v",p))
et d(r”) est devenu d(r”)-r’,d’ou (11) par récurrence.

Si d(r’)<r’,soit on a

JX(),FL,EM), [ X(n+1)JI) * ~X(n) ,x N mod“~*X(n) ,x *

par E.2.7. et (7), x(n+i) est bon.

Sinon, on a WDir(x(n+i)) = e Effectuons | *éclatement
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TL? = X"---> X(n+i) centré en C@) = VF”™»vs”™~ Dans XM, il existe un
point ~N-proche xn de x(n+i). Sinon C(3) = Sing™"(X(n)) et
K(x(n+i)) *= 1. Puisque VDir(x) =<"">, x” est le point de paramétres
V"= VIV My v M* 0On virifie que ofGM) =& et que

OO, F, (v'™.p)) : ;V?’) n’a qu’un sommet a savoir
((c(r)-1-r*)r, 1, d(r*)). Par IV.C.5., on a

Sing® XY\ div(v’)d Vv’ ,vH UV ((v’,v’), on en déduit que

Sing~"(X(n))D div(v™) = CQ).

Puisque d(r*)”r’,on a & [V ,v2)J@P , donc VO ,v2) Sing”"XM).-
Comme on a div(v™) = Y (n+i) > div(v2), CB) est la composante de
dimension 1 de Sing"(X(n)) ou (m,c*,g) est maximal et donc 1 ’éclatement
7t" centré en C(3) est imposé par I’algorithme du point bon. Par

E.3.1. , on a (10).

F. SIXIEME CAS DE K = 3.

DEFINITION F .1.
Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit que 1It"X) = 3¢

si on a les conditions

@O &K =uE), entier noté 0 ,
@ 1> 2 ,
@ e®):? 2, ehXX(n),f.E(M)] =3,

et pour une p-base (u,”) de OX"nj X adaptée en x, on a une des

deux conditions
Q) Ulsu2™ VDIr 6 et A(l) « orcu [hCOJ = 0(p) =

®) <U»U2> “ VD*r X)-
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F_.1_.1_ Puisque ) «0 ) et €-VDir(x) et 1C(x)>2, on a

(€)) E(n)D div(ulu2)

F.1.2. On dira que 4t(xX) = 3(Fx) si E(M) = div(u™ru2> et "fcxX) = 3(F**)

si  E(n) = div(U:U2U3)«

PROPOSITION F.2.
Si 1C () = 3(F**), avec les notations de F.l., on a une des deux

conditions

@D ) =30,

(&) VDir(x) = <U”+U2,U3> et, si on effectue I *éclatement
IL: X>— 2~ X() centré en X, en tout point X’E X’ P-proche de X,

on a It (X?)E 2.

Preuve.

Puisque E(n) = divCu™u”™) , on a

©) JXMO,FEM) = IXO ,F.EM ,IxM) -

Donc, par F.I. (3, ona e(X) = 3. Par F.lI. (), quitte a multiplier

u™ par un inversible, on a

@ VDir(x)3 -U1+U2,U2+U3> ou ;o oYU

Ces inclusions sont des égalités, sinon on a v(X) =3 et 1w = 0.
Donc A(l) = 0(p)- Dans le premier cas, on a 1C(x) = 3(D). Nous n ’avons

plus qu’a étudier le second cas. Désormais, nhous supposons

(5) VDir(x) «<U +U ,U3>.
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Alors je dis que

d ;
(C)) Eh() DM, [T] “oe

En effet, puisque A(Cz o(p), on a
A
X(n) ,F,E(M)) X)) ,F,E(n) ) et si on nfa pas (6), par A.l,

appliqué avec D = Dlj—’}‘\ , on a 1C(x) 3 (A) et par A.4., on a
<VDir (x) , ce qui contredit (5).

On déduit de (6) que

A~ eI (X(n) L, FLE(N) ,MXxF)I =

)

CE£U[h(x)_1 (DMU ?* + DMU~ + DM“ ™1 , DMU-~ ; 37i~s)(F)]
Effectuons TE . D faprés (6), si X’*"X* est ~N-proche de x, xFf est
le point de paramétres v = (I+u™u”™*,u2»u™u”*). Alors, par 1.F.4.2. (9
appliqué avec v~ = u”, on a

j Lj\/(x)_l(DMA + DM~ + DMA’L , DMA’j ; 3é i~ s) (F)
® J J

C J(X\T ,E\{x*J)

Par (7), on a donc

(€)) *(x7) = ~M(xH =

Par (5), () et (8), on a

(10)  Vjé-VvDir(J(X",f ,E”,\x’j)) = VDir (x “)mod .<V3?

De (9) et (10), on déduit que x* est a D.Q. et donc I"C(x")"™ 2. Ce

qui termine la preuve de F. 2.
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proposition F\3.

Si AC(xX) « 3(F*) alors, avec les notations de F.l., on a

) VDir(xX) =<ui1iuz> *AQ) “ o P) »

(i) si on effectue I1"éclatement TC : X* — > X(n) centré en X,
dans Xf il y a au plus un point xf qui est i™proche de Xx avec
twx*)> 2, c*est le point de paramétres u* « (UNUNM,u2u™M*,un) et

tCx*) = 3 (F**).

F.3.1. Remarquons tout de suite que F.2., F.3. et D prouvent que les

théorémes U.C.4.2. et U.C.4.4. sont vérifiés pour = 3(F)-

F.3.2. Prouvons F.3. Puisque E(n) = div(u™u™) et que tC(x)>2, on a
VDir GO<° ,U2> | par F.1.3., on a

f VDir(x) = <UX+U2> ou <U:.,U2>

D DuA
| o [hCO 1 N " k(X)) LU1,U2j)
B
Effectuons Te et regardons le point x* de paramétres
u* = (UUr*»uzUs *»un)e Comme on a E* = div(uj u™ “3)» on a
&) JONFLE*) = J(X7.F,E” . {X"J ).

Bien sur, regardons le cas ou O0(X?”) = "

Par (7), on a
@ <U™*Up ou <U™,Upf£ VDIir [JF,F,E) I mod. < >

Par 1.E.1., on a

u-per h(x -1 DA FEIX™ ,F,EY)

or par (1), Uu* +1 h()~ DUE;B)i( f « urg avec ord t(@é: -: , donc
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1)) <UN?E.VDIr(I(x”,f,EJ & VDir(x")

St VDir(x) » alors x est le seul point ~-proche de x et

T <ulmv
par (3 et (4), on a Vv(X") « 3 et donc IC(x*) =0 et donc X =0,
c"est une contradiction. Par F.1.(4), on a (i). Si >fc(x")> 2, on a

par (3 et (@) que 1t(x") = 3(F**). Pour finir de prouver (i),

montrons qu“en dehors de x-, (*,K) a strictement baisse. On a
o) ce™hCx) 1 DM?éﬁ fJ =0,

sinon, puisque A(l) = 0(p), on a

D A~ X)) £ T (X(n) LFLE())
et par A.l. appliqué avec D *—-DLJL—’-:|X ,ona lu®X =3 et par A.4.

VDir(x), ce qui contredit (i) qui a été déja établi. On en déduit que
® cil» [h(x)_1 (DM~ + DM~Aj1l+ DM“7 , DMR(C ; 34 iSs) (@] 4 0

Comme VDir(x) = SvUMHUM , on peut appliquer 1IV.B.2_.3_. qui dit que
C, O™ (P.2, ce qui Finit la preuve de (ii) .

Par F.3.1., le cas t= 3(F) est terminé.

G. CAS 4= 3(G), FIN DE TC= 3«

G.1. Le but de ce paragraphe est d"étudier un point x£-X(n), tel quTil
existe un voisinage affine U de x et une p-base (u/A) de Ox',\ny(U)

qui est adaptée au point x et telle que

r f=h(Xx) £ulg + p u2+1] + R(f»u .0 >
o <  »+ 4 0(p) , ordx(g =P-1~,0, P= PX) ,

HtOoT(n),x » E(m~div(uiul).
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@ cviyp»u2)b,>» ou tv@uj,u2)]i 2.

Comme nous le verrons au chapitre VII, on a ces relations (1) et
(@ si, au cours de notre algorithme, x est P-proche d"un point
y6X(n-1) avec K (y) =4 ou 5. De ce point de vue, le cas o0 x est

a D.Q. est traité dans le chapitre IV. Aussi nous rajoutons la condition

(©) X n"est pas a D.Q.

G.2. Nous allons montrer quen fait, avec les conditions O @ (@),

sauf dans un cas particulier qui sera 1C(X) = 3(G), on a ICOCON 1. (cfF. G.4.1.)

PROPOSITION G.2.1.
Sous les conditions G.I. O @ @), on a
@ ada® =p ,
(i) ULl«E-WIr®),
@Gii) div@u)C. E(n) -

Preuve.
() est clair, on remarque que divise c0 OIX@) ,F,U») ,
ce qui prouve (i) - On a (i) car si diviUM)NEM@ on a D.Q. (cf. IV.AD.

PROPOSITION G.2.2.
Sous les conditions G.I. @O @ @), si 0=1, alors 1ICX) =1

Preuve.

Comme >l ~ 0(p), on a

hG) 1DMA F=u2 ux g + p* u2 , gUEOX(N)X ., P"A0*@) X .
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Puisque P= 1, g est inversible et 31 , Ié ii s, tel que

h(x)-1 DMC*] £ - Uj g” + p" uj , g*E-0*(n) x , p*EOx(n)iX

etona 1”72 car divise h(X) 1D 2] ™~ *

Donc
XM T, WX) « (uru?)
Alors, en appliquant 111.1.(v) en permutant les indices 1 et 2, on

a le résultat.

G.2.3. Vue la proposition G.2.2., nous supposons désormais

® A3 2

PROPOSITION G.2.4.
Sous les conditions G.1. O @ @ et G.2.3. ¥, si v(x)"2,
alors "K' = 0.

Preuve.
Par G.1. (@), on a
Wir(x) =<U1,U3> , E(n) = divCu”®) .
Effectuons 1 ’éclatement TC centré en x, alors il y a au plus
un point i?-proche x* de X, c’est le point de paramétres
u” = (Uu21l,u2.u.M1) et F = hX") W .g.u2)+1+pu2) + R(F,u","A).
Ona 1I(X )\ 1<2£ D), d’ou le résultat.

G.2.5. Désormais nous supposons

©) vl = 1.

Ce qui, par G.2.1. (ii) entraine que <U> = WDir(x), et par G.1. @

entraine que <o =cUr "0 .
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PROPOSITION G.2.6.
Sous les conditions G.I. O @ ), G.2.3. (A et G.2.5. B), si
<HVu ,u ) =~ alors 1u() " 1.

Preuve.

La courbe C = V(u"™,u2) est pemise. Effectuons I"éclatement
1 : X"——->X(n) centré en C. Alors, par G.2.5., on a

VDir @¢X(n) ,F,E(n) ,0)J et donc dans I"ouvert O de X* ou

divlu®) = 7T *(C), en tous les points y au-dessus de X, on a P(y) * O.

Le point X"£& X"\0 au dessus de X a pour parametres
u* = @Uju21,u2,U3™ et

f=hX)l g uz2™ + p u2) + RCFIU=,"1).

Donc P(X™)E k& 2™ P(X) . Dans X", 1l n"y a pas de point ~—proche
de x. Montrons que C est localement la seule courbe de

Sing . (X(N)H E(n), et donc que I algorithme de = 1 1impose
d"effectuer 1C . On a par G.1QD)

©® IXM),FEM)) = U Hmod.(u).

On en déduit que C = Sing(X(n))O div(u) . Si div@wdHc.EM)
et si Tl est une composante de dimension 1 de Sing® “(X(nN))H div(u™)
alors f=VQu», . Par G.2.5., IOV * divise mod.(U) et par
® , in"O*gD~I divise P mod.(U™,U™), ce qui est impossible. Donc
Sing')l;_l(X(n))’\ div(ué) est de dimension 0 et SingFMl_(X(n))OE(n) =C
et % & 1

REMARQUE G.2.7.
Nous supposons désormais cMv(uh,u2)3 4~ , c"est-a-dire par

1A.3. , cx[v(ul,u2)Xk -1 et donc par G.1. @) t[VQU,u2)dJ" 20

G.3. Nous allons tester l1"algorithme de t€C= 0 en x. Rappelons les
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hypothéses et notations.

HYPOTHESES - NOTATIONS G.3.1.
Nous choisissons un corps de représentants dans

°X(n) x = KLY ,u2,u3 . On a alors
f = hCO[Cupun+l + 20 F. o B ur unj+ RCFLUZA)

(€)) fj(a,bf k W >Ce°X(n),x » HfAO*(n) x .»>*2,1 +» + 0(p)-

( 2°= 21. ]
14 ¥-1,a+bNj +1

@) VW ,u2)] P-1 et t@/(ul,u2>] 2~/ .
On pose 0O =0pvV(Qui,u2)] ,(111.3.3.) , par 111.3.5., on a
(©) 20 & - ac[y(ul,u2))-1~ 2p

TEST DE % = 0. G.3.2.
Considérons la suite d’éclatements

TL(nty) = X(n+i+l) —>X(n+£) , 07ig0-1

ol Ta(n+i) est centré en x(,) CCOO X(n+s) , C(;) étant le

transformé strict de C(0) = C = V(u™,u2>, x(=) étant le point ~-proche

de x = x(0) situé sur C(), on note P() le transformé strict dans

X(n+-£) de P@© = div(ur)6 X(n) , on pose ( (0 = Viurur) ,

@+ = PEtL)0 IGD *(x(0)), et on note T(t!+1,i2¥) le transformé

strict de P(fc+1) dans X(n+C”), (donc -£:2+1 et P E+1,£+1) = (“(+D)),

on note y(t) =" (t-1,t)[P (H, soit ~() le point générique de ([ ().
On définit par récurrence un ouvert affine U(E) de X(n+£) et

une p-base (U(£),”) de R(£) * oX(+LOAU~ ~ # Pour (l= 0, on prend

U@ =U et (u@),™) = u,NY Ef. G.D. Puis
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—-a-—
us -

U(E) « (™~ u"™é , u2 u-fi , u3l)

U@) = Spec R(C).

R() =R(O) [ux u3™ , u2

On observe que pour krl 6-1

E(+(Dn UCP) = div(Ul (e)u3 (6)),
\ PO = div(UI(O)C.E(n+(?)
@ XD 16D = divee) .
\ ro)ou(u) -VIUjUT.Uj«)) -P(C)-ly(2~
y Lx(Mf -V@uliC).,u2® ,ui3¢))-

Par ailleurs, au point y(£) > on a une p-base adpatée (uU’(®),'"V)

avec
u’@ = (ux(e-Du2@-1) 1,u2-1),u3(e-NDuU2d-1) X).

Puisque E*0-1, on a ~(x(d)) =d . Puisque x(? est un point de
croisement pour (ufe-1),~) on a RCF.u."X) = R(F,u(C-D ,"» = R(F ,u(i) ,A),
(cf. 1.E.1.9).

Puisque m(yd") = 3 on a cWE.)) = i(y®)).

LEMME G.3.3.

Avec les hypothéses et notations de G.3.2., en tout point

vyt L@-Iy(Go( » 0-1, on a un systéme de générateurs
*FO = <1< 9. .. de 11Xt ), F,W®@)/AD))) vérifiant
JUCE) s B Lo Lti) g A
n =uz@® u3”™t + «1(Iu2()92 2.

" yx(0 *ul®) g/ » 3<%xis ,

gi,ef X(n+.i) U@)), Ki<s .
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Preuve.
Pour = 0, on prend
Y2<0) “ [h(xX)OMj p + (D+Dp)] DM[2] F *
Comme <U >« VDir(l (X(n),f,(u,7.))) - VDir(x), pour un i, léiés, on a
= h(x) D] »~ = mod.1?1 x+ , c(i) inversible. Une combinaison
linéaire de f et de (0) donne (0) , par combinaison linéaire des

h(x)'1 D\AJ-!—Af et de A{0) on obtient les autres Lf.(O").

Pour I£ ¢7~0-1, il suffit de prendre = 1 u§T , if£ s.

G. 3. A On remarque que U‘lG?) divise cHX we) [1(X(n) , f, (u(ii) )N et
donc que

u VDir(x(2)) , K\2i 0-1 .

LEMVE G.3.5.
Pour tout X , 1icii-—, si ydX(n+.T)-|x(i)j est y-proche de

X, alors 'y =y(t) et IC(y) = 0-

Preuve.

Par G.3.A., si yé&Sing™(X(n+i)) alors
y~NPi)H T(¢-1) 1(x(c-1)) = 2~ (o)- De plus, si yerP@)-[x02)t -y )i
alors °rdy (-2 N A1 et donc P(y) ~ ~-1-

Si y =y(2), alors on a

I(X(n+§2),F,(u,(e),™)) = 1(X(n+£0,F ,(u(c-1),AK))u2 (c-1)"V
Or  Vr* ~ (t3-1).u2(e-1)" « uN(DV + uN(<2)gl u2(c-1“pP , et
V « @-Du2(t-DP = urq /7 “1+u™MDM1 + “i<e)g2 ,6-1 «2(E D~ 1-

Donc I (X(n+(i) ,j,(u’ () ™), Lf et y’ satisfont a I11.1. (i)

(aprés permutation des indices 1 et 2) et donc 1C(y02)) = 0.
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G.3.6. On remarque que, si 9¢é i)-l, par G.3.5., dans X(n+0), tous les
points y qui sont P-proches de x vérifient 1C(y) =0 et donc
1C(x) « O.

Désormais nous supposons Ps-0, ce qui, par G.3.1. ) implique

D-I1£ t[v(ux,2xr2P et P - Cjvivr,u23 2.

LEMME G.3.7.
Soit @, 172 O0-1 tel que VvV(XE-1)) = 1, vX(E)N 2 alors

@ si x(PECEOP ,ona LG&x@E) =0,
(i) si Jtworrt)) ,ona 1ICx®E) = 1L

Preuve.
Puisque v(x(£-1)) =1, par G.3.A., on a <UM£E-1)> = VDir(x -1)).

Donc dans G.3.3., on a

crdx(i?-1)(si,é-1W *  ordx(é-1)<82,2-1)>/%1

et, quitte a combiner et y~N(£E-1D), 3~1 s, orctx(6-1)7gi £-10 2
Donc ug00 divise les g; £ Ui~s et puisque v(x(™))"2, on a

UN(F)e VDir (x(é%)). Alors, x() , F et (u(E) /A) satisfont aux hypotheses

de 111.4.1. (en permutant les indices 2 et 3). D"ou (i). Si dain) =~ , par
111.4.1, on a LX) 1,mais Tl(E) étant combinatoire (1.A.6.(6)), on

a Oc(@)) =VvCr(®) =~ , donc Singp X™))D P (), X(E) n’est pas isolé

dans Singes (X(i)), on a YC(xC2)) ~ 0 et donc fe(xCti)) = 1.

LEMVME G.3.8.
Si abv@,R2)=P-2 ou tv@w,ul 2P alors 10(x) = O.

Preuve.

Par G.3.1. (), on a

@ Qi t[v(ul ,w2)] ¢~ 17~
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ou - O<[v(ul,u2)J . Si tlyiuMupj”P-i

ou <MW(u ,u2)4 0-3 ,ona O£p-1 et G(.3.6. prouve le résultat.
Voyons donc le cas ou © - O On a, en notant u au lieu de u(0-1)

f=h&E-D)(CUj +pu+tlur-1 + 2 ab Ui-3 uj ur+enj-ay) + RiIFW"X),
Par (1), on a un des deux cas

@ t[vul,2Y =23) et U-c=2 ,
0) tvalaey si et Jors 1
€)) 3j,a,b , fJ»O|>D O, bo=20 a=j-2
G-ia.b + €G-a) = (P .i-2.2)
CEN [ (n+0-1) F, ()] Aif)
?» v (x(0-1))L2.

(b) 3jab b=v> L a= -l

j,a,b
donc  (P-j,a,b + €(j-a)) = (*-j,j-1,1) et v(x(0-1))" 2.

Or v(x) =1, donc 3£, _17£70-1 avec v(x(t))"2 et v(x(£-1)) =1,
nais W ( ord 3.6 G))s W18 p-1 | donc par 6.3.7.,  1C(x(E)) =0.
Alors, par G.3.5., dans X(n+i), en tous les points y qui sont
I- proches de x, ona iC(y) = 0, d’ou 1u(x) = 0.

+

LEMME G.3.9.
Si "AV(ul,u2)d = P-I, on a :
(i) wem) =1,
(ii) je(P(A))- £, 1r-0
(iii) *(P(1))*P , L:=-£*0
(iv) si vx(pa))*a(r(£-1)) alors (P +1))"\1T(2)), 240%0-1.

Preuve.
On a déja vu que ¢((Pifc¥))" ord"\’\ N2 @)Y N, ce qui prouve\(ii).
De plus, puisque VDir(x) = \y/ »on a c*[I(X(n) ,f,(u/A)) « (U ) et



“JJLb*-

donc

IX(+DtF, (u(1),90) = @W))Imod. (U™
Comme P(I) * Viu~l™u )tona tfPM) 40 et par (i), XEM)i-1
d’ou  «(P(1)) =1, ce qui est (i)- On a

W(x(0)) = ordx(£) [IX(+Y),T,(U(2),"))]

ordx M I(X(n) F,WX)

Comme P(X(£)) =P par définition de 0, on a «(Xx(£)) =7 et par
1.A.3. (vii) ,on a <XPE) Y™ PG ,x(E)N: * x(E)) .Ce qui prouve
(o) -
Prouvons (iv). On a
f=Mx"mcinCeZ+p u2(i)P+l u] +z* fj>a>b u2 (&a u™+fi(a-j))
+ R(F,u(® ,70~

Or on a e<[v(ul,uz] =J-1, donc T. =0 si qu,ai J-2 et on a,

en posant u au lieu de u(i)

@ f=hx@))(Ui +p v2+i u* + gZ Uj 4 + J_i UF J(t2o fij,j ,b U2 u3
+ fj,j-1,b U2_1 U3 1) + R(Fu"

Avec g¢E OX(n+2)UNM))-
Si ocx(P(B)<r« (r*(?-1)), soit ~[™(-0j * et donc X @EAE>) = &(T0C-1)) =0
(iv) est alors une conséquence de (iili).
Soit on a &«@P@E)<-" et CO)HY-rEFO-1))» alors par (i),
ona EMHE)I JEN . Puisque PO) = (urur) 9 on a

C*(P(E)) = iInfFf[b+P-j ; *oju$b-W-j ;fj j-1.b 4 o} .

Si c*(P(¥)) = b"+~j" avec fJf,\J V& 4 0 alors en appliquant @)

pour I1"indice PpH, on a « (PR+D>- b™+\&] "« (P(D))-

- cc ' _ N
Si CX(P(E®)) b'+>3r-9. avec f‘J o 1D 0O et par (1), on a
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af @ ) b’ x_y -fi-di &P on a (iv)

PROPOSITION G.3.10.
Si & (P(E)) =¥ et V@i ,»)) = ~-1, alors
@ Kx6)I)™N  pour 0O=H ~
(ii) au voisinage de P@®), on a r ®) = Sing"(X(n+»))) ,
i) 1ICQy) =1, WweTUD\ x(Di
(v) I"éclatement IL"0 ) : X* —> X(n+ti) centré en P (P) est permis
en tous les points de P (P), dans X* il y a au plus un point “~"-proche
de P(@®) : c"est le point x* au-dessus de x(P) dans le transformé

strict de div(u®) et ona KX") =0 ou x" est aD.Q.).

Preuve.

La courbe P ) est intersection de deux composantes de E(n+") ,
cf. (G.3.2.(1)) donc *(P(P)) "(P"™)) «P _.0On a PACSing~Xin+P)) ,
Donc I"algorithme de 1C= 0 aboutit a un échec en X(n+P). On en déduit
que 1"xX(t))> 1 pour 0<dL O

Dans X(n+P), on a

JX(m>) FLE(M))) = JX(+i?) T E(n+>1) ,P())

et par 1.D.1., T@) est permise en tous les points.

Effectuons [1U0"(P). Regardons d"abord les points y de
T@>) - x(w),y(P)jJ - Posons T2 « h(y) 1 DM~ f » Par G6.3.9. D

appliqué pour £ *P , on a

O fR2=uv2C)U[2]” cui)P + 0 +Dti + DUN "p] u2@"+1u3(@
+ ux@) u3®) g” ,

avec g~ e (UMé) ,u3G2)) > 2 X)) -

Comme ceOx™j () ,ona D ~ céus °x(n+P)"UA"

Désormais, quand il n"y a pas d"ambiguité, on abrege uw(li) en u .



-321-

Comme >+ &+1 7 0(p) et & ~0, ona ordXf) *~ L, par @

divise T2 e De plus, par G.3.3., u™ divise ™ et comme <J>

est le transformé strict de ~ (O, ona °rdn ™ma -~ et donc

ord"’ i ™ - - Donc A * Donc
<UIfU3> = VDir[I(X(n+P),F,(u/)0)0Ox(n+pKy]

VDIir[J(X(n+V)),fF,E(n+P),r(r>»)ox(n+" 1

Par 1.E.1., il n’y a pas de point P-proche de y dans X~’.

En le point y(P) , en notant u” au lieu de u’>(>), on a par G.3.9. (@).

»pe

f=hE@E)(cu"+u u U3 7 (z f. =K “0 “o
ItjiP-1 1 b JJ»D ~ J
b- > b
+ fj ,j-1,b U2 u3 + K U2 > + *

On a f*P = Viu~u”n), on remarque que 6-VDir (y (i))), donc dans X~ il
y a au plus un point P-proche de y("), c’est le point 2z de parametres

v = (uur 9 un calcul simple montre que ordMiyi v™M)é:ti)-I.

,U2
Regardons ce qui se passe au-dessus de x(P). On a v VDir(x(p) )

(cf. G.3.4.) et donc il y au plus un point ¢-proche x” de x(>), c’est

le point de paramétres w = (W u”~*,~,~). Donc Singp(X*) {x? , ce

qui prouve (ii) et (ii) entratne (iii) puisque au-dessus de TA-"x(O}

il n’y a pas de point ”“—proche de x et que I’ algorithme de 1C= :

impose d’effectuer 1L°Q).

Si &Dsv-l, on a (iv). Si JKX?) , alors = Wir(x(@J@>)) ;

<U1l
par G.3.9. (), on a

f = h(x")(Cw; +pW5H l+e, wi+ WiIJ<f-fj,j,b 72 W3_J

Imjiy-1
+ FJ,j-1,b W2_1 W3_I/7J)) + R<fF’w>">-

Donc f, x* et (W, satisfont a G.I.
On a Oifyiuj.u )J = *TVwl,w2) = v=~I et par 111.3.5_,

thv WI*w2)]l ~ t(v@uM,uz>) -DArp-1. Par G.2.4., si X’ n’est pas a
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D.Q. et v(x") 2 alors '"iC(x’) «O; par G.3.8., si X' n’est pas

aD.Q. et v(x”) « 1 alors tC(x”) « 0. On a prouvée (iv).

PROPOSITION G.3.11.

Si o(@@) P et cMV@WMU2)) = M1 alors "t « O.

Preuve.

G.3.11.0. Nous allons montrer qu’en tous les points de X(n+9) qui sont
~N-proches de x (s’il en existe 1), TC(.) est nul. Ce qui entratnera“

que fc(X) = O.

G.3.11.1. On a Ff&x(O-1)) =0 . En effet, d’apres G.3.9. (@), en

x(0-1), on a

f = h(x(0-1)) (a,l’?_ +p Z+1 u’é 1+21 u’:\L n (2‘f3 I u’i u’é +
n i-1 b-0+1. 0-1 N /\N
rfj,j-1,b W2 u3 >+ ui u3 ge-l) +

Or O0<(C(@©>) = Pp-1 , donc 9

tLC(0)Q , par définition de t(.), 3j’,b’
. _ _

avec fJ, ST _>B 40 et b* =0, sur G.3.9 (O, on lit

VDir(x(0-1)) ~<un> , donc (cf. 6.3.4.) v(x(O-I))~ 2, donc 3i,
1*£*0-1 avec v(xXE)¥” 2 et v(C-1)) = 1. Comme CLVO®OIF™~N , par
G.3.9., on a <CP(R)>v> < Par G.3.7, on a 1C(x(£)) = 0, d’ou

1€ (x (0-1)) = 0.

G.3.11.2. Ainsi ™ (.) est nul en tous les points de X(n+0) i~-proches
de x(0-1). Etudions les autres points de X(n+0) qui sont  jRproches
de x

Pour un tel point 2z, soit X2 Ile plus petit entier tel que la
projection y de 2z sur X(n+t£) n’est pas x(£), alors 1=£.70-1

et X(n+0)---> X(n+0) est un isomorphisme au voisinage de z. Donc
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en fait, on étudie un point y£P (d)-jx 2), 1éd"Q-1; par G.3.5., si

14 2£ >, on a 1&(y) * 0, regardons le cas ou ero-1 .

G.3.11.3. Regardons d'abord le point y(C)E P (¢)0 P(£-1 ,£). Alors, on a,

en notant u' au lieu de u'(E),
f = h(ytf))(cu'P +p u ~u™'1 - \Y uf-U x f u*b u'b
1égjéet -1 1 oeb J,:'D z J
+ f , b u'b-A u'b_n+1)) + R (f,u’,")
dSb

. . c@
h(y @) (eul +p uié u’~ 1 + 2_ TRA IR u9 >
¢ 1 2 3 Igil-=1 1 Jd 2 3

+ R(f,u',N)

Avec 2f\ inversible ou nul, A (n+1) y(£) * = *>(j) ou b(j) + 1
De plus, ™[V (u|l»ur)J~0 , car V(u*r,u?) est le transformé strict de
r<d-1) et par G.3.9., si Jc-I"VK* |, X(f(C-1))&x(P "% et si
t-\ - ~-1, toujours par G.3.9., o<(r(c-l1))E:£-1 = P-1. Donc, pour un j ',
1~ j*-1, on a N) A inversible et c(j'")"j"'-1 et donc b(j ")E j '-1.
De plus, par G.3.3., on a un élément "'= VAO-'-])" dans
I (X(n+ d),f,(u',A)) avec /] =u” + u’' g. On a donc

f « h(y(£))(cu'>p u'a u’'b+ 2z u;b (jJu:c (j))+R((f ,u’,n)

A z J Itji-P-1 1 J

CKa , 0-b , p inversible, pour un j', lij'-éti-l

(x) g, inversible et b(j)E- j'-1 , c(j")E]"-I

i m(y(d))= 3 et 3vArJIXCn+f) ,f E(n+é!)>=J(X(n+e) ,f ,E(n+t) ,{y(0Oj)
Aif = unr + u g
Alors CvDir(») VDir(y(2)).

Effectuons I|'éclatement 7C centré en y(G), dans l'ouvert ou

div(un) = “(y(2)), le monbme u” N~ u~™rn™ A~ unrChr N devient
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c; u-1/"3" ,,»"<3)«0">-3" @U.U.-V«"> ,¢«ne (o U-1) ..t
nul en tout point proche de y(il). De plus b(PH + c(=-j*cb(@*) . Par
symétrie entre u® et u” , on en déduit que tout point P-proche
de y(£) satisfait a (*) avec décroissance stricte de b D+ (G ’)-

D ot fo(y €)) = O.

G.3.11.A. Voyons le cas ou y 4 y("™* Alors y U@ -[xXE)j et u~CtOofy) 4 0
et
JXMG) ,F.EE)) = 1X(M+j2), T, u(),™)

Posons " = h(y) 1 DMUd] f, 1MiNs

a=aq@E), Fx = fx£ mod. (ULE) ,u3()I))™+1

Reprenons la notation abrégée u = u(£). On a

- A 1] b *
f - h(y>(«." -P UN148«Z ui U3 4 fj 3 u2 bHW R(F,u,7 =m
ou fme . £. My) . UAO) *<3)*C"(A<l>«-» _
1NjtP-1 ,CV-P+jfb
Fi « Te I A w2 1 (s@Lu + t(iLj>). liiis

J( KGTV-1 2 1 (s(i.p) .5>

Cs@.j) et t(,J)<Ek),
posons

( "<B><1>02 < t(R) T 3 ugtf, ~SHL @

v(@i.j) = s@i,jHuz + t(i.j), Isiis

Alors on a pour I*j<i)-I

v(l.D)
® ) Vv(2.1)
v(@3.1)

A@)+a>) (s@uz+td))
Is@ghuz + G-nNtQgd
A@+HTAM+) +X - "+j)(s(Iu2 + t(g)) =
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Comme Cx(P(2)) = oc , un des v(i,j) est non identiquement nul
pour 1€ 1$ s, H ji i~~1. On a *>=w?2(y)Ei*+ ord™M(v(i, J))E o+ E P+1 ,

(rappelons que u”iy) ~ 0). Donc

@) iX = P-1 et y est rationnel sur x.

Si v(i,]}) est NON identiquement nul, on a ord™(v(i,j)) =1 et donc
s(i,J) ¥ 0 et comme ~ 0, on a t(i,j) ™~ 0, donc s@)tg) ~ o,
donc v(2,}) n"est pas identiquement nul car j et j-1 ne sont pas

simultanément nuls« donc s(2,j)t(2,j) ~ 0 et donc

) J(J-b ~ 0(p) dés que v(@d) 4 O.

De plus les polynémes v(i,j) sont tous proportionnels, donc par (1),

dés que v({J) 4 0, on a

A AMD+D)-§ = 0(p), AB) +2(A(I)+*>)+A-"+j - 0(p) -

On en déduit de (4) que

(5) F1 = F3 = 0.
De plus, si v() est ~0 pour 1 j~~-1, par (3), on a j~1 , donc
2-j~-1, d"ou 3”~>. On a H”O0*(n)>x , donc N cLlUYd oxdnt2) ud™)

et DT} A U3 °X(n+i) U(i;))- D°nC

f = ~Du+u u u®)/+1 UT + Nu? 1UT 1V 2,i

mod.(UjUATUJ .uM” 2), de plus p"6-°x R+" (U(£)).-

Posons

@ $2 = ci0(f2) = uxu3dv2 P(U1,U3)+UIU3Q(UL,U3)+ <

avec PM0 et (T =0 si £ 1+~ , @+ Dp ur**  si 2=
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etol v* @@iw2,u3d® est un s-r-P- de °x(n+f) y #
Effectuons I"éclatement [Mu: X* —>X(n+C) centré en y. Alors,

par 1.E.1., ona Ujvr,u) z¥1 f €IX",F,EM)e-

Regardons le point 2z de parametres v° = UNV2™»W2W3V2 ~ N a

U2i+I1f2=viv2v3p (vr v2)+viv2v3S(v;,vp+ li"v™» «Dd. (v"?)

On a E(M+E) = div(u™u”™) donc E° = divivvw?). Donc
J(X",FLED) = JCX\T,E\[2J)

1
w
&

On a clairement

t®@ = 0.

<y V3> = WDiriu £, donc V(@

Nous allons montrer que 2z est le seul point de XT qui peut étre
1"-proche de y. Cela entrainera que tC(¢) =0 et donc ~(x) = 0.
Prouvons d"abord que U6 VDir(y) mod.(U™). Par (9 et (3 on a

A(D) +~4 0(p), de plus
cfoy(Fi) = (ACDHI-D cUj + UL (U1,U3) + piDUj

avec p@) =0 si £Z1+™ _Donc UAVDiIr” cod.(u3))C (Wir(fx> mod.(U3).
Or DM~A-*  ATC-AYy , donc Fr&IJXM<?) ,FEMR),[yP , doi

VDir (y)mod. (U . De plus, si N 1 N e (FN) et donc
U eVvDir(y) .

Ainsi, si y"6-X"—-fzJ est 1i)proche de y, y* est dans l"ouvert

de X" ou E" =div(u). Posons w = (WM v L,ud) - 0n a

U3AHLF2 = WW2W3 PIWJIJHw Q@WN,1) +J  mod . (WN)E I (X", F,E™) mod. (W)

N A
On a d™Z] 7U3V+1 28 = WIW3 P/W1*1“'mod#w3”™ # Alors
ord™,WwW P(W" ,1))>P-1, donc w™y") =0. Si H alors dans (7), on a

N4 0 et ordM(un+* ) = =34V | C"est une contradiction. Regardons
lecas ou £l ,par (7), on a :

f2 * ((*+Dp + u2u3 P*J u2+1 u3 mod-(ul) =

Rappelons que u™y) est inversible. On a
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Unr+l 2 “ ((P+Dp + u2 w3 p")u2+l w3 t>+H mod. (wl) .

On en déduit que ord®,fu3™+~ JEéH-V+1M9- $ , et si  (U*-2P-1,
Py DE2-0+1 tv>-I. Regardons le cas ou G=2*-1. On a

13 = A@)+e(A(D+Y)p GYH v mod. (U +1,Ul1)

DT = A(Yp uB! U mod. sl Uiy .

De plus, DMU’tﬁ*\yC?)Ly et DMi‘:,rj5 )EyC 7>Iy , donc

(f1,13)C I(X(n+C), T ,E(+C) , [yj) , donc fre JOX° F.E7. il ou 3. Or
qud 3 = A+ A )+i>)2)p u2+1 w3 " mod. (wj,w"
B f1l=ACMDpu2 ' w3 mod. (WI>w8 =)

Si A() ™ 0(p), alors
ordy ,Ju3U fJiC-P» 2i)-1-\>= w1 .

Si A@Q=0E), par @ et (4, ona P=j@E)-

A(3) +CA(D) +PYHT -£ ~* V4j) = F-(G-1) (p)
= 21-0-D = J@)

Par (3), on a j(-1) 4 0(p), donc A + CAM+™ +¢:4 0Q)
D

et ordM, (U~ ) < N1,

Ainsi ~(y")- P -1, on a (8 qui entraine que 1t(xX) = O.

G.4. Ainsi, sauf dans le cas exceptionnel de G.3.10, on a 1"(X)- 1.

Ceci nous améne a donner la définition suivante.

DEFINITION G.4.1.
Avec les hypothéses et notations de G.3., on dit que ~(x) = 3@®)

si x est un des points x(n+C) , ONCAVA et si C (MI =~ et KXx)>2.
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PROPOSITION G.4.2.

Les théorémes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour % = 3(C).

C’est un corollaire de G.3.

G.5. ACCELERATION DE L"ALGORITHME.

Si en plus de G.I.
*[v(u ,u ) =

O OO 3, ona ad@@))aP et

- 1>0 (ce sont les hypotheses de G.3.11), on peut,quitte
a faire des éclatements non permis”raccourcir | algorithme,

G.5.1. On peut effectuer en x = x(0) 1I%clatement 7C: X’ ——-> X(n)

centré en V(u",u2). Cet éclatement peut perturber trés profondément

1 "algorithme global car, sans autre hypothése,

au dessus des points de V(u"™,u2) distincts de

X , on ne

sait pas a priori ce qui se passe. Mais au dessus de Xx, si

P~3, il
n’ a pas de point u-proche.

En effet, posons

@  F=heo(w pu2 +zxf oy u B eI ud v R 70,
E- = £.
1A JEO-1 ,a+b™ j+1
On a t en posant u* = @U~”U2 *>u2 ,u3”

<Q f-»/-"hh»»;'«;., uj2 *z "' S"r3 “jerx*1 S p) + Rif.um."T0.

Si fj .a.b ~"0 et a=]j alors b0, sinon par (1), on a
IGXir 2, ce qui contredit G.I. () de plus si f. , 0 et a=j-1
alors puisque c(X) «P , ona b>0. D’u par (@
11X, F,(u”/») = (U upmod. (U2,W .

Donc en tout point x> qui est “-proche de x dans I ouvert

de X7 ou TC*®) =div(u2),ona ux) =0 et par (), on a
coy(x)H™ 2, d’ou si IMX)> 3, M(xD)< D.
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Si P(x) «2, on peut montrer que 1IC(x ") « 0.

En le point y de paraméetres v « (u”,u™u”™”™,u”™), on a

f - h(y)(cVj+p v+~ v2 + Z 7 fJ a b v®“""+1 v® v~) + R(F,v,p)

d"ou Py~ 172 w>(X)-

G.5.2. Sous les hypotheses de G.5., il existe u csclatement non permis

plus intéressant. Par G.3.9., pour un entier <R on a

(1) ~p(e>) =c¢ et «(r(e+i))if

Pour 1"entier défini par (1), effectuons I"éclatement
K oo X" — > X(ii) centré en P(é&€). Alors, nous allons prouver qu®en tout
point fermé y de X* se projetant sur un point x de P(£), on a

A () * <>(x (8.)),2)

De plus, comme 1)

>.2).

TC ~"(x(£-1)), cet éclatement qui accélere

I"algorithme se globalise facilement.

Montrons ce résultat.

Avec les notations de G.3.2., nous avons une p-Qpas
O&(nﬁ, 0(0),» ouvert affine de X(n+£) contenant V—

wul®@ est adaptée pour x(£) et P(2) = VW C),ur(

en tout point VYyEP (£)-"x(£) ,y(@©)J , on a T(E) = Vv @ ,un et

or(P(D).y) = ord [I(X(n+i) ., u(i) ."A))

* ordy 1f2n~~n ordy[u2 @)1+~ u3 (C)LI = N -
Donc & = (TCID) ,y) =~[[P(t)J
De plus, comme P< (6) est combinatoire, on a «*CP(£)1 *= N Ak
Par 1.D.1., P(t) est permise en y et donc dans X, au-dessus de vy,

in() st inférieur ou égal a ~(y) et donc strictement plus petit
que Q

).

Regardons les points de X" qui sont au-dessus de Xx(£). Alors
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en notant u au lieu de u(f), on a

@O F=hx@)@!] + *+bur +Z.° fj a b ub® u2 u3+” a™) + R(F,u,7).

- _ - A
Si fJ'»a>b 40 et a 0, puisque CX@&E)J » on a

1+yV *>-j+b+£(0-j) ,

® 14P-£ b+ EQO-j)+P-j-i, -

D*autre part, puisque <tfer@+DjJ”E , pour un (j-,a",b"), on a
Tr-ggop- 77 €t
AT @D (@D

(€) P-J +b+G(a™j ")-£* j -a".
Posons
(©) u’ = UUM,u2,ud).

En tout point x ’¢-X" au dessus de x(2) avec tw~/NjPE)I =div(kd) , on a

N r, ,, «Ww i+~ i, @ b @E-1D+>1-t
G T h(x)(cul u3 +P U2 fj,a,buUi u2 u3

L+ RCF,u™.7).
De (@ et (5), on déduit
®) uf u u(x’,f,E”)mod. (u’,u™ X)

Donc, si , On a u;(xf) = 0, u* est donc un s.r.p. de OA, N
et on a
C*XCHN-jJ e+ a + b+ ¢(@a-jJ7) H>- j7 -t

S>>-j’+a’+ j’ —a“<i>

La deuxiéme ligne découlant de (?).
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Donc on a P(X”) « P « ¢x(x?). Si dans (&) il existe (,a,b) avec

f, , 40 et P-itatb+2 (a-j)+*-j-£=P et a 4 0 , alors x’> est
i
a D.Q. car diviuMM"E"« Sinon, par (2), on a P 2. A" f,<u,,"A>.
De plus, par G.1. (1), si F , 4 0, alors 1™~j~ 1 et donc
J »a »d

U*T JciD(1 (X*>F, (u”,"X))). Donc
@) <U’,Ur> = VDiIr(x’).

Si on effectue I ’éclatement TTI"  Xn—>X~> centré en X7, un

calcul simple découlant de (6) et (7) montre qu’il n’% a pas de point
P—-proche de x> dans X" et donc “TC(x?) = O.

En le point x" de paramétres v = (uM,u™,u™u™), on a

() / f = h(x") (cv] + p V2> vs'" o+

[r £. nh bte(@a-j)-~-j-& a b+éa-j) + R(F>v,~ .
L J,a, bl VA 3

Par (2) et (8), on a
X7, F,(v.)))) = (v wymod. (v2,v)

et donc NN ¢ — — 1<P.
I n’y a donc plus qu’a étudier les points au-dessugcdg

(cf. G.3.2.). On a vu en G.3.11.3 qu’il existe une p-base (v, R de

ox(p) adaptée en y(») et telle que
i f=nhy))EVi + p v] 1+
@ LT, v g6 PELED g
avec
| r(tl) =v(vrv2 S r(té'D —v(vl,i3> ,
10)

V1 = ul(E-1)u2(£-1)_1, v2 = u2(£-1), v3 = u3(C-Du2@-1) 1 .
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Remarquons que si pour un (j,a,b), on a
f:]»a,b 40 , P-jtb+£(a-jJ) « et b+(C-D)(a-j) = 0, alors
Cly) =~ *CPEY ~ et donc T, est permis en y(?) et en tout
point y"6.X" au dessus de y(C), on a >y DN Ny (@E))o( Ey(E)d ~
Ce cas est donc trivial et dorénavant nous supposons que IT"implication

suivante est vraie
ay (f:, a b et "-j+b+E(a-j) = £)=->b+(£-1) (@-j);* 1L

Effectuons TC . Regardons l1"ouvert affine complémentaire du
transformé strict de div(v2). Posons donc Vv" = (v ”™*,v2w3)> En tout

point fermé y" de cet ouvert se projetant sur y(E), on a

. - , »¢-1
£ = ey Seovh g0y gt e
€2)
1z Ff. hvip-j v,btE(@-PIW-j-(T .b+(&-1)(a-j)) + R(FV./)
Nous allons montrer que si d1>2, alors on a I ’implication
(¢K)) f_ * 0 b + @1)@-j)>0.

En effet, rappelons que [Vryx*) = P -1 et donc
anj-1 si fJ',B a 4 0.
Si a=]j-1 et b+(-1)(1])

0, alors on a b+*(a-j)n0, ce
qui contredit () .

Si a=j,ona br(t:-1)(@j) =b, or si a=j et
b+(E-1)(@j) =b =0 et F 4 0, par G.3.1. (), x est a D.Q., ce

J ,aye
qui contredit G.1. (3).

Si anl+j et fJ a.b 4 0 alors on a b+(-1)(@-j)>2-1> 0.
Remarquons que si on a (13), alors v~ v2 *6-J(X",F,Emod. (W)
et donc P(y")<P ou vj(y") = 0. Mais par (12), si v™y") =0,

ona oy £-I<p-1 et donc ~(y")-2"~ < Pour terminer I1"étude de
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I"ouvert affine ou div(v?) *T *(y(&)), il reste a étudier y* dans le cas

ol on n"a pas (13). On a donc

1 -
° 4) (TU’.a".b"), fj .8a.fb.* 0 et b"+a"-J" - 0

En se reportant a G.3.1. (1) on voit que cela implique

CENEL (X() ,F,U/A)>B T (UM ).

Par G.2.1. (ii), on a v(x)>2, par G.2.A., on a ICX) = 0, ce qui est

une contradiction.

]| n"y a plus qu"a étudier le point 2z qui est au dessus de Yy(£)
sur le transformé strict de diviv}), c"est-a-dire le point 2z de

paramétres w = (v?, "OV3) - a

f i: MzMcva +p Wg W§'l +

s
@5 1 1°Ff. A~ wl+E(a-j)H -J-£ wr+"(a-j) wA+(£-1)(a-j)) + R(F.w,?,)
L Jea»& 1 2 3
on a clairement ”~(2) u:

C.Q.F.D.
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VIl AG» A ET fc- 5.
A. PREMIER CAS.

DEFINITION ET NOTATION A.I.
Soit x un point fermé de Sing(X(n)), on dit qu"on a (X) pour

X si X satisfait aux conditions suivantes.

O a0 =1+,

(@) 1+#?24 0@ ou J00 ,

pour une p-base (U, de Ox\1;u) X adaptée en X, on a :
@  ordx N ,f,(,"))mod. (U2,u3)) = P+l

@ le polygone ~u~ ACIX®M ,.F,U,D) v, v ;v\ nfa quun
sommet (c(u,?>), d(u,?)) avec |c,A)J + [dAU,AI" 1 ,

. 1 N
®) le polygone AN N = AMMX) DM] N~ *U39U2 9UL eSt PrPar”
(Iv.C.3.3.) et divluM)Re(),

® Singc X(M)HC V(ux,2>UV ,un) .

PROPOSITION A.2.
Avec les hypotheses et notations de A.l., on a
(@) Uxe WDir(x) ,
(i) pour un i, iI=2 ou 3, on a TCv(UW,uMJ

1+,

(iin) soit C = V[ur,u] avec cox[v@ur,ud)j = I+£ , 1 ’éclatement
L: X"——>X(n) centré en C est permis en x et il y a au plus
un point XxX* X~ qui est p-proche de x et si Q) DE .3

alors x’ satisfait & (X) pour une p-basc (Vv,A) et on a
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C ., N>dV)) « (c/A) ,du,fA)-1) ou
t
*= (c(u,70 - 1, d(u,”™)

Preuve.

On remarque que A.1.(3) et A.1.(2) impliquent
(€)) ord[h(x) 1 (?li;\ f mod.(u2,uj)3 =~
i
Bien sdir, on a diu."A)* 0 ou ciu.Qo"50, donc

() 1X() ,F,@W,0)= (ur+D mod.(Ul), i=2 ou 3.

Donc
@ ~ Fj = ct™rhix)"1 [D)Lf(‘;c = AUl nod.(U i=2 ou 3 »
~ Vinversible.
Si Fi alors on a clairement U”éLVDir(x), si
F = if Ji P(UX,U2) avec P ™~ 0 alors par A.1.(4), P n’est

pas colinéaire a une puissance i)-éme. Par 1.E.1.5.1.6. (ii) , on a
<u1,ui>”™VDiIrix) . On a (@) .
On a clairement du,/V) + c(u,?V)" 1,
@ ld@u,Mj + [dQu,/vy + jc@u,A)J + Lc(u,?.)J? 1 *
alors par A.1.(4), on a
©) du, "™ 1 ou c(u,7)? 1.
Par définition de O[IXX(n), F,u,B\)) ; u”™, u2 ; U3 que nous notons
A(u,™), si ciu,"))» 1 alors ord, A L F, W) =1 +%

1*3
et donc

®) c(uA)™ 1 [V(ui,u3j] =1+0
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De méme
(@) d(u/xX):£ 1 X[V(Qul,u2>] « 1 +v

D"autre part, V(u™,u2) et VQu©r,un) sont a croisements
normaux avec E(n), par 1.D.4. (2) et (5)(6)(7), on a prouve (ii).
Pour prouver (iii), par symétrie on peut poser que
C = Viunr.un). Effectuons donc I"éclatement ﬁ'————>X(n) centré
en C = VQ@u™,un). Alors, comme UAMNVDiIr(x), il y a au plus un point

x"(H X* qui est p-proche de x, c"est le point de parametres

v = (MU31,u2,us> et on a

® (X7, F,(v,))) = 1XX(n),F,(u,})) u*~n

Si DICS IV , il n"y a rien a prouver .
Si p(x7) , alors par [12] (p. 125, T-3, T-A) ,
*_I(X',f,(v/A) ) ;vs ,v2 ;v 1 est le translaté de de
vecteur —-1,0) et est préparé. 11 reste a prouver que si
v(x®) =J alors 2. On a c(u,y.) + diu.”A) - 171,

Alors, Vg £1(X",f,(v /N), on a

(©)) g = Tv™M+1 + 21" A(a,b,i,g) v~+1_:L (;—k(x')fiv 12 Ao,

ou 1t = > _
la J+1,T7c (v,MNEb ,id (v,"Ara

De plus 3(g,i,a,b) avec

(10) a = id(,®,b = ic(v,"A) ,A(a,b,i,g) 47

Si X" n“est pas a D.Q., alors dans (10), on a a+b et

i = 1+D . Si c(v/X)> 0 et d(v,”"\)> 0 alors V2v3 divise c27(9)

et donc
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(@) <V2,V3>c.VDir(x”) et Pz 2.
Par (9), on a

12) ff « h(x")(p + VaVag~ + R(f,v/X)

et cy(x") =9V, p iInversible.

Par (11) et VI.G.L. , on a IC(xba 2.
Si c(v,) =0 et si x1 n’est pas a D.Q. alors dans (10).

ona b=0-et 1= 1+P . Donc

@ div(vr)c E’ , c(v/IA) =P+ 1, d(v,"X) =0
Donc dans (9, si A(a,b,i,g) 4 0, on a

(@2 b?i-1,

Donc

5 Nvwlwl) =~

D

@ = hx)@ vK P + v3g) + R(F,v",N),

, X)) =P et p inversible.

Par (15), (6) et VI.G.2., on a 1C(x,)"¢:2. Si div-"A) = 0, on

permute v* et v~. On a prouvé (iii).

DEFINITION ET PROPOSITION A.4.
Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que 1) = 4®A)
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@O k>3,
@ ona () pour x ,
® EM) 40

Alors x est bon.

Preuve.

Appliquons Il algorithme du point bon. Par A.1.(6), on doit
effectuer I1"éclatement centré en c2 ® V(uM,u2) ou c3 = v(un,u™) avec
(11.B.8.3.) et  (P(Ci)»XICY , miCcr) , CTICY)) maximal.
Comme E(n) ~ 0, on a EM)2) div(u®) ou E(MN)3 div(u®) et

$(C2) i T(CM). Donc I1"algorithme est bien défini, A.2. et une récurrence

décroissante sur cCu,”) + d(u,”) donne le résultat.

B. 10=A(B) et =5.

DEFINITION ET NOTATION B.1I.
Soit Xx un point fermé de Sing(X(n)) satisfaisant a
@O U =e«()-1, entier que I"on note 0 ,
@ 1+J3 + 0,
@) X n"est pas a D.Q.
On dit qu on a (**) pour (X,@,"X)) si (u,™) est une p-base

de O adaptée en x et si de plus on a

X\1/:nj X
@ div@u3)d E(mC diviruj) |,
G 1M .F,u2H)= (ur+DHmod. (u3) ,
® ARG =0 ou AR +i>= 0 ou v .ujI AP
ou t[v(uli,u3x] 2J ,
@ AR =0( ou [CEV@l,u23.D ou tUj,u2 2D)
et £ ,F,U,N)=(WM+1)mod. (u2> ou

C ol [Ix(n),F,(0)} kGO Uil mod. (U2)))
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PRQPOSITION B.2.

Avec les hypothéses et notations de B.l., on a les conditions

suivantes

)y £ = f = h(xX)(cuj+l + u™g) Rif.u.A) avec c¢ inversible et
ordx(@.-"P ,

an si E(n) = div(uzxu®) et AR) 4 0(p) et

CCI+MLIX(M) ,F, (U, " IC k) [u1] alors f = h(xX)(cur+1 + U2U3 € R(F ,u
avec c inversible et ord*ig)™ I>-1 ,
aii) hQe = L niod.(uw), TF inversible,
(iv) on peut modifier uw en Vv = u™Mu™ A (de plus, v = U™MU2us B
si E(n) = diviuvrur) et A(2) 4 0(p)) de facon que, en posant
v » (vi»U2,u3”” on a pour (v,?0 et
A [h(X) D~r*5s £ ; v3,v2 ; est préparé.

On dira qu"on a (**x) pour (Vv,M).

Preuve.
Les relations (i), (ii) et (iii) sont des conséquences directes
de B.l.. D"aprés 1V.C.3.4., on peut trouver

vV =u + A ek jlu ,u ,u tel que
1 1 0<i,Osj 3

@D U[he DA F ; u3> u2 ; W] est préparé ,

) 2ij 50 N GLDEIA (GO 1 DA% F ; u3> u2 ; uwi

or, par (iii), les points de A(h(x) DHJ__L’JA A xyu3*u2 *Uk sont

d"abscisses strictement positives. Donc

A vi = ui + u3 A
A
On a clairement D(\?Lij f:ﬁd\ﬁ‘j f, Xox Donc
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@ ANhCO L DM FTv3»v2 ivxd “&[h(x) 1 u“H F Tv3>v3 ; ,
polygone que 1 ’on note VvV o.
Bien sur, Vv est préparé.

On a par C.12.d

® J hGO-1@%i* F , Dn“s F ; 27i‘s) -
ARGY T (@] T, DISTF ; 2eiis) =

AV* ) mod. (U

Q" dmod. () -

(vf(i i) mod . (V)

©® 1XO .F,(v.))

Donc on a (xx) pour (X,(v,7)) si E(Mm) = divlu™) ou
E(h) = diviuru™) et A(@) = 0(p)- Voyons le cas ou E(n) = diviwv®uN) et
A(@) 4 0(p)- Alors je dis que

@ VX = uitu2u3B *

En effet par B.1.(7), on a

6L " ¢ = AU mod. €un

N
alors, les sommets du polygone A £h(X) 1 N *u39U2 *ulkr sont

tous d"ordonnée positive strictement, par (iii) ils sont tous
dTabscisse positive strictement, pour (-1(3)] ou 1IV.C.3.4., on a (7).

Alors, en appliquant IV.C.12 & “ui,u3™ et “Vvi,v3"9on a
(8) I(X(n) 1f9(V1/)) = I(X(n) 1f1(u17.))nm' (uzu,\) =
Ce qui prouve qu“on a (xx) pour (X,(v,A)). Pour Ffinir la preuve de (v),

il suffit de rappeler que VIuL.uM) = Vivivr) et (Viun,n) = V(vl,2>
si E(h) = div(u™u2) et AR 4 0(p)), et que par 111.3.1. ,
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tI[v(v¥)J n"est pas modifié par le changement de p-base.

LEMME B.3.
Soit J un idéal de O%\n?,x avec ordX(J mod.(u3)) =P . Alors
on a
A ;u3,u2 ;ul) =Auld ;u3,u2 ;i .
Preuve.

Bien sur, on a ord»(u” J mod.(u?)) = 1 +~2~ _ Par IV.C.2.(4), il
X
suffit de montrer que pour toute forme linéaire A de 3R2 a
coefficients strictement positifs, si I"on note L(XMN,Xx2,xY) = x™M A(X2,xN)

alors

Q) vgtj , VL ,-(@"™»5 vLjUGE”™ *)+ K

Ce qui est parfaitement clair par définition de v u (Iv.c.1.(D))
COROLLAIRE B.4.

Avec les hypothéses et notations de B.l., on note c(u/X) et d(u/Ah)
(resp. c™MWX) et d™NUu,nV)) les minimum des abscisses et des ordonnées des
points de AWM ,F,W,») ; ur, u2 ; uN (resp. de
achoo L g%a f :u3,u2 :unr) ,dans B.2. (iv), on a

VvV = u™tua VI'c avec a. Tcg w M rcu,”nN1 ,

b fdj . 7)'t rdiur)!

Preuve.

En effet, on a par B.3.(2), [II(3)J ou 1V.C.3.4.

(1) J V1 =1U1l+2Z \,j ui u3

avec j~r0o=-> G,i)E ot 1 Qlfnwf ;U7 U2 UK
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Or par B.3., on a

-1 X -1 0
@ a[h(x) DM, f ; u3*u2 ;ul® “AlMx> DFfI] £ > U3~ U2 * Ul-

Or, ona h(XxX) *DmIi] FE1XM ,f,W.,7)) donc

@G FAOK DAl F ;us*u2 ;ulr = ~COO g1y F ;u3”u2 ;UK

/i) ,f,@,"™>)) ; u3, u2 ; Ujp

Dot cl@,N)”™c(u, 70 et d™( AN d(u,C\), () Tfinit la preuve.

NOTATIONS B.5.

Soit (x,(v,™)) tels qu’on a (***); On note

@D (c(u,>) *(u,™)) et (U, ,du,™))

les sommets d’abscisse et d’ordonnée minimales respectivement de

@ AAQEXM),f,(u, D)) ;ur, ; uY) que I"on note ~u*

On note (1V.C.6.)

@ W™
(efu/A)

infF@+j ; (i,j)6"u) ,

U, 7)) - du-tX) - cu,N)

@ " iu,>) I>@Ua=)X si E(M) =div(u?) et p (U0 2,

% i(u,~>) = 1,5 si E(n) = divlu®) et 2?p @W,N>1,
neu/>) si  E(n) = div(u®) et I17pQu/Ad)
( i (U,A) = 1+ (dWuA)J si EM) = div(U2u3> et d(u,A):> 1
~t(u,},) =1 si E(n) = div(u2u3> et du,™) 1.

®) cX) = inf [E(u,)) ; x,(u,70 satisfaisant a QXX)J .
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PROPOSITION B .6.

Soit (&, @W,"\N)) tel quon a (***) et K(x)>3. Alors

@ WDir(x).
Effectuons I’éclatement TO : X’— > X(n) centré en x. Soit X’"T-X
un point 1@)-proche de x avec AO0(x*)> 3. Alors, il existe une p-base
adpatée (w,p) de O, telle quon a () pour (X?,W,™M)). De
plus

(i) E(w,p)E ~u,”™) avec inégalité stricte si [E(UA) "1.5 et
(T irrationnel sur x ou (M(X™) =2 et mX) « 1)) et

@7, mCy) + 2,D)]

aDn) si en plus de (**), on a
) cuHN 1 et 1 ou EWMA) =1 et EM) = div(t);
alors on a (x*x) pour (X*,(W,p)) et (CW,p .£W,pP)I" CU.NLU.D)
pour I’ordre lexicographique et si on a égalité alors p(u,7) = jt:(Wp = 1

et x” est rationnel sur x(n) et div(w) =E” ,

av) si WD, M) = 2,1) e (x* idrrationnel sur x ou
(m(x») =2 et mx) =1) et (EW,p =",™)) alors si on
effectue I ’éclatement HT: X"— —>X* centré en X’ en tout point

X'E. X" TP-proche de x> avec KMxn)N 3, ona E£(X,)EEWN).

Prouvons (i) . Rappelons que «X(X) = 1+P et donc (V.E.2.1.), on a
@  Wir() = Wir[jXm) ,fF.E)] -

Posons

@ A = c2¥eh(o-1 B 1l

On pose c = c£°(c), par B.2.(i), on a

@ (Fi = Ui)Sud + U3G(UL,U2,U3)ek(x)[il,u2,U3] ,

(g polynome homogéne, nul ou de degré P-I.
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Si G-0, (i) est clair. Si Grk(x)»U”~ »par 1.E 1.5.1.6.

a VDir(F™) =~"Ui,U2*U3> , par (1), v(X) « 3 et donc HXx) =0 ce
qui est impossible par hypothése.

Si 0 "™ GGK()[Uj,u~], comme u (cf. B.E.(4)) est préparé,
n"est pas colinéaire a une puissance ™é&me et donc "1 *B”N “ MDiIr(x).

On a (@) et méme
® WDir (Fx) =<UX> ou <~ ,1~

Prouvons (ii) et (iii). Effectuons donc TU

B.6.1. Etudions d"abord I"ouvert affine OCX" ou div@u®) - » *X).

Posons donc
o) u’= (uu~1 , u2 I™M1 , UJ.

Par I.F.4. appliqué avec 1 = £ = 0 et en permutant les indices
2 et 3, il existe une p-base (v,u) de OX . Xf adaptée avec Vy = u'1
est rationnel sur X, ona "X*p, si u"® =0

a (v,p) = @ ,79-

v = u et si X

B.6.1.1. Voyons le cas ou ~U,\) = 1. Comme X" n"est pas sur le

transformé strict de div(u®) , par (4), on a VDir(F®) = <U1> et “onc

® F:= @D z * 0.

L*hypothése 11(u,)) = 1 implique qu"il existe i, 1é&iss tel
que CcEMFJICO N DWW ] N dUur+ Lpar () on a 2" ié s et
3
( n X tel que

@ (cEv+[h(X) 1 DFI = UskK(U1i,l2 ,U3) t O ,

U - @ dn*3* * DMIT*
i
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Par .E.1., on a

) KQud,u~, 1)E~ J(X* ,F,E")mod. (u?)

L}
B.6.1.1.1. Etudions le cas ou D.ﬁng W On a oN(x") « F et

K(u *»ur»1) JX1,f,E", ~xfJ)Imod. (ur) . Je dis que
K(u’fu: ,I) = Tu”~ ,Vdk(x)*, E(n) = divi®“~u”™) , u™ = v»

En effet, X* n’est pas a D.Q. puisque K-{x,);> 3 et donc
Ku™,unr,D) "k(x"D[y:1 et div(v:) E=*.On en déduit qu“on peut prendre

dans (7) D = , 2< i s et que U~AVDiIir(x") et donc, par B.1.(7), on

(8bis) A@ = 0 ou IX(n) ,f,(u,™) = @W*+")mod. (™)

Je dis que

cAVLI(X7,FLE" ,[x'J)] = (UM).
Sinon, puisque X" n"est pas a D.Q., on a e(x") = 2. Comme
. D« \* - . . _ )
h(x*) 1 D co 0~+1) ¢ uj”mod. (ur>u”) , on a eNX=*,F,E™)] = 3. Si

A(2) = 0(p) par VI.F., on a tC(x")ir 3(F), ce qui est une contradiction,

si AQ@) 40, par (B bis), on a 1M ,.F,,A)) = w*+Mmod- (M)

et donc I X", F,@w"7X)) = (u™+ihmod. (U) , et oc(x") = , on a
AVDir(x-), mais on a e(x") = 2, d"ou v(x") =2 et donc par VI.F.,

on a  1t(x")"r 3(F).

Donc et N ",F,E",[x ) = (U~A) . 0n a A(2) 4(p) , sinon par
VI.A.E., onga 1t(x)tr 3. Par (8 bis), on a IX() ,f,(U/A)) = (U +*) mod. (u2)
et A (@ 4(p).

On en déduit que

f « h(x")(uz g + ¢ ujl+*) + R(F,u"/X)
avec  <x(x*) = P(x"), c inversible.

Par B.l1.(6) et 111.3.5, on a
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I XQV (u~,u2)l 7/a ou

| tOvQui,umDl £ ty< | ; -14 2P-1

Par VI.G.1., on a ICix")” 3(G), ce qui contredit I"hypothese
LK (x)™ (P,4).

Ainsi I"hypothéese ~"~"x * apporte toujours une contradiction.

B.6.1.1.2. Donc M1LK . » ce qui implique

un(x") -|3

s
Si X" ,F,uU*,70) I (u™dmod. (u”™), comme FlQu*,ur,LHCIX",F,U-F,A), que
F1(ui,u2,1) = (@+I™ c mod. (up, on a VDir QX*,f,E)mod.@WMNI =<UN,V2)
et donc par VI.B.C., on a "™ 3B si X)) = R et xXDiLL3C)
si Q') = 1 +\%¥ , ce qui contredit I"hypotheése 1) (X" )N (P,4) .
Donc IX",fF,w",70) = (u”mod. (uM) .
On en déduit, avec les notations de B.6.1.,
f = h(x*")(Av™ +v3B) + R(F,v,p).
De plus , pour un i, 2«i”s, v~ h(Xxx") 1 DH~A~N Av~A

est inversible.

Soit A est inversible et x- est a D.Q., soit A = Cv~+Dv" ,
C inversible et comme E* = div(v”?), en remplacant v~ par A, on
peut appliquer 111.2 si x(xX") = DK et IV_A_.1. si Oc(x") = 1 + P(x")

et donc 1C(x’)é 2. Ce qui est une contradiction.

B.6.1.2. En copgglusion, si ~(u,”™) = 1, en tout point x "</0 au-dessus

de x, on a ) (x*) € (P,3) .

B.6.1.3. Regardons le cas ou i(u,”)> 1. Alors cC*+ [ (X(n) ,F,@iN] =
et donc

F = (*+1) c uj+> et VDir (x) =<UX>
Alors par I_F_4_2_(SS 1. F.4.3.1.(3), 1.F.4.3.2. (@) et 1.F.4.3. (9bis)

appliqué pour £ « 0 et en permutant les indices 2 et 3, on a
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(9) vi Bf Do

pour un i, 2£i<s et u OX’ij

De plus, en appliquant 1.E.l1., on a
(d0) ( h(x) 1(DM~n ¥, DV~ F . 1é14S) =
3

[u 1 HXM) ,F,,?0) = I(x*,F,(ul.D)
Soient é"3R , £ 71, KEIR et (L,WMD*R ) définies par
L(x2,x3) = (x2+x3) S 1, M(x2,x3) = x*S-1)"1. On pose
(@D n\g = .*ij -(u® u2 ;a+ (b+c)E ** k>N XtX *

Tilc+ “ 1™">L3u+= (@l U2 U3 ” a + (b+cN 1> k> x
U3C Ta + c(3-D _]l?Ak)<’\—Ox oyt

"11.k+ wilm] = @Jj3 ;a+ cCM~1) 1>k)COx,

(voir 1V.C.1.4.(5) et 1V.C.12).
Désormais, nous notons
(%)) @ =0a , 6[hG) 10~ f Tu3»u2 ;ui] "

Alors, on a

a3 1@, F,@u,/))C o ¢tt

Ce qui donne par (10)

» . - . i-a ML
e Ed /
4 h(x? S EF B E f ; I*i*s]c: u3 ks .

De plus, par B.3. et B.4.(3), on a

(15) S' >l
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Alors (9), (16) et B.4.(3) donnent

»n_1 OvSH £ = = _1 DuxK e Al
8  hxD-1 Qi F = u=r heo-1 DU f mod. (rnfe S D& AL,

Donc si  c™(v,p) est l’abscisse minimale des points de

A(h(x*)-1 D\tlj‘ f;v3»v2 T Hie I’on note Aj v , on a

@an cx(v,p) = S°- 1-

D ’apres B.4., on peut trouver (w,p) avec

B "w= ", \3),wx=Vj +v] g ,£?]¢7 1121 »

{ S*"k(x")[Lv2,v3j"Jc."6x ,)X,

Posons
@ dg = gl dv: + g2 dv2 + g3 dv3 + £ g+ dpi
3£14 s
Alors on a
@) gy =@+ gb g
DMWA = DWW *2 + \ , y/3 g2 9/»|P *

DMWL.'!::j) = + =T ((,g + v3 93} ’,(il- P

"o = ?) —_an
dm ||’J) dm\{ il'i + V3 Hiio DT - 3 1 S
On remarque que

vl h(x?) 1d®] £~ +1 et donc
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(21) h(x”)"1 bM~*jJ £ - (l+v] giXDMrjy Ff - g )6- nro_~+1
h(x?)-1 DMW&;H ¥ = h(x’)-1 DMW f mod.(vj h(x?)-1 ) >
2« i £ S.

B.6.1.4. Je dis que
(€2))] kK [v(uj ,u3)frw ou tv@u -] £ 2P

Nous allons prouver (22) et en méme temps prouver une inégalité du méme
type (29bis) qui sera utile pour 1le corollaire B.6.4. qui suivra B.6.

Choisissons un corps de représentants dans OXCny X et posons
>

(23) h(x)_1 f = Uuj+1-:7 0 ua + Aun+l
iy MjT-1>H 1 2 3
6k(x) [CUj .Uj .u™] = 0x(n)>x
Soit d(i,j) = infra+b ; ila bLi n O{ et si d(i,j)~c>C , posons
(24) P. = ctd(i>j>( £ L . u* uh = u*(i’j) Q.
i,J Osa.0*b a*b*x»J 2 3 2 3 i,j
6 k(x) U2 ,U3], a(i, j)?jd (u,}) ,b(i,j)?-jc(u,70 ? 0.
Alors, on a
(25) u"nN"1 h(x)-1 DMUrI™ £ = u"1>+1-j u:d(i,j)-:T B. . + Au,kVl

y
uJ jjinel 1,J

- - *(@,J i i 10
- R g >0 1T o LKL Ko« g e ous .9 1A}
gi,.J£€ °XxX7,x” =

Prouvons (22). Posons C = V(un,un)C-XFf. Alors on a

(26) J(X\F,E\C) = I(X*,F,(ul,70) = T(X(n) .f.,(u,"\))u~1_»
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Si  #(C)£EN-1, alors par (26), 3i, 1™ ins tel quetel que

@7 ord® [ur”1 hGO-1 DW. ] * w1, od C= .

Alors, 3i,j , U s, 2~ ™M+l tel que *1-jJ #d(@,j)-jJ 0-1,

c*est-a-dire
(8) d(i,j)é 2j-2.

Par (24, on a deg(Q ) + a(i.p-1 d(i.j) - b(i,j)~ dG.j) - 1 2j-3

2N+ - 3 = 2*n-1. Donc pour (i,j) satisfaisant a (28), on a

ordx f(B;’J-mod.(vle))EZP—l et \B+l-j + d(@i,j) -j D-1. Par (10),

V2 US\ h~) DMIfi] ~ 1% ” »(»p)) » donc t (€)= ordx? (\2 mod. (" ,v)
2 , ce qui prouve (22).

B.6.1.4.1. Avant de continuer la preuve de B.6., regardons le cas ou
MNu,C\N) = 1, 5U,N)«MN , u2(xf) 4 0 et 3(i,j), 1™Mins, 1~ j~"N+1  avec
d@ijg) - JLE@WADI +~ + 1 - 1, c’est-a-dire

€)) d(i.j” jroiu, ] +j - 2.

Notons q(i,J) le degré de alors

Q'l»J
q(i.pE- j Lle@u,.Dy + J - 2 - jc(u,A) - jd(u.A
J A+EW,"\)-c(u/\)-d(u,A))-2 (car E£U,70<NIN)
N j+eiu/X)) - 2~ 25-2
D “ou q(i, j)~2j-3-6-2~ -1.

D “ou
(29 bis) ordX ,(Bl.’ . mod . (vl NV,)) - 2P-1.

Cette inégalité sera utile pour le corollaire B.6,4.
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B.6.1.5. Reprenons la preuve de B.6. par C.12(e)

(30) (X', f,(v,jj)) = (vj+1)mod.(v3).

Par (22) et (30), VI.G.2. et VI.G.4.1., on a
(31) >X(x’) =\Ww=> 1C(x')i 3.

Comme par hypothese 1C(x’)> 3, on a

(32) c(xl) =1 +P

B.6.1.6. Voyons le cas ou u”ix’) = 0. Alors (v,p) = (u’j'X). Par

I.F.4.2., on a

(33) | I(X*,f,(u*,})) = I(X(n) ,f,(u,/))u3l

| h(x') 1 DU uz MO 1p2 f

‘ —4 ul A >
Alors, par IV.C.6., le polygone 1| h(x") D P ou3d) U2 * U1l est

préparé.
Si  div(u”) = E1 alors par (22) et (30), on a (***) pour (x1,(ul”"™)).
Si  div(uldd un) = E* alors div(u® u”) = E(n), on a
A(2) = ord ;h(x) = ord ,|h(x")i , donc si A(2) = 0(p), on a (x**)
U2 U2
pour (xf,(u’/A)), si A(2) { 0(p) alors comme d(u,/\)> 1, on a
cE 1+/[i (X(n) ,f,(u,™N) = (U*+ )d’ou par B.1.(7) | (X1,f,(u’»A)= (u'~+1) mod. (u2)

et par (33), | (Xf,f,(u"',"A)= (ur+1)mod. (u”), on a (***) pour (x',(u1l7?)).

B.6.1.6.1. On a donc (***) pour (x*,(u’,?\)).

Par IV.C. 6. appliqgué a | (X', f,(u""™N)), on a
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GH p@,NI: TW,™ , c@w."™X) = i(u,?0-1é ciu.M+"iu,N)-1 ,
[e(u™ ,A) 1 e(,?,

Ce qui prouve (ii) et (iii) en ce cas.

De plus, si on a (****) pour (X, (u,7\)), on a (****) pour (x7,(u’,}0)
et C@W’,D @W*ADD™ W, >U,70), si on a égalité alors p@U,0 =1
et donc E(M) = div(u®) et E’ - div(u?), ce qui prouve (iv) en ce

cas.

B.6.1.7. Regardons le cas ou u™(x’) 40 et b’ = 1. Dans (18), on

a C* [¢"-11 = [£-1] , d’ou

@35 fFfTHN = (W ;a+t c<C-D 17k = (v v ; a+ c@i-) 17K
i = nufa u3® ;a+ C(G1 ™K
= W ;a+ c(i-D-1>k).
Posons

2- . Uj 3U2@) U3G) P,(U U)

@6) c~Th(x) 1DlﬂG ] Ko

ool L(C,b,c) =a+ (b+tc)E * , PLE k(X) LWL, P nul ou CPj divisible
ni par \] ni par U et deg(P.) = jo - ag) - b@)'11 ., de plus

€D 3j, 1f , 7. 4 0.

En effet é = 5°. De plus, par (9 et (21), on a

o
38 h(x?)-1 B«-[I]P f = h(x ")-1 B\{_,L]‘i f=h(x)"1D~” fmod. OT"t

T vE-j U2'b«> vt 1« PL(urt

T ool<v* 1 3 1) od. mxipt -
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N\

r

De plus, comme hQ) DM FEIQXX(M) ,F,(Wu\)) et que S=S* par
B.3. et B.4. (3), si N~ 0 ,on a

@9  a@)” jc."d ,b()™ §d(u,90 , deg PLE je ., degP_.) + bGDE jIB
Soit

40) (Cl*?l') le point d’abscisse minimale de A ou

1w
Al w =AM 1 D\{\/ T ;w3 w2 ;Wj).

Par IV.C.A.2.2. appliqué a h(XxX) *™M[I""~ et (@7 et (20,

41 cl =8~1 =¢7-1 = i(u,))-I, & £7 - c,"™N) ,

< eiuW/A)/ [K(X?) : kG)J] + 1.

Par (23) et B.4.(3), on a c(w,p)? S-1 et

AX Dz, fF,(w,p)) ; w3, w2 ;w] ,

de plus F @,),)fo c(,),) = u"-c(u/A), d-ou

@2 Jcw,p) =o-1, £W,pi " é&jBWX,

| F@w,p)-t pil s Le(u, ">)/Lk(X?) ; kGQJ] + 1.

Par (42), (22) et (), on a (ii) en ce cas.

De plus,ona S=i1iWA)tPWUA) + cU,”)Vy,dou si ? W, D)E1L
et cuHDN1, ona c,p)<c, 70 et P>Ww,p-i 1. Si X est irrationnel
sur x et GWX) =1 alors e(w,Mi 1 et "(w,p)sp —1, dou
(c(w,p),f(w,p)) < (cu,a),p(u,"A)).-

Ces inégalités et (42) prouvent (iv) en ce cas.

B.6.1.8. Pour terminer 1’étude du cas x7’6.0, nous n’avons plus qu’a
étudier le cas ou NS>1 et utMix”) M 0. Par B.4.(3), on a

¢ ’?S>1. Alors dans (18), on a C>£-1 et donc VeTil’l on a
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3 h(x”)-1 d*."H ferrr”~. origl+c nr{£ m nyi*l+ <c.m. ) +1+
Ce qui donne par (21)
“5 h(x") 1DmVi]1 f=hx?) 1. Yir f mod- (QOTFINFI+), 1 érin
Ce qui donne

@ nenr 1 B renee> 1 e mod-qurenie)-

Alors, (10) et (44) nous donnent

@) (h(x™) T, DAY F s Hid s) =

u" 1> 1OXCN) L F, U,9\)) = 1QXT,F,(u™,))) mod. (A »~+1+ >
0
€omme " , ONn a

mod. W/rl+

1
<
>

“@n wi = v

Par définition de S= £(u,70 (B.5.), pour tout M = h(xX) *(
INi<s
on a

48 M - 2.
SO Osj&l>1 1

b@) » je(u.”™) ., ag) Jjd/n)) .

{ Qi polynéme nul ou homogéne de degré jS - a(G)-b(@)-

Bien sOr, on peut trouver des *“~(i), li-iss tels qu’un des
non nuls pour 1£ j< 1+

Alors, par (47), on a

49 uln~rm = H Wbt » _(ud»D) mod. (OM\+1+) .
49 0N QA( »1) ( Y )

UTAL§ U3 @) U5 Q) (U, U ) mod. (Tl+t+)

@) DMU-1F) ,
LIi

est
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Par (14) et (46), on a

©0) 1CX",F, (w, [i))cail™M+1

Donc c(w, )™ £-1, mais comme dans (A9) on peut avoir un des non
nul pour 17j 1+P et que > "M A", F,(w,p)), on a
G c(w,p) = &-1.

Comme S\u,MH<* c(u,”™ + ™u,*A), on a donc

G2  cWw,p) - o, 7i) + (EQ,90-1).

Si D({I™Xi)c « > alors, par (46), on a

urL AM QX" F,w.p)) mod. (WIN+*+), d=ol

G Jp W,p) ” ordx» [Q*(u2,DI , IMjrP+I
Or, par (48), si N0, pour un Jj, lirj£:P+l, on a

G4 ~deg QN JSoUN) - dUNN je/A)
| p,?l),

G FUwPEeyV) k&) kG 1

AN piu,”™) Qk(x™)  k(G)J 1

Les relations (61)(62) et (55) entrainent clairement (ii), (iii).
Voyons donc le cas ou dans (48) on ne peut avoir a la fois un ~ 0
et nNHLxM1Zx. .

Alors, par (46), on a

€3) w2 url M T, wp)) -
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D'ou, par (49), en posant d « Qc(x’) : k(x)] , on a

6N F jfiwy)é:l + ordd, j @.D]
+LOS -a(j) - b(j))/dj
" 1+ Lj (<S—c(u,)-du,on)/d)

pour tout j , +1 tel que 40 .
Si E(n) = diviv™uM), on a
€S)) IS - a@) - b@) &£ WA
et si E(h) =div(u) et si b(@)>0 (par exemple si D = DMAA ), on a
@8 bis) 0 - a@) - b@)”" Jp(uA) .
Regardons le cas ol on a

&8 * rEM) =div(u2z ) ou

[ E@) = div@u3) et jS- a@g) - b@)*< j£(u/X)

Alors si on a E() = div(u® u?), par (68), on a

G  jF@WpE. 1+ L(Gfc(uA)-D1/di jb .TO -

Si E(n) =divi®) et siona @B *, par (88 bis), on a

(&9 bis) JPW,p)<€ 1 + fo-i: /d-

Ces relations (89) et (59 bis) prouvent (A1) si  £(u/X) =]
ou 1,5 ousi d=1. Si £u,\N) =2 et d™2, on a
JjPewp<r 1+ [J - 172"
et donc p(w,p)™ et donc E(w,p) =1, on a (if). Si ¢Tiu,Y); 3
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alors E£W,MN/2 2 W,™MN-3/2 et EUNXNNtWU,A si EM) = div(u)),
alors on a jFfKw,p)E 1 + (GE U/A)-1)/2E JEQU/)3j/2 - 127 jE@U, Y1),
on a donc (@i) en ce cas et donc (ii) dans le cas ou on a (88 x).

De plus, si on a (xxxx) pour (X,(u,70), par (62), (59 bis) et
les relations qui suivent on a (xxxx) pour (xF,(w,p)) et
c(w,p)< c(u,?0 ; si c(w,p) = ciu,™, par (62), ona pQ,00 =1 et
donc @w,pi: MU,D ; si X
@ - GwxX, E() = div(uw)), alors £u,90 = £W/A) =1 et
O<c(u,X)<l, donc b(g) + deg(Q™M)<2j et jn2, alors par (89 bis),

est irrationnel sur x et

ona jpw, ™1+ (g-D/2<r j-1 d"ou wyw p 7)), ce qui prouve (ili).
Voyons donc le cas ou on n"fa ni ~ A~ * » nA e Alors,

comme on I"a remarqué apres (58), on a

(60) D 4 dii[2) * E() = div(u®)

En appliquant 1.F.4.2.(7) et 1.F.4.3.1.(3) et 1.F.4.3.2.(3)

pour 1 =£ =0 et en permutant les indices 2 et 3, I hypothese

DAX® N ~x®  imPlilgue

(61) D D dmuy7” + DM@
L3J
[D ~ DMU ~- ,4E0i1s si x’ est rationnel sur x ou si

N K(xX*)/k(X) séparablej

D"aprés (60) et (61) on a donc k(x")/k(x) inséparable et par
1.F.4.3.1.(3) D =DW-jl1 et par (46) (45), on a

62 h(x®) 1DF = h(x) 1d% 5 Fmod. I+ .

Par (67), on a



-(;58-

®)  Jpw,p)£ 1 + |_j™(u,™/dj .

Si pQu,"™X)™2, on a L-jpu/xX)/di - 2 et 15p(u,3 /dJ* IpP(u,ft)-jJ
on a (u) et (iv), (63) et (52) donnent (iii) .

Si ( WAX)Yr"2 et dn3) ou (pPW/A)"2 et d= 2)alors
LJ jMu/A) /dJ "~ J“1 donc Py £1, on a (i), (ii) et (v) .

Si w”N) =2 et d « 2, I’extension k(x?)/k(x) étant
inséparable, on a d = p « 2 alors on a jJ@BW,Y" 1+, si j>1, on a (ii),

mais si j=1, on a p>(w,p) = 0, sinon par (62), on a
h(x®) 1d722* f = ~"WI+ + Wi W2 mod-(I™M1+ )
SéX’, x> *

Ce qui est impossible puisque p=2, on ne peut avoir des termes
de degré impair en -
Donc on a (ii).
Prouvons (iii). Alors, comme on I’a vu apres (68 *), il suffit
d ’étudier le cas fHu/A) = 1 et on a pour 1* jJEP+I
bg) + deg@)"2j (cf. (43)),
dou j~2. De plus FfKu,™M)NM! implique deg(QV)é: jJj et par (67), on a
jeW,HE 1 + 1 j/dj -
De plus, on a p/d , ¢+1 40(p) et t+Hl-j « 0(p). D ol
dj) » (2,2) et donc d™3 et j 3 d’ou 1+jj/dj<dj-1 d’ou

p(w,p) <1 ce qui avec (62) donne (iii).

B.6.2. Par (3 et B.6.1., il n’y a plus qu’a étudier le cas ou x~” est

le point de paramétres w = (U U2’ U2y U3 u2” * Alors, Par
1.F.4.2., on a

(63) THMXY ! Df3F F=u3 WO)"' B F

L1, F.w,™) = 1(XX(n),F,(u,M))u"l>_1.
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Alors, par B.1.(3), on a

@A) 1OC5, F,W,M) « (wA1) mod. W) .

Par 111.3.2., on a

(65) aA\YyWLwH] ™ tlyUl=u3) “D) ou &[vWli,wH3NP e
De plus
(66) AR =ord [hG)] = ord DN

U3 W3

Par VI.G.1. et 2., (&4 et (66), on a

67 VO(x*)> 3=> cv(x?) = 1

Par (©3) et (67), on a

@8)  cEMHILIX(M) ,F,(0))1 + KCO[uiti3] .

Si ctHDIXM) ,F,(u.TOM L k(X)) [UJ , alors on a cCl+ £1X() ,F,U-)]=Uj+")
et par (63),

(69) X, F,W.TO) = (Wj+*dmod. (W2) .

Si cEL+"MIXM) ,F,u,D)] < kG)[ui] , par (63) et (67),
L+ [IXX() LF, U, 7)) C kKOO [ux,U33 et par (63)

0)  cCHi." 1K, F,@,4)]4- k(xD)[wilmod.(W2) (cf B.1. (D).

De plus par 13 (T.2. p-125) et IV.C.6., on a
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7)) M[h&™ 1 D'\-JG’ f ;w3,w2 ;w\ est préparé

iMwA) - cu,™» +”~U,A - 1.
cw,™) - c(u,A), e(w,A)< eu-") ,
dw."X) = S(u/A) - 1, TWw,21D)é SUA) - du-"A),

¢ e(w.},) i sup(l,f<u,)) - D).

Pour montrer que si  1t(X?)> 3 on a (*«) pour W, > il n’y a plus

qu’a voir que

(72) F VWi Lw2)j > ou

| tfvavl w2)] 3> .

Voyons le cas ou V@ w2) J ~“1* alors on remarque que

E” = div(w*,wY) et que

@ ~IXLFELO = 1(X7,F,W,A)
J
T'ou C = VWwr,w2)

Choisissons un corps de représentants de k(x) dans OX o)

et posons

&) §h(x) 1 Dn'\l/’t f - Kjni u’i+1j Ma.b-x-j "@ gt Bi VA+1
[ FKCO[uL,u2,u3lj

Alors, on a

(75) uz’\ 1hG) 1 DMALI)/Q\ f «

€& ptl-j atb-1 b

L1 a,b,i,3 W2 w3 brwile 1(X7,F,(wA))

Si X(V@W™ ,w2))™ P-1 alors pour tout (@,b,i,j) tel que
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(76) P+l-j+atb—j~0-1 et Ma,b,i,j

D"oU

bl 2j-a-2 < 2(i>+D-2 £ N

ce qui prouve (72).

On remarque que (71) entraine (ii) et (iii). Pour terminer la
preuve de B.6., il n"y a plus qu"a montrer (iv). L"hypothése m(x) =1
et m(x") =2 1impose que x"e™0. Alors, par (71), ou pQu,70 = 2,
ona e(w,p)< 1. Si e(w,p)» 1 alors £w,p) =1 et £u,00 =2,
il n"y a rien a prouve. Si e(w,p) = 1 alors £Ww,ji) =2 et nous
effectuons I"éclatement TU" : X'"— 5X" centré en X" et nous
étudions un point fermé x" -proche de x" avec 1t=x)>3. Alors
par (ii) , on a (x) en xM, ce qu™il faut prouver est que E£(xM) = 1.
Par (ii), ce résultat est clair si X" est irrationnel sur Xx". Supposons
donc que k&™) = k(X).

Par IV.C.6., on a

@D FWA) = 1+ cili"d) = SUIK),
du® =0 ,

L pW,? = 1+ d@w/A)

“fw,7) = 1+ c(u,70

eWA\) + dWw,7N)
eW,}.) + c(w,7)
1+ cw,7.) + dw,7).

N £ W,7)

Alors, si X" est le point de paraméetres W W3"> w3”> w3) ® w”™> Par (34)
et TV.C.6., on a

@8 e(w'/X) = O

De méme, si X' est le point de paramétres W w2’ w2* w3 W2~ ~ Z

on a
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@9 elU’’/X) - O.
Voyons le cas général ou on a en OX X = une p-base (y»p)
avec “wj *y3 “ w3 et w2~X*™ /N °* Alors, par (72), si on

pose T * h(x) g + R(f,u,7), on a par (72) et IV.C.12. gofiff+*
(o]

et en développant g dans k() [W,uM»]])

@0)( g -cu™l + T. Us+1-i vS9 ujG) r.
1 1n i > 3
ekQOI[-w2 ,u33j ,

1 c@g) +dg) + ordx(rJ.)"j"(u-'/O, 1éjé b+l avec égalité pour un j,

Come a a M = Hou, 7D = £, 70 Cf. () alors o

un §7. 1 gD+, aa
&S 5 8UD GG _ G ATQCWD) |y o JEFTS

V ineaersible.

En xf, on a

f » h(x?) g u2* U + R(F,w,?v)

(B2) feéu-1r = cwj+l + WFL j W3U) wr@)+d@d-§ @, u ™)
li ji 1>

iy

ag) = d .

avec a) or X(rJ)

Par (81), on a pour un j1, 1<j’< 1+

@3 ucg<j?) Uc<r)*d@")-J° r y , »FC(»A> S-j5° @ - w2 r.,,

Posons J” =S Ww,7) alors, par (77), ona S’ « l1l+c(u,7)+£E-1 et donc
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84) [ tib|td u"l"0 = c wj+l + | wW~r-J wg(J: welJ)+d<J>-J R. W
(84) | ti{H g j . gG: weQ) LW W)

avec °~Rj e =W mod.(W2>, c(j’) =j'c(u,?0 = j'ciw/A),

c(j'y +d(’) - j" =j’'(s-1), pour un j', lé j'é 1+n

VL "(x1x2,x3) = x1+ O+tx3) ¢ , 1

Si pour unj , U ji i)+l, on a i>+l-j ~ O(p) et R. j* O,
\ A

alors cfi™,[h(xf) * ~[Ij N N et Par (42) appliqué pour 7C" : X* —-X’

et (w"X) et (y,p), on a

(85) iMy,p)< Le(w,A)j +1=2,
dfou
(86) ~YL,P)N 1,57 (W, 0 = £u/X) = 2.

Si c{~f[h(x’) 1 DN fJ = 0 » alors

(87) P+I1-j1 = 0O(p).

N
Admettons pour le moment qu’on peut trouver D = 7\(i) DMri|

1iii"6 L1J
telle que c~1# N(X?) *DFJ] ~j+ ) et ~ x" ASc" " ~ors> Par (53),
on a p(z,yi)éew,A) = 1, d ol

(88) e(z,p) = 1<£ (w,/.) = ¢(ulA) = 2.

Montrons | 'existence de D. Posons h(x) = UA(3) , alors on a

h(x*) - 4<3> uA@)«.»,) _
r d«8[ N <3> 3W+1 wl«®"> u-«")*iU)-3" Rji]
(B89 < J

2(A(3) + c(j’)) +d(j’) +3+ 1 que 1*on note D(j?*).

Or P+I1-j7 = O(p) et par (84) et (87), on a
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c?D +dd") - i's - J7(+ec/X)) =3 +cd M) ,
d’ou d(?) « j’ et dans (89)
D) « 2(AD+c( ")+] Hmod. (p).-
Si 2(A)+c(D+j?) 4 0(p), on prend
D “ DM”i] + D<2] + DmW3] *
AR +c ( Dy 7= 0(p), alors
«T») WF 3>W+1 wl+1-3” WA J > weC +a ) R., =

S

WA =37 7r0)*c{3"> ~3)+cU">+i)+1 (rwj+w2 Rj) et

TwI+1-J” wr@)+c((,)+j " WAC3>+c( »= N(WA WB WC)HP
on a eT "k(x’)™ et donc on peut prendre D = pour un i ,
4+ 1N s.

Si p=2 et AR)+c(gND+I 4 0(2) alors AB)+c?) = 002,
J « 12 et D= 0(2). De plus, comme JSiw/A) = dw,7\)+1, on a
pour un J*1 , I<j"~P+l1

R, O et R ,,(W2,W3) = OWA~ + W3 R\,

0 inversible. Alors en raisonnant sur le monome

e W1 §j WA *wA@)+c@ )t ™M on a A@)+c(@™ = 002,
J" = 1(2) et donc ON-k(x*)P , donc on prend D - DMVﬁ?Ii‘ , pour un i ,
4NN s,

Les relations (86) et (88) prouvent (iv). Ce qui termine la

preuve de B.6. En B.6.2., nous avons montré |1 ’assertion

suivante.

B.6.3. En le point x’<X” de parametres w » “uiu2”,u2 ,U3U2™M* °n a

(*«) pour (W/X) ou bien 1C(x")"3.

COROLLAIRE B.6.4.

Avec les hypothéses et notations de B.6., nous supposons de

plus que

(D SQ,X)" 2 ,
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@ mnx") 1.

On pose © “ L™(uA)j -1- Soit I algorithme

@ Vi, 01 14 9 on effectue I ’éclatement n (@) : X"(i+l) -5 X"(1)
centré en V(i)6X"(i) ou Y({) =Sing X"(M))ANE@, avec X0 = X"
et E"(0) « E”.

Alors, on a
(@) Vi, 0™ ié 0-1, il existe dans X"(i) un et un seul point x’@)
P-proche de x* = x’(0), Y(i) est permis en x7(i) et °<[Y()3 = 1+~ ,

(i) dans X*(9+1), il existe au plus un point vy P-proche de x*,

(i) si LW, =1 et si y existe alors O™ 3 ou bien on a
(*xxx) en y pour (w’,p) = (W"w’T9 LW2>W3).
Preuve.

L*hypothése m(x") = 1 1implique que x*t-0, ou O est lI"ouvert
affine de X” ou div(u®) =7 *) . On a i(u,) ? 2<>1, reprenons les

calculs de B.6.1.3. Par B.6.1.3.(41) (1), on a

(€)) c(w,p) = EQU/A)-1"L.
On en déduit que
@ 1(X7F,W,p)) = W +VImod. (W3)

< hx* * »Ci ~ ~W1 mod*(ws )» f inversible,

NEFO) = div(w?).
On en déduit que

(©) Y(0) = V(wl,w3), c<[Y(©)] = 1+P .
Par () et (***), on a

Q) VD .r (x1
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On montre facilement par récurrence que pour 07 if ©1 ,

x7(1) adaPtée en xT(i)

G (),p) est une p-base de V(i)

® I, f,W@ .p) = 1X f,W,p)) w-1(/H+D)

= (wi1(@) #>)mod. (W3>

. w(i)
@ GnoeGna M r

w3il h(x?)”1 BVH]F f

n =fv U? mod. (W)

® AIIXX(D),F,W(i),p)) ; w3(i),w2(@) ;wri)] est le translaté de

A [l(Xf,f,(w,p)) » w3* w2 » wx3 de dans le sens des abscisses,
® cw(i),p) = c(w,p) 1 =Funr-1-i1"1,
oy Y@ = Vwx @) ,w3 () , K[Y()] « 1+P , W1(i)6.VDir(x,(i)).

(k) X L(D) = I+

Ces relations prouvent (i). Par (11), dans X*(@G) , il y a au
plus un point vy P-proche de x*, c"est le point de paraméetres
W7« (wiw?g*wz W ). On a (ii).

Prouvons (iii) . Par hypothese, ¥Wy) =~ -0n a

az | 1xx Q@ .f.w,p))=1(X\f ,(w,p))w’e@+19H= (w’1+1>) mod.(w™,w3) ,
Vvhey) 1YY e hxty 1 —iwA mod. (Wh.wh)

n =3w ™ w2P (w” ,w2>mod . (W) ,P+k(y) Lw; ,W2], deg Pc/I

De plus,
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@ ANl e),.f,(w,,p) ;w, :wA) est le translaté de
a I ,f,(w,p)) *=w3*w2 *wpr dans le sens des

abscisses, son point d"abscisse minimale a pour coordonnées

(C(W'p)_os f>(W1p)) = (C’sf’)'

Par hypothése, £(w,p) =1, d’ou j?>>(w,p)£ 1, donc

(14) > El.

B.6.4.1. Voyons le cas ou f(w,p)6 N. On a alors c(w,p) = (U A\ -1 = 0.

D “ou
(€5)) (c\pf) - (0,ph).

Si p’n~1, alors par (15), on a
(16) ordyUCX”,f, (W~ ,p) )mod. (wp] ~ 1+

Dou <x(W" 1+0 et donc o) =" = ™Q)- De plus, par (16),
cE [1¢x* ,F,(w”,pl k(WY )LW] , coome E’(©@ = div(W),y est a D.Q.
et ICWYX 2.

Si $7=1, on peut avoir
@»  wirpggxt(e),f,E"(©)mod.(WH] = W .

alors par VI.C. si c(y)=H) et par VI.B. si *™(y) =~ , on a

1CE)i 3.

Si N7 =1 et si on nZa pas (17), alors par (12)1 on a

/ ce>[(X,(©),f,E,(O)] = (W)mod. (W3) ,

as h(y)-1 D" ;i f = o"w™” mod. WY
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Alors on a

/ f=hiyMywJd¥ + w3 g + g") + R(F,w’,p),
a9 < )
I °rdy(@™)* *"+2 » ordy(Y ) - 1, gé.0x,(0™vy .

Comme (* *) = (0,1), pour un i, 1ILi §i:s, on a

h(y)”1 DMW -~ F = z P. wip-j Jjmod.(w ) ,
W o>+l J 2 3
avec un T. inversible, 1< ji ¢+1. Par (19), on a alors j=1 et
2 _ _
donc = aw’"1 + bwZ avec (a,b) & 0X Yy b inversible.

Par (18), a est aussi inversible et VY= 0(p) , on a
h(y) * DW £« P mod.(W™). Si o) » 1+ , par IV.A.l. (D), vy

est aD.Q. et TCH " 2. Si ~y) =" ,par 111.2, on a ~(y)"= 1.

B.6.4.2. Voyons le cas ou <i(w,p)<*IN. Alors, c®" = c(w,p) - © 0 et
(12) devient

(1% @ .F, (W, p) = (w,1+Imod. )
0) )

[h@) 1DW R F = iwrmod. (w3)

D Y® =vVvwr,w3), 0 c(w’,p-1, ~(wF, Drl.

Si  K(y) 2, il n"y a rien a prouver. Dans le cas ou 1t(y)” 3, nous

allons montrer qu’on a
22) =Y (©))?/P ou t(Y(©))E20.

Si ()] , par VI.G., (20) (22) montrent que i1t(y)"3,
si () =1+ 9par (13) (20) 21)(@22) , comme E*® = div(w?), on
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aura (***) pour vy, O et (w?,u). Donc (22) entratne (iii).

X\G) .y
Si Yo))H ™, (22) est clair. Voyons donc le cas ou X (Y(O)ONU

et majorons t(Y(©)). Montrons que cette majoration a été faite en

B.6.1.6.1. (31 bis). On a vu en B.6.1.6., B.6.1.7. et B.6.1.8. que

( ,jj) est construit a partir d’une p-base adaptée (v,p) de 07,

avec
(23) w, = Vv2,Ws =,vs = u3, wx = v.+v3<i\ ™™ Xg = u{u: ™ ~
Or ici E(UW/A)(™IN donc (u™M] -1 =[_S(uN)J = o+1. D’ou

9 9
@D wi=vivag=uUl+U3g

Donc v~ (v’\v’_\Q ,v2>v3,p) est une base adaptée a y de (9 y* De

plus

(25 IxXT @ .f,¢".p) = IX" . F,(v.p)) v30(+i,)
Ona w?=Vv™Wig * s<fox”,x’c-°x"(e),y * Dol
26) Y@ = V(vA,vp = V(WA,w3).

Par 111.3.2.1., on a

@n t(Y(@) = t[Y(9).1(X"(9).F,(v",p)).V]

Or, on a vu (B.6.1.3.(10)) que

@8 (1(X,F,Q,/H)v3L " = h(x?) 1<D,\X“ f.uE ¢ F. 17i%s)

L(X\f,(u\90).

On en déduit que
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29 t(Y (@ )e I+t[Y(O),1(X,. T, (u,,."A))ve(1+L>).y]

En reprenant les notations de B.6.1.4., on a

v-1-" ht,)-1D»:~ f - T. - "*«.»-1 B, *a u;1*1

00) jv-~Dd~) h(x)-i DM':} F =

1 -l; ) VP"‘l—j 3 Bi,j + a.i u'1p+l

-
c

Par B.6.1.4.1. (31) (31 bis), ~(-.)), U it-s, 1- JLO+l avec
O+ 1-J+d@,.J)-J_£W,?.)J4 -1 , (c.a.d. y+1-j+d (1 ,J)-J0j i 1), on a
ordy(B. -mod.(v .v")) = ordX ,(B. .mod.(v ,v ))e2v-1 ,

dTod tFY(O,1(X" ,F,@U" -"A) v3SA1+MI i 2i)-1 d’ou par (29)

GD t(Y@©)wr2n-1 .
Ce qui prouve (22) qui termine la preuve de (iil).

DEFINITION B,7.

Soit X un point fermé de Sing(X(n)), on dit que 1CX) = 4@ si
@O % 0> 3,
(@ pour une p-base W,0 de Ox&_J x » €& X ona les conditions-

™) et () de B.2. et B.6.

DEFINITION B.8.

Soit X wun point fermé de Sing(X(n)), on dit que X =5 si
@O 1x0)> 4,
(@ pour une p-base de (U, de Oxtruj X adaptée en x on a la

condition (¢*) de B.I.
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PROPOSITION B.9.
Les théoremes 11.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour =4

et 1C= 5.

B.9.1. Le théoréme U.C.4.1. pour “fc* 4 ou 5 dit qu’on a stabilité
de £4 et de 1IC< 5 par éclatement de points fermés, c’est un
corollaire de B.6. Nous n’avons qu’a prouver U.C.4.4. , pour cela

nous avons besoin d’un lemme.

LEMME B.9.2.

Soit Kk (n+i) : X(n+i+l) —---> X(n+i), 20 une suite infinie
d “éclatements centrés en x(n+i) point fermé de X(n+i) tel que
@D x(+i)) = 40®
@ PxXnti)I = Mix(n)I™ 1, on pose N = 1INx()).

De plus, pour ¥%1,
@ x(n+i+l) n’est pas sur le transformé strict de ~(n+i-1) *x(n+i-1)),
@ x(n+i+l) est rationnel sur x(n+i).

Alors 3270 tel que c(ntH)) = 4@ -

Preuve.

Par IV.B.4.1., pour tout i~l, il existe une courbe formelle
réguliere C6X(n+i) telle que x(+i) LC(+i) , C(n+i) étant le
transformé strict dans X(nti) de C = C(nti). Par 11.B.9.1., pour un
entier j, on a otx(nti)) = XO , Vir j. Par O (@, on a
c*x(n+i) ) = 1+0 Vi~0, donc cc@© ™ I+ 2, donc " (© "™ 1, donc
C Singp(X (1)), c’est localement un fermé de X(n+l). Bien sur, quitte
a grandir j, C(n+ti) est a croisements normaux avec E(n+i) et est

transverse a 7H(nti-1) *x(n+i-1)), Vitj.

Soit (u17) une p-base de OX’(m’j) x(nﬁr\j'y telle gu’on a )
pour (n+p),Wu,™)). Alors
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®  hxHn Tt gE X et

Donc pour un AEOX(n+j) X+

alors [1(C(n+j)) * 7U1l,U3™» et 4duitte a modifier u™ en e Ui+tUsg *

UNUNAE TEC(+H)) - ST T e )N un

ona IC+J)) = W) et on a (X*x) pour (w,~) (cf.B.2. (iv)).
Si 1 C(ntj)) ur, alors comme C(ntj) est a croisements normaux
avec E(n+j)3 div(u?), C(n+j) est transverse a div(u®) et donc

1CMtj)) = (UM+UNA, u2+usB) , BN B nul si

O-x(n+i) x ()
div(we )G-E(+j ).
Si  div(u2)i E(n+j), alors quitte a remplacer u: par Uz+UsB 9
ce qui ne modifie pas (**), on peut supposer B=0, c-a-d.
1(C(n+j)) = (ui+usA,u2).
Bien sur, par B.2.(iv), on peut supposer qu’on a (***0 pour
U, V)~ Si Aé.I1(C(n+j)) alors on a I1I(C(n+j)) = (@WN,u2>. Je dis que
As I(C(n+jJ)). Dans X(n+j+1), x(n+j+l) est le point de parametres
Uius1+A,uz2us1 ,u) . Or puisqu’on a (***) pour (u,?0 , <VDir xX(+j)),
donc ord A” 1- Donc x(n+j+1) a pour paramétres u’ = @™NUN SU2UN »ud) >
on vérifie qu’on a O**) pour (u’,Y) et une récurrence décroissante
sur Ordan+j'f\l (A mod-(ul,u.z)) donne le résultat.
En résumé, on peut trouver une p-base W,?0 de

Ox(n+3) . x(n+i)
vérifiant (***) en x(n+j) et

® C(n+j) = V(wx,w3) ou V(wi ,w2).
Donc, Vi~ j, x(n+i+l) est un point de croisement pour (w(i),A) ou
@) w(i) « (Wxws i w2 i>ws”™ ou “‘wx ™ O w2,W3 A

De plus, Vi~j , par B.s. (i), on a

G) Sing"X(n+D))cVvWw (), DU T =+
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oo T  est le transformé strict de Sing ,(X(j)) et
»

div(t) =h (n+ti-1) ~&in+i-1)). Bien sur, C(M+i)E-T

J**"

Quitte a grandir j, on peut supposer que

(©) Sing*"X(n+i)  Viwri) ,t)UC(n+i) .
De plus, on a

@Q0)  r IQX(n+iXF, (w(i) ) = tI i 1L X)) F, (WwA))
oUu t-= ou

Donc, par IV.C.7, 307%2j tel que

 j a [IXME) F@an N ; w3.w2© ; w )}

~'n’a quun sommet (c,d) avec fd + Ld3= 1.
Par (9), on a
a2 Sing"(X(N+£))C VN (@) W2 (I))HUV (W (@ W3 (D) -

De plus hXX(n+t)) 1 dYv™"*“f = td L h(x(n+j)) 1 DV;/ T » par

«i(h(x(n+C) ) 1 DW/| f ;w3@), vié) ; (€)) est préparé. Par A.l., on
a KkmtH) - A®- Ce qui prouve B.9.1.

B.9.2. Montrons que le théoréme U.C.A.4. est vérifié pour iIC= 4. Par
il n'y a qu"a considérer le cas = 4(@B) . Soit donc une suite infinie
d éclatements lc(n+i) : X(n+i+D) — > X(n+i) , i”70 ou TT(n+i) est
centré en x(n+i)™ X(n+i) ou 0 X)) = (x0)).D = UK.

Nous allons montrer que pour un € M0, x(nt(i) est bon. D "aprés B.6. (i) ,

pour tout i> 0O, il existe une p-base @W(i),p(i)) de °x(n+i) x(n+i)
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telle qu™on a (xx) et (xxxx) pour &@+i) w(i) (@))) et on a , pour

1 "ordre lexicographique

@ W@+ ,p(+h)) , HWa+h) ,p(i+hH)) ~
1 W@ .pM), W@ Ji@®).

Alors, puisque la suite 7c(nti) est infinie, pour un A£3N , on

a pour tout IMA

@  "eA).y®) = cw(i),p(i)),
1WA .p®)= W@ @) -

Par B.6.(iii), pour tout 1i7A, x(n+i) est rationnel sur x(n+tA) et
E(n+i) = diviw™(@)). Donc E(+i) =7L(n+i-1) jx@+i-1)J et pour
i“A+1l, x(n+ti) n’est pas sur le transformé strict de

An+i-2) * [xX(n+i-2)] - Alors B.9.1. implique que pour un 2 ,
D) = 4@ - Par A4, x(n+E) est bon.

B.9.3. Prouvons que U.C.4.4. est vérifié pour 1C= 5. Considérons donc
une suite infinied’éclatements TC(n+i) : X(n+i+l) A X(n+i) centrés
en x(i) X@t+i) , avec @, 0x+D) = (*,5), I™0. Nous allons
montrer que pour un t o, x(nH(?) est bon.

Par B.6. (ii), on a £&(n+ti+D)™ £ xX(n+i)). Donc, pour un
A&N, on a
@D VitA,  t&@H)) = ((X(n+A)).

Alors, je dis que

® VBAIN  , Ji”B , m(x(n+i)) = 1.
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Suppocons le contraire, alors pour un BE-JN et pour tout i7B
on a m(x(n+ti)) = 2. Soit (w,p) une p-base de °X(O+B) X(B) telle

qu'on a **) en x(ntB). Comme m(x(n+B)) =2, on a

[€) E(n+B) = div @™ w”) .

Alors, par B.6.1.6.1. et B.6.3., pour 1”0, les x(n+i+l) ont

pour paramétres w(i+l) ou

@A  w@+D) » @@ 1,w2(),w3W2(i)“1) ou

@Owr@) 1, w2@w3@ 1, ws(@)) ,

et on a (=) pour (x(n+i) ,(W(i) .p)) -

Alors, par IV.C.7. quitte a augmenter B, pour tout i”B,

G L IO+, ,w@ ,p)) wM@) w2 @ jwri)] n’a quun sommet (c(i),p(i))-

De plus, par B.6.(1), (@) Wir(t+i)) et donc, quitte a

augmenter B, pour tout ™ B,
©® Sing*"X(n+i) )V wi(®) , ¢ DT VW (@) w2 ()
Alors, par IV.C.7., pour un U ~B, Q&Y + "p )]~ 1, dou

FCX(+i)) = A(®) , ce qui est une contradiction qui prouve (2).

Je dis que

@ £ xX(ntA)) = 1.

Supposons le contraire, alors E£XX(n+A))N 1,5. Soit B™NA  tel

que m(x(n+B)) = 1. Alors, Vi~ B,
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EX(n+1)) * £EX(NHB)) « E-(X(n+tA))3 2. Par B. 6. (iN) (iv) .
® Vin B, mx(nti)) =1 et x(n+ti) est rationnel sur x(n+B).
Alors coome m(x(n+i)) = 1, Vi~*B, x(n+i+l) n"est pas sur le
transformé strict de K(n+i-1) ~x(n+i-1)J , alors par B.9.1., pour
un Q7™ B, K(X(nt£)) = 4(A), ce qui est une contradiction. On a ().
Par @ et (7), pour un B”™MA+1, on a

© mx(n+B)) = 1, EX(+B)) = 1 = E(x(n+B-1)).

Par définition de ¢(.), il existe une p-base @,X) de

°X(B-1) x(n+B-1) telle qu'on a C**) pour x(n+B-1),(u,A)) et par
B.6.(ii), il existe une p-base (@w,p) de °XO+B) x(n+B) telle qu“on

a () pour xdrdB),(w,p)) et

10 fQwn) = f.,p) = 1 et c@,p) = oU,A) - 1.

Comme m(x(n+B)) = 1, par définition de £(.), on a

@ E>(w,p) 1.

Alors c(w,p)™ 1, sinon on aurait fc(xX(B)) = 4B , ce qui

serait une contradiction. Alors, par (10), on a

(%) £(u,))>/2.

Alors (1), (12 et (@ nous permettent d’appliquer B.6.4. qui dit

que lI"algorithme du point bon appliqué a x(n+B-1) aboutit a un succes en

x(n+tB) et donc que x(ntB) est bon. Ce qui termine la preuve de B.9.

chapitre.

et ce
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VIII K « 6 .
A - PLAN DU CHAPITRE - 1c - 6

DEFINITION A.1.

Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)) on dit que TtiX) = 6
si
@ 1 $10,1,2,3,4,5% ,

@ o =D ou vx) = 2.

A.1.1. PLAN DU CHAPITRE

Comme nous le faisons depuis le chapitre VI, nous allons partager
ce cas 1C = 6 en plusieurs cas indexés par des lettres et on passera de
chague cas a un cas précédent par éclatements centrés en des points. Nous
allons montrer que 01’on va recouvrir tout le cas *) = ~X) ou
v(xX) = 2.

N

6(A) contiendra le cas o<(X) = PX) et e(X) = 1,
K

6(B) seralecas ) = PR,VvX) =1 et eX) = 3,

IC=6(C) sera lecas e(X) =2 et e@,F,E)) =3 et «xx) = X,

6(0) sera le cas e(X) = 3, v(X) = 2, un élément de VDIir(x)
est transverse & E et <) = +BQ),
=6(E) sera le cas e(X) =v(X) =2 et un élément de WDIr(x)
est transverse & E et A = 1+"(X),
K=6(F) sera lecas v(X) =2, e(X) =3 et #X) = "X),
K=6(G) sera le cas e(X) =2 et < = "X,

1t= 6(H) sera le cas v(X)

2, 0t = I+£(X) et il n%y a pas
d’élément de VWDir(x) qui est transverse a E.

Bien sir on a v(X) 4 3, sinon ~(xX) = 0. Donc le cas (X)) = "X se
partage en v(X) =1 et v(X) =2. Lecas (EX) =P et vX) =1
est recouvert par 7CQ) = 6(A) (pour e(xX) = 1, At =6(C) ou @O
pour e(X) « 2) et fOX) = 6(B) (pour e(X) = 3I).
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Le cas O =P(X) et v(x) =2 est recouvert par 1CX) = 6(C) )

(pour e(X) <« 2), ) * 6(F) (pour eCG) = 3).

Le cas d(® « 1+9 (X (et donc v(xX) « 2) est recouvert par

K(xX) -6 B ou (H (our e®)) « 2 , KXx) = 6F) (pour eXx) = 3).
On remarque en effet que si KO « 1 +PX,ona m(x) ~"3 et donc

e(x) * 3 implique I"existence d"un élément de VDir(x) transverse a E.

PROPOSITION A.2»
Soit x un point fermé de X(n) tel que
@D K(x) =6,
() @) « PX que I"on note P ,
@A ex = 2.
Alors
(i) pour toute p-base (U, de OXEnJ,x adaptée a x, quitte a faire
une permutation sur les indices, on a
VDir QE. <U1,U2> et E()D divfurn,
(ii) si on effectue 1"éclatement 1Z : X* — > X(n) centré en x, il y
a au plus un point Xx"£X* O-proche de x avec 7"K-(x")"6, c"est le

point de parametres u®" = (@U”NUs*J2Uu3",U3» Ot °n a "GO 6, e(X")N e(X).

Preuve.

A.2.1. Soit (U, une p-base de O adaptée en x, alors, par (3,

Xv.rg/l,x
quitte a permuter les indices des u®, on a VDirXd«< ,U2> e Comme
) "2 et a(x¥ =P, x n"est pas a D.Q. et puisque e(X) = 2,

on a E()D div(u™un), d"ou ().
A.2.2. Si v(xX) = 2, alors VDIir(x) = ot est cMair™

A.2.3. Voyons le cas ou v(x) = 1, alors quitte a multiplier u®» et u2
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par des inversibles, on a
@ Wir(x) =<UJU2> .

Alors, si

®  CeHh® O an*  + DM ~CD * o

ou
AN

A
et h)1DMrJ f] O , 3iiés ,
par 1IV.B.2.2., en tout point p-proche y de x avec y*x", on a 1IC(Y)E 2,
ce qui prouve (ii).
Si on n"a pas (&) alors en tout point y~xf avec y&€ Sing™(X"),

pour une p-base (v,[?) de OX, y adaptée en y, on a

® f=h@y) v™L +v2y) + R(F,v,p) ,
6
h(y) =M , f{ioa sy div(v )d E".

En effet, si P = 0(p) , c"est une conséquence de 1.E.5.6., si 4 0(p),

par 1.E.5.3. (iii), on peut appliquer 1.E.5.5. qui donne également (6).
Si <y(y) = 1+ , alors (vy,(v,p)) satisfont aux conditions

de VII.B.I. et GMHMm5. Si afy) alors ord"Cv'g) et par

VI.A et VI.E, on a TC(Y)£f 3.

DEFINITION A.3.
Soit X un point fermé de X(n) avec "“fe(X) = 6, on dit quon
a "K' = 6(A) s"il existe une composante Y() de E() telle que

I"on a une des conditions

(€)) JXM) ,FLEQM ,&3) = IY))", mod. N X(G) X* »

ou
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(&) JX(n),FLE(N),Ixi) « 1Y(m)Fmod. 1@ZM)) ,

ou Z(n) est une composante de E() avec Z(@(M) 4 Y(@) .

REMARQUE A_.3.1.
Soit x un point fermé de X(n) avec ~"(x) = 6(A), alors pour

toute p-base (u,?0 de O0_T

\"] adaptée a x
X Inj ,x

a permutation prés de (u”u”u”), on a une des conditions

@ f - hC)Ceuj + gl) + R(F,u,™)

avec div(Uul)

Y (@) c. E(n) , Ax(n) ,x(n) ” cfeOX(n),x 7

@ f=h® (cu™ + U2S2) + R(F,u,"X)

, c é 0

avec div(u.l) = Y(n)c:E(n), div(uz) = Z(n)CE(n), g Xen

z Xinj ,x

En effet, on vérifie que A.3.(1) et A.3.1.(1) sont équivalentes,

il en est de méme de A.3.(2) et A.3.1.(2).

PROPOSITION A.3.2.
Soit XxEX(n) avec Tt=X)

6(A). Alors, avec les notations de
A.3.1., on a

() VDir(x)c<ui,u2),

(i) A@ = ord [hG1 7 0(p)

i) A@Q +P 410(p).

(iv) Effectuons I éclatement 7L : X*-—-——PX(n) centré en x alors tout
point Xx’EX(n+l) qui est @® .,K) -proche de x est sur le transformé
strict Y’ de Y(@) = div(u®) et 1C(x?’) = 6(A) et on a A.3. @ pour

x* et  (X(n+1),Y(n+D,E(+D) = (X°.Y*, 7E_1(X)).
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Preuve.

A_3.3. Si X satisfait a A.3.1.(1), alors on a

cl* [IX(n),F,E(n),ixJ)] =(U~» ) et donc par 1.E.2.1. VDir(x)
Si  x satisfait a A.3.1.(2), alors avec les notations

A.3.1.(2), si ordx (g2)>A> , on est dans le cas A.3.1.(1). Si

ordx (n)Ng2" « »-1 et si VDir(Xx) C ,U2> , alors par 1.E.1

«

de

.5.1.6.

appliqué a J X(n) ,f,E(n) ,Exj), on a v(x) =3 et donc %(x) = 0,

qui contredit I"hypothese "WVC(X) = 6. On a donc (i) -

A_3.4. Si A(D+I> = 0(p) et si x satisfait a A.3.1.(1) ou

par VI.E., on a fc(xX)E 3. Si  A(D+*) ~ 0o(p) et A(l) ® O0(p) , alors

par VI_A., on a +t(xX)E 3. On a donc (ii) et (iii).
A.3.5. Prouvons (iv).
A_3.5.1. Voyons d"abord le cas ou x satisfait a A.3.1.(1).
(¢D) <UX> = VDir (xX)

Donc x "é.Y " . De plus par (iii), on a

- a . *
@ ci [hX)lD\/Iu ] GG 0.
Quitte a permuter u2 et u”, on a
v

(2 U2 °x\x" X n) ,x °X* x*

et alors par 1.E.IL.

u5\> IOXN) LFLEM) L{x(MI ) = IXTLFLET)

D) 1 - @1lu2 ) mod®. ¢ /)\

ce

) alors

Alors
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Posons
o) u’” - (ul.u”1l,u2,u3-u S
On a par (@)

(6) f DMWIJA N x ,>x,C "~ x .)X. et

h(x") DMCO fo= (A(!)+*) ¢ mod.(u2)
Alors (4) et (6) impliquent

) J(XF.FLEF,{xF) = (u™)mod.(u ).

Ce qui implique qu’on a A.3- (@) pour x7,Y 79X “*(x)), donc si

ftr(x’)> 5, on a fC(x?) = 6(A).

A.3.5.2. Pour terminer, étudions le cas ou x satisfait a A.3.1.(2)
et pas a A.3.1.(1), ce qui signifie que ordx(gZO) = ~-1. On a
VDir(x) 4 ~U~> , donc par (i), on a e(xX) =2 et par A.2., x’ est le

point de paramétres u’” * ~NI*37”,u2*U37",u3N* a
®) f = h(x")(cu’>+ u2 g2 u3 J?+1) + R(Ff,u’.,h.

Alors, si (> ."K-Mx")» (P,6) , on a cr(X’)"P et donc
— i
ord”™, (g™u” ) = =1 donc e(x’)"2 et x’ satisfait a A.3. (2) pour

Y? = div(uj) ,(*MC)(x*) = (P.6) et Ft(x’) = 6(A).

A. 3.6. Nous venons de prouver A.3.2. qui prouve que le théoréeéme U.C. 4. 1.

est vérifié pour * 6(A). Les calculs étant posés, nous allons prouver

que le théoréme U.C.4.4. est vérifié pour KX = 6CA) et e(x) = 2.
En effet, par A.3.5.2., si on a une suite infinie d’éclatements

ni(i) - X(n+i+l)—>X(n+i), 170, centrés en x(i)é X(n+i) points
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© -proches de x(0) « x avec e(X) =2 et INX) « 6(A), alors, avec

les notations de A.3.1., x(i) a pour paramétres

©) u(i) « ~uiu3+* u2U3i,U3 #

Cest-a-dire que les x(i) sont sur le transformé strict C(i)C-X(n+i)
de C@O =V ,u2)C. X(n) . Par 11.B.9.1., on a a(C(i)) =% , i"0 et

comme C(i) est combinatoire (1.A.5.(6)), on a

(10)  0i(C()) = »(C()) , 1*0.

De plus par A.3.5.2.,

1) e(x(i)) = 2.
Par 1.D.4., C(i) est permise en x(i), i> 0. Alors, je dis que

12) vx(+i)) = 1, i~ 0.

En effet, si v(x(n+i))” 2 alors, par A.3.2.(i), on a

@3  Wirx@+i)) = <U () U2 G)> .

Par 1.E.2.3.(6), I1"éclatement centré en C(i) n"engendre pas de
point P-proche de x(i) et donc C(1) = Singp(X(n+i)) et 1t(x()) = 1,
ce qui est une contradiction. Par (11), (12) et A.3.2 (i), quitte a
multiplier u* par un inversible, on a
@ VDir (x(i)) = <U1()+U2 ()= .

D "ou

15 JX(+1) LFLE(HD) LEx(D) ) = (D2 01 )/
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Alors, par I.E.l., on a

(16) J X (n+i+1) FFLE(n+i+1)) « (U (i+1)+u2 (i+1)Y*niod . u" (i+1)) .

Oor m(x(i+l)) = 3, i~ 0. D ou

(A7) JX(n+ i+1), FLE(+i+1)) « JX(n+i+1),F,E(n+i+1),Ex(i+1)})
, = JOX(n+i+1) LF L E(+i+1) ,CCi+1)) = (u (i+D)+u2 (i+))* mod. (u3 (i+1))

Az U Gi+D+u2 (D) Smod. u3 (D) (Ujd+1) AG+1))**

La derniére égalité étant donnée par (10). Alors, par le lemme suivant,
x(i+l) est bon pour i> 0. Ce qui prouve A.3.6. Remarquons que tous les
x(i+l) sont bons, c"est-a-dire que dans ce cas tres particulier, la

propriété d"étre bon est stable.

LEMME A.3.7.
Soit x € Sing(X) et soit (,/Q) une p-base de O % et telle que
A,

(A EDdivurun),

@ JX,.F,E) = (U1+u2) meod fu @~ *:UZ')%

ou C = V(Qun,u2), ~(X) et div(ur.)C. E() , j = 1,2 ou 3.
Alors

(i) C est permise en X,

(

i) si tC(x) = 6 alors x est bon.

Preuve.

Puisque C est combinatoire, on a J(X,f,E) = J(X,f,E,C), donc,
par (2), on a & (C) = ~(C) = £*»1. Par 1.D.1., C est permise en X,
ce qui prouve (i).

On déduit de (@) que JX,f,BE) ~ (U™ ,uM)N et J(X,f,E)<E (uru™M)2
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Donc C est la seule composante de dimension 1 de Sing™(X) passant

par x avec m(C) =2 et l7algorithme du point bon ou celui de 4C=1

nous impose d"effectuer I1"éclatement TU : X"—-——>X centré en C.
Par I.E.lI., dans X" il y a au plus un point P-proche de x,
c"est le point x" de paramétres u" = (I+u”™u2*,u2,u?).

Prouvons (ii). On a P(x"™) =P , sinon, comme I"éclatement de C
est imposé par I"algorithme de = 1, on aurait fC() 1 et méme
tC(X) = 1 puisque X n"est pas isolé dans Sing™(X) .

Par I.E.l1., on a J(X".F.E") = J(X.F,E,C)u“° d"ou

® fIX",F,E") = (uUM)mod. (W) si j=3

wj™Mdmod.(u™) si j=I ou 2.

D ou
(6] f=h&D@Eurtunrg) + mfju™jtA), i=2 ou 3,
div(u|)CE", ord™t( mod.(u™")H)"™ 1
Si ord”Q3 =0 alors x" est a D.Q. et donc ~(x")E£ 2, (i)
est clair. Voyons le cas ou ord®*,(p) = 1. On a
fhx 1(uA-1)DH]|A f=u3” hep 1 INTHY f >
G J h&x")"1LDM*"f~ £ =u-° h(x)"1 (OMY®» + Y,

-*A h

1 -1 u -u 1 un

[*"h(x™) DM~ F=u2 hQ® DM[] f *3- té s.
Par (5), on a
®) ordx[h(x)_ 1 [(DMY®* + DM~™ DY), DM 1] > HI> ,

sinon on aurait h(x") * My ~NF At U mod.(ud) inversible,

pour 2~ tf£s et Xx serait a D.Q.

Dautre part, par 1.E.4.1., on a
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ct (h(x) 1 (f-R(f,u,”))] € k(x) [Uj,U23

Alors, par (6), en posant h(x) = U u:Aa< ,on a
Q) A(D+A@RY+D=0FP) , AR - 0(p) -

De plus, par on a
© h(x™) - .¢ACI>-A(2)-tF U.AG3) . Mp

Par (B) et (6), on a

©  fhxx") 1DU Eﬁ £ = MNi~mod. (")

h(x”) 1 DM fE(UN) , 2E£tEs
w

On en déduit que dans (6) , on peut prendre p= MU avec 1 inversible.
Si ™"Xx?) =1+£ , par VI.B.l., B.7 et B.8, on a K(x*)”™5 ; si

cX(x?) =~ , par VI.A ou E, on a yt(x*)£ 3. Ce qui prouve (ii) et termine

la preuve de A.3.7.

A. 3.8. La relation (3 de la preuve de A.3.7. donne une interprétation
géométrique de la relation (2) des hypotheses.

Si  j=3 dans (2), alors la courbe V(@u”™,u™)C.xF qui se
projette sur V uMu2»uY) X est dans Sing(X?) et I’éclatement ‘T
1 ’a mise a croisements normaux avec E~.

Si j=1 ou 2 dans (2), alors V(u’,u2) = Sing(X>)nTC *(C) , cette
courbe se projette isomorphiquement sur V(u”,u2)C-X. Observons que C
était contenue dans deux composantes de E(n) et que V(u”,u2) n’est

contenue que dans une seule composante de E~’.

A.4. La proposition A.3.2. montre que Y(n) = div(u®) a la contact maximal

pour (C(",6(A))) au sens du chapitre V. Nous allons appliquer les

propositions V.l, V.2 et V.3.



_6-137_

Soit TC(h+i) : X(n+i+D)-——=>X(n+1), I€IN une suite infinie
d"éclatements 7t(n+i) centrés en x(n+ti) €Y (@+i)C X(n+i) ou Y(n+i)
est le transformé strict de Y() = div(y®) et x(n+i) est
@ .I10)-proche de x(n) avec 1tx(n)) « 6(A).

Alors, 1l existe £3N  tel que pour tout i'YE et pour tout
XEY () G-X(n+1) , il existe une p-base (v,p) de ”(h+i) x et Un
d.c.n. F(n+i) de Y(n+i) tel que

Y (n+1)0 div(v®) C. F(n+i)C diviviv) O Y (n+i) ,

div(v2)C E(n+i),
et on a les conditions de V.1(4)(5) pour F(+i),x,F et (v,p)-
De plus, quitte a augmenter 1L de 1 et a permuter et v/,

on a :
@ div(d) = Y (@ri) > To+-1) *@+i-1)) = div (v2)cl E ) -

Par A.3.2., on a tX(M+i)) = 6(A) et donc otx(n+ti)) = *xX(n+i)),

i£IN. Alors, par V.3, pour tout 1i”2+01, on a pour un if inversible,

@ (IEHD FEMD) = @ FuAV.PY mody, 1L

si  F(n+i) = div(v2)0 Y (i) ,

o lav A= 0BV, atbaqv,p) Ira) L, a(v,p)E3N.

Or, puisque "xX(n+i)) =6C), ona X et donc

G PI&+D.F,(v.p)) = (yrifyr P~ mod.v, 1 £

si F(n+i) = div(v)NY (n+HD) .

@  PXE@DFE@D) = @prHvVEr vant )N mod.vg 16, X

[ si FQ@rH) = div(v® vA)0 Y(n+i),

ou INvp = v2 v3» atba(v,p) 13y et atc(a(v,p)-1) 1 ~,@,p) ,.b(v,p))EN.
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Alors, puisque 1t(x(n+i)) « 6(A), on a <*x) =& et donc

. « roneron V. b\ A
G  FIX@+D),T,U/A) (v +iv P) *3 mod. vy IE(v,p)

si F(n+i) « div(v2 v™OYin+i).

LEMME A_4_1.
Soit x6x(n) avec IC(X) = 6(A) et tel qu”il existe une p-base

v, de OX’Cny,x adaptée en x et vérifiant

@ I (X(n),F,(v,p)) = (VI+Tv2 v@~ mod.v. I~V p) »

div(v) C.EQ) , (d,e)€.30 , b= ~X) ,

“ a b -1 X -1, W
I{{V,p)\/ (vl V2 v§, at+bd U et atce
() div(v® v2)C E(n)C div(vl v2 v) ,
(©)) div(vl)> div(v2)

Alors Xx est bon.

A.4.2. Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur d+e.
Si d+e = 1 alors (d,e) = (1,00 ou (0,1).
Si E(n) * div(v® v2 v alors 11X ,f,v,p)) = IX(n),F.E(N))
et, quitte a permuter les indices 2 et 3 , A.3.7.
nous donne le résultat.
Si E(n) = div(v® v2) alors (d,e) = (0,1), sinon x serait a D.Q. et on

aurait ~(x)~ 2 ; dans (@), on a i=l ou 2. Alors par (1), on a
h(x)-1 DMAJ1 FE(v1+rv2)Y + v+ IS(VAD , V. = VI ou v2

donc hXx) 1 13 fE (v1+Tv2)’\ + Vs Ig(_v’uj\l et donc

J(X(n),F,E(n)) = (v*+ov2) mod.v" p)* A”ors A.3.7. donne le résultat.

Kv,
Voyons le cas ou d+e”2. Si d>1 alors C2 = V(v",v2) est
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permise en Xx et combinatoire. Si e”~l alors = V(v*,v) est
permise en X et par IV.C.5.3.2., si e>1 ou E(M) * div(v® D)
on a CC.Singp(X(n)). Par (O, il est clair que &|v AVA NEA &

et donc que “~MV2.,V3* n’est pas permise en X

Si diyl et E(M) = div(v® vy) alors 1 algorithme du point bon
nous impose d’effectuer 1 ’éclatement centré en -

Si d~*1 et E(M) = div(v" vy alors I~algorithme du point
bon nous impose d’effectuer 1 ’éclatement centré en C®, i=2 ou 3
avec (€ ,1OD ,XCHACN) ) maximal.

Si d=0, alors on a e”2 puisque e+d™2 et 73" Sing”~(X())
si E(n) = div(v® v V) c’est la seule courbe combinatoire permise
et son éclatement est imposé. Si E(n) = div(v* v2)>o0n a

= Sing~(X(n) Hdiv(v™) (cF. (@) et comme div(v*)> div(v2) et
ae)y<» 1 *éclatement de est imposé.

Maintenant remarquons que, puisque d+e& 2, alors

(@) \VAE VDir(x).

Effectuons I’éclatement IL: X m— >X(n) imposé par I’algorithme de K

Si 7T est centré en C~ , par (4), il y a au plus un point P-proche

X8 x* de x, c’est le point de paramétres v’ = (W V27> V2 ,V3™*
vérifie qu’on a ox(X)N "(x?) et par (1) et I1.F.4.1., on a
(©) IX,F,(v7,p) = (v +TV~A 1 v7A6)7 mod.v™ I~ A

Si x” est P-proche de x, ona o ") = P(x?), ona 1IMNXDE 6 et
par (5), si 4t(x>) = 6 on a IC(X’) = 6(), par récurrence, X’ est
bon et donc x est bon.

Si L: X?’——->X(n) est centré en , alors on vérifie qu’il y
a au plus un point X*EX> qui est P-proche de x, c’est le point

de paramétres Vv'" - (W V3™ V2,V et °n a
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®) 1(X7L,F,(v7,p)) = (VI +HITV™ Ve mod.v"i lW p) *

On conclut par récurrence sur d+e.

A.4.3. Nous allons montrer que le théoréme U.C.4.4. est vérifié pour
= 6(A). Alors nous devons étudier la suite d"éclatements TC(n+i) de

A.4. et montrer que pour un §70, x(n+i) est bon. Par A.4_.1., nous

n*avons plus qu"a regarder le cas ou F(n+i) est d"ordre 2 pour tout

BN

+#2/2+1. Par IV.C.7., quitte a augmenter 2 , on a que
’ri * AX(n+iD) ,T,(v,p)) ; v3w2 * N a qu “un sommet
(C(V’p! i)! d(Vipsi))'

Par 1V.C.5., n"est pas préparé, sinon ~(xin+i) )£ 1. Alors,
par 1V.C.3.2., les coordonnées (c(v,ji,i), d(v,p,i)) du sommet de A1l
sont entiéres.

En niant la préparation, on a :

i i dii)
IX(+i) LT, (v.p)) « VINEYH 2 mod. v p) *aveC
c(.d(i)) = (c(v,p,i) ,d(v,p,i)>, ~0* (n+ti)jX(n+l) et
QL) = TREE@R @) VT V2 VB 5 atbd(irl>n et afccud"1" Oy

Comme F(n+i+l) est d’ordre 2 et est I’image inverse réduite
de F(+i), x(n+i+l) est un point de croisement pour (U, (cf. 1.F.4.1.)
et donc IX(n+i+l),F,(v,p)) = t 1X(+i),F,(v,p)) ou t est une
équation du diviseur exceptionnel de *ICH) , (donc t = Vv ou vV . On

en déduit que

@ riIX@+H+D,F,,p)) = (VIFrvAG+D) V23@G+D)) mod.Vi (>

[J=2 ou 3, IH\V D 1V9 v3> at+bd (i+l) et atcc(i+l)

Par A.4.1., x(n+ti) est bon.
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B - DEUXIEME CAS DE 17%«6.

DEFINITION B.1.
Soit X un point fermé maigre de Sing(X(n)) avec 1C(X)=6, on dit que
1UxX) = 6B si on a

(@)) v(X) =1 et e(X) =3 (1.E.4.).
B.2. Puisque v(x) = 1, par A.l., on a

(2) EX(x) =v>

PROPOSITION B.3.
Soit X un point fermé de X(n) avec “K&) = 6(B), effectuons
I ’éclatement TC : X*---> X(n) centré en Xx, alors dans X7, il n% a

pas de point (P/K™M-proche de x.

B.4. On remarque que B.3. implique que les théoremes U.C. 4.1. et

U.C.4.4. sont vérifiés pour ‘K= 6(B).

B.5. Preuve de B.3.
Par définition de e (cf.l1.E.4.), on peut trouver une p-base

adaptée (u"X) de OX(riy,x telle que
(©) Wir(x) = <UX+U2+U3> .
Comme °<X) =P et que tX)> 2, par IV.A_ 1., on a

®@ Eq) = div@® v w) .

Par 1.E.5.1., on a
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G (f-ur@ u2®@ v @ ( @l+u2+u + g) + Rif.u."X)
°X(n) ,x * ord, (g)>/ ks>, P- 0(p).-

Soit x’E-X" un point P-proche de x, comme u®, u™* u™ jJouent des
réles symétriques nous supposons que diviu®) “ TC*(X) et que

u™ uMix’) est inversible. Posons

®) vx = ux u™l + 1 + u3 u™l , v2 = u2

On a en x¥f une p-base (v,p) avec v~ et p», Aé i™ 0, choisis comme

en I.F.4. avec S= £ = 1.
Puisque v(xX) =1, on a c6Mpg#HFE, LG = (UA-i-un et par

1 E.1., on a
(@) JX1,F,ET) =(v™)mod. (v2).
B.5.1. Voyons le cas ou

®) ctrhix)-1 OvJlij f + dm"_z)]( F+ I’ﬁ by 40

Alors, par 1.F.4.4., pour un DEHEX",E",{x7J), on
h(x*) ~ DFf = v®» mod.(v") et donc par (7),

() J(X\NT _E" .7 = (vHmod. (v2).

Ce qui implique que ~(x)* 2 ((AV.A.ID. Comme &= 0(p), B

est équivalent a
10) A +AQR) +AB * 0 -
B.5.2. Voyons le cas ou

(@h)) ci [h(&x) ~"DM~Aj fj 4 0 pour un i, 4N is
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Conune d"habitude, nous posons

a2  (fj “ h)-1 DMllJJ';x f, li?ifs ,

[a - £ D] - F, .

On a Af =0 et par 1.F.4.5_, i Ag‘ se prolonge en une dérivation Al
de HX”,E”) avec

-, _*ur r; $(X",E): <o - T+ »m>
DciT DIij

 Ai)c u2°(fixfr)c v~ ) + 3>

Par 1IV.B.2.2_., on a ft ix")" 2.

Remarquons que (11) est équivalent a

a3 cCe(e)™ k()p -

B.5.3. Voyons le cas ol on na ni (8 ni (11) et ou

s un u2*(x”) = 0.

Ce qui implique que X est rationnel et, par 1.F.4.2., on prend

V3 = U3 U2l et ™ = H*

Si A3 4 0(p) , ce qui est équivalent a c£ [hX) DM~ 40 ,
alors, avec u’” = (U™ U2~,U2,U3 U2™ * on a
@a5) h(x? 1D M £ = A() cv” mod.(v2).
u*”

Comme NONXTLETAXF), on a alors JX7,FLE7 . {xJ)= (W) mod.(2).

DM [3.
Donc, si A(3) 4 0(p), on a 1lt(x’)"2.

Si AB) =0(pp) et sionn’ani B ni (11), alors par 1.F.4.2.(8), on a

(16) h(x”) £ (V%) pour 2é& s ,
h(X’)‘_1 oti X = eyj* mod. (v2), T inversible.
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s BIDADA@HH> AG) _ p

De plus on a h(x * on a ”~onc
an f=MP(r’ vj# + v2 g) + R(F,v,ja).

Si tfX") = 1+P , par VII.B, on a 1C(x")™ 5, si ot(X") =P

par VI_.A. ou VI.E. ,on a ~(x"" 3.
B.5.4. Voyons le cas final ou on nfa ni (8), ni (11), ni (14). On a

(18) A Crx+1 [h<x)-1 [u3 DM[I3 f *“ U1l DMC3] fI =

ce°(c)(U1+U2+U3)k (A(1HU3 - A(3)UD).

Alors on pose

19 D = u3 DquO "ul o

On a, avec les notations de (12)
0) h(x) 1DF =ur» ™ - v ™

Posons

A
1) 0= (U3 fx - ux f3) Dm] 3 - fj D

Alors u2 2~ A se prolonge en A" éNiX".E*) avec

) jA =un™ (Wurl - ux u™l f3) DAY + X-"~NNT. DEH
3¢é 1i;

A6 u20 (FALF3)C (VI + (V2).

C"est un corollaire de 1.F.4.2. (9, 1.F.4.3.1. (4O et 1.F.4.3.2. ().

Bien sur, Ai = A"f = 0. Par (18), on a

u2P@W3 vl - u, U1 F3) = vt (ACDU3 50 - AG) Ui u2D)(x7) mod. (2)



-335-

Donc si  (A(Du3 u“l - A(B)u u"Sfx") t O, par IV.B.2.2., on

IC(x")é 2.

Voyons le cas ou

(23) (A(D)u3 Uél - AUl urMx ) « 0.

Alors, comme on n"a pas (14), u™u™ixl) 4 0. Par (23), on a

A(D) ~ 0(p) et x" a pour paramétres

v I»v2 ,u3 u21-A(R)A(D) -1U]U21> c"est-a-dire que x" est rationnel

sur x et que (cf. 1.F.4.2.)
(€Z)) = u3 u’l - A(BAA(L)“1 u™ u“l

Alors, puisqu®on n"a ni (8), ni (11), par 1.F.4.2.(8), on a

(25) h(x™) 1 DEFIE6 (V 36jés ,

hCY 1o 4 vn ”

\ _ -
h(x*® 1 mod. (W) , 'C inversible
") D] * (D)
Uu®) - Vv*0>««>*AW> _ P
On a donc
1N

(26) f=MP(T" Vi + v2 y) + R(f*v,p)

On a déja vu (cf. (@7)) qutalors ®»(x")e 5.

C - TROISIEME CAS DE H = 6.

DEFINITION C.1I.

Soit x~X(n) avec K(x) = 6, on dit que 1t(xX) = 6(C) si

a les conditions suivantes

(1) e(x) =2,

a
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@) e[i(X,f.E)] - 3 (cf. 1.E.4.).

PROPOSITION C.2.
Soit x6X(N) avec IO = 6(C), alors
) o) = B ; entier que I"on note P ,
(i) si on effectue 1"éclatement “ID centré en x, 1Z: X"—* X, il

n"y a pas de point ?,tt)-proche de x.

C.2.1. On remarque que C.2. implique que les théorémes U.C.4.1. et

U.C.4.4. sont vérifiés pour ~ = 6().

C.2.2. Prouvons C.2_(i). Par C.1., on a e 4 e(J(X,f,E)), donc, par
définition de e(X) , on a &) «P  (cf. 1.E.4.), ce qui prouve C.2_(i).

C.2.3. Prouvons C.2.(ii). Par C.2.(i) et C.1.(1), nous pouvons appliquer
A_2. Prenons donc les notations de A.2.

Par C.1., J(X,F,BE) 4 J(X,F.E,{x}), on a E(M) 4 divlu® v\ 1)
et donc, par A.2.(i),

(@) E() = div(ul u2), VDir EL <IN ,U2>
o 1 u®
Ainsi, on a J(X,f,BE) = J(X,F,E,{xX}) + h(xX)~ .
Par (1) et C.L1.(ii), on a

@) cCPGO. 1 d]7i B = GUX,U2,U3)" k(X)) [U1,u2]

Effectuons Te , par A.2_(ii), il y a au plus un point (I>,1D)-proche de X,
c"est le point x"£ X" de paramétres u" = (" *u2 U3 u3”* Par

(1, ona e(x") =3 et donc

€)) JXL,FET = IX",FE", ).
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D autre part *>&%) M~ » sinon 1) — O.

Par 1.F.4.1., on a

@ fu3dhs h)"1 f

h(x*)“1[DMW  * DmU[T] * DM*23°T (P

u GQuN,un,D) mod. (uN2) .

® [uBh 1DMj T

h(x") 1DMU~ F, liii-s,

>
w

= Fiu™U2® niod. (W)

Si vixX) =2 alors par (1), Wir(x) = et par ¥ et (O,

<u1l "

on a VDir(x") = <Ul U2 U3> et donc tC(XX™) =0 et donc KX =0 «car

est alors le seul point “-proche de x. C"est une contradiction.

X

Donc v(X) = 1, on a Wir(x) = <Ui- \/ et donc

® FiuTud = AUIHR2N 7 1é 1~ S £ N 3* ynSKix).
Si on pose h(X) = uUA™M u™M”™ >o0n a

@ h(x") = VA VAR ua (B+AQ)+»

Par (4

® T ct>[h(x,)~1[F-R(F ,u” ATl = U ,up + ury(u*,up + U2 9(U”,Up

avec V30 , $50, f VLU = k&) L(F-R(FuA))] -

On en déduit que si A(D+AQ)+ = 0(p) , alors on a Te(X’)YL 3*

(cF. VI.A en permutant les indices 1 et 3). Supposons désormais que

® A(D +A@R) +v TOo@.

Par (A, (), (), on a VDIir(x?)D <U~MUN ,u’> . Si v(x?) =3, ona

K'XM) =0, C.2.(i1) est clair. Il n’y a plus qu’a étudier le cas ou
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10 VDIr(x?) - <Us+Ur |, Un>

Alors en appliquant 1.E.5.1. a x , par (9, on a
an P= o(p), $Qlt2>=cd™+un

Alors par (0),
ct>[h(x,)-1(DM" A (h(xX")ur(ud,up,Hiis)] = (U riu™+up”*1).

D"ou, en appliquant 1.E.5.1. a
y-A0) uMAR) uMADHAR)>H N(uNup N

on a

\(A(I)+A(2)+ P-1 - 0(p) ,

@2)
[AMD+A@D) +¥+1 = 0(p) ,

Or, par 1.E.5.2., p ™ 2. Donc (10) est impossible, on a v(x*) =3 et

Ffc(x”) = 0. Ce qui termine la preuve de C.2.(ii).
D - QUATRIEME CAS DE 1C= 6.

DEFINITION D.1I.

Soit x€X(n) avec 1t(X) = 6. On dit que XXX = 6(O) si on
a les conditions
@D e() =3, V() = 2,

@ un élément de WVDiIr(x) est transverse a E(n).

PROPOSITION D.2.
Soit x™X(n) avec 1tX) = 6(@O) alors, on a
@O " (x) « 1 + ~(X) -

Pour une p-base adaptée (U,~) de °x(n) X Ton a



-399-

@ E@M) - div(u2 u3) ,
@  WDir(x) =<U Itu2+U3>

(@) De plus, si on effectue I"éclatement 1C : X*———>X centré en x,

et si un point Xx"£ X" est ( -proche de x, alors *C(X") = 6(A).

D.3. Il est clair que D.2. et A prouvent les théorémes U.C.4.1. et

Uu.C.4.4. pour 1t= 6() -

D.4. Prouvons D.2 ()@ 3 = Comme I1IC(X)> 2, X n"est pas a D.Q. et
donc par IV.A. 1., o) = 1+ DX - Ce qui prouve D.2. (). Par D.1. (2,
on peut choisir une p-base adaptée (WX) de Ox\fnj' x avec

unre WDir(x) et div()GE(@) - Alors, puisque e(X) = 3, on a

VDir(x) = <Ul,axcU2+ PU3> ,a , GEK(X)*.

En multipliant u2 et u™ par des inversibles, on a (@@= = 1), de
plus, puisque e(x) = 3, on a div(u2 u®)CE(n) et donc

div(u2z u™) = E(n).

D.5. Prouvons D.2. (4). Effectuons TE . Il y a au plus un point P-proche
de X, c’est le point x" de parametres v = W .u”, 1+u2 .unN*,un).
Puisque "CX) 4 0, on a ") = P(XX) que I'on note O . On a

v(x")<N 2, sinon M(X") =0 et donc “ItX) = 0. Par I.E.l. et

puisque A = 1+£ ,on a

Y

@ I, FEDCIKM) L FLEM) )

) VDir JOX* ,F,E”ii<V1,V2> mod. (V3>.

Si &i(x9 = 1 +P, alors, par définition,

E* et

0%

VDir(x") = VDir J(X*,f,E"), donc VDir(x") est transverse
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v(x") =2, par VI.C.1., on a 1CO*)™ 3.

Si o((x) =P , soit VDir(xfP) « auquel cas on a
1wx)YN5 ou Mx) = 6(A), sinon comme E” = div(V) , xX* est a D.Q.
(V.AD et A(XDHN 2. On a Fini la preuve de D.2.

E - CINQUIEME CAS DE K « 6.
DEFINITION E.L.

Soit XxE.X(n) avec 'O = 6, on dit que 1t(X) = 6 si on a

les conditions suivantes

@ v =2,

@ e =29

(©) un élément de Wir(x) est transverse a E.

PROPOSITION E.2.
Soit x™X(n) avec VX)) = 6(), alors
@ oo =1+PC),
(i) on peut trouver une p-base WX) de OXSn;' x adaptée en x et

telle que

VDir(x) = MU1IU27% » div(uM)NE(n) , div(u2)C. E(n)

(iii) effectuons 1 ’éclatement Tu: X’-—->X(n) centré en x, alors il y
a un et un seul point "-proche de x, c’st le point X’ de parametres
u“= (ux uzl, u2 u3l, uld) ,

av) si c*(x?) = MxPH et 1C(x*)> 5, alors "H.¢x) =6 ou ©,
M st oxX(X?) =1+~ (xPH et 1C(x?)>5, alors "KXxH =60 ou O -
vi) si  tC(xX») = 6(E), pour un c£O0xF , en posant

v = (Ujtcu™u~™u”), on a les conditions de (ii1) pour x* et (v7,%).
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E.3. On remarque que E.2. prouve que le théoréme U.C.4,1. est vérifié

pour 1t(xX) *=6(E).

E.4. Prouvons E.2. (i)(ii). Puisque e(X) = v(X) =2, on peut trouver

une p-base @, de Oy adaptée en x avec WIr(x) = <U1,U9>.

\1/:nj‘ ,X
On peut prendre div(u™M)”™ E(n) par E.1.(3). Alors °EX) = 1 + £(X) , sinon
X est aD.Q. et 1CCON2 (AV.AAD. On a diviuM) C-E(n) , sinon on a

3 (VI.C.D).

E.5. Prouvons E.2. (@@ii)(v)(v)(vi). Effectuons TC . Puisque
Wir(x) =<un,U2> , il y a au plus un point O-proche de x, c’est le
point x* de paramétres u’. On a aX’) =9, sinon "K-(X) = O. D’ou
(iii)-

Puisque &) =1+, par 1.E.1., on a
(@)) J(X\F,E?C IXM) ,F,E(M)) u~P)

On en déduit que

@  VDir [3¢X",F.E?)] = <UX,U2> mod. (Up

De plus (i1) nous donne que
(©) E” = diviu® U
On remarque que l’on a
@ v(X?)E 2.
Sinon on a v(x?) =3 et donc C-(X) =0 et donc TX) = 0.
E.5.1. Prouvons (iv). SI cx(X?) = ~"(X”) et ~U(X™)> 5, alors, par

définition, "IC(X?) = 6. Conme XC-(X?)>5, X’ n’est pas a D.Q., par
IV.ALL. et (3, on a
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) VDir x MHC. HUAVAS

Si e(X") «2, par @ et 5), ona e(IJX",f,EPD) =3 et donc
wXx) =60~
Si e(x") =1 alorsona 1CKx") * 6(A).

E.5.2. Prouvons (v) . Si MX") = 1 +PX"), par définition, on a
v(x") =v@X-,f,E")) et donc par (2), on a

®) VWDir(x") = <U”,U0x>mod. (Up.-

Si e(x")
Si e(X")

3, alors par D.lI., on a 1C(x") = 6(D)-

2, il est clair qu"on a TE(X") = 6(E). Maintenant, (vi) est clair.

PROPOSITION E.6.
Le théoreme U.C.4.4. est vérifié pour &) = 6().

Preuve.

Soit une suite infinie d"éclatements
TC+) - X(n+i+D) — =>X(n+i) , E-IN , centrés en x(n+i) point
U ,10)-proche de x(n) = x. Nous allons montrer que pour un I£3N , x(n+i)
est bon. Par A, B, C, D il suffit de regarder le cas ou
ItxX(n+i)) = 6(E), VIE-AN. Ce cas est impossible. En effet, par E.2. (Vi) ,
on aurait *x(n+i)) = 1+~ ) , x(n+i) rationnel sur x et x(n+i)
n*"est pas sur le transformé strict de TC(n+i-2) *(xX(n+i-2)), pour
i"2. Alors les x(n+i) seraient sur le transformé strict C (@) d"une
courbe CCX(n) ((V.B.4.1) et O « 1 +P),dou PO =X, e€t,
pour i assez grand, C(i) est permise en x(n+i) (11.B.9.1.).

Alors comme oE(C(1)) = 1 + P(x(n+i1)), que v(x(n+i)) « 2, par
1.E.2.(4), on a que I éclatement 1IC" : X*"--->X(n+i) centré en C(i)
n*"engendre pas de point P-proche de x(n+i*. D"ou C(1) = Singp(X(n+i))

et "(x(n+i)) = 1, ce qui est une contradiction.
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F- SIXIEME CAS DE « 6.

DEFINITION F. L.
Soit x6X(n) avec ~(X) « 6, on dit que 1c(X) « 6(F) si on
a les conditions suivantes
O o = B ,
@ veo =2
e e®

I
w

PROPOSITION F.2.
Soit Xx£ X(n) avec "K' = 6(F) alors, on peut trouver une

p-base (@, de O , adaptée en x et telle que

X\gn';,x
@ Wir(x) = <ulli2»u3> =
(i) Si on effectue I ’éclatement TC: X’-—->X(n), il y a un et un seul
point p-proche x> de x et si 1t(xX”)> 5, on a "iICK) = 6(A) ou

® ou © ou © ou ©® -

F.3. On remarque que F.2. et les 8§ précédents prouvent que les théorémes

U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour 1C(x) = 6(F).

F.4. Prouvons F.2. L ’hypothese v(x) =2 et e(x) = 3 implique qu’on
peut trouver une p-base adaptée ,n™) avec

VDir(x) = <UX+U2 , U2+4U3> ou <1~+1~ , U3>

Mais, par VI.D. , le premier cas implique " C(X) ~ 3. Donc on a

(€)) VDir(x) = <ux+u2 » U3> =

Effectuons TU . Il y a au moins un point xf£ X*© qui est ~-proche de x,
sinon fe(x) = 0. Par (1), x* est le point de paramétres

v = (l+ux u?l, u2, un uEl). On a J(X*,f,E”) = J(X(n),f,E(n),{xj)uZ_0
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D "ou
(€)) VDIir@X -, F,E™)) = <vx»w3> mod. (V2>.

On a v(xX"HN 2, sinon '"KMNX) =0 et donc *K() = O. D autre part,

puisque LX) ®»2, X n"est pas a D.Q. et par (1), on a

(©) E(h) = div@® u2 un), E* = div(v2 vM).

F.4.1. Voyons le cas ou TXX") = 1+ WW(X"). Alors, par définition, on a
VWDir(x") = VWDir((X=,f,E*)), et par @ et 3), on a

@@ v(x") =2 et un élément de WDir(x") est transverse a E".

Donc, si  tC(xH™ 5, ona ICKX™) =60 ou E .

F.4.2. Voyons le cas ou «(X") = ™NX"), MC(X")> 5.

Si e =1 alors ICKXY) = 6(A).

Si e(X") =2, coome X" n"est pas a D.Q., on a VDirx"a N>
et par @, ona e ", F.E™) =3, d'ou K™ = 6(). On ne peut

avoir e(x") = 3, sinon par (3), X" serait a D.Q.

G - SEPTIEME CAS DE « 6.

DEFINITION G.1I.
Soit x€E-X(n) avec K(X) = 6.0n dit que "“MoX) = 6@ si on a
les conditions suivantes
@O = 9yx),
2 e =2.

PROPOSITION G.2.
Les théorémes U.C.4.1. et U.C.4.4. sont vérifiés pour ~(xX) * 6@ -
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G.3. Nous allons d"abord prouver la proposition suivante.

PROPOSITION G.4.

Soit x€.X(n) avec ~"N(x) = 6(G). Alors, on peut trouver une
p-base (u,*) de OX\1;T)\/,X , adaptée en x et telle que
@) Vbir(x) - <yiv °U  <ul1+u2n *
(ii) E(n)D div(ux u2).
(iii) Si on effectue I"éclatement TC centré en x, il y a au plus un
point x"£ X qui est P-proche de x avec 1C(xX) > 5, c"est le point
de paramétres u®" = (U Us”™ u2 Us™* us ™ et x") = 6,
(iv) si c(V(@ux,u2)] =0 alors VDIir(x) = Wi PAus

P, = (P(X),6), x" est bon.

Preuve de G.4.

Puisque e(xX) = 2, on a (i).O0On a (ii), sinon x est a D.Q. et
K )* 2. Par A.2., on a (iii).

Prouvons (iv). La courbe C = V(u™,u2) est combinatoire. Donc
<@ = PO .Si B&XO =a(, C est permise. Si v(x) =2, I1"éclatement
centré en C n"engendre pas de point p-proche de x, donc
C = Sing),, )(X(n)) et t™(X) = 1, c"est une contradiction. Donc

VDir(x) = CUl v * Donc

(€)) J(X,F,E, TXJ) = (Uj+U~ mod. ('V\Lx&ﬂ U2 )
Par 1.E.1., on a

(@) JX*,fF,E") = (uj+u™M)B mod. U3 (unrun
Or par (ii), on a E° = div(u® u2 u™ . Donc

©) J(X*,F,E",V(uj,u7)) = I(X",F,E").

Alors, par @ (@) et A.3.7., X" est bon. Ce qui termine la preuve de G.4.
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G.5. Prouvons G.2. Bien sdr, nous supposons 1C(x") « 6. 0n a

Gix") « P(x® (f. A.2). Si e(X") «3 ona "tCX) « 6B ou G

et G.2. est clair. Si e(X") «2 alorsona ~"(xX*) « 6(G) et on a les
conditions G.4_.(1)(i1) pour x1 et (@ ."X). Une récurrence sur t(V({ur,u2>)

donne le résultat.
H - DERNIER CAS DE 1C= 6.

H.l. Comme on a vu en A.1.1, il ne reste plus qu"a étudier le cas ou

1IC) =6 et

@ ) =1+ PO
@ v(x) =2
@) il n"y a pas d"élément de Wir(x) transverse a E() .

Alors on a
@ e =2

En effet, puisque £ =1+ PX), on a EM) ™ divlur v 1)
et e(X) = 3 contredirait (@3).

Alors pour une p-base @U,/X) de OXQw} % adaptée a x, on a

o Wir(x) « ~Uiu2n * = div@ul u2n

Si on effectue I"éclatement T: X*———5X(n) centré en Xx, il
y a un et un seul point i™proche, cest le point X" de paramétres
u® = @ u3*™> u2 u3l» u3™# On a E* = div@u{ u2 u3® donc °<(x*) = P(x")
et si Iv(x")> 5, ft-=(x") = 6(ABY() ou (). On adonc U.C.4.1. et
U.C.4.4. pour K =6C) et donc pour iCX) = 6.
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IX FIN, K =17.

A- 10 =7 ou OB
DEFINITION A.

Soit x un point fermé maigre de Sing(X(n)), on dit que
si ) > 6.
A.1. D"aprés le chapitre précédent, si "IC(X) = 7, on a
(@)) X) =1+v00™N"2 ,v(x¥) = L

Deux cas distincts apparaissent

(2-1) VDir(x) est transverse a E ,

(2-2) VWir(x) nvest pas transverse a E.

KOG) =7

On rappelle que, par définition, quand <X = 1+ w(X), on a

(©) Dir(x) = Wir[ J (X, F.B] -

A.2. Regardons le cas (2-1). Alors, on peut choisir une p-base (U/\)

de O,(Cny % adaptée en x et telle gue
(@)) <> = Wir(x) et E()c.div(u2 u®)

Alors, par A_1.(3), on a

r VDE«¢)(X,E) , ce [h(x) 1 DF] = cU~ #

\ TDED(X,E), cR hix)“1 DF] ¢ O , ol P= P(X) =

DEFINITION A_2.1.

Soit XxE.X(n) avec KxX) 7, on dit que 1CQ = 7(A) si

VWDir(x) est transverse a E et si pour une dérivée DEJE)(X,E),on a

(1) crsofh(x)—i DF] ~ O
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}(2) VVEthan)\//»x avec cli(v) tVDir(x) , on a Dv e.lﬂ_X fn) X

A.2.2. Si 1t(X) = 7(A), soit une p-base (u,») de OX\1;nv % satisfaisant

aA.2.1., alors quitte a permuter u* et u® on peut prendre

D = et afrs E(N)C div(u™). On a
uA(3) i 0+2
T UL gi M x@) » ROF.UYD

3

.
! If

ord~) " 1,1 ou si “ 0 «DI2]£60x(n),x = DM *i " °~
On prend = E et alors

3 cE1+Dth) 1(F-R(F,u,™M)I =U, U2 + *Z u? 16.(Uu U
® DGO 1 (F-R(F ,u,”)) 5 U7 2 16,0, V)
Puisque E() C.div(@W) , A.2.(1) nous donne

(®=0o(),G. =0 si i+0@ ,
Dj 1
)J[G =U KU »W) , K tkQO)[uJ,uf] .

PROPOSITION A.2.3.
Soit XxEX(n) avec "ICX) = 7(A). Si on effectue I ’éclatement

IT: X*=——=> X(n) centré en x, alors en tout point [I)-proche de x, on

a KX éa3.

A.2.3.1. On remarque que A.2.3. prouve que les théorémes U.C.4.1 . et

U.C.4.4. sont vérifiés pour iICX) * 7(A) .

A.2.3.2. Prouvons A.2.3.
Soit Xx"£ X* un point i)-proche de x. Si X" est le point
de paramétres u" = W u\®, u> ur”™), on constate que oC(xP) = ~(xD
et que I1(X1,f,(u’,») = (umod.(un,un), donc x* est a D.Q.
(IV_A_.1) et donc '"VC(X*)E. 2.
Voyons le cas ou en x7,on a Kk "X =div(u®) . Posons

v = (U Us™» y2 u3d™ u”n) = Voyons d’abord le cas ou pour un i, Ié
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ona .. t 0. Alors, pour un j, 3ij¢ s, on a
1
u, u -

@Q f c6>+1[h(x) D*[ﬂ £ 1 Y Ii'(i* »F-* 3 Ki_J 2 ,ul)

yj Qk(x) et un Ki»J 4 0.
Par 1 on a

f. v o+ v2 * K. ,(v ,DEJItX’.Ff~’Imod.tv ),

J I< 1 1,J
&)

Phoo 1 opg T = V1 mod-(v3)& j O “>F>EDmod. ()

On en déduit que dans VDir @QQ* ,f,EPDmod.(v)), il y a au moins deux
éléments indépendants transverses a E* = div(v?) et donc par VI.B.C.D.,

on a 1C(xFHE 3. Voyons le cas ou les sont tous nuls. Alors,

par 1 .E.1., on a

(©)) J(X*,F,E”)= (vpmod. (v3).
Notons
(A Cfx=h(x) 1d“n f i=l ou 2

*e 2 151 - F. °Ta -
u =
Alors on a Af = 0. De plus, — A se prolonge en une dérivée

47 €>&(X* ,E?) avec

G A’=uj°f2D” -D" ,D*6((vI) + (vV3))«g>(X,,E”)

(cf. 1.F.4.5. en permutant les indices 2 et 3 car ici div(u®) —TO_l(x))

Alors, par IV.B.2.2., on a "ICix’)™ 2. Ce qui prouve A .2 3.

DEFINITION A.2_4.
Soit Xx£X(n) avec 'K() =7, on dit que k- = 7(B) si

VDir(x) est transverse a E et si on n’a pas 1) = 7(A).
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A2.5. Si 1CX) « 7(B), pour toute p-base (U, de Oxvn‘ X adaptée

en X et satisfaisant a A.2.(1), on a

F-BD A® G, _— T AL T 72 % Jal-T¢ 1.0
111 P+

avec Y inversible, ord @) =1 ou gr«0 ,gM“0 si 1+-i 40,
»>- PO, 1 +0 t O(p) -

Posons alors

O 21T )" L(F-R(F ,u,))] = pul+b+ X MuJ+P_i F.(U U) ,
iiév
F =0 si 1+™i 4 0(p), PEKX)* .

A.2.5.1. Soit Xx£EX(n) avec 1IC(x) = 7(B). Si on effectue I"éclatement
X : X"-—->X(n) centré en x, en tout point x* (P,fc)-proche de X,
ona “K&X) =7@ ou B. En effet, on a J(X*,F,E") C—ftix - - x J(X,FL,BE),
donc VDIrQJ(X,f,E")) a un élément transverse a E", ce qui implique

que te(X") =7® ou B siona “ICK) =T7.

PROPOSITION A.2.6.
Soit XxEX(n) avec *K) = 7(B) et soit @W,/X une p-base de
Ox&n\/,x avec <Ui> = VDir(x). Alors
a f VDir CKX(n) ,f,Uu,X>)]
|M1+P 4 0(p), ou I P(X) .

Effectuons I"éclatement TO: X'=— > X(n) centré en Xx.
Alors
o) si WIir[IxXM) ,f,u,»)] =<U” , en tout point yé.X" avec

AKY) = (P, 7)), ona H(y) = 7(B) et il existe une p-base adpatée

v.y) de Oy, v

FI(X™,F,(v,p))= (VK dmod.(v3) ,
< div(v®) =TD1(X)C.E” * div(v2 V)

avec

Vvi = Ui u™l mod.(v3), = Wir ) »v3 “ u3 »
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(in) si VDir I X(n) .f,W,'X)] = <ur=U3~ alors il y a au plus un
point yEX® avec OG%) G = (&7 et 1C(y) = 7(B) c"est le point
de paramétres u* « (U u2*» u2» U3 U2™ *

(Gv) si VDir [IX() ,F,WA)] «TU~AUAU > , dans X’ en tout point
X" (@ ,K)-proche de x, on a tk(x") = 7(A).

REMARQUE A.2.6.1.
Le cas ou VDir [IX(n) ,F,WW/72X)J] = <Ur»U2+U3" sera étudié en

A.2.9.2. lors de la preuve de A.2.9,
A.2.6.2. Prouvons A.2.6.(i)- On a vu en A.2.5. que 1+d ™ 0(p)- De plus,
puisque <U™> = VDir(x),
(1) CE*+P[h(X)_1 DmH»J f] = ('+,» ce°(i) ujH>
ce qui prouve (i).
A.2.6.3. Effectuons Tu . Soit x"€-X" un point P-proche de x dans
I"ouvert ou TL X)) « div(u™). Posons donc
@) u’= (u: u’l, u2 u“l, ul)
On a par 1.E.1.

@ WhO) 14y F5U3*"G) Low o F»2ei6 )M IOC.FE)

ul
avec égalité si E(n) = div(u™ U3). De plus par (1), on a

@ u™ h@® 1Qldv f= C+DTu™ mod. Cu”

@ bis) U~ eVDir(J(X",f,E”))mod.(U3).

A_.2.6.4. Voyons le cas ou

®) U3€ VDir [IX() ,F, (WA)]
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Alors, par (1), on a
® U36.VDir (h(x) DMA] £ > 2 i ii s)mod. <UJ

On en déduit que

Q) ci [hGY *u™* AN~ A *26i7s3 4 0 mod.TUN)

Soit on a O0iI(X?) =1 ou O*(xX?) = I et VAX’,f,E”)) = 2) et donc

m(x’)< 6, soit v(IU(X’,F,E’)) =1 et par (6), 3DEHKIL,ED et

il (h(xH™DH 40 et D(uU?) =0 et donc par (@ bis) 1t(x?) = 7(A).
On remarque que (7) prouve que sous la condition (@), dans 1 ’ouvert

affine considéré, il n’y a pas de point @ ,f©-proche de x, cela

prouve (iii). On a (iv) par permutation des indices 2 et 3.

A.2.6,4. Prouvons (ii). On vérifie que la condition

<UX> = VDir[ICX(n) ,F,u."x )]

implique

® J(x.f B, x3}) - m x(n> x <4 mod. ;(%;2 o ™

Par 1.E.1., on a

(©)) J(X\T ,E”) = (u”™mod. (up.-

Regardons le cas ou VDirN(X?,F,E™)J est de dimension 1 et <*(x’) = I+ b).
Sinon, par VIII_A_1., on est assuré que 1C(x”)” 6. On peut trouver une

p-base (v ,jj) satisfaisant a A.2.(1) avec
Qo) v3 = uzwl! “ mod . (u™).

Alors, on a 1C(x”>) = 7(B), sinon, par (9 et A.2.2.(3), on a
f=hxx)HW"v2 +u3 g +R(F,v,p) ., P=00 .,

ce qui implique qus x” est a D.Q. et K(x?)E 2. Donc 1C(x>) — 7(B)
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et on a par (9) et A.2.5.
an LOCLF, (vup) « v mod. (v3).
Si E’ = div(u™) alors

a2 h(x?) « UPAQQ+A(B) +»+1 N

Alors, si A(2) + A(B) +P+ 1 =0(p) ou si af [V (u*»uY)] ,
par VII.B, on a 1C(x”)é 5.

Si on a <[VQu’,uMN]<0 comme I1X@ ,F,W,X)= Wj+Bmod .W) ,
on recopie servilement VII.B. 6.1.4. et on obtient que t(W ,uNHJ 2P
et donc, par VII.B et que “K*"(x’)”™ 5. Ce qui Finit de prouver (ii). On

en déduit la proposition-définition qui suit.

PROPOSITION-DEFINITION A_.2.7.
Soit xE-X(n) avec 1C(x) = 7@, on dit quon a \C) = 7B

si pour une p-base @U,™ de Ox\gnz" % adaptée en Xx, on a

@D X ,f,U,™)) =(ur+Dmod. (W) ,

(@) div(ur) E(MN div(u2 ud)

Si on effectue I ’éclatement TC: X’——>X(n) centré en x, il y

a au plus deux points @» ,1t) -proches de avec Tt(.) 4 7(A) , ce sont les

X,

o — N N — —
points ée paramétrés ful uAl »uz us »UsA =V es i U21» u2” U3 U2I)$‘ =W
et en ces points, ona @) et (@ pour X7,f,(v,™)) ou

X7, F,(wW/X)).

Preuve.

Quitte a remplacer u® par Ul U3 AneX(n)x *on a en plus

de ) et @

(©)) AN = ADir(x) ce qui ne modifie pas ().
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Si VDIr[IX(n) ,¥,Wu,M»)] =<U> , le résultat découle de
A.2.6.(i1). Sinon, par (1), on a
VDIr[I(X(N).F,@UA) )] -<UI#U3> ou~.I~.U~A
dans le premier cas, par A.2.6.(iii), le seul point y (v?,K)-proche
avec K'Y 4 7(A) est le point de paramétres w , dans le deuxiéme
cas, par A.2.6. (iv), il n%y a pas de point y > ,K)-proche de x avec

H®&) 4 1(A). Par I.F.4., on a

[6) X" Fliw,))) = u"l™A T X) LF, @O0D) - @3+ ,)mod. (u3) .

Ce qui prouve le résultat.

PROPOSITION A.2.8.
Les théoremes U.C.4.1.et U.C.4.4 sont vérifiés pour

1ty = 1A

Preuve.

La proposition A.2.7. prouve que U.C.4.1. est vérifié pour
KGO = 7(B)Y(*).-

Maintenant, on remarque que quitte a remplacer uw par W + u'g
avec g convenable, gé.@X En:,x’ on peut obtenir qu en plus de

A27.(1) @, on a
@) A  d*m F - y3 .12 : ur est PréParé-

Soit TC(n+i) : X(n+i+1)-—->X(n+1) une suite d’éclatements centrés en
x(n+ti) € X(n+i) point @, proche de x = x(n) . Par A.2.7., les x(h+i)
sont des points de croisement pour (u,A) (cfF.l1.F.4) et donc, si la suite
70(n+i) est infinie, pour un 1, et pour une p-base ((i)/7A) de

X\, x, éh+iy 2adagtée en x(n+i), on a

@ Q@) ,F,uw@ ™) ; u3@, uwvi) ; u™i)) n’aqu’un sommet
(a,b) avec [a + ] 1 et est préparé.
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©) Sing® X(n+i) )ALViuri) A (DI UV A () ,u3(i)).

L assertion (2) découle de IV.C.7 et 1.F.4. Quant a I ’assertion (),
elle découle du fait que Sing™(X(n)) est au plus de dimension 1.
Alors, par VII_A_ 1, on a IC(x(n+i))™ 4. Ce qui termine la

preuve de A.2.8.

PROPOSITION A.2.9.

Les théoremes U.C.4.1 . et U.C.4.4 sont vérifiés pour 1C(xX) = 7(B).

Preuve.

Par A.2.5.1., le théoréme U.C.4.1. est vérifié pour "C(xX) = 7(B).

A.2.9.1. Nous allons étudier une suite infinie.
T(+i) - X(+i+l) — >X(n+i)
ou % (n+ti) est I ’éclatement centré en x(n+i) point P-proche de
X = x(n) avec 1"x(n+i)) = 7(B) et AC(x(n+i)) 4 7B (X) - Nous allons
montrer que pour un I 0 , x(n+i) est bon. Alors U.C.4.4. sera
conséquence de A.2.8. et A.2.3.
On remarque que si (u,?0 est une p-base de OX (nj/,x(nj( adaptée

en x(n) et satisfaisant a A.2.(1), alors
@D VDir(1(xX(n) ., U,”M)) ~ <Ux>
Sinon, par A.2.6.(ii), on a It(x(n+tl)) = 7B X) , ce qui est une

contrad iction.

A.2.9.2. Voyons le cas o0 x = x(n) ne satisfait a aucun des cas

étudiés en A.2.6. Alors, quitte a multiplier u® par un inversible, on a

@ VDIr[IX(M), T, (U,">)] gy t8>
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Alors, je dis que x(n+l) est le point de parametres
(©)) vV = (Ul u3l» 1+u2

us”™» us”N e

En effet, sinon on a

p-1

ord 41y U3  hQG) 1 DM[j* F »2"j -SL = p =

u™ h(x) 1 f“ @DV ... mod.(v3>.
Deo T

Puisque 4C(x(n+1)) = 7, on a VDir@X(n+1),f ,E(n+1))) = <V>mod.<V> ,
d “ou
clr(u® 1he) 1 g T »2€jé s) =(Hmod. (VY ,
donc il existe

DFCE) (X(n+i) ,E(n+1))

et donc

avec
et Dv» * O,

ct® [h(x(n+1)) * DFRQ = V™ mod. (V)
ACx(n+)) = 7)) , ce qui

Comme E() C div(u® u™) , par (3),

est une contradiction. On a 3
on a

&) E(n+1) = div(u®)
Alors, on a
® (I X(+1) ,F,E(n+1)) -
WA he) 1RU. F,ur° 1h 1DUNN T ;5 26jé 9)
Bien sur, on a
®

ur h 1DES f = (P+D*1v” mod.ivh).

D "autre part, par (2), on a pour

A vl hoolOWA £ X VP
iy 31 I

2éjé s :

3

2- SENRVACaL SU RV moé.eb } .
e+~ J
T inversible ou nul, Y inversible ou nul.
J ))I j
Modifions Vv en = v™v~g et posons w =

Wx,V2 V3™ Pour avoir
®

/\(b(x(n+|))"‘1 D“g? f 1 >3w2 * 4y prépare
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Alors <W*> « VDir(x(n+l)) puisque fC(x(n+l)) “ 7 et on a
(9) ct>1[I(X(n+1) ,f,(w/X))] - (WA21) mod.(W3).
En effet, sinon, par (2)(6)(7), on aurait
(f-R (f ,w,7i) )h(x(n+1)) 1 = Swirl + X % 1 w* mod. (w )
1 IEiil+V > 11 2 3
avec un inversible et comme P+l ~ 0(p) et E(n+1l) = div(w?”),
(8), on aurait

W W> @ VDir (x (n+1))mod. (v*) .

on déduit de (4) (7) (9)

que

(To) h(x(n+l)) 1 f = Owr+l + X.

L2J 1 liiil+>>

avec un 9 inversible,

Par (9), on a

VDir[l(X(n+1),f,(w,'X))] = <wWx <W1 w3> <W1|\,\Q
Mais en fait on a
(11) VDir [I(X(n+1) ,f,(w/A))} -<W1,WJ>
sinon par A.2.6. (ii) (iv) , on aurait WH(x(n+2)) = 7(B) (*) ou 7(A),
ce qui est une contradiction.
Par (11) et A .2 .6 .(iii), x(n+2) est le point de paramétres
t = (WZWZ"))V\Q)W:S W21} Par 1.F.4. on a
-1-9
(12) W3 h(x(n+l))_1 DM~ f €1 (X(n+2) ,f,(t/X)).
Alors je dis que
(13) °rdx (n+i) [h(x(n+1)) 1 DM Z = S42 »

sinon, par (10), on a

©. w¥ 1-1 wf- mod. (w )
11 2 3

par
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cex(I+1D)th(x(n+1))~1 DM[2? f1 " U2 U3 G * 0

et par (12), ordxM+272Q0 X (n+2) ,f, (. X)IS» et donc (S, 1o)X(n+2))i (i),6),

ce qui est une contradiction. Alors, par (10) et (13), on a

14)  wrl-Bh(x(n+1))_1 DnY? £ « © tF*1 t_ + +1 i (. ]
A9 wilPhOx(nr)) 1 Dmy? £« © "1 L, + ey 95 LT T, mod- (& )

Donc 91 pour 2<i”™ I+» et 9 est inversible et par

ﬁlx(n+2) 1

(4), on a

a5) T2& VDir[I(X(n+2) ,¥,(t,/70)] .
De plus, par 1.F.4., on a

IX(n+2),F,(t,7X)) = w2l I X)) . F,@u/7X) .
d’ou par (11)

(16) <T1,T2,T3> = VDir (A(X(n+2) ,T,(L,N)) -

On remarque que (B implique que AW2”™ h(Xx(n+h)) * DW[iiA *t3* t2 * tIn

]

est préparé et comme v(x(n+2)) = 1 puisque K"x(n+2)) 7, on a

<TX> - VDir(x(n+2)).
Donc on peut appliquer A.2.6. a xX(n+2),(190V0), par A.2.6.(iv) et (16),
on a At"(x(n+2)) = 7(A) ce qui est une contradiction. On n’a pas (2).

A.2.9.3. Choisissons u* de facon a ce que
an A YorAR F s u3, u2 ;un est préparé.
Par (1) et A.2.9.2., on a
VDir[I(X(n) ,F,@W,MN)} =< ,U>» ou C -
En permutant les indices 2 et 3 si nécessaire, nous avons
(¢5)) VDir [IX(n) ,F, u."AN] B <Ui ,U3>

Par A.2.6.(ii1), x(n+3) est le point de paraméetres
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u(h) = (U u2l» u2» u3d u2”™ « Par I-F.4_, on a

’) u»”

! n
hx(m)-1 pm #-

nu(1)/A f -
m - U2

19) hGo (n+))_1 |
IX(n+D) L F, ) ) - u“1-1?2 TXM) .F,U."A) .

On en déduit que

Du(u;
D[]

et puisque v(Xx(n+l)) =1

(0) AQIx(n+1)) 1

(@4)) <UX(@)> « VDir(x(n+1))
et par (18)

VDI r[1(X(n+D),F, (u(1)/>))] = <1~ (1),U3 (L) .

f Tus @>uv™d) ; url)) est préparé

Par récurrence, on voit que x(n+i) est le point de parametres

u@ = (ux u“l, u2, u3 u 1), que

f 1 X(+i) ,F, (@) ,00) = u"i<l+> 1X(n),F,(u,X>)

h(x(n+i))_1 D%if' f=u~-i0 hx(n)) 1 D~ F
D
@ <

athx(+i)) 1 3] f Tu3@), u2@) ; Uj@))

g <U1(i)> = VDir(x(n+i)).

On remarque que la relation
VDir(I(X(n+i) ,f, (u(d) 7\)) = <1» (i),U3 (i)>

implique

cAeDiy " SU(CT)h(x(n+i)) J =

Tu ¥+ M Ru 1B U@ ,un
J

lijip+1 J

Cela nous donne

est préparé,

inversible.
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@2 div(u3 (i))Cl E(n+i) -

Sinon on a c~x(n+i) [h&(+H:z0"1 Bl"[SA:‘I f) 0 , ce qu* contredit
1Ux(n+i)) « 7(B) -

Ainsi, les x(n+i) sont sur les transformés stricts (ii) de
CmV@W,u3)dXM) . Comme oEMX(N+i)) « 1fA) , par 11.B.9.1., on a
o<(@©) = 1F . Par 1.D.4.(2), C(i) est permise en x(n+i). Effectuons
I1"éclatement TC*(i) : X"(i) —--> X(n+i) centré en C(i). Comme
WA} = VDir(x(n+i)), par 1.E.2.3.(4), il y a au plus un point P-proche
de x"(i) de x(n+i), c"est le point de paramétres
v({i) = ul@ur@) 1,u2(@) ,u3@)- Si ~(X)<p alors
Singp(X(n+i) ) = C et 1C(x(n+i)) = 1, ce qui est une contradiction.
Donc v>0Ock(1)) =\ . Mais

1OC @) L) W) = 1) L) D) D

et par (22) , on a

0B(x " (1))
Donc cy(x"(i))

alors x(n+i) est bon. Sinon, par (22), pour i~ 1, on a

ordx , NN 1(X" (i) LF ., V(i) »

A(x?U)) =i> et K(x™) é 6. Si C(i) = Sing™Xin+i)),

@3) E+i) = div@u2()ud@)), div(u2(i)) = Tc+) 1xn+i-1) xdiv@u3d)).

De plus, x" n"est pas sur le transformé strict de div(u3(i)), donc
C(i) = Sing~X(n+) YA div(u3()) et donc

V (U2 (i) ,u3 (i) M Sing (X(n+i) )0 div(u3 (@) ). On a o£(C>)) = 1+P ,

par (23), C(i) est la composante de Sing"(X(n+i)) ou

0>(.) ,m(.) K-, 0(=)) est maximal. On en déduit que pour iI™ 1, x(n+i)

est bon.

B.KU) = 7(C) .

DEFINITION B.1.

Soit XEX(N) avec "K(X) = 7, on dit que K'® =7C) si e®) = 2.
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PROPOSITION B.2.
Soit XxE-X(n) avec K) = 7(C), alors
(@) il existe une p-base @U."X) de OXQn],x adaptée en x et telle que
E(n) = div @iy u2> Wir(x) - ~i+un *
(i) si on effectue l’éclatement TC: X>— ~X(n) centré en X, en tout
point x> (" fc)-proche de X, on a

Kr(x™) = 7(A) ou (B).

Preuve.

Par A.1.(1), on a v(xX) = 1, alors I’hypothése e(X) = 2
implique qu’on peut trouver (@U,90 avec

Wir(x) =<U +U > et div(ux u2)<CE(n).

D "autre part, puisque o () = IHc() , on a
JX(N),FLE(M)) 4 IX(n),F,E(),{X]) et donc E(M) 4 div(u® uv» u™). Ce
qui établit (i).

Prouvons (ii). Remarquons que le point y de paramétres
W u3”™> u2 u3™» u3™ n’est pas @,tC)-proche de x. En effet, on a
mly) =3 et donc <F) = P(y) et donc D O £ @),6)-

Donc tout point @,H)-proche de x” est dans l’ouvert de X~
ot TZ 1) = div(u2). Posons u” = (1+" u2l* u2* ua U21r*

Par définition de Wir(x) ({1.E.2.3.), on a
JXQ@) ,F.EM)) = @I+u2™ mod"~*X(n) x *

Par 1.E.1., on a

J(X\F ,E*)D I(X(n) ,F,E(N)) u=“== (u mod . (up

On en déduit que VDiIr(x”) est transverse a E’ et donc que

X)) =7A ou B).
C. I = 7(0).-

DEFINITION C.1I.
Soit x€ X(n) avec Wi"'iX) =7, on dit que *"(X) =70 si
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e(x) « 1 et VDir(x) n'est pas transverse a E(n).

C.1.1. 11 est clair (cfA.1.(2-1)(2-2) que les cas (ABYOD)

recouvrent le cas tOX) = 7.

PROPOSITION C.2.
Soit x€£X(n) avec 1CX) = 7(D).
(i) Alors on peut trouver une p-base (U,*A) de OXifn),x adaptée en x
et telle que
f=uf@® u3®@) g + RCF.u.-X), h(x) = u*(> (€
ord*ig) = Hg , divUD)CE(nN)Cdiv(u u ) , ce&*Q - U U2 +2 U1 F U i3 -
(i1) Si on effectue I éclatement TL: X"—>X(n) centré en x, il y a

au plus un point x qui est ( -proche de x, X est rationnel

sur X et n"est pas sur le transformé strict de div(uM).
De plus, si “K(xx") = 7(D), on a

VDir(x») =<ce*t Ul u™)) .

Preuve de (i).

Par définition, on peut choisir (u,”X) de fagon que
@ Cio = Wir(x) et div@u )CEQ) .

De plus, puisque € X) ™ V), on a m(x)”™ 2. Quitte a permuter u®
et u” , on peut avoir que
@) (c*[hCO 1nuT £l = pUt , pERGO™

i div(u2)*™ E(n) -

Quitte a modifier u”, on peut obtenir les autres conditions de (i).

Remarquons que (2) donne

® F+£k(x) [uj ., U3] .
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Prouvons (ii). Remarquons tout de suite qu®"en le point y de paraméetres
(ux u2*» v2 *us Uu2™* on a oC(y)<i> et donc (p,H) () é (>,6).

Soit Xx " x" un point O.,00-proche de x. Comme x" 4y et
que VDiIr(x) = * X* n"est pas sur le transformé strict de
div(u®). Etudions donc I"ouvert affine O de X* ou div(u®) =Te *X) -
Posons u" = (@ u3l» vz Us™ us/*

On a

r f = u;A(1) U.A<3)+A(1)+\M (uPun+ u1’0_i FiCunl)) + R(F,u,
D \
@ Amod.h(x") u
C.2.1. Si A(D+P 4 0(p) ou A@+I 4 0(p) alors u~Cx") = 0, sinon
on aurait oc(xX" )"0 , donc K"(X") £6. En ce cas, on a

DJ& VDir (X ")mod . U3> et donc, si 1IC(x™) = 7MO), on a <U”N> = VDir(x"),

C.2.2. Montrons que si A(D+i> = 0(p) et si les sont tous nuls
alors en tout point ~-proche, on a . En effet,

JX*,F,E*) =((u™modju”™X et il y a donc une dérivée D € $(X",E") telle
que h¢) *DF = u™mod. (W) et Du] = 0. Donc, si A(D+¥= 0(p)

et si les F* sont tous nuls, en tout point y~0, on a

® = uA@) UMAGHHFA(D)+»M (U ut+ung) + R(F>u. )

ou (u’.) est une p-base de Ox,)y-Par VI.E et VIII.A, _1t(x,)i: 6.
P
C.2.3. Regardons le cas ou, pour un i, i , F¥ 4 0 et A(D+P = 0(p)

C.2.3.1. Si A(l) +P - i 4 0(p), alors on a

oi(x’)i i?-i + OrdA’tFi(uA’l)‘J ,

puisque (C\K-)X?) = (>,7), on a oi(x’) = 1 +0 et donc
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ordx> 2 )] = i+l “ deg Fx ,
f+(uz2»l) =TFv2+1, TFeo*, x,, (uj.v~u”N) p-base adpatée en x~’
de °X*x™
Donc x* est rationnel sur x. De plus, puisque VDir(x) *= v , on a
cMihix)-1 fl =U1 »
~
u3 hCGO 1 Df2r £ = u” mod*(U3)E-I(X" ,F,E”)
Puisque 1t(x*) =7, on a v(x") =1 et donc
VDir(x?) = <U?> mod.(U")

Et donc, si  K(x?)

70) , on a
®) VDir(x") = <Un>
Ce qui prouve (ii) en ce cas

C.2.3.2. Si A(l) +%- 1 « 0(p), alors 1 =0(p) et i+l = 1()

Par (3), on a

Q) F. = U3 Gi(U2.U3) .

Par (i) , pour tout j , 1é j”s, on a
B> CtN"thW1DN“"] f] - B«F U2H AN uT<r Fr ;KU2,U3) .

Pour un j, on a Fi oy = U*3 G. .(UZ ,U3) 40 (cf. (). Par 1.E.1., on a

P3 utrud + I_H U™t r F J(u' DFiJxX",f,E")
1> 5
O <

~ud™ h(x) 1 gtz] f=u” mod. (uj) -

. - . - .
Oor F.l»j(u/\,l) G.l*J.(uA,l) 40 et deg G. . M, p, on déduit de (9

que VDir(J(X",Ff,E")T CUj> mod.(U™) donc dira(WDir@(X",F,E"D)DO™ 2 ,

ce qui contredit I"hypotheése IC-ix") = 7.
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PROPOSITION C.3.

Les théorémes U.C.4.1.. et U.C.4.4. sont vérifiés pour io(X) = 7Q0) -

C.4. Comme “fcX) « 7(@) est le dernier cas de cet algorithme, il est

clair que U.C.4.1 . est vérifié pour 1CQ) =70 -

C.5. 1l est également clair que C.3. met un point final & la preuve

de U.C.4.2. et U.C.4.4.

C.7. Prouvons C.3. Etudions une suite d"éclatements

T @+H) X(n+i+l) — A X(n+i) centrés en x(n+i) X(n+i) , point @ ,1lc)-proche
de x(n) =x et on a 1ICM+I)) = 70 - Alors, par C.2_(i1), x(n+ti+l)
est sur le transformé strict de div(u®) et n"est pas sur le

transformé strict de X(n+i-1)x(n+i-1)), pour i~l. Alors, par
IV.B.4.1., les x(n+i) sont sur le transformé strict d"une courbe
formelle lisse CCX(n). Par 11.B.9.1., ona <) = 1 +P . Donc

Vy(@© =P et C est une composante de dimension 1 de Sing™(X(n)).

Comme les x(n+i) sont sur le transformé strict Y(i) de div(uw),

on a CcdivCun™). Pour 1 assez grand, Sing"(X(+D)HAY @) = C(1).-

Bien sur, pour i” 1, Y(i) est la plus ancienne

composante de E(n+i) . Donc, pour i>,1, I"éclatement TC: X*(i) — > X(n+i)
centré en C(i) est imposé par l"algorithme du point bon. En

x(n+i), on a une p-base (WA) avec

E(mtD) = divv* v3), Y(@) = div(vp ,
@
C(@) = V(v1,v2), Wir x(n+i)) = <V
Dans X"(i) il y a au plus un point “-proche x"(i) de x(n+i)
c"est le point de paramétres w = (W v2/™,V2 ,V3#
Or, puisque VDir(x(n+i)) = et E(n+i) = div(v™ V) >o0n a
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Fh()-1 DY) F*Pv™ + g, g (VJ 2)V;Hl+v3 (V1 ,v2)) ,

@ =i
J p inversible.

On a

® V- “hG) 1DMj~ F  pyemod.(w2,w3)E I(X f>>e

On en déduit que E£*CX’())EN ,donc (WO X"(@)é (*,6) et x(nt+i)
est bon. C.Q.F.D.

uOn n’est jamais, jamais assez fort pour ce calcul™.

(Comtesse Maxime de La Falaise)



]

[]

[l

(1]

b2

H.

-427-
BIBLIOGRAPHIE

ABHYANKAR - Weighted expansions for a canonical desingularization.

Proceedings of La Rabida. Lecture Notes 910.

ABEYARKAR - Uniformization in a p-cyclic extension of a two-dimensional

regular domain of residue field characteristic p. wiss.
Abth. des Landes Nordrhein-Westfallen. Band. vol. 33. 195K,
p. 243-317.

A3HYAKRYAR - Resolution of singularities of embedded algebraic surfaces.

COSEART -

GIRAUD -

GIEALT -

EIRNTATA

EIRONAVA

EIPCNAYA

HIRONAVA

HIROIAIIA

Academic Press, New Yor:k and London, 1966.

Desingularization of embedded excellent surfaces.
Toloku Math. Jour.. vol. 33. n°1. pp.25-33, 1081,

Forme normsle d'une fonction sur une surface de caractéristique
positive. Bull. Soc. Math., Frence. 111, 1983, p.109-12L,

Ttude locele des singulsrités. Cours de 33me cycle 1972,
Orsey. Pub. n°26.

Contact meximel en ceractéristigue positive. Arn. Sc. de 1'E.M.S..

Lbine série. t.2. fasc. 2, 1075.

- Pesolution of singularities of an algetraic variety over a field

of cheracteristic O . I and TI. Ann. Math. 70 (10fL).

- Certain numerical cheracters of sinzularities. J. Math. ¥yoto Uriv..
10 (1970).

- Ad3itive groups associated with points of a projective spaces
Ann, ¥ath, vol. 92, (107n). p.151-187,

- Characteristic polyhedra of sinsulerities. J. Math. ¥yoto Univ.
10 (1967). p.251-293.

- Desingularizstion of excellent surfaces, Advanced Science Seminar
ir Algetraic Geometry. Bowdoin colleze 1967. Notes by R. Rennett.
Lectures Notes 1101, Resolution of Surfaces Singulerities by
V. CNSSART, J. GIRAUD, U. OFBANZ, avpendix of H. HIPOXAKA,

- Introduction to the theory of infinitely near singular peints.

Memorias de Matematica del instituto "Jorge Juan". 28.



-428-

[114] H. HIRONAKA, J.M. AROCA, J.L. VICENTE - The theory of the maximal contact.
Desingularization theorems. Memorias de Mat. del inst. "Jorge Juan",
29 et 30.

[15] J. LIPMAN - Desingularization of two dimensional schemes, Ann. of Math. 107 (1978).
p.151-207.

[16] T. SANCHEZ - Teoria de singularidades de suverficias algebrolides sumergigas.
Monografias y memorias de Matemstica. IX. pub. del Inst."Jorge Juan"
de Mat. Madrid (1976).



DESINGULARI2ATION IN DIMENSION 2

VINCENT COSSART
Université Pierre et Marie Curie (Paris VI)
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F - 75005 PARIS

INTRODUCTION. The aim of this paper is to link four different
methods of desingularization of excellent surfaces: The methods of
Jung, Zariski, Abhyankar and Hironaka. The basic reference Is Giraud™s
lecture in this volume ( [8] ). In this paper, Giraud shows how close
the methods of 2ariski and Jung are. So we are going to show that the
proofs by Zariski, Abhyankar and Hironaka are almost the same from the
point of view of the characteristic polyhedron of singularity. Indeed
these three authors want to reach this case: At every closed point of
the worst Samuel stratum of X (= a reduced hypersurface of an ex-
cellent, regular scheme Z of dimension 3 ) there exists a regular
system of parameters (y™"nUuj) such that the polyhedron
(see [9]1 ., 1.12)) has only one vertex, J being the ideal of X in
0N x < In that case, Hironaka calls the singularity "quasi-ordinary"
and Abhyankar calls it "curve-like".

The Ffirst section defines properly the notion “Mj,uru2> ha3
only one vertex" and shows how nice it is.

In the second section we translate Zariski®s method into terms
of the characteristic polyhedron.

In the third section we give a new proof of Abhyankar* s theorem
with the help of the characteristic polyhedron.

The fourth section is just a reminder of Hironaka"s proof.
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