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COVOLUME DES GROUPES S-ARITHMETIQUES
ET FAUX PLANS PROJECTIFS
[d’aprés Mumford, Prasad, Klingler, Yeung, Prasad-Yeung]

par Bertrand REMY

A la fin des années 1980, G. Prasad a mis en évidence une formule calculant le
covolume (convenablement normalisé) d’un groupe S-arithmétique dans le groupe to-
pologique (produit de groupes algébriques) qui le contient naturellement [49]. Il y a un
peu plus d’un an, G. Prasad et S.K. Yeung ont prouvé que les possibilités de construc-
tion de faux plans projectifs (des surfaces de type général définies par des conditions
topologiques simples) étaient extrémement restreintes, tout en exhibant de nouveaux
exemples [50]. Le but de cet exposé est d’expliquer le lien entre ces deux résultats et
de faire un résumé succinct de chacune de leurs preuves. Autrement dit, c’est 1'oc-
casion d’aborder des mathématiques assez variées : groupes algébriques sur les corps
locaux, géométrie complexe, arithmétique des corps de nombres... ayant néanmoins
toutes un rapport avec les sous-groupes discrets des groupes de Lie, ou les générali-
sations obtenues en considérant le groupe fondamental de variétés particulieres. On
revient notamment sur la formule de G. Prasad, publiée peu de temps apres le calcul
des nombres de Tamagawa des groupes réductifs sur les corps de nombres [35]. On
évoque aussi des problémes encore ouverts en matiere de réseaux de groupes de Lie
[37, Appendix C], ainsi que d’autres résultats de finitude et de comptage, concernant
par exemple le nombre de classes des groupes algébriques sur les corps globaux et
le comptage asymptotique (suivant le volume) des variétés couvertes par un espace
symétrique donné.

Commengons par les considérations géométriques. Un fauz plan projectif est une
surface analytique complexe lisse, compacte et avec les mémes nombres de Betti que
P?%(C), mais non homéomorphe & celui-ci. Des arguments classiques permettent de
voir qu’un faux plan projectif est une variété projective (2.1). En outre, les travaux
de S.-T.Yau sur les métriques de Kéahler-Einstein permettent de voir que c’est aussi
une variété localement symétrique (le revétement universel est la boule hyperbolique
complexe). Les faux plans projectifs existent : D. Mumford a construit le premier
exemple par uniformisation non archimédienne (3.5) ; ils sont en nombre fini : on peut
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le déduire d’arguments de rigidité (2.2). Soit donc X une telle surface. Le groupe
fondamental I" de X est un sous-groupe discret, cocompact et sans torsion de PU(2,1).
Le lien entre la formule de covolume des groupes S-arithmétiques (1.2) et les faux
plans projectifs est bien siir fourni par I'. Encore faut-il savoir que c’est un groupe
arithmétique. Ceci signifie, en gros, qu’on peut le voir comme un groupe de matrices
a coefficients dans ’anneau des entiers d’un corps de nombres. C’est un probléme
difficile, qui a été résolu il y a peu par B. Klingler et S.K. Yeung, indépendamment
(voir le théoréme 2.9 pour une mise en contexte).

THEOREME 0.1 (B. Klingler [34] et S.K. Yeung [71]). — Les fauz plans projectifs
sont des quotients arithmétiques de la boule hyperbolique compleze BE.

La réduction de ce résultat d’arithméticité a la preuve de résultats de super-rigidité
est classique, et due & G.A. Margulis. La super-rigidité, pour une classe d’homomor-
phismes d’un sous-groupe discret donné (contenu dans un groupe algébrique donné)
vers des groupes de Lie simples, est le phénomeéne selon lequel tout homomorphisme
dans cette classe ou bien est d’image relativement compacte, ou bien s’étend en un
homomorphisme de groupes algébriques. Les démonstrations de super-rigidité pour
le théoréme ci-dessus utilisent la notion d’application harmonique qui a été présentée
par P. Pansu dans un précédent séminaire Bourbaki [45]. B. Klingler et S.K. Yeung
doivent utiliser de récents développements dans lesquels les espaces d’arrivée des ap-
plications harmoniques sont des complexes simpliciaux. Ici les espaces singuliers en
question sont des immeubles de Bruhat-Tits, c’est-a-dire des analogues d’espaces sy-
métriques pour les groupes de Lie semi-simples non archimédiens.

Passons au volume des quotients de groupes algébriques par des sous-groupes dis-
crets. Un probleéme proche est celui du calcul des nombres de Tamagawa [69] : il
porte sur les quotients de groupes adéliques. Nous nous intéressons au probléeme ana-
logue, mais avec un groupe ambiant qui est un produit fini de groupes de points
rationnels d’un groupe algébrique sur un corps global. Précisément, soit G un groupe
algébrique défini sur un corps de nombres k. On note V; (resp. V.,) I'’ensemble des
places finies (resp. infinies) de k et Gs = [[,cv, G(ky) le produit des points de G
aux places v € S, pour S une partie finie de places telle que V, C S. On suppose
que G est absolument presque simple, i.e. G(C) n’a pas de sous-groupe normal non
trivial, fermé et connexe pour la topologie de Zariski. Pour chaque v ¢ S, la théorie
de Bruhat-Tits distingue une famille de sous-groupes compacts et ouverts, les sous-
groupes parahoriques, qui possédent de bonnes propriétés combinatoires (1.1). Un
sous-groupe S-arithmétique principal de Gg est par définition la projection dans Gg
d’un groupe G(k) N [[,¢s Py pour une famille (P,),¢s de sous-groupes parahoriques
P, C G(k,) telle que Gs X [],¢s Py soit ouvert dans le groupe adélique G(Ax).
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THEOREME 0.2 (G. Prasad [49]). — On suppose que le k-groupe algébrique G est
simplement conneze. Alors, pour une normalisation convenable des mesures de Haar,
il existe une formule explicite pour le volume du quotient de Gg par un sous-groupe
S-arithmétique principal.

Cette formule, qui est valide aussi pour les corps de fonctions (voir le théoréme 1.1
pour les détails techniques), est un produit de cinq facteurs. Tous ces facteurs sont de
nature arithmétique (via les valeurs absolues des discriminants de k et d’une extension
de déploiement, ou les nombres de Tamagawa) ou relévent de la théorie de Lie (via
divers systémes de racines liés & G). L’un d’eux est un produit infini indexé par les
v € S, dont les facteurs sont liés au volume des sous-groupes parahoriques; il peut
s'interpréter en termes de fonctions ¢ et de fonctions L d’extensions du corps de
base k. C’est le facteur le plus intéressant et le plus difficile & appréhender; dans le
cas ol G = SL; et k = Q, il vaut {(2) = 1'6—2.

Le comptage des faux plans projectifs utilise les deux théorémes déja cités. Le lien
entre ces surfaces complexes et la théorie de Lie est une formule de Gauss-Bonnet mise
en évidence par J.-P. Serre dans le cadre général des variétés localement symétriques
(58] : la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface peut étre interprétée comme
le covolume (convenablement normalisé) du groupe fondamental dans le groupe des
isométries du revétement universel. Il s’agit donc de compter les corps de nombres
k et les k-groupes algébriques dont les points aux places réelles sont des groupes
compacts, sauf en une place ot 'on obtient PU(2,1) = Isom(B%). Il s’agit aussi de
dénombrer, par des méthodes de théorie des nombres, les familles de sous-groupes
parahoriques (P,)yecv,, qui donnent lieu & des groupes arithmétiques sans torsion et
de covolume imposé par la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface. Voici un
résumé du résultat final (voir le théoréme 3.5 pour les détails techniques).

THEOREME 0.3 (G. Prasad et S.K. Yeung [50], [51]). — Il y a ezactement 22
classes de fauz plans projectifs construits grace o des formes de SU(2,1) défi-
nies par des algébres a involutions cubiques sur un corps de nombres. Tout autre fauz
plan projectif proviendrait de l’autre type possible de forme de SU(2,1); il y a au plus
3 telles possibilités.

L’intérét de ce théoreme réside tout autant dans sa partie constructive que dans
la classification qu’il énonce : on connaissait trés peu d’exemples auparavant, tous
construits par une méthode détournée (3.5). On s’attend en fait & ce que les faux
plans projectifs se répartissent dans les 22 classes déja répertoriées, et dans elles seules.
Le fait de pouvoir décrire ces surfaces par la construction arithmétique explicite de
leur groupe fondamental permet de prouver de nombreuses propriétés géométriques
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inconnues auparavant : homologie entiere, groupes d’automorphismes, plongements
dans des espaces projectifs...

Nous avons pris la liberté d’ajouter quelques pages & ce rapport (déja bien long)
en survolant rapidement d’autres problémes de comptage. Il s’agit d’'une part des
propriétés de finitude liées aux groupes algébriques et arithmétiques, qu’A. Borel et
G. Prasad avaient déduites au moment ol ce dernier avait démontré la formule du
covolume. L’une des finitudes est une conjecture de J. Tits trés forte sur la fini-
tude, sans fixer le corps de base, du nombre de situations donnant lieu & des groupes
S-arithmétiques principaux de covolume majoré par une constante donnée; lautre
porte sur des estimations effectives du nombre de classes des groupes algébriques.
L’autre série de résultats évoqués est le probléme du comptage asymptotique des va-
riétés couvertes par un espace symétrique donné, en fonction du volume riemannien.
Il s’agit de travaux de M. Burger, T. Gelander, A. Lubotzky et Sh. Mozes dans le cas
des variétés hyperboliques réelles et de T. Gelander dans le cas symétrique (presque)
général. Evoquer ces travaux est I’occasion de démontrer que le spectre des mathéma-
tiques couverts par les questions de covolumes de groupes arithmétiques est bien large
(le cas limite, non couvert par les résultats de comptage de géométrie différentielle
ci-dessus, s’explique par des arguments de géométrie hyperbolique de dimension 3).

Terminons par deux remarques. Tout d’abord, nous imaginons que pour un spé-
cialiste de réseaux de groupes de Lie, il sera plaisant de se pencher sur I’exemple trés
spécifique des faux plans projectifs pour au moins une raison. Cette classification est
en effet ’occasion de revenir de fagon quantitative, ou tout du moins précise, sur des
outils ordinairement utilisés de fagon qualitative en théorie des groupes : lemme de
Selberg pour les sous-groupes d’indice fini sans torsion, finitude des groupes d’auto-
morphismes de variétés localement symétriques... Enfin, nous espérons que bien qu’elle
n’ait pas fait l’objet ici d’une présentation isolée et construite, la théorie de Bruhat-
Tits des groupes réductifs sur les corps locaux apparaitra comme un outil important,
au-dela de la théorie des groupes. Cette théorie apparait en effet a plusieurs endroits :
sous forme algébrique, & travers les structures entieres des sous-groupes parahoriques
utilisées pour calculer le volume de ces derniers (1.4), et sous forme géométrique, en
voyant des immeubles euclidiens comme espaces d’arrivée d’applications harmoniques
(2.5) et comme « squelettes » d’espaces analytiques rigides dans la construction de
D. Mumford du premier faux plan projectif (3.5).

Ce rapport est construit de la fagon suivante. Dans la section 1, on énonce préci-
sément la formule du covolume et on esquisse sa preuve. Dans la section 2, c’est la
preuve de 'arithméticité des groupes fondamentaux des faux plans projectifs qui est
résumée ; on y cite aussi des résultats utiles & I’explication des résultats géométriques
de la section 4. Dans la section 3, on explique la stratégie générale pour classer les
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faux plans projectifs. Enfin la section 4 évoque les autres comptages, relevant de la
géométrie différentielle et des groupes algébriques; on y mentionne aussi les généra-
lisations en cours portant sur les analogues en dimension supérieure des faux plans
projectifs.

Introduisons enfin quelques notations et conventions valables dans tout ce rapport.

— Corps de base : nous désignons par k un corps global, c’est-a-dire un corps de
nombres ou le corps des fonctions rationnelles d’une courbe définie sur un corps
fini. On désigne par Dy, la valeur absolue du discriminant de k et par V ’ensemble
de toutes les places de k. L’ensemble des places archimédiennes est noté Vo, et
celui des places finies est noté V. Pour chaque place v € V/, on désigne par | - |,
la valeur absolue associée et par k, le corps local complété de k en v. Si v € Vy,
on note &, I'anneau de valuation et w, une uniformisante de k,, et k, le corps
résiduel 6, /(w,). On désigne par k" une extension non ramifiée maximale de k,
et on normalise les valeurs absolues de fagon & disposer de la formule du produit
[68]. Sauf mention du contraire (e.g. pour ’approximation forte), S désigne un
ensemble fini de places de k tel que Vo, C S, et on note Sy =Vy N S.

— FEspaces symétriques : un espace symétrique général sera désigné par X afin de
souligner le fait que nous le voyons comme revétement universel. Nous notons
en particulier (Bg, gnyp) 1’espace symétrique consistant en la boule unité de C™
munie de la métrique hyperbolique gnyp, & courbure sectionnelle pincée entre —4
et —1; le groupe des isométries de (BE, ghyp) est le groupe de Lie réel PU(n, 1).

— Variétés : sauf mention expresse du contraire, les variétés évoquées dans ce texte,
y compris les variétés algébriques, sont supposées lisses.

— Réseauz : rappelons finalement qu’un sous-groupe discret I' dans un groupe to-
pologique localement compact G est appelé un réseau de G si ’espace homogene
G/T porte une mesure invariante de volume total fini. Quand le groupe ambiant
G est un groupe de Lie, les références standard pour ces notions sont [53], [37]
et [72].

Remerciements. — Je remercie avec grand plaisir D. Harari et V. Maillot pour leur
aide bibliographique, M. Bourdon et A. Thuillier pour leur relecture de ce texte.
Je dois enfin des remerciements tout particuliers & G. Prasad pour sa patience, sa
disponibilité et son indulgence a I’égard de mes erreurs et imprécisions.

1. COVOLUME DES GROUPES S-ARITHMETIQUES

Dans cette premiere section, on décrit les grandes lignes de la démonstration de la
formule calculant le covolume d’un groupe S-arithmétique (1.2). On s’attache surtout
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a expliquer V'apparition de chacun des facteurs. C’est aussi ’occasion de mentionner
des résultats bien connus, mais utiles pour la suite : finitude du covolume et approxi-
mation forte (1.5). Dans toute cette section, G est un groupe algébrique absolument
presque simple, simplement connexe [62, 8.1.11] et défini sur le corps global k.

1.1. Notations et normalisations

Rappelons un certain nombre de notations de [49, § 0] et quelques points de théorie
de Bruhat-Tits.

D’aprés la classification de J. Tits [65], il existe un groupe algébrique ¥ défini
et quasi-déployé sur k, et un isomorphisme ¢ : G — ¥ défini sur une extension
galoisienne k' /k, tels que pour tout o € Gal(k’/k) 'automorphisme ¢! 0%¢ de G soit
intérieur [62, 12.3.7]. On choisit w une forme extérieure invariante de degré maximal
sur ¢ et définie sur k, ce qui fournit une forme extérieure de degré maximal w* = ¢*(w)
sur G qui est elle aussi définie sur k. Pour chaque v € V, on note w; (resp. w,) la
forme extérieure invariante de degré maximal sur G(k,) (resp. sur ¢4 (k,)) déduite de
w* (resp. de w) par extension des scalaires.

Rappelons qu’a isomorphisme sur k pres, il existe une plus petite extension ¢ de
k qui déploie le groupe ¥ ; cette extension est de degré < 3 sauf pour les groupes
trialitaires (auquel cas le degré est 6). Dans [49, 0.4], G. Prasad associe & ¢ un entier
$(%), nul par définition si ¢ est déployé et qui autrement, & une exception pres, est
la somme du nombre des racines courtes et du nombre des racines courtes simples de
¢. L’exception, qui sera le cas pertinent pour les faux plans projectifs, est le cas des
systémes de racines non réduits BC: avec r pair; on pose alors s(¢) = ir(r + 3).
Dans ce rapport, on peut se contenter de retenir que s(%) est un nombre entier qui
ne dépend que du systéme de racines relatif de ¥.

Pour la théorie de Bruhat-Tits des groupes tels que G(k,), notamment pour les
immeubles euclidiens associés & ces groupes, la référence est [66] (nous citerons éga-
lement quelques points techniques de [15] et [16]).

Rappelons que la classe des sous-groupes d’Iwahori de G(k,) peut étre caracté-
risée, sans recours & 'immeuble de Bruhat-Tits de G sur k,, comme la classe des
normalisateurs des pro-p sous-groupes maximaux de G(k,) [46, Theorem 3.10]. Un
sous-groupe parahorique de G(k,) est un sous-groupe compact contenant un sous-
groupe d’Iwahori. C’est un sous-groupe compact et ouvert, par conséquent deux sous-
groupes parahoriques sont toujours commensurables : ils partagent un sous-groupe qui
est d’indice fini dans chacun d’eux. La classe des sous-groupes compacts maximaux
de G(k,) coincide avec la classe des sous-groupes parahoriques maximaux.

L’immeuble de Bruhat-Tits A de G(k,) est un produit direct de complexes simpli-
ciaux, avec un facteur par facteur simple de G, admettant une G(k, )-action cellulaire
naturelle. Le complexe cellulaire A admet une métrique G(k,)-invariante qui en fait
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un espace complet 3 courbure < 0; il est la réunion des G(k, )-transformés d’un pa-
vage euclidien décrit par le groupe de Weyl affine W2f de G [12, §V], extension du
groupe de Weyl sphérique par un groupe abélien libre de rang la dimension de A
(qui est aussi le k,-rang de G). Ces sous-complexes, appelés appartements, sont en
bijection avec les tores k,-déployés maximaux de G. Une conséquence de la courbure
< 0 est que la classe des sous-groupes compacts maximaux de G(k,) coincide avec
celle des fixateurs de sommets [15, § 3].

Un sommet v, ou le sous-groupe compact maximal P, qui lui est associé (le fixa-
teur de v), est dit spécial si une chambre de Weyl d’un appartement peut étre choisie
comme domaine fondamental pour I’action de P, sur A tout entier. Notons A l'im-
meuble de G sur I'extension non ramifiée maximale k)" ; cet immeuble contient natu-
rellement A. Si le groupe G se déploie sur k5*, un sommet spécial de A qui reste un
sommet spécial dans ZX\, est appelé hyperspécial. Quand ils existent, les sous-groupes
parahoriques hyperspéciaux sont les sous-groupes parahoriques de volume maximal
pour une mesure de Haar donnée sur G(k,).

Un des points délicats de la théorie de Bruhat-Tits est que 'on peut associer a
chaque sous-groupe parahorique P, (resp. &,) de G(k,) (resp. de ¥(k,)) un schéma
en groupes affine sur &,, noté Gp, (resp. 9%, ), de fibre générique G (resp. ¥) et tel
que Gp,(0,) = P, (resp. 9»,(0,) = £,). Nous nous intéresserons notamment & des
calculs de volume de sous-groupes parahoriques au moyen de ces structures entieres.

1.2. La formule du covolume

Voici la formule pour le volume des espaces homogenes naturellement associés aux
groupes S-arithmétiques [49, Theorem 3.7]. Notons qu’on suppose le groupe G sim-
plement connexe.

Pour chaque place v, on choisit convenablement un sous-groupe parahorique P,
dans G(k,) et &, dans ¥(k,). Précisément, on choisit des familles (P,),ev, et
(Pu)vev, cohérentes dans le sens ol ([[yev,. G(kv)) - (Huevf PU) est ouvert dans le
groupe adélique G(Ax) et ([T ev, 4 (kv)) - (HveV, ,@v) est ouvert dans le groupe
adélique ¥(Ay). Pour la famille (£?,)yecv;, on a besoin de faire des hypothéses tech-
niques supplémentaires [49, 1.2].

Pour chaque v € V, on choisit ¢, € k) ajusté de sorte que c,w, soit définie sur &,,
mais de réduction # 0 modulo w, (par rapport au &,-schéma en groupes ¥», ). On
note v, =|c¢y | : ce nombre réel > 0 ne dépend pas du choix de c,. Par ailleurs, les
sous-groupes d’Iwahori sont ouverts et conjugués dans G(k,); on peut donc définir
une mesure G(k,)-invariante privilégiée, notée ur, et appelée mesure de Tits, en
partant de n’importe quelle mesure de Haar sur G(k,) et en la normalisant de sorte
que le volume pour pr, de tout sous-groupe d’Iwahori soit égal & 1. Pour ce qui est
des mesures aux places archimédiennes, pour chaque v € V,, on note c, le nombre
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réel > 0 tel que le volume de tout sous-groupe compact maximal de la restriction de
Weil Z., /r(¥)(C) soit égal & 1 pour la mesure associée & c,w, ; on pose : v, =|cy |y
et on appelle mesure de Tits en v € V,, la mesure donnée par c,wy,.

Les fibres spéciales, i.e. réductions modulo w,, des schémas en groupes Gp, et
Y», de 1.1 ne sont pas des groupes réductifs en général. Cependant, des facteurs
de Lévi de ces fibres spéciales, disons M, et .#, respectivement, sont des groupes
réductifs finis sur le corps résiduel k,. Ces groupes ont une interprétation géométrique
agréable : si P, est le fixateur de la facette o dans 'immeuble A de G sur k,, alors
les facettes fermées de A contenant o forment un immeuble fini, qui n’est autre que
celui de M, (k) [16, § 5]. Pour chaque v € V}, notons T, (resp. ) un centralisateur
de sous-tore déployé maximal de M, (resp. de .#,). Enfin, désignons par r, le rang
absolu du groupe .#, (on donnera d’autres interprétations de cet entier par la suite).

THEOREME 1.1 (G. Prasad). — Soit G un groupe algébrique absolument presque
simple, simplement conneze, défini sur le corps global k. Soit S un ensemble fini de
places de k tel que Voo C S. On note Gs = [[,cs G(ky) et A la projection naturelle
de G(k)N]],gs Pv dans Gs. On suppose Gs non compact. Soit s la mesure produit
des mesures de Tits pour v € S. Alors, on a la formule suivante :

1dim De %5(?)
pus(Gs/A) = D2 8™(G) . (Dk[e;k]) ) H

VEVoo

T

H m,-!
(2m)mit+l

=1

) -Tk(G)'@(d.

v

Dy, désigne la valeur absolue du discriminant du corps global k,

D, désigne la valeur absolue du discriminant du corps global ¢,

5(9) est le nombre entier défini ci-dessus d partir du systéme de racines de ¥,
m; est le i-iéme exposant du groupe de Weyl absolu de G,

Tk(G) est le nombre de Tamagawa de G,

& est le produit infini défini comme suit :

¢=11 11

veS;y Ty (k) vgs #M, (ko)

% 2(r,,+d1m(./{{ )) qv%(dim(ﬁu)+dim(7v))

4 partir des sous-groupes parahoriques P, dans G(k,) et &, dans 9(k,) ci-
dessus.

Remarque 1.2. — Dans le cas ol k est un corps de nombres et ou H est un k-groupe
réductif, 7 (H) est égal au rapport de ’ordre du groupe de Picard sur celui du groupe
de Shafarevich IITI(H) (voir [35], et aussi [57], notamment pour la structure de groupe
sur III(H)). En particulier, si H est semi-simple simplement connexe, on a 7,(H) = 1.
Voir le séminaire Bourbaki de L. Clozel [20] pour un rapport plus complet sur cet
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autre probléme de calcul de volume d’espace homogene, et voir (1.5) pour une formule
pour 7%(G).

L’exemple le plus simple de calcul de facteur eulérien & est le suivant. Choi-
sissons pour G le groupe SL. sur le corps Q des nombres rationnels et prenons
S = {oo}. Puisque SL, est déployé, on a aussi 4 = SLy (et les discriminants im-
pliqués dans la formule, ainsi que le nombre de Tamagawa, sont tous égaux a 1).
Pour chaque place finie, i.e. pour chaque nombre premier p, on a Mp = SL; et donc
#M,(kp) = #SLa(p) = (p — 1)p(p + 1). Finalement, on trouve que dans ce cas
& = 1, premier (p—-l)z;(?ﬁ = ((2). C’est un fait bien connu qu’on peut calculer le vo-
lume du quotient du demi-plan de Poincaré HZ par SLy(Z) en termes de la fonction
¢ de Riemann.

Avant de revenir sur la preuve de cette formule, nous allons mentionner deux
résultats intermédiaires, précisément les deux ingrédients principaux qui serviront
dans ’esquisse de démonstration du résultat ci-dessus.

1.3. Formes volumes sur les groupes quasi-déployés

Le premier résultat intermédiaire [49, Theorem 1.6] releve d’un contexte assez
proche du calcul des nombres de Tamagawa (du moins de leur définition [69]). I1
s’agit du calcul du produit des facteurs de normalisation -, (1.1).

THEOREME 1.3. — On a :
1
D, \z*® L
H T = (D [e:k]) ' H H (271.)1:Li+1 :
veV k VeV, li=1 v
Preuve (esquisse). — L’idée est d’utiliser plusieurs formes volumes en étant attentif

aux divers facteurs de normalisation. Dans ces facteurs apparaissent les constantes 7,
qui nous intéressent. On désigne par g l’algébre de Lie de ¢ et on note n = dim(¥).
On va travailler avec diverses bases de g; = g ® £.

Premiére étape. — Mise en place de deux premieres formes volumes.

Puisque ¢ déploie ¢, on dispose de la base duale 2!, 22,... 2" d’une base
21, Zs,... Z, d’un réseau de Chevalley de g;, et donc d’une forme volume

W= ZIALIAN - ANZT.

On peut aussi choisir une k-base X1, Xs,...X, de g, et en notant X!, X2,... X"
sa base duale, définir la forme volume

wE=X'AXZA- A X"
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Ch — o.wT, Par

qui est définie sur k. Puisque dim(A"g*) = 1, il existe a € £ tel que w
conjugaison des réseaux de Chevalley, pour tout o € Gal(¢/k) on a : o(w°?) = +w°h,

et donc o(a)w™ = ta - wT™; ceci prouve que a? appartient & k.

Deuziéme étape (archimédienne). — Volumes de groupes compacts.

C’est 'étape qui fait apparaitre le facteur [],cv. |[]i=1 #’nﬁ . On travaille
v

aux places archimédiennes ; soit v € V,, une telle place. On va comparer des mesures
en calculant des volumes de groupes compacts. Rappelons que si k, = R (resp. si
» = C), tout sous-groupe compact maximal des points complexes %, /r(¥)(C) de
la restriction de Weil %y, /g (¥) est isomorphe & une copie (resp. & deux copies) de la
forme compacte du groupe complexe de méme type que ¢4. On choisit Y¥,Yy,...Y;?
une base la « plus orthonormale possible » pour la forme de Killing (-, -) sur g®x k., [49,
p. 97]. Notons m la valeur absolue du déterminant de la matrice [(5&’,, Ziigi,j<n- La
base duale Y, Y2, ...Y,” donne lieu elle aussi 4 une forme volume wX! sur G(k,) pour
laquelle un calcul, classique en topologie, dit que le volume du sous-groupe compact
maximal est :
(27T)m o

V_II

v

Or w¥@wk = 10 (wI*@wI?) avec d = det ([tr(adX; o adX;)]; ;), donc le facteur

de normalisation archimédien 7, (1.1) est :
On tire de W' = a - w
i=1
2 _ m;! 2 2
I - (I [ 2)- (X0 eet)-( I
V€V veEV)

%= (Vhl,)- (
égalité : |m - a | [9],,, ce qui permet d’écrire :
FY'U = (V |a2|'u) ) (
veV VEV li=1
On a pris soin de passer au carré, ce qui permet d’utiliser la formule du produit

1 - m,»!
v UGy

h Ta r
- ml'
H (27r)mi+1
v
pour chaque place archimédienne v. Finalement, on a :
T

pour a? et d’écrire :

M- (11

veV vEVo

r

H mil
(2r)mitl

=1

2). H |a2|;1%2
v

vEVs
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Troisiéme étape (non archimédienne). — Usage de structures entieres.

Nous ne détaillerons pas cette étape, mais c’est la plus longue et la plus tech-
nique. Il s’agit de voir que le produit aux places finies Hvevf(|a2|;1 702) est égal A
la contribution des discriminants. Dans un premier temps, G. Prasad montre qu’aux
places v € V; ou ¢ est déployé sur I'extension non ramifiée maximale de k,, on a :
|a2|v = ~2 (la constante « réalise la normalisation locale en v dans la définition de
la mesure de Tamagawa). Il reste & considérer ensuite les places v (en nombre fini)
ol ¥ ne se déploie sur aucune extension non ramifiée de k, ; dans ce cas, il faut faire
des ajustements de bases de Chevalley pour obtenir des formes volumes explicites.
Les distinctions de cas sur le type des systémes de racines apparaissent & cet en-
droit, et les valeurs absolues des discriminants s’expriment en termes des constantes
d’ajustement. O

1.4. Volumes des sous-groupes parahoriques

Le second résultat intermédiaire [49, Proposition 2.10] reléve d’une partie assez
subtile de la théorie de Bruhat-Tits (les structures entiéres associées aux facettes
d’un immeuble [16]). Nous travaillons ici avec les points rationnels de G sur une
complétion non archimédienne fixée k,. Un des arguments pour le théoréme ci-dessous
est de calculer des indices pour des inclusions de sous-groupes d’Iwahori dans des sous-
groupes parahoriques, en se ramenant a des indices pour des inclusions analogues
de groupes algébriques finis. Cela se fait grace aux structures entiéres associées aux
facettes des immeubles de G et ¥ sur k,. Soit I, (resp. .%,) un sous-groupe d’Iwahori
de G (resp. ¢) contenu dans P, (resp. &%,) : on note Gy, (resp. 94,) le schéma en
groupes sur &, qui lui est associé par la théorie de Bruhat-Tits (1.1).

Voici un cas trés simple. Dans SL,(Q,), un exemple de sous-groupe d’Iwahori est
donné par exemple 'image réciproque .#, du groupe B,(Z/pZ) (des matrices n X n
triangulaires supérieures & coefficients dans Z/pZ) par ’homomorphisme de réduction
SLn(Z,) — SLn(Z/pZ). La mesure de Tits p, (1.1) sur SL,(Q,) est la mesure de
Haar pour laquelle .#, est de volume 1. On a alors : pp (SLp(Zp)) = [SLn(Zy) : H0] =
[SL.(Z/pZ) : B,(Z/pZ)]. Ce dernier indice est le cardinal d’une variété de drapeaux
finie, et peut se calculer par décomposition de Bruhat dans SL,,(Z/pZ).

THEOREME 1.4. — En notant | w | la mesure de Haar associée a une forme extérieure
invariante de degré maximal w sur un groupe de Lie, on a dans notre situation :

* 1\ _ #Tv(”v) N #Mv(”v)
Vol(L, yo- [ wy [) = g, 3 (ro+dim(4.)) et Vol lwy ) = g, 3 (@m(M,)+dim(4.,))
Preuve (esquisse). — La preuve est une jolie combinaison de 'usage d’une formule

de volume en termes de structure entiére de forme extérieure de degré maximal,
de l'usage de structures entiéres pour les sous-groupes parahoriques et de comptage
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dans les groupes réductifs finis. Les deux premiers arguments permettent de faire une
comparaison de mesures avec le cas quasi-déployé, connue sans doute de bien des
spécialistes de formes automorphes : les techniques sont similaires & celles qu’utilise
R. Kottwitz [35, Theorem 1] quand il travaille avec les mesures d’Euler-Poincaré
(2.2). On va aussi utiliser plusieurs fois le fait que le cardinal d’un radical unipotent
de dimension d sur un corps fini de cardinal ¢ est égal & q<.

Premiére étape. — Compatibilité de mesures sur G(k,) et (k).

Puisque le corps résiduel k, est fini, un théoréme de R. Steinberg implique que
le groupe G se quasi-déploie sur k5 [63]; autrement dit, G et ¢4 sont isomorphes
sur k¥ et donc dim(7,) = dim(T,) = kM-rg(G) = k*-rg(%). On dispose aussi
d’un isomorphisme ¢, : G — ¢ défini sur kJ* tel que pour tout o € Gal(kp*/k,)
'automorphisme ¢, ! 0 “¢, de G soit intérieur. En outre, w} = ¢ (w,) est définie sur
k. Notons 673" ’anneau de valuation de k" ; alors les groupes Gy, (O5") et 95, (O8)
sont encore des sous-groupes d’Iwahori de G et ¢4, respectivement. Par conjugaison de
ces sous-groupes, on se ramene a avoir ¢, (Gy, (O8F)) = Y4, (O2), quitte & composer
¢, par un automorphisme convenable. On en déduit que ¢, est défini sur &,". Ceci
prouve, voir la preuve de [49, Prop 2.3], que

wil(L) = Fielm) 1),

#?U(ﬁv)
Deuziéme étape. — Comptage de points dans les groupes finis.

En ce qui concerne les sous-groupes parahoriques P, et &2, on déduit de la formule
|w: I (Pv) _ [Pv : Iv] . #T,,(K,,)
. . I Wy l (‘@v) [yv : j’u] #?U(K/v)
M, et .#, des fibres spéciales des structures entieres de P, et £?,, et en introduisant
des sous-groupes de Borel B, et %, on obtient : [P, : I,] = [M,(k,) : B,(k,)] et

(P, : A = [My(Ky) : By(ko)], ce qui permet d’utiliser la structure des groupes

ci-dessus que : . En passant aux facteurs de Lévi

réductifs pour calculer des indices de sous-groupes d’Iwahori dans des sous-groupes
parahoriques.

Par ailleurs, une formule bien connue pour les nombres de Tamagawa [44, 1.2.5],
appliquée & £, fournit :

! Cy Wy | (gv) = #Z(Hv) : qv_dim(Z)-

Alors on peut écrire :

_ #T,(ky) ‘ | cv-wy | (Py) _ #T, (ko) ' #B (ko)
#71)(51;) [4@11 : jv] #?v(fﬂv) quim(Z) '

Ce qui permet de passer de cette égalité aux formules de I’énoncé est essentiellement

| cv-wy | (1)

le fait que la dimension d’un groupe réductif fini est la somme de la dimension d’un
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tore maximalement déployé et de deux fois la dimension du radical unipotent d’un
sous-groupe de Borel. O

1.5. Stratégie du calcul

Rappelons tout d’abord deux résultats généraux, et en quelque sorte complémen-
taires, concernant les inclusions de groupes obtenues en évaluant un k-groupe algé-
brique donné sur divers anneaux définis & partir de k (tels que k lui-méme, des anneaux
de S-entiers de k, les adéles Ay de k). Le théoréme de Mostow-Tamagawa, contem-
porain du théoréme de Borel-Harish Chandra [7], traite de l'inclusion du groupe des
k-points dans le groupe des points adéliques ; la version Behr-Harder traite du cas des
corps de fonctions.

THEOREME 1.5 (Borel-Harish Chandra (7], Mostow-Tamagawa [40], Behr-Harder [4],
(29])
Soit H un groupe réductif défini sur le corps global k. Alors :

(i) la mesure invariante sur H(Ag)/H(k) est de volume total fini si, et seulement
si, le groupe H n’a pas de caractére défini sur k ;

(ii) ’espace homogéne H(Ay)/H(k) est compact si, et seulement si, le groupe H est
anisotrope sur k.

La condition de (i) est automatiquement satisfaite si le groupe H est semi-simple,
et (ii) est une version adélique de ce qu’on appelle souvent le critére de compacité de
Godement. Dire que le k-groupe H est anisotrope sur k signifie qu’il ne contient pas de
tore déployé sur k non trivial. L’anisotropie a une interprétation plus concrete quand
on travaille avec un corps local plutét qu’un corps global : le groupe H est anisotrope
sur un complété k, (archimédien ou non) si, et seulement si, le groupe topologique
H(k,) est compact (pour le cas réel, c’est un résultat d’E. Cartan; pour le cas non
archimédien, voir [56] ou [48]).

Dans la situation précédente, on a considéré le plongement diagonal (discret) du
groupe H(k) dans le groupe adélique H(A}), produit restreint [], H(k,) des points
rationnels de H en toutes les complétions de k. Le résultat suivant se place dans la
situation ou I’on considere le sous-groupe H(k) - [T,cs H(ky) de H(Ay), produit du
sous-groupe diagonal H(k) avec un nombre fini de facteurs H(k, ), v€ S. Par rapport
a la situation précédente, si le produit [],cg H(k,) est non compact, i.e. s’il contient
un facteur isotrope, alors ’inclusion change compléetement de nature topologique.

THEOREME 1.6 (Approximation forte — M. Kneser, V. Platonov, G. Prasad et autres)
Soit H un groupe presque simple simplement connexe défini sur le corps global k.

Soit S un ensemble de places tel que [],cs H(ky) soit non compact. Alors le groupe
H(k) - [Toes H(ky) est dense dans H(Ay).
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Une preuve élégante de ce théoréme, utilisant une définition dynamique des sous-
groupes paraboliques et valable en toute caractéristique, est donnée dans [47].

Nous pouvons maintenant esquisser la preuve de la formule du covolume au moyen
de ces quelques rappels et des deux sous-sections précédentes. Nous en utilisons
d’ailleurs librement toutes les notations.

Preuve de la formule du covolume (esquisse). — Nous sommes en position d’appli-
quer le théoréme d’approximation forte. On a :

G(Ax) =Gs- [[ P. - G(k).
vgS

Notons  ps:Gs-[[,gs Pv > Gs la  projection associée a S et
A = ps((Gs-Ilugs P) N G(k)) le sous-groupe S-arithmétique principal de Gg
qu’elle permet de définir. Composons ’isomorphisme d’approximation forte :

G(AW/G(k) = (Gs - [] P)/ | (Gs- ] P.)nGk)

vgS vgS

avec ’homomorphisme surjectif

Gs-TI P/ | Gs- TIP)NG®) | —Gs/A,

vgSs vgS

afin d’obtenir une fibration principale G(A)/G(k) — Gs/A de fibre compacte
[Iogs Py- Prenons alors la mesure adélique du premier espace homogene :

wak) (G(AR)/G(k)) = wi(Gs/A) - [] wi(P)-
vg€S
En se rappelant la définition du nombre de Tamagawa de G sur k, & savoir que
Pon a 7%(G) = Dy~ 24m(&) -wa(k)(G(Ak)/G(k)), nous obtenons :
w§(Gs/A) = D™ . 7(@) - [T wi(P) ™"
vgS

Rappelons que la normalisation qui permet de déduire la mesure pg de wg est la
suivante :

ns(@s/A) = (] leolo) - (I] @)™ - w5(Gs/A).

V€V vESy

Ainsi, en reprenant la notation v, =|¢y|» (1.1), nous obtenons :

ns(Gs/A) = Dz . 1 (G) - ([Tves w*(l;lv)j"/“()lj[vgs wy(Py))
veSy Wylly v v\* v

en vertu de ce qui précede.
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Travaillons enfin sur le produit des trois derniers facteurs. En faisant apparaitre les
facteurs +y, aux places finies et en les compensant au dénominateur, nous obtenons :

]._IveVoo Yo — HvGV Yo .
(IMves, ws (1) - ([Togswi(Po))  (TTves; Yows (1)) - (TTogs Yowy (Po))

1
35(%9) r m!
. . il
Le numérateur du membre de droite vaut ( Dk{‘f"“]) eIVI I I1 @yt
VEV li= v

par le théoréme 1.3. Pour le dénominateur, c’est-a-dire pour le facteur eulérien de la

D,

formule, il reste & appliquer les formules du théoréme 1.4. O

2. FAUX PLANS PROJECTIFS : ARITHMETICITE

Dans cette section, on présente les faux plans projectifs et on esquisse la preuve
du fait que le groupe fondamental d’une telle surface complexe est un sous-groupe
arithmétique du groupe des isométries PU(2, 1) de (BZ, gnyp) (2.3). Nous faisons aussi
quelques digressions sur le comptage des variétés localement symétriques générales
(2.2), ce qui nous sera utile pour la derniére partie de ce rapport.

2.1. Géométrie des faux plans projectifs

Présentons d’abord les variétés complexes qui nous intéressent, en partant de condi-
tions tres faibles, c’est-a-dire topologiques, dans la définition.

DEFINITION 2.1. — Un faux plan projectif est une surface analytique complexe lisse,
compacte et avec les mémes nombres de Betti que P2(C), mais non homéomorphe a
celui-ci.

Historiquement, F. Severi a conjecturé qu’une surface complexe homéomorphe a
P2(C) doit lui étre isomorphe en tant que variété algébrique. Cette conjecture n’a été
démontrée qu’apres les travaux de S.-T. Yau concernant I’existence de métriques de
Kéhler-Einstein sur les variétés compactes & premiere classe de Chern négative (preuve
de la conjecture de Calabi [70]). On a d’ailleurs le renforcement suivant : une surface
compacte avec les mémes nombres de Betti que le plan projectif est isomorphe & P?(C)
dés lors que son groupe fondamental est fini [3, V.1]. Quelques années plus tard,
D. Mumford a introduit les faux plans projectifs comme dans la définition ci-dessus
[41, Introduction] et a construit un exemple explicite, mais issu d’un raisonnement
assez détourné (3.5). Il s’agit de belles surfaces complexes dans la mesure ou elles
cumulent les propriétés d’étre algébriques et localement symétriques; en outre, ce
sont des surfaces de type général de caractéristique d’Euler topologique minimale.
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Donnons-nous maintenant un faux plan projectif X. Par hypothése, la caractéris-
tique d’Euler topologique Xtop(X) de X vaut 3 et n’est autre que la classe de Chern
c2(X) puisque X est compacte; autrement dit : c(X) = 3. Concernant les classes
caractéristiques de X, la formule de Todd-Hirzebruch (formule de Noether), implique
d’ailleurs :

a2(X) + c2(X) € 12Z,
soit
* c12(X) = —3 modulo 12.

En outre, une égalité formelle entre classes caractéristiques [30, 4.6.1] implique
que ¢;2(X) — 2¢2(X) n’est autre que la classe de Pontryagin p; (X), et une égalité de
cobordisme (formule de Thom-Hirzebruch [30, 8.2.2]) fournit :

p1(X) = 37(X),

ou 7(X) est la signature de X, c’est-a-dire la signature de la forme d’intersection
H2(X,R) x H2(X,R) — H4(X,R). Etant donné que by(X) =1, on a 7(X) = £1, et
finalement :

(**) c1%(X) = 6 + 3 x signe(1(X)).

En combinant (*) et (**), on en conclut que ¢;2(X) = 9, ce qui implique que X
est une variété projective.

Remarque 2.2. — Dans le méme registre, essentiellement grace a la formule de Noe-
ther et a la formule d’adjonction, on peut prouver qu’une surface algébrique, avec les
mémes nombres de Betti que P?(C) et de fibré canonique négatif ou nul, est isomorphe
3 P?(C) [25, pp. 487-488].

Désormais, nous allons plutét voir un faux plan projectif sous le point de vue de
la géométrie différentielle, c’est-a-dire comme une variété localement symétrique.

2.2. Finitude non quantitative : un premier usage de la rigidité

Une premiére fagon d’utiliser les outils de la théorie des réseaux de groupes de Lie
pour étudier les faux plans projectifs consiste & prouver que les classes d’isomorphisme
de ces surfaces sont en nombre fini. Nous allons expliquer que c’est une conséquence
d’un théoréme de H.-C. Wang et du théoreme de rigidité forte de Mostow.

THEOREME 2.3 (H.-C. Wang). — Soit G un groupe de Lie sans facteur compact, non
localement isomorphe a SLa(R) ou SLy(C). On fize une mesure de Haar sur G. Pour
tout nombre réel C > 0, il n’existe qu’un nombre fini de classes de conjugaison de
réseauz irréductibles de G dont le covolume soit magjoré par C.
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Remarque 2.4. — L’énoncé de [67, 8.1] est erroné car il n’exclut pas les groupes
localement isomorphes & SLy(C), comme cela est signalé dans [6, 8.3]. L’interpréta-
tion en géométrie hyperbolique de dimension 3 éclaire cette derniére situation (4.3).
A. Borel, en étudiant dans [loc. cit.] les valeurs de la fonction volume sur les variétés
riemanniennes couvertes par des espaces (HZ%)™ x (H)™, rectifie ’énoncé. 1l utilise
notamment la notion de réseau irréductible (i.e. & projections denses sur les facteurs
simples), voir [23, 13.4] et (4.4).

La démonstration est une astucieuse combinaison du théoréme de rigidité locale
de Calabi-Weil, de P’existence d’une présentation finie pour les réseaux des groupes
de Lie connexes [67, 7.1] et du principal argument, di & D. Kazhdan et G. Margulis,
prouvant I’existence d’une borne inférieure strictement positive sur le covolume des
réseaux d’un groupe de Lie semi-simple donné.

Preuve (esquisse). — Précisément :

(i) un théoréme de Weil dit que les petites déformations de I’inclusion d’un réseau I'
dans G sont des conjugaisons de I' (voir [53, 6.7] et [37, VIL.5.25] pour les énoncés
précis) ;

(ii) un théoréme de Kazhdan-Margulis fournit un voisinage, disons U, de I’élément
neutre 1¢ tel que pour tout sous-groupe discret A de G on ait gAg~ ' NU = {1¢}
pour un g € G convenable [53, 11.8].

On raisonne par I’absurde. Par compacité, et au prix de quelques extractions, on
dispose d’une suite {I', } >0 de réseaux de G, deux & deux non conjugués, intersectant
trivialement U et tels que :

1. la suite des covolumes {Vol(G/I'»)}n>0 est convergente, de limite b > 0;

2. la suite {I'y, }n>0 est convergente pour la topologie (compacte) de Chabauty sur
les sous-groupes fermés de G [13, VIIL5).

Notons I' le sous-groupe limite : en utilisant U on voit que I' est discret dans G. Par
semi-continuité du covolume [53, 1.20], on a : Vol(G/T') < b. En particulier I" est un
réseau ; il admet donc une présentation finie, disons de générateurs h(9), 1 < i < 7,
et de relateurs w;(h(V), R .. h(M) 1 < j < s. Par définition de la convergence de
Chabauty, on a des suites {hg)}nzo, avec hgf) € T',, telles que lim,_, hsf) = h9,
Pour n assez grand, les mots w;(h(), A .. A(") sont dans ', NU = {1}, ce qui
permet de définir une suite d’homomorphismes r,, : I' — TI',, qui converge (dans la
variété des homomorphismes de I dans G) vers l'inclusion I' C G. Par rigidité locale,
pour n assez grand ’homomorphisme 7, est une conjugaison. Ceci implique que la

suite {,\X) ‘ﬁ(GG/P?) = V:}éﬁé;}(g))}n;o est une suite stationnaire de nombres entiers

positifs, de limite %@ > 1. Ainsi Vol(G/T') = b et donc [I', : 7,(I')] = 1 pour n
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assez grand. Ceci implique que les sous-groupes I';, sont conjugués entre eux & partir
d’un certain rang : contradiction. O

Revenons a la géométrie différentielle et donnons-nous un espace symétrique X de
type non compact sans facteur euclidien, i.e. dont le groupe d’isométries H = Isom(f )
est semi-simple, sans facteur compact. La variété X est & courbure sectionnelle <0,
donc est contractile. Soit X une variété revétue par X. Par le lemme de point fixe
de Bruhat-Tits [15, 3.2], di a E. Cartan pour les espaces symétriques, le groupe
fondamental I" de X (agissant librement sur X } est sans torsion ; on peut donc parler
de sa caractéristique d’Euler-Poincaré x(T') et on a x(I') = x(X). En fait, il est possible
et tres utile de définir la caractéristique d’Euler-Poincaré x(I") d’un réseau quelconque
I' de H, en posant : x(I') = [’%ﬁl] ou A est un sous-groupe d’indice fini sans torsion
de T (un tel sous-groupe existe car I' est de type fini et linéaire en caractéristique 0 :
c’est le lemme de Selberg).

Comme dans la formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces, il y a un lien entre
volume et caractéristique d’Euler-Poincaré. Etant donné un groupe de Lie réductif
connexe H, il existe une unique mesure invariante p sur H (éventuellement nulle)
telle que pour tout sous-groupe I' discret, cocompact et sans torsion de H, on ait :
x(T) = u(H/T') [58, §3]. On parle de mesure d’Euler-Poincaré pour H ; cette mesure
est non nulle si, et seulement si, le rang de H est égal au rang de ’algebre de Lie d’un
sous-groupe compact maximal de H.

Le probléme de comptage des faux plans projectifs est un probléme de comptage
de variétés localement symétriques a caractéristique d’Euler fixée. Par le paragraphe
précédent, ce probléme se généralise en celui de compter des variétés localement symé-
triques & volume normalisé majoré. Le théoreme de H.-C. Wang ci-dessus assure que
dans H, il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de groupes fondamentaux
de variétés localement symétriques revétues par X et de volume (normalisé) majoré
par une constante donnée. Le théoréme fondamental qui permet de passer du type
d’homotopie au type d’isométrie d’une variété localement symétrique est le théoreme
de rigidité forte de G.D. Mostow [39] :

THEOREME 2.5 (G.D. Mostow). — Soient X, X' des wvariétés localement symé-
triques complétes & courbure < 0, de dimension > 3, de méme volume fini et
irréductibles. On suppose qu’il existe un isomorphisme abstrait m(X) ~ m1(X').
Alors X et X' sont isométriques.

Revenons enfin aux faux plans projectifs et donnons-nous X et X’ deux telles
surfaces non isomorphes en tant que variétés algébriques. La structure complexe d’un
espace symétrique hermitien étant naturellement associée a la métrique riemannienne,
on peut voir X et X’ comme des variétés de méme volume (car x(X) = x(X’) = 3),
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toutes deux revétues par BZ, mais non isométriques. Par rigidité de Mostow, cela
fournit deux réseaux (cocompacts, sans torsion) de PU(2, 1), de méme covolume mais
non isomorphes (en particulier non conjugués). Le théoréeme de H.-C. Wang implique
donc la finitude du nombre de classes d’isomorphisme de faux plans projectifs.

Remarque 2.6. — Dans [3, V.1.2], un argument de composantes connexes de schéma
de Chow est donné pour prouver la finitude des classes d’isomorphisme de faux plans
projectifs, mais il faut commencer par utiliser le théoréme de Calabi-Vesentini qui
a été la motivation du théoréme de rigidité locale d’A. Weil. Nous avons choisi un
traitement relevant complétement des réseaux de groupes de Lie car c’est le bon
contexte pour les comptages géométriques qu’on veut présenter en 4.3 et 4.4.

L’article de G. Prasad et S.K. Yeung [50] fournit une version quantitative trés pré-
cise de cette finitude. Le point de départ est bien entendu le lien entre caractéristique
d’Euler et covolume du groupe fondamental. Pour étre effectif, il s’agit de calculer
précisément le covolume en question, et c’est ce qui est permis par la formule de 1.2.
Mais il faut auparavant s’assurer que le groupe fondamental d’un faux plan projectif
est un groupe arithmétique. C’est ce qui a été prouvé indépendamment par B. Klin-
gler et S.K. Yeung. Jusqu’a la fin de cette section, nous allons revenir rapidement sur
la démonstration de ce fait.

2.3. Arithméticité du groupe fondamental

Commengons par rappeler ce qu’est un réseau arithmétique dans un groupe de Lie
réel.

DEFINITION 2.7. — Un réseau I' d’un groupe algébrique réel semi-simple G est dit
arithmétique s’il existe un sous-groupe algébrique H d’un groupe SL,,, défini sur Q,
et pour lequel il existe un homomorphisme p : HR) — G surjectif, & noyau compact
et tel que I' et p(H(Q) N SL,,,(Z)) soient commensurables.

La réduction de la preuve de 'arithméticité d’un groupe discret a celle de diverses
super-rigidités, aujourd’hui classique, est une des plus belles idées des travaux de
Margulis sur les réseaux de groupes de Lie [37, IX.2]. Rappelons aussi ce qu'est la
super-rigidité, et pour cela revenons justement & la rigidité de Mostow (2.2). Voyons
I’isomorphisme de groupes fondamentaux 7 (X) ~ 71 (X’) comme une représentation
linéaire de 71(X) dans le groupe de Lie Isom(f "), ot X' est le revétement universel
de X'. Le groupe Isom(f ') est un groupe algébrique réel, disons H, adjoint (et simple
vu Phypothése d’irréductibilité faite sur X'). La fleche ¢ : m1(X) — H(R) ainsi
obtenue est d’image discrete, mais surtout elle est non compacte pour la topologie
forte et dense pour la topologie de Zariski. La densité pour la topologie de Zariski des

sous-groupes fermés de covolume fini est non triviale, c’est un théoréme d’A. Borel
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(une jolie preuve mesurable de cela est due & H. Furstenberg [72, 3.2]). Bref, on peut
se placer dans une situation plus générale : on considére des homomorphismes de
groupes ¢ : I' - H(F), ou I est un réseau des points réels d’'un R-groupe algébrique
simple G, ou H est un groupe algébrique simple adjoint défini sur un corps local F
(archimédien ou non) et ol I'image ¢(I") est Zariski-dense, mais non nécessairement
discrete. On dit que Pinclusion du réseau I' dans G(R) est super-rigide si pour toute
fleche ¢ : I' — H(F') d’image Zariski-dense, ou bien ¢(I") est relativement compact, ou
bien F' est archimédien et ¢ se prolonge en un homomorphisme de groupes algébriques
G — H. Si seule 'arithméticité est en vue, on peut en réalité se limiter & prouver que
certaines fleches bien spécifiques vers des formes de G sont super-rigides.

Expliquons maintenant pourquoi la géométrie hyperbolique complexe est le cas li-
mite (et encore ouvert) de bien des résultats de théorie des groupes et de géométrie.
Tout d’abord, les résultats de super-rigidité de Margulis sont valides en rang supérieur,
ce qui implique que du point de vue de I'arithméticité, le cas des réseaux (irréduc-
tibles) de tous les groupes de Lie de rang > 2 est élucidé. Il reste donc le cas des
espaces symétriques de rang 1, c’est-a-dire des espaces hyperboliques. Pour ceux-ci,
on peut constater toute une gradation de phénomeénes de rigidité et d’arithméticité,
les géométries les plus rigides étant celles des espaces hyperboliques quaternioniques
et le plan des octaves de Cayley (il s’agit des géométries de rang 1 dont le groupe d’iso-
métrie posséde la propriété (T) de Kazhdan [72, §7]). Dans ce cas, les réseaux sont
super-rigides (donc arithmétiques) d’apres K. Corlette [21] pour le cas archimédien
et d’aprés M. Gromov et R. Schoen [28] pour le cas non archimédien. Contrairement
au cas du rang supérieur, les techniques ne sont pas ergodiques mais font appel a
la notion d’application harmonique [45]; on y reviendra (2.4 et 2.5). Le fait que la
courbure sectionnelle soit constante en géométrie hyperbolique réelle rend assez fa-
ciles les recollements de variétés modelées sur ces espaces. C’est ce qui a permis a
M. Gromov et I. Piatetski-Shapiro d’utiliser une ingénieuse technique d’hybridation
de (demi-)variétés hyperboliques arithmétiques & bord, construites & partir de réseaux
non commensurables. Le résultat est la preuve de ’existence, en toute dimension, de
variétés completes de volume fini & courbure —1 et & groupe fondamental non arith-
métique [27].

Il reste donc le cas des espaces hyperboliques complexes (B, ghyp) qui sont encore
difficiles & comprendre finement (voir toutefois [24]). Aussi bien du point de vue de la
théorie des groupes que de la géométrie, ces espaces soulevent beaucoup de questions
et de problémes. Par exemple, les hyperplans médiateurs ne sont pas totalement géo-
désiques, mais surtout la géométrie riemannienne de ces espaces est compliquée par le
fait que la courbure sectionnelle n’est pas constante (du point de vue des groupes de
Lie, le systéme de racines de PU(n, 1) est non réduit). Les recollements sont beaucoup
plus difficiles et d’ailleurs la question de I’existence de variétés & groupe fondamental
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non arithmétique en toute dimension est largement ouverte (on ne connait de tels
exemples qu’en basse dimension [22]).

Ceci étant dit, il est bien tentant de combiner des techniques de géométrie com-
plexe avec les outils des réseaux de groupes de Lie pour approfondir la connaissance
des réseaux de PU(n, 1). Dans cet esprit, énongons maintenant la conjecture de J. Ro-
gawski [54], qui est le fil conducteur de beaucoup de travaux portant sur les groupes
fondamentaux de surfaces hyperboliques complexes.

CONJECTURE 2.8 (J. Rogawski). — Soit X une surface algébrique compleze revétue
par la boule hyperbolique compleze BZ. On fait les hypothéses cohomologiques sui-
vantes :

— le premier nombre de Betti bi(X) est nul;

- on a dimq (H"'(X) NH*(X,Q)) = 1.
Alors le groupe fondamental de X est un sous-groupe arithmétique du groupe de Lie
réel PU(2,1) et il se construit ¢ partir d’une algébre da division involutive de dimen-
sion 3 sur Q.

L’idée générale qui sous-tend cette conjecture est qu’il faut faire des hypotheses
supplémentaires et définir certaines classes spécifiques de réseaux hyperboliques com-
plexes pour espérer prouver des résultats d’arithméticité. Les hypothéses sont de na-
ture cohomologique. Par exemple, ’annulation du premier nombre de Betti peut étre
vue comme une version faible de la propriété (T) de Kazhdan, qui elle-méme est
équivalente a ’annulation de la 1-cohomologie a coefficients dans toute représenta-
tion unitaire du groupe considéré. Le résultat le plus frappant dans cette direction
est bien entendu celui des faux plans projectifs, dii indépendamment & B. Klingler
[34] et S.K. Yeung [71]. Chacun de ces auteurs isole dans son travail d’intéressants
résultats intermédiaires. Voici donc le résultat qui va étre ’objet des deux prochaines
sous-sections.

THEOREME 2.9 (B. Klingler et S.K. Yeung). — Soit X un fauz plan projectif et soit
I' son groupe fondamental. Alors T' est un sous-groupe arithmétique de PU(2,1).

Remarque 2.10. — Finissons par mentionner un autre domaine reliant théorie des
groupes discrets et géométrie complexe : I’étude des groupes de Kéahler, c’est-a-dire des
groupes fondamentaux de variétés kihlériennes compactes (pour lesquels la premiere
question ouverte est de savoir s’ils forment une classe plus vaste que celle des groupes
fondamentaux de variétés projectives). Les problémes sont un peu différents puisque
D. Toledo construit dans ce cadre des groupes de type fini non linéaires (car non
résiduellement finis). Une référence est [1], mais elle ne rend pas compte de travaux
récents de F. Campana, Th. Delzant, M. Gromov...
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Désormais, nous nous intéressons essentiellement aux super-rigidités du groupe
fondamental I' d’un faux plan projectif X.

2.4. Super-rigidité archimédienne du groupe fondamental

Dans cette partie, il s’agit de travailler sur des représentations linéaires de I' &
valeurs dans les points d’un groupe algébrique archimédien qui est une forme du
groupe PSL3. En effet le groupe I' est un sous-groupe de PU(2, 1), et ce groupe de Lie
simple est de type As. En fait, la partie archimédienne des super-rigidités qui nous
intéressent est la suivante :

Soit X wun fauz plan projectif. Soit p : w1 (X) — PSL3(C) une représenta-
tion d’image Zariski-dense. Alors p se prolonge en une représentation algébrique
PU(2,1) — PSL;.

On va voir que cette situation ressemble un peu a celle ou ’on regarde un réseau
d’un groupe de Lie simple et ou ’on cherche & le déformer dans un groupe de Lie plus
gros (par exemple, le résultat n’est pas le méme suivant qu’on déforme un réseau de
SO(n, 1) dans SO(n+1,1), ou un réseau de SU(n, 1) dans SU(n+1,1)). Cependant, le
probléme n’est pas ici de démontrer des résultats de rigidité, mais plutot de controler
les déformations en distinguant au départ une bonne classe de représentations des
groupes de Kahler ; cette classe de représentations provient de la théorie de Hodge.

Plus précisément, B. Klingler [34, § 3] utilise des domaines de Griffiths [26]. I s’agit
d’espaces homogenes G/V ou G est le groupe unitaire d’un C-espace vectoriel H de
dimension finie muni d’une forme hermitienne h, et ol V' est un sous-groupe compact,
en fait le stabilisateur d’une somme directe H = @, cz H" sur les termes de laquelle
h est un produit scalaire hermitien (au signe preés). En termes de théorie de Lie, on
associe & H = @, ¢z H" un drapeau. Le groupe de Lie complexe Q¢ stabilisateur de
ce drapeau est un sous-groupe parabolique du groupe de Lie complexifié G¢ et Vc est
un facteur de Lévi de Q¢. L’espace D = G/V est la base d’une fibration G/K — G/V
ol K est un sous-groupe compact maximal de G bien déterminé par V'; c’est aussi
la source d’un plongement ouvert D < D ol D est la variété de drapeaux Gc/Qc.
Si M est une variété kihlérienne compacte, une représentation de Hodge de (M)
dans H est une représentation p : 71 (M) — G munie d’une application holomorphe
p-équivariante f : M — D, de source le revétement universel M de M et satisfaisant
3 une certaine condition de transversalité (on aurait pu aussi adopter le point de vue
des variations de structures de Hodge complexes sur M).

L’intérét des représentations de Hodge a été mis en avant par les travaux fonda-
mentaux de C. Simpson selon lesquels toute représentation de groupe fondamental
d’une variété projective peut étre déformée en une telle représentation [59, §4]. C’est
A. Reznikov qui, semble-t-il le premier, a pensé & utiliser la théorie de C. Simpson
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pour la conjecture de J. Rogawski [54]. A ce stade, il reste & comprendre les représen-
tations de Hodge dans les cas particuliers qui nous intéressent. B. Klingler, plutét que
de faire des calculs de fibrés de Higgs comme A. Reznikov, a introduit les domaines
de Griffiths, ce qui lui permet de prouver les résultats suivants [34, Proposition 3.3] :

PROPOSITION 2.11. — Soit X une surface projective satisfaisant les hypothéses de la
conjecture de Rogawski, de groupe fondamental T et de revétement universel X.

(i) Soit p : T' — PU(p,q) une représentation de Hodge avec p + q = 3. Alors,
ou bien p est unitaire, ou bien son image est conjuguée a PU(2,1) dans PSL3(C).
Dans ce dernier cas, il existe une application holomorphe, localement immersive et
p-équivariante de X vers B%,.

(ii) Si le revétement universel X est BZ et si le groupe de Néron-Severi modulo
torsion HY1(X) N H2(X, Z)/tors est engendré par la classe de la métrique de Kéhler
a courbure sectionnelle holomorphe constante égale a —2, alors p est conjuguée dans
PSL3(C) & Vinclusion naturelle I' — PU(2,1).

Pour l’instant, nous n’avons pas fait d’hypothése de densité de Zariski concernant
l'image des représentations I' — PSL3(C). L’étape suivante fait justement cette hy-
pothése [34, Proposition 3.4] : si X est un faux plan projectif et si I' — PSL3(C)
est Zariski-dense, alors la représentation est rigide dans ’espace de représentations
Hom(T', PSL3(C)), i.e. toute déformation de cette représentation est une conjugaison
[53, VI]. Pour la super-rigidité archimédienne, on conclut alors de la fagon suivante.
Si X est un faux plan projectif et si I' — PSL3(C) est Zariski-dense, alors cette re-
présentation se déforme (par Simpson) sur une représentation de Hodge ; mais comme
elle est rigide par ce qui précede, elle est elle-méme de Hodge. Par le point (ii) de la
proposition 2.11, elle se prolonge en une représentation algébrique PU(2,1) — PSLs.

2.5. Super-rigidité non archimédienne du groupe fondamental

La partie non archimédienne des super-rigidités qui nous intéressent est la suivante :

Soit X un faux plan projectif. Soient F' un corps local et G une forme sur F de
PSL3. On se donne p : m(X) — G(F) une représentation d’image Zariski-dense.
Alors p est d’image relativement compacte dans G(F').

Remarque 2.12. — Dans les groupes algébriques non archimédiens, il n’y a pas de
contradiction pour un sous-groupe entre étre relativement compact et étre Zariski-
dense, comme l'illustre I'inclusion de SL,(Z,) dans SL,(Q,). Dans les points réels
d’un groupe algébrique défini sur R, les semi-groupes compacts ne sont jamais denses
pour la topologie de Zariski.
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La principale technique est celle des applications harmoniques & valeurs dans des
espaces singuliers, qui a été inaugurée par M. Gromov et R. Schoen [28]. L’idée est
de considérer les applications p-équivariantes du revétement universel X vers I'im-
meuble de Bruhat-Tits A de G sur F. L’immeuble affine A admet une métrique pour
laquelle il est complet et & courbure < 0 (techniquement, on parle d’espace complet,
géodésique et CAT(0) [14], en référence semble-t-il & Cartan-Alexandrov-Toponogov).
Alors qu'ils sont originellement définis par Bruhat-Tits & partir des tores F-déployés
maximaux de G, on peut caractériser métriquement les appartements de A comme
les sous-espaces plats (i.e. isométriques & des espaces euclidiens) maximaux de A;
c’est une analogie de plus avec les espaces symétriques du cas archimédien. On définit
sur ’espace des applications p-équivariantes X — A localement lipschtziennes, une
fonctionnelle d’énergie, qui est convexe parce que l’espace but est & courbure < 0.
L’hypothese de Zariski-densité de 'image de p implique I’existence d’une application,
disons f, qui est p-équivariante, lipschitzienne et qui minimise localement 1’énergie :
une telle application est dite harmonique. Dans le cas d’un espace d’arrivée lisse, on
retrouve la définition différentielle classique [45]. Quand on suppose que p est non bor-
née, application f est non constante, hypothése sous laquelle on travaille désormais
afin d’aboutir a une contradiction.

Voici maintenant une notion propre au cas ou ’espace d’arrivée est singulier. Un
point de = € X est dit régulier pour f s'il admet un voisinage U tel que f(U) soit
contenu dans un appartement de A, sinon il est dit singulier. On note R(f ,p) le lieu
des points réguliers pour f. C’est une partie ouverte dans X et stable par I'. On note
R(X, p) I'image de R(X ,p) dans X : d’apres [28, Theorem 6.4] le complémentaire
S(X,p) de R(X,p) dans X est de codimension de Hausdorff > 2, ce qui autorise
beaucoup de calcul différentiel classique dans cette situation.

Ce qu’on vient de décrire dans le paragraphe précédent peut étre construit sans
que X porte une structure complexe. En revanche, dans le cas (qui est le nétre) ou X
est une variété projective complexe, il existe un revétement de X, appelé revétement
spectral, dont la définition est assez technique et met en jeu le systéme des racines de
G vues comme formes affines sur un appartement. Ce revétement permet de prouver
que le lieu singulier S(X, p) est une sous-variété algébrique de X [32, Lemma 2.1].
B. Klingler travaille au début avec des surfaces complexes, non nécessairement cou-
vertes par ]BZC, mais satisfaisant les hypotheéses cohomologiques de la conjecture de
Rogawski (2.3); sous ces hypothéses plus générales, il peut démontrer que le lieu
S(X, p) des points singuliers est en fait une réunion finie de points.

En revanche, S.K. Yeung travaille dés le début avec des réseaux I' de PU(2,1),
ce qui lui permet d’utiliser une conséquence de la rigidité de Weil impliquant que le
groupe I' est contenu dans les points rationnels d’une forme H de PSL3 sur un corps
de nombres, disons K (ce raisonnement, di & A. Weil, qui consiste a déduire une
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propriété d’algébricité d’un résultat de rigidité [53, 6.6] est en quelque sorte ’ancétre
de celui qui prouve l'arithméticité & partir de super-rigidités). Il s’agit ensuite de
démontrer que I' est en fait formé de matrices & coefficients dans les entiers Ok de
K, ce qu'on appelle un réseau entier. Cette notion permet de bien comprendre le réle
de la super-rigidité non-arithmétique : le fait pour I' de ne pas étre entier dans H(K)
est équivalent & P’existence d’une place non archimédienne pour laquelle 'inclusion de
[ dans H(K,) est non bornée. Enfin, un réseau entier I' C H(Ok) est arithmétique
si le seul facteur non compact de la restriction de Weil Zx/q(H) est le facteur non
tordu, voir par exemple [72, pp. 120-121]. C’est & ce stade, pour passer de I'intégralité
a Parithméticité d’un réseau, que la super-rigidité archimédienne est utile.

Voici une partie du principal résultat énoncé par S.K. Yeung [71] (I'orateur n’a pas
eu le temps de vérifier les détails de sa preuve). On a en outre omis les énoncés portant
sur la construction arithmétique explicite du groupe fondamental, i.e. la derniere
partie de la conjecture de Rogawski (2.3).

THEOREME 2.13. — Soit I' un réseau sans torsion cocompact de PU(2,1) tel que la
surface X = T'\ B satisfasse auz hypothéses de la conjecture de Rogawski. Alors T’
est un réseau entier. Si en outre le fibré canonique Kx est positif et égal d 3 fois un
générateur du groupe de Néron-Severi modulo torsion H(X) NH2(X, Z)/tors, alors
T’ est arithmétique.

S.K. Yeung utilise le revétement spectral, et sa définition usuelle, tout au long de
son article. B. Klingler définit ce revétement p : Z — X en partant d’'un point de
vue plus naturel en géométrie différentielle [38], qui consiste & tirer en arriére le fibré
tangent de la variété cible en un fibré sur la variété de départ. Qu’est-ce que le fibré
tangent de 'immeuble A ? C’est, en gros, la donnée en chaque point intérieur & une
alcove (i.e. non contenu dans un mur) de 'unique appartement le contenant. Notons
W le groupe de Weyl sphérique de G (c’est un groupe fini, isomorphe & Z/2Z ou
au groupe symétrique .#3 suivant que G est de rang 1 ou 2; en fait, le groupe de
Weyl affine Wog est le quotient du stabilisateur d’un appartement quelconque par
son fixateur, et W est le quotient de W,g par son sous-groupe de translations). Par
la définition méme des points réguliers et le point de vue des cocycles, B. Klingler
construit un fibré plat Fr (X, p) de base R(X, p) et de fibre 1’espace vectoriel Vg sous-
jacent & un appartement, muni d’une application d’holonomie 7 : 71 (R(X, p)) — W.
Le revétement p : Z — X est le revétement de X de groupe de Galois Im(7) qui
trivialise F(X,p) = Fr(X,p) ® C; il existe naturellement sur Z une 1-forme holo-
morphe puz € HY(Z,Q, ® V) ot V = Vg ® C. Les principaux résultats sur p et uz
sont les suivants [34, Théoréme 5 et Proposition 2.3].

THEOREME 2.14. — On pose : V*.uz = {aopz :a € V*}.
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(i) Le revétementp: Z — X est non ramifié.
(ii) St le rang de G sur F vaut 2, alors H*(Z,Q}) = V*.uz.

Dans la situation de (ii), le C-espace vectoriel V est de dimension 2 car les appar-
tements de A sont des pavages du plan euclidien par des triangles équilatéraux. La
fin de la démonstration de super-rigidité non archimédienne est alors un joli raisonne-
ment de courbes elliptiques tracées sur des variétés d’Albanese. Au départ, on utilise
(ii) pour voir que la variété d’Albanese Alb(Z) = H%(Z,Q},)/H1(Z,Z) est une surface
abélienne admettant, quitte & changer le point base, le groupe .3 comme sous-groupe
d’automorphismes. Cela impose de trés fortes restrictions sur la géométrie de Alb(Z)
et permet d’aboutir a la contradiction cherchée depuis qu’on suppose que ’application
harmonique f est non constante.

Remarque 2.15. — La difficulté de la question de super-rigidité non archimédienne
qu’on vient d’aborder tient au fait que la variété X est de dimension 2 et que le rang
des groupes cibles est 2. Intuitivement, on s’attend a ce que les preuves de super-
rigidité soient facilitées dans les situations ol le groupe cible est « trop petit » par
rapport & la variété dont on considere le groupe fondamental. Le cas typique est celui
ou la dimension de la variété est supérieure au rang du groupe cible ; on dispose alors
de théorémes de factorisation (d’ailleurs utilisés par B. Klingler et S.K. Yeung quand
les immeubles de Bruhat-Tits & 1'arrivée sont des arbres [60]).

3. FAUX PLANS PROJECTIFS : COMPTAGE

Dans cette section, on explique rapidement le principe du comptage des faux plans
projectifs : on spécialise la formule du covolume de G. Prasad au cas d’une forme
anisotrope de SL3 (3.2) et on utilise des estimées issues de la théorie analytique des
nombres pour restreindre I’ensemble des corps de base possibles pour ces formes. On
évoque également des constructions précédant la classification de Prasad-Yeung (3.5).

3.1. Réduction aux groupes arithmétiques principaux

Soit X un faux plan projectif. Le principal objectif de cette sous-section est de se
mettre en position d’appliquer la formule du covolume (1.2). Une des hypothéses de
cette formule est que le groupe algébrique ambiant soit simplement connexe (au sens
des groupes algébriques) et une autre est que nous travaillions avec des groupes arith-
métiques principaux. Comme il n’est pas anodin, quand on veut calculer précisément
des covolumes, de raisonner & commensurabilité prés, nous avons besoin d’introduire
divers sous-groupes discrets. Ceci va nous conduire & utiliser des notations éventuel-
lement différentes de ce qui précede.
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Ecrivons d’abord X = II\ B%, ou IT = m;(X) est un sous-groupe discret
et cocompact de PU(2,1) = Isom(BZ,gnyp). Les groupes d’isométries des es-
paces symétriques irréductibles sont des groupes algébriques sur R simples et
adjoints (i.e. & centre trivial). En fait, le groupe algébrique qui est le revéte-
ment simplement connexe de PU(2,1) est SU(2,1), et on a une suite exacte :
1—Z/3Z — SU(2,1) — PU(2,1) — 1. Notons II image réciproque de II par I’ho-
momorphisme surjectif de cette suite exacte. Par définition d’un faux plan projectif,
on a x(IT) = 3 et par les propriétés élémentaires de la caractéristique d’Euler-Poincaré

[58, §1], on a donc : x(I) = 1.

Les résultats de la section 2 impliquent que le groupe IT est un sous-groupe arith-
métique (au sens de 2.3) de SU(2,1). En effet, méme si dans cette derniére section on
considere des fleches dont le groupe de départ est le groupe fondamental II, pour prou-
rigidités, il suffit de considérer des homomorphismes Zariski-denses de II dans les
points rationnels de formes du groupe adjoint PU(2,1). Or par Zariski-densité de
Pimage, toutes ces fleches se factorisent & travers SU(2,1) — PU(2,1). Nous sommes
donc amenés a comparer précisément le sous-groupe discret, cocompact II de SU(2,1)
a un sous-groupe arithmétique principal, c’est-a-dire pour lequel il existe un corps de
nombres k, une k-forme G de SU(2,1) et une famille P = (P,),cv, de sous-groupes
parahoriques (avec P, C G(k,)) tels que II soit commensurable G(k)N[lvev, Po-En
outre, il existe une place archimédienne vy telle que G(k,,) soit isomorphe & SU(2,1)
et que pour toute autre v € V. \ {vo} le groupe G(k,) soit compact. Par le critére de
Godement (1.5), le groupe algébrique G est donc anisotrope sur k.

Nous avons besoin de savoir que le k-groupe algébrique G peut étre décrit assez
précisément. Par la classification de J. Tits et A. Weil des groupes semi-simples [65],
une telle k-forme est donc une forme extérieure de SL3 et on a deux possibilités,
chacune faisant intervenir une extension quadratique imaginaire ¢ de k. Ou bien G
est le groupe spécial unitaire d’une forme hermitienne sur ¢2 anisotrope sur k (on
parle de k-forme de premiére espéce de SL3), ou bien G est décrit au moyen d’une
algebre a division cubique 2 munie d’une involution de seconde espéce o et de centre
¢ (on parle de k-forme de seconde espéce). Construisons maintenant un sous-groupe
arithmétique principal A & partir de cela, en construisant une famille convenable de
sous-groupes parahoriques P,, v € V. Si v est ramifiée (resp. non ramifiée) dans ¢,
on choisit un sous-groupe parahorique P, qui est normalisé par II et maximal (resp.
minimal) pour cette propriété. Alors [Tvev, Po est ouvert dans G(Ay) et le groupe
qui nous intéresse est le sous-groupe arithmétique principal A = G(k) N Hvevf P,.
Notons enfin I' le normalisateur de A dans G(k,,). Par [8, §1], on a Ng)(A) = A,
et donc I' N G(k) = A. Remarquons finalement que, puisque I' contient o:
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On vient de construire naturellement, & partir du groupe fondamental II C PU(2,1),
un sous-groupe arithmétiqgue I' C G(ky,) ~ SU(2,1) dont la caractéristique d’Euler-
Poincaré x(T') est Uinverse d’un nombre entier.

Ceci, interprété en termes de covolume, constitue une premiére contrainte de clas-
sification et de construction. On renvoie & [50, 1.2-1.3] pour plus de détails.

3.2. Application de la formule de covolume

Avec les notations précédentes, rappelons maintenant la formule du covolume (1.2),
que nous pouvons justement appliquer au sous-groupe arithmétique principal A du
groupe simplement connexe G(k,,) :

” Dy @
_ 3dim(G) | £ .
#(G(ku)/A) = Dy (o) Il

T

mi!

=1

)-’Tk(G)~g.

v

Remarque 3.1. — Des [49, 3.11], G. Prasad distingue le cas ou S = Vi par le fait
que la relation avec les fonctions L des corps de nombres est plus immédiate dans
cette situation.

Il s’agit de rendre encore un peu plus explicite cette formule dans notre situation
bien spécifique. Le groupe G est une k-forme extérieure anisotrope de SL3, ol k est
un corps de nombres totalement réel. On en déduit déja que dim(G) = 8 et que
#Vo = [k : Q] ; notons d’ailleurs d le degré de I'extension k/Q. Le groupe ¢ est lui
aussi une k-forme extérieure de SL3, mais il est de rang 1 car quasi-déployé. Nous
travaillons avec des sous-groupes arithmétiques de SU(2,1) et nous sommes dans le
cas exceptionnel de la définition du nombre s(¥) puisque le systéme de racines absolu
est de type Az (le systéme de racines relatif est BC;). Précisément, nous avons :
$(¥) = 5. Les exposants du groupe de Weyl sphérique sont m; = 1 et my = 2 [12,
V.6 et planches]. On a donc :

1

D,
2 1675

#(G k) /A) = Dy (55)F - (755)" - Tel(G) - 6.

Comme le groupe G est simplement connexe, on a 74x(G) = 1 par [35], et donc :

WGk )/A) = 2 (1—671;,7 v

Par ailleurs, par proportionnalité de Hirzebruch [30, §22], on a :

X(A) =3 /»"(G(kvo)/A)v
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donc si nous revenons a des considérations de caractéristique d’Euler-Poincaré, en
nous rappelant que x(I') = ﬁ#\% est I'inverse d’un nombre entier (3.1), nous obtenons
déja la contrainte que

doit étre I'inverse d’un nombre entier.

A ce stade, on peut ajouter que des arguments de cohomologie galoisienne avaient
permis & A. Borel et G. Prasad [8, 2.9 et 5.3-5.5] de démontrer que Iindice [I" : A]
est une puissance de 3 et qu’il est majoré par 3 fois I’ordre du sous-groupe du groupe
Cl1(£) des classes de £ formé des éléments d’ordre 1 ou 3 [50, 2.3].

Ainsi, il reste a travailler sur le produit eulérien & de la formule, qui vaut
L (dim(M,)+dim(AZ+))

N Qv
e(P,) ou le facteur local e(P,) est — . Commencgons par
H’UEVf (Pv) (Pv) M, (1) ¢ p
une remarque naive.
Remarque 3.2. — Remplagons le groupe G par SL3 et considérons la formule du

covolume pour le choix de sous-groupes parahoriques maximaux P, = SL3(&,,) pour
toute v € V. Alors nous avons : M, = .#, = SL3 pour toute v € V¢ ; en particulier
gy 2 (Am(M)+dim(A44)) — ¢ 8 Par ajlleurs, SL3(g,) est d’ordre g,%.(g, — 1)2.(1 + 2¢, +
2,2 + ¢,%) = ¢,%.(1 — ¢,2).(1 — ¢,3). Par conséquent, dans ce cas le produit eulérien
& est égal a [,ey, (1 — 1) 1.1 — )71 = Gel(2) - Gu(3).

D’aprés un résultat classique de cohomologie galoisienne, le groupe G, qui est une
k-forme du groupe SL3, est quasi-déployé en presque toutes les places v. Cependant,
on doit prendre garde au comportement de chaque place par rapport & I’extension ¢
de k ; en effet, le facteur local e(P,) n’est pas le méme suivant que v est décomposée ou
inerte dans £. Ceci explique en particulier le fait que la valeur L,/ (3) remplace (x(3)
par rapport a la remarque naive ci-dessus. On a besoin d’étre un peu technique pour
expliquer cela précisément : aux places ou le sous-groupe parahorique P, de G(k,)
est hyperspécial, on a

o e(P) = (1~ ;)7"(1— ;i) 7" si v se décompose dans £;

e e(P)=(1- qv%)"l.(l + 3:—3)'1 si v est inerte dans £.

Pour utiliser ultérieurement des estimations de théorie analytique des nombres,
G. Prasad et S.K. Yeung font apparaitre & comme une modification de (x(2) - Ly/x(3)
en un nombre fini de facteurs. La modification est indexée par ’ensemble noté 7
dans [50, 2.2] et défini par : J = {v € V§ : v est non ramifiée en ¢ et P, n’est pas
hyperspécial}.
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3.3. Usage de théorie analytique des nombres

Premiére intervention de la théorie des nombres : majorations de discriminant & partir
de magjorations de covolume. Partons d’une toute derniére inégalité obtenue par des
arguments de groupes algébriques [50, 2.6 (2)] :

Ly DGO L)

3 7 3(167%)d-hyg- Dy 'vw

On a simplement besoin d’expliquer ici que h, est l'ordre du groupe des classes
Cl(£) de £ et que hg 3 est ordre du sous-groupe de C1(¢) formé des éléments d’ordre
1 ou 3. En outre les facteurs e”(P,) sont des modifications des facteurs e(P,) (bien
interprétables en termes de volumes de sous-groupes parahoriques) introduites pour
compenser le fait qu’on force les valeurs (x(2) et Ly, (3) & apparaitre dans la formule
du covolume. II est important de noter que e”(P,) > 1 pour tout v € . Des calculs
directs permettent par ailleurs de vérifier que (x(2) - Ly/x(3) > 1 et nous obtenons

D,3 3
déja une majoration de —e—, et donc de ¢ , bar une constante.
hes - Dy he - Dy

Ensuite, il s’agit de majorer hy. G. Prasad et S.K. Yeung le font en utilisant 1’esti-
mation de Brauer-Siegel :

he - % < s(s—1)I(s)? ((QW)—Zde)% Ce(s),

valable pour tout s > 1 et ou Ry est le régulateur de £ [11, Chap. 2, 4.4] et wy est
Pordre du groupe des racines d-ieémes de 'unité dans £. Ils combinent cette inégalité
4 une minoration de S—ﬁ en fonction du degré d = [k : Q] = 1[¢ : Q] due & R. Zim-
mert (ils utilisent aussi par la suite des améliorations dues & I.Sh. Slavutskii, puis &

E. Friedman). L’estimation initiale de R. Zimmert est [73] :

R,
— >0,02e%14,
Wy

et utiliser Pestimation d’I.Sh. Slavutskii [61] permet finalement d’obtenir :
Dy < Dy% < f(6,d)

5(1+ )
0,00136

Deuziéme intervention de la théorie des nombres : minoration du discriminant en

ot 6 €]0;2) et £(5,d) = ( )(—)— (253740 (1 + 8)¢(1 + 8)2e=057) 53

fonction du degré du corps de nombres. Dans la section 6 de leur article, G. Prasad
et S.K. Yeung utilisent les travaux d’A. Odlyzko pour minorer Dy en fonction de
d [42]. Si I'on note M,(d) (resp. M.(d)) le minimum des D4 lorsque F parcourt
Pensemble des corps de nombres totalement réels (resp. totalement imaginaires) de
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degré d, on peut trouver [50, 6.3] une fonction explicite 91(d) de d, croissante, telle
que
M, (d) =2 N(d) pour tout d > 1

qui améliore notablement I'inégalité de Minkowski : M, (d) > (%c;)%. En outre, une
minoration de M, (d) est également obtenue grice aux tables disponibles sur la page
personnelle d’A. Odlyzko [43].

Troisiéme intervention de la théorie des nombres : majoration du degré du corps de
base. C’est bien entendu ce qui est en vue, compte tenu des deux premieres étapes.
Bien que ce soit la premiere chose & faire, ’'argument complet de [50, § 7] n’est pas
une simple combinaison de celles-ci. Mais commengons par cela : d’une part on évalue
f(d,d) enéd = 0,9 et d = 20, ce qui donne Dpi < 16, 38 ; d’autre part, par calcul direct
impliquant ’expression explicite de 91, on a : M, (d) > 91(20) > 16,4. Cela permet
déja de voir que le corps de base k du groupe algébrique G satisfait d = [k : Q] < 20.
Les valeurs de d entre 15 et 20 sont exclues & nouveau au moyen des tables de [43].
Enfin, un argument astucieux de corps de classes de Hilbert, distinguant deux cas
suivant la valeur de hy, permet d’obtenir : d < 7 [50, 7.2]. De maniére générale, pour
les raisonnements avancés, le nombre de classes est 'invariant immédiatement utilisé
apres le discriminant ; c’est notamment ce qui permet de conclure, au terme de la
section 7 de [loc. cit.], que d < 5.

Remarque 3.3. — En supposant que le corps de base est Q — ce qui est a poste-
riort la majorité des cas — des arguments similaires prouvent dans un premier temps
qu’une borne sur le discriminant D, est 461. Ensuite, par examen de tables numé-
riques, G. Prasad et S.K. Yeung prouvent que le corps quadratique ¢ doit étre de
la forme Q(v/—a) avec a € {1;2;3;5;6;7;11;15;19;23;31}. Au moyen de I’équation
fonctionnelle L;/q(3) = —27F3Dg_%L(/Q(—2) et de certaines tables numériques pour
les fonctions Lg/q, certains covolumes peuvent étre calculés explicitement [50, 3.6].

Maintenant que la nature des principaux arguments arithmétiques a été évoquée,
voici pour aider le lecteur intéressé a lire [50], un résumé de la progression ultérieure
dans les contraintes sur le corps de base k et son extension quadratique imaginaire £.

1. Au terme du § 7 dans [loc. cit.], on sait que le corps de base & de la forme G est
totalement réel et de degré < 5.

2. Dans la premiere partie du §8, les possibilités pour les (k,£) avec [k : Q] > 1
sont restreintes & une liste de 40 couples ;.

3. Dans la seconde partie du § 8, des arguments de théorie des groupes sont utilisés
pour prouver que si G est une forme de seconde (resp. de premiére) espéce de
SL3 (3.1), le nombre de couples %; possibles est réduit & 6 (resp. 5).
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4. Les §§3 & 5 traitent du cas k = Q : toutes les possibilités de constructions sont
classées ; les Q-formes de premiere espéce de SL3 y sont notamment exclues.

5. Dans le §9, les constructions o1 [k : Q] > 1 et G est une k-forme de seconde
espece sont classées.

Remarque 8.4. — L’étape 2 est menée a son terme grace & des calculs sur ordinateur
de valeurs de fonctions (i et L aux entiers négatifs. Ces calculs sont controlés par des
résultats théoriques de C.L. Siegel. Une contribution importante pour cette partie du
travail est due & G. Malle.

3.4. Les classes de faux plans projectifs

Rappelons qu’en 3.1 nous avons commencé a raisonner par condition nécessaire,
c’est-a-dire que nous sommes partis d’un faux plan projectif X, et que nous avons
défini un sous-groupe arithmétique principal A = G(k) N [Tvev, Po tel que le norma-
lisateur I' = NG(kvO)(A) contienne 'image réciproque I par SU(2,1) — PU(2,1) du
groupe fondamental II. Nous avons alors abouti & la condition : x(T') < 1.

On s’intéresse désormais aux k-formes anisotropes G de SL3 et aux familles cohé-
rentes de sous-groupes parahoriques (P,)ycv; telles que le sous-groupe arithmétique
principal A = G(k) ﬂl_[vevf P, soit de covolume assez petit pour que x(I') < 1. Grace
au §3 (pour k = Q) et & la premiére moitié du §8 (pour [k : Q] > 1) de [50], on
est déja ramené & un nombre fini de couples (k, £) qui rendent ceci possible. Il s’agit
ensuite de restreindre les possibilités de groupes algébriques G. En faisant une liste
de tous les volumes possibles de sous-groupes parahoriques [50, 2.5], on constate que
le facteur local du produit eulérien & en une place v ou G est anisotrope sur k, est
assez gros pour réduire considérablement les possibilités de telles places. En fait, pour
les k-formes de seconde espece, i.e. provenant d’algebres & involution 2 de dimension
3 sur k et de centre £, on aboutit aux contraintes suivantes [50, 4.4 et 8.6] :

Si G est un groupe provenant d’une algébre cubique 2 comme ci-dessus, alors G est
anisotrope (i.e. 9 est ramifiée) en exactement une place v € Vs ; en outre v divise un
petit nombre premier.

Supposons maintenant donnée une k-forme G admissible du point de vue des cri-
teres d’anisotropie ci-dessus et introduisons G,4 le quotient adjoint de G. Pour tout
sous-groupe H C G, nous notons H son image dans G,q. Pour finir, il s’agit de déter-
miner les familles (P,)yev, pour lesquelles, dans le groupe I' défini comme ci-dessus
a partir de (P,)vevy, il existe A tel que :

1. le groupe A soit sans torsion ;

2. la caractéristique d’Euler-Poincaré x(A) soit égale & 3;
3. on ait b;(A) = 0 (et donc b3(A) = 0 par dualité de Poincaré).
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La condition 1 est nécessaire pour que A soit groupe fondamental d’une variété a
courbure < 0 [15, 3.2]. Pour la condition 2, on calcule x(I') = I’%(—‘X—)] grace a la formule
du covolume pour A ; on en tire x(I'), et 'on voit que cette condition revient & prescrire
I'indice du groupe A dans T : on doit avoir [T : A] = x_(% La condition 3 se reformule
en requérant que I’abélianisé A/[A, A] soit fini. Pour ce dernier point, G. Prasad et
S.K. Yeung se raménent, dans le cas des sous-groupes de congruence, a un théoréeme
d’annulation de J. Rogawski [55, 15.3.1]. Finalement, si un groupe A comme ci-dessus
satisfait 1 & 3, alors la surface complexe A \ B est un faux plan projectif.

Le paragraphe précédent explique donc la stratégie générale de [50, 1.5] pour dé-
cider si un groupe I, défini par une famille cohérente (P,),ev;, permet ou non de
construire des faux plans projectifs. Les sous-groupes arithmétiques maximaux tels
que T ont en général une présentation raisonnable (qui permet notamment de tra-
vailler avec un domaine fondamental dans BZ). On dresse ensuite la liste de tous
les sous-groupes d’indice x_(:% dans T et on détermine lesquels sont sans torsion et
d’abélianisé fini. C’est ce principe général qui a guidé D. Cartwright et T. Steger
pour éliminer certaines familles potentielles de faux plans projectifs [19]. Certains
arguments font un usage tres contrélé de l'ordinateur.

A ce stade, on peut donc préciser ’étape 3 de 3.3 : il s’agit d’arguments de torsion
ou de calcul de commutateurs. Par exemple, la présence d’éléments d’ordre fini élimine
certains couples (k,¢). La torsion dans des groupes tels que A = G(k) N []yey, Pu se
contrble au moyen des deux groupes intersectés : on peut chercher a la comprendre
dans les points rationnels G(k) (voir par exemple [50, 5.6 et 9.2]) ou on peut la
comprendre dans les sous-groupes parahoriques.

Voici enfin le résultat qui résume la situation actuelle en matiére de construction
de faux plans projectifs. Cet énoncé tient compte des modifications apportées par un
addendum [51] qui rectifie la classification pour k = Q, suite & une omission relevée
par T. Steger dans [50].

THEOREME 3.5. — Il eziste ezactement 22 quadruplets (k,¢, G, (Py)vevy) tels que :

(i) k soit un corps de nombres totalement réel;

(ii) £ soit une extension quadratique imaginaire de k ;

(iil) 4l existe 2 une k-algébre cubique d involution, notée o, de centre £ et de norme
réduite Nrd qui décrit G par G(k) = {z € 9™ : z0(2) =1 et Nrd(z) = 1};

(iv) 4l existe une place archimédienne vy telle que l'on ait G(ky,) ~ SU(2,1) et
G (ky,) ~ SU(3) pour toute v € Vi, \ {vo};

(vi) notant A le groupe arithmétique principal G(k) N [[,ev, Po, limage du nor-
malisateur Ng(k,,)(A) dans PU(2,1) contienne des sous-groupes d’indice fini II tels
que T1\ B soit un fauz plan projectif.
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Pour seize quadruplets, on a k = Q et, pour les cing autres, k est quadratique. En
outre, la seule possibilité éventuelle de construire un autre groupe fondamental de fauz
plan projectif est l’analogue de la construction ci-dessus, mais ot G est une forme
de premiére espéce de SL3 ; il ne reste plus que deuz couples (k,f) envisageables a ce
jour.

Cette classification dit que deux groupes fondamentaux obtenus & partir de quadru-
plets (k, £, G, (P,)vev,) distincts donnent des faux plans projectifs non isomorphes;
cependant, pour un méme quadruplet, c’est-a-dire pour un méme groupe T', plusieurs
sous-groupes peuvent satisfaire les conditions 1 & 3 ci-dessus. Dans ce cas, les faux
plans projectifs correspondants sont isomorphes si et seulement si les groupes sont
conjugués par T.

Remarque 3.6. — En ce qui concerne les faux plans projectifs construits & partir de
formes de premiere espece de SLs, il reste a exclure %) et %1 dans la nomenclature
de [50]. Ceci revient & démontrer la derniére assertion de la conjecture de Rogawski
(conjecture 2.8) dans le cas ol la surface complexe est un faux plan projectif. Les trois
autres classes évoquées dans 1’étape 3 ci-dessus et non éliminées par [50], & savoir %3,
%18 et 21, ont été exclues entre temps par D. Cartwright et T. Steger [19].

Finissons en mentionnant des conséquences géométriques tres intéressantes, qu’il
n’avait pas été possible de prouver avant les constructions et classification de ’article
de G. Prasad et S.K. Yeung [50] — tous les exemples précédents étaient en effet obtenus
par uniformisation non archimédienne (3.5). Soit X un faux plan projectif.

(i) On a H; (X, Z) # 0 [50, Theorem 10.1]; il est d’ailleurs envisageable de calculer
ces groupes et donc remplir une case vierge du tableau présentant quelques surfaces
de type général dans [3, Table 14, pp. 304-305].

(ii) Pour 18 classes de faux plans projectifs sur 22, on sait qu’il existe un fibré en
droites L tel que Kx = 3L. Cette assertion est équivalente au fait que la suite exacte
0— Z/3Z — OI—1I—1est scindée, et ceci implique que X admet un plongement
comme surface de degré 49 dans P'4(C) [50, Theorem 10.5].

(iii) Le groupe des automorphismes de X est d’ordre 1, 3, 7, 9 ou 21.

Remarque 3.7. — Grace aux résultats déja évoqués sur les réseaux, la finitude du
groupe des isométries d’une variété localement symétrique est facile & démontrer. Soit
X une telle variété, de groupe fondamental I' et de revétement universel X ; notons
G = Isom(f). Par rigidité de Mostow (théoréme 2.5), on a Isom(X) = Ng(T')/T'; il
suffit donc de voir que Ng(T') est discret dans G, car comme il contient I' ce sera un
réseau de G et on aura [Ng(T") : I'] < co. Le groupe I' admet un systéme générateur

fini, disons S (2.2). Soit {n;};>1 une suite dans Ng(I') qui converge vers I’élément
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neutre. Comme n;.s.n; ! est dans I' (discret) pour tout j > 1 et tout s dans S (fini),
I’élément n; centralise S et donc I' pour j assez grand. Le groupe G est un groupe
algébrique réel & centre trivial, donc par densité de I' pour la topologie de Zariski
dans G (théoréme de densité de Borel, voir 2.3) I’élément n; est trivial pour j assez
grand.

3.5. Des exemples de faux plans projectifs

Le premier exemple de faux plan projectif est dit & D. Mumford [41]. L’idée est
assez indirecte ; elle consiste :

1. & interpréter les contraintes sur les nombres de Betti en termes d’invariants de
géométrie algébrique;

2. & construire une variété projective avec les bons invariants algébriques sur un
corps local non archimédien F' de caractéristique 0;

3. a prendre les points complexes de cette variété.

Bien entendu, I’étape 3 n’a rien de canonique puisqu’il faut passer de F' a C, et c’est
I’étape 2 qui est la plus difficile. D’apres 1’étape 1, on cherche une surface ¥ sur un
corps local non archimédien F' de caractéristique 0 (sur lequel on a une certaine liberté
de choix dans un premier temps), de fibré canonique Kx ample tel que (K%) =9,
et dont le genre géométriqgue py(X) = dimH?*(X,Ox) = dimH(X, Ox(Kx)) et
Virrégularité ¢(X) = dim H' (X, Ox) = dim H°(X, Q%) soient tous deux nuls.

On dit que D. Mumford a construit le premier faux plan projectif par uniformisa-
tion non archimédienne car il ramene le probleme a chercher une variété projective
comme quotient de l'espace symétrique non archimédien Q3. par un sous-groupe dis-
cret, cocompact et sans torsion A de PGL3(F'). L’espace 3. est une variété rigide
analytique qui peut étre obtenue par un recollement dont la combinatoire est décrite
par 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL3(F’), un immeuble dont les appartements sont
des plans pavés par des triangles équilatéraux (1.1). Partons d’un réseau cocompact
sans torsion A C PGL3(F). Par des arguments de géométrie algébrique sur des an-
neaux locaux, D. Mumford vérifie la nullité de lirrégularité de A \ Q3% et calcule les
classes de Chern en fonction du cardinal ¢ du corps résiduel de F' et du nombre N de
A-orbites de sommets dans 'immeuble de PGL3(F). Le résultat est qu'une surface
A\ Q3 donne une surface complexe avec les nombres de Betti suivants : by = by = 0,
by =b3=1et by = N(g—1)?(¢+ 1) — 2. On en déduit que la seule possibilité pour
que cette méthode donne lieu & un faux plan projectif est que F' soit égal & Qs et
que le réseau A agisse transitivement (et librement puisqu’il est sans torsion et que
A est & courbure < 0) sur 'immeuble. Mais réciproquement, tout réseau de la sorte
convient.
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D. Mumford construit alors un réseau qui remplit les conditions ci-dessus. 11 le fait
en partant d’une forme hermitienne & 3 variables sur un corps quadratique imaginaire
contenu dans I’extension cyclotomique des racines 7-iémes de I'unité. Dans ce passage,
on voit fonctionner de la théorie des réseaux de fagon complétement « quantitative » :
le groupe arithmétique est explicitement décrit comme le stabilisateur d’un réseau de
Pespace vectoriel sous-jacent & la forme hermitienne, on dispose de 4 matrices formant
un systeme générateur explicite et le sous-groupe sans torsion est parfaitement compris
comme noyau d’une réduction non moins explicite. Dans la classification de [50], le
faux plan projectif de D. Mumford est un de ceux obtenus & partir d’une algébre a
involution cubique 2 sur Q, de centre £ = Q(v/—7) et pour laquelle la seule place
v € V; de ramification est 2 [50, 5.11].

Remarque 3.8. — Par la suite, ’approche non archimédienne ci-desssus a été réuti-
lisée par M.-N. Ishida et F. Kato [31] pour construire d’autres faux plans projectifs.
En effet, d’autres résaux cocompacts d’immeubles de GL,,, simplement transitifs sur
les sommets, avaient été construits entre temps par D.I. Cartwright, A.M. Mantero,
T. Steger et A. Zappa [18].

Finissons en remarquant que cette construction par uniformisation est bien trou-
blante au premier abord. En effet, il est amusant de voir que D. Mumford utilise le
critére de Godement (1.5) pour justifier la cocompacité de son réseau en vérifiant la
compacité du groupe algébrique ambiant en une place archimédienne : ce qui I'intéresse
est de construire un réseau non archimédien. Cette interversion du réle habituel des
places archimédiennes et non archimédiennes est devenue courante (notamment pour
construire des graphes finis comme quotients d’arbres par des résaux de PGL; [36])
mais dans ce cas précis, on sait que D. Mumford passera de F' & C pour construire une
surface algébrique complexe! D’ailleurs ce changement de corps a pour autre consé-
quence qu’il ne reste a priori rien du groupe A dans le groupe fondamental du faux
plan projectif X obtenu : le groupe A possede la propriété (T) de Kazhdan (donc est
d’abélianisé fini [72, 7.1.11], ce qui au passage sert & prouver la nullité de 'irrégularité
de X), alors que ce n’est pas le cas de 71 (X) (qui est un réseau de rang 1 complexe).

4. D’AUTRES COMPTAGES NON MOINS INTERESSANTS

Nous finissons par le passage en revue d’autres comptages et finitudes. Les deux
premiers paragraphes portent sur les groupes algébriques et leurs sous-groupes arith-
métiques, les deux suivants sur des comptages asymptotiques de variétés localement
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symétriques suivant leur volume riemannien. Le dernier paragraphe évoque une géné-
ralisation en cours de la description de tous les faux plans projectifs a celle de certaines
« fausses grassmanniennes arithmétiques ».

4.1. Nombres de classes de groupes algébriques

Considérons un groupe G comme dans la formule du covolume (1.2) et supposons
en outre que ce groupe est anisotrope sur son corps de base k. En fait, si k est un corps
de nombres nous faisons une hypothése plus forte, en supposant que le groupe G, =
[Tvev,, G(ky) est compact; ceci implique que k est totalement réel. Nous choisissons
en outre une famille cohérente P = (P,),cv, de sous-groupes parahoriques. Le sous-
groupe Gos - [[vev, Po est compact et ouvert dans G(Ag). Nous nous intéressons a
I’ensemble de doubles classes

(Goo - [I P)\ G(AX)/ G(K).
veVy
Le cardinal de cet ensemble est fini (voir [5] pour la caractéristique 0 et [29] pour
la caractéristique p > 0); il est appelé le nombre de classes de G par rapport a la
famille P et noté ¢(G, P).

Remarque 4.1. — La définition a un sens également dans le cas du groupe multipli-
catif G,,, sur un corps de nombres. Bien que ce cas ne soit pas couvert par le théoréme
ci-dessous, le nombre entier ainsi défini n’est autre que le nombre de classes d’idéaux
du corps en question (pour le corps £ de 3.3, il apparait sous la notation hy).

Si k est un corps de nombres, des arguments de groupes analytiques permettent de
prouver que la borne supérieure des ordres des sous-groupes finis de G(k) est finie;
ce nombre entier est noté f(G). Par des arguments trés proches de ceux utilisés pour
la formule du covolume, G. Prasad démontre les estimations suivantes [49, Theorem
4.3].

3 (dim(M, ) +dim(4.))

, s qv?
THEOREME 4.2. — Posons ((P) = e
’UGH‘/f #M”(K'”)

(i) On a la minoration suivante pour le nombre de classes de G par rapport a P :

35(9)
C(G,P) > Dk%dim(G) . ( D[ )25 . ( H

Lk

r

mi!
I grymrt

=1

) 1(G) - ((P).

v
(ii) On a la majoration suivante pour le nombre de classes de G par rapport a P :

r

mi!
I Gt

i=1

tdaim(G) . (_De 2(9)
«(G,P) < f(G) - D2 '(Dk[l:k]) ( g

> -7k(G) - C(P).

v
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Remarque 4.3. — L’approximation forte (Théoréme 1.6) rend les questions précé-
dentes sans intérét si G, est non compact, puisqu’alors ¢(G, P) = 1.

Ces estimations ont été utilisées immédiatement aprés par A. Borel et G. Prasad
pour démontrer le théoréme de finitude suivant [8, Theorem B].

THEOREME 4.4. — Pour tout nombre entier n € N, il n’eziste qu’un nombre fini de
classes d’équivalence de corps de nombres k, de k-groupes absolument presque simples
simplement connezes G et de familles cohérentes P de sous-groupes parahoriques tels
que G soit compact et ¢(G, P) < n.

4.2. Conjecture de Tits

Dans une veine plus algébrique que le comptage de variétés, le théoréme de finitude
de Wang (2.2) peut suggérer des résultats de finitude beaucoup plus forts sur les
groupes algébriques et arithmétiques. Ainsi J. Tits a posé la question de savoir si la
finitude des classes de conjugaison de réseaux arithmétiques, de covolume majoré par
une constante donnée, était encore valide si I’on considére en méme temps tous les
groupes algébriques définis sur tous les corps de nombres. Pour que la question ait
un sens, il faut faire un choix cohérent pour toutes les mesures de Haar des groupes
de Lie simples, archimédiens ou non. A. Borel et G. Prasad normalisent les mesures
aux places non archimédiennes de sorte que les sous-groupes d’Iwahori soient tous de
volume 1 dans le cas d’un k-groupe simplement connexe, et raménent le cas général a
ce cas au moyen d’isogénies centrales. Pour cette normalisation universelle de mesures,
ils répondent par l'affirmative & la question de J. Tits [8, Theorem A].

THEOREME 4.5 (A. Borel et G. Prasad). — Soit C > 0 un nombre réel positif. Il
n’eziste qu’un mombre fini de corps de nombres k, de classes de k-isomorphismes de
k-groupes absolument presque simples G et de rang absolu au moins 2, d’ensembles
finis S de places contenant les places archimédiennes de k et de classes de conjugaison
de groupes arithmétiques T' dans Gg = [[,e5 G(kv), tels que le covolume de T' dans
Gs soit magjoré par C.

Le complément [9] au papier ci-dessus illustre notamment le fait que les corps de
fonctions soulévent des problemes supplémentaires.

Remarque 4.6. — Le point de départ de la question de J. Tits est un résultat géo-
métrique trés joli : la description de toutes les actions discretes de groupes sur des
immeubles affines, qui sont transitives sur les chambres [33]. Imposer une taille de
domaine fondamental dans un immeuble de Bruhat-Tits est un analogue géométrique
du fait d’imposer une majoration de covolume.
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4.3. Comptage de variétés hyperboliques suivant leur volume

Si ’on revient aux problémes de comptages géométriques (2.2), on imagine que les
idées combinant la finitude de Wang et la rigidité de Mostow devraient permettre de
couvrir des situations différentes de celle de certaines classes de surfaces complexes.
Dans [17], il est question des variétés hyperboliques réelles de dimension > 4.

THEOREME 4.7 (M. Burger, T. Gelander, A. Lubotzky et Sh. Mozes)

Pour tout nombre entier n > 4 et tout nombre réel V. > 0, notons pup (V) le
nombre de classes d’isométrie de variétés hyperboliques complétes de dimension n et
de volume < V. Alors il existe des constantes a,,b, > 0 telles que pour V assez grand
on ait :

anV'log(V) < log (P]HIR(V)) < b, Vlog(V).

Remarque 4.8 (en rapport avec la remarque 2.4). — La dimension 3 est exclue dans
cet énoncé ; 'ensemble des volumes de 3-variétés hyperboliques a des points d’accu-
mulation. Ce phénomeéne d’accumulation est compris griace & une construction géo-
métrique due & Jgrgensen-Thurston [64, §5].

Nous repoussons au prochain paragraphe la discussion de quelques idées pour la
majoration de cet encadrement. La minoration est obtenue par un usage astucieux des
variétés hyperboliques réelles non arithmétiques de Gromov-Piatetski Shapiro (2.3).
Ces variétés possedent beaucoup de revétements en vertu du raisonnement suivant.

Preuve (esquisse, pour la minoration). — On part d’un sous-groupe non arith-
métique A de PO(n,1) construit par Gromov-Piatetski Shapiro. Guidé par une
conjecture géométrique de Thurston sur le premier nombre de Betti des variétés
hyperboliques, A. Lubotzky a prouvé que pour cette classe spécifique de groupes, il
existe un sous-groupe A d’indice fini sans torsion dans A qui admet un homomor-
phisme surjectif sur le groupe libre F, & deux générateurs. On note M = A\ HE la
variété hyperbolique de dimension n définie par A. D’aprés G. Margulis [72, 6.2], un
réseau A dans un groupe de Lie simple G est arithmétique si, et seulement si, son
commensurateur Commeg(A) = {g € G: ANgAg~! est d’indice fini dans A et gAg~'}
est dense dans G'; si tel n’est pas le cas, comme dans notre situation, alors Commg(A)
est un réseau de G. Notons donc m le nombre entier [Commpgn,1)(A) : A]. Chaque
sous-groupe d’indice < r de Fy (il y en a au moins r.r!) donne lieu & un revéte-
ment & au plus r feuillets de M ; il suffit donc de controler les isométries entre ces
revétements. Par rigidité de Mostow (Théoréme 2.5), si un revétement & au plus r
feuillets de M est isométrique & un autre tel revétement, les groupes fondamentaux
correspondants sont conjugués dans PO(n, 1) et un élément qui les conjugue est dans
Commpg(,,1)(A). Cela prouve qu’il y a au plus r.m identifications possibles entre
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A N . . 1 . Py
revetements & au plus r feuillets de M, et donc au moins I classes d’isométrie de

variétés hyperboliques de dimension n et de volume < Vol(M) - r. O

4.4. Comptage de variétés a revétement universel symétrique fixé

Nous considérons maintenant des généralisations en rang supérieur, dues & T. Ge-
lander, du comptage précédent. La ligne directrice de ses travaux est la conjecture
suivante [23, Conjecture 1.3] :

CONJECTURE 4.9 (T. Gelander). — Soit X un espace symétrique riemannien sans
facteur compact ni euclidien. Alors, il existe des constantes a; et dg telles que
toute variété riemannienne irréductible, revétue par X, et supposée arithmétique si

dim(X) = 3, soit homotopiquement équivalente & un compleze simplicial avec au plus
Vol(X) - ag sommets et en chaque sommet duquel la valence est < dg.

Cette conjecture couvre aussi bien des énoncés de théorie géométrique des groupes
que de comptage de variétés localement symétriques. Voici tout d’abord une impor-
tante généralisation de la majoration du théoréme 4.7, voir [23, Theorem 1.11].

THEOREME 4.10. — Soit X un espace symétrique riemannien sans facteur compact
ni euclidien. On suppose en outre que X est de dimension > 4 et qu’il n’est isométrique
ni @ H x HE, ni a SL3(R)/SO3(R). Pour tout nombre réel V > 0, on note pz(V)
le nombre de classes d’isométrie de variétés riemanniennes complétes irréductibles
localement isométriques a X et de volume < V. Alors il existe une constante cg > 0
telle que pour tout V> 0 on ait :

log (px (V) < cx V log(V).

Il n’est pas question de minoration dans cet énoncé ; en fait, T. Gelander pense que
la majoration n’est pas du tout optimale en rang > 2.

Un outil important de la preuve est la décomposition en parties fine et épaisse d’une
variété riemannienne complete & courbure sectionnelle < 0. Soit X une telle variété. Le
rayon d’injectivité inj y (z) de X en z est le plus grand rayon pour lequel ’exponentielle
riemannienne est injective sur la boule correspondante de ’espace tangent en x. Pour
e > 0, la partie e-épaisse X>. de X est {z € X : injx(z) > §}; la partie e-fine
est le complémentaire X<, de l'intérieur de X .. Par ailleurs, le lemme de Margulis
[2, Theorem 8.3] dit que pour toute dimension n € N, il existe des constantes £, > 0
et I, € N telles que pour toute variété riemannienne X de dimension n, complete,
simplement connexe, & courbure sectionnelle normalisée entre —1 et 0, pour tout
groupe discret I' C Isom(f(') et tout z € X, le groupe (y € T' : d(z,v.z) < &)
contient un sous-groupe nilpotent d’indice < I,,. La constante €, est trés appropriée
pour le découpage en parties fine et épaisse. Les arguments de T. Gelander précisent
grandement 1'idée selon laquelle la topologie d’une variété localement symétrique de
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volume fini est « contenue » dans sa partie £,-épaisse. En effet, il construit dans
chaque variété X comme dans le théoréme 4.10 une sous-variété & bord de X,
admettant une triangulation dont le nombre de simplexes est majoré par Cg - Vol(X).
Les techniques sont différentes suivant que X est compacte ou non, et montrent que
des problémes d’arithmétique classiques (e.g. la conjecture de Lehmer et des questions
apparentées) ont des implications importantes pour les questions géométriques qu’on
vient de survoler.

Remarque 4.11. — En dimension 3, la partie épaisse ne capture pas toute la topologie
de la variété, car le bord de la partie épaisse est constitué de tores que I’on doit ensuite
« boucher » par des tores solides pour obtenir toute la variété. Dans cette opération,
des lacets non contractiles de la partie épaisse le deviennent dans la variété (le groupe
fondamental d’un tore est Z2, celui d’un tore solide Z). Par contre, en dimension plus
grande le bord de la partie épaisse est constitué de produits d’un cercle et d’une sphére
de dimension au moins 2; on ne change pas le groupe fondamental dans I'opération
analogue.

Remarque 4.12. — Le lemme de Margulis implique également le résultat suivant :
pour chaque dimension n > 1, il existe une constante V(n) > 0 telle que pour toute
variété riemannienne X compleéte, & courbure sectionnelle normalisée entre —1 et 0, on
ait Vol(X) > V(n). C’est une vaste généralisation du théoreme de Kazhdan-Margulis
sur les réseaux des groupes de Lie semi-simples (2.2).

Pour finir avec de la théorie des groupes, voici une version quantitative [23, Theo-
rem 1.7] de la propriété de présentation finie des réseaux de groupes de Lie semi-
simples (utilisée dans ’esquisse de la preuve du théoréme 2.3).

THEOREME 4.13. — Soit X un espace symétrique riemannien sans facteur compact
ni euclidien. On suppose que X nlest isométrigue ni ¢ HE x HE, ni a H}, ni a
SL3(R)/SO(R). Alors il existe une constante ng > 0 telle que le groupe fondamental
de toute variété riemannienne X compléte, irréductible, couverte par X admette une
présentation avec au plus ng - Vol(X) générateurs et au plus ng - Vol(X) relations,

qu’on peut en outre toutes supposer de longueur < 3.

4.5. Elaborations sur les faux plans projectifs

Finissons maintenant par les généralisations de la classification et de la construction
des faux plans projectifs & certaines variétés complexes de dimension supérieure. Soit
X un espace symétrique, irréductible, a courbure < 0 et soit X, son dual compact.
G. Prasad et S.K. Yeung appellent faur X, arithmétique une variété II \ X ot II
est un réseau cocompact, sans torsion et arithmétique de G = Isom(f ), et ayant les
mémes nombres de Betti que X,,. On s’intéresse surtout au cas ou X est hermitien.
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Cette définition prend en compte le fait que, dés le début de la généralisation se pose
le probleme de 'uniformisation des variétés avec les mémes nombres de Betti que X,.
En général, rien n’assure avec cette seule hypotheése topologique que le revétement
universel soit un espace symétrique; la définition suppose également que le groupe
fondamental est un groupe arithmétique.

En fait, les motivations pour définir ces variétés relévent autant de la géométrie
complexe que de la théorie des formes automorphes. Choisissons un sous-groupe com-
pact maximal K dans G et notons g l’algébre de Lie de G. La (g, K)-cohomologie
H*(g, K; C) [10] est isomorphe & H*(X,, C) et se plonge dans H*(IT \ X, C). Ainsi,
un quotient H\_;(/ est un faux X, arithmétique si et seulement si II est un sous-groupe
arithmétique de G = Isom(f ) et si ’homomorphisme H*(g, K; C) — H*(II \ X, C)
est surjectif.

THEOREME 4.14 (G. Prasad et S.K. Yeung [52]). — Les fauz P"(C) arithmétiques
n’ezistent que pour n = 2 et n = 4. Le premier groupe d’homologie entiére d’un fauz
P*(C) arithmétique est toujours non nul, et il existe au moins 4 classes de telles
variétés.

Des résultats similaires concernant les fausses grassmanniennes arithmétiques et
les faux produits de plans projectifs arithmétiques sont annoncés dans la méme pré-
publication.
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