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En 1960, Rimhak Ree [21] a démontré 1l'existence d'une série infinie de
groupes simples finis, parfois appelés "groupes de Chevalley tordus de type G2";
si K est un corps fini, de caractéristique 3, cardinal g, et dont le groupe des
automorphismes est d'ordre impair, le groupe de Chevalley de type G2 sur K admet
un automorphisme involutif particulier, dont le groupe des points fixes, noté
2G2(q) est celui qui nous intéresse. Plus généralement, le groupe 2G2(F) peut
étre défini pour tout corps F de caractéristique 3 et admettant un endomorphisme
dont le carré est le Frobenius. J. Tits a donné de 2G2(F) une belle construction
géométrique [29].

Les groupes 2G2(q) ont les propriétés suivantes

(a) 2Gz(q) est d'ordre q3(q3 + 1) (g - 1) et est simple si g > 3;

2
(b) si t est une involution de G2(q), le centralisateur de t dans
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2G2(q) est isomorphe au produit direct de <t> par le groupe unimodulaire PSLZ(q);
2 P 1< .
les 2-groupes de Sylow de Gz(q) sont abéliens élémentaires d'ordre 8;
2
(c) l'opération de Gz(q) sur l'ensemble de ses 3-groupes de Sylow est

deux fois transitive de degré (q3 + 1).

Les groupes tordus de type G2, ou groupes de Ree, jouent un réle important
dans la classification des groupes simples finis, au méme titre que les groupes
PSL2 ou les groupes de Suzuki, & la fois comme groupes deux fois transitifs et
comme groupes dont les 2-groupes de Sylow ont une structure simple. Dans sa clas-
sification des groupes dont les 2-groupes de Sylow sont abéliens, J. H. Walter

[31], [32] démontre essentiellement le théoréme suivant

Soit G un groupe simple dont les 2-groupes de Sylow sont abéliens et ne peu-

vent étre engendrés par moins de trois éléments. Soit t une involution de G.

Alors 1l'une des assertions (i), (ii) est vraie

(i) Le centralisateur de t dans G admet un seul 2-groupe de Sylow.

(ii) Il existe une puissance q d'un nombre premier telle que le centralisa-
" teur de t dans G soit isomorphe & <t> x PSLz(q).

On voit qu'on est amené & caractériser des groupes simples par la
structure du centralisateur d'une involution, programme déja proposé par
R. Brauer au Congrés d'Amsterdam [31.

L'assertion (i) conduit aux groupes PSL, en caractéristique 2, carac-

2
térisés par Suzuki [24].

L'assertion (ii) conduit aux groupes 2G2(q), avec quelques singularités
pour g £ 5 ; introduisons les conditions suivantes portant sur un groupe
fini G

(R1) G n'a pas de sous-groupe d'indice 2

(R2) Les 2-groupes de Sylow de G sont abéliens.

(R3) Il existe un entier primaire q et une invoution t de G tels que CG(t)

soit isomorphe au produit direct <t> x PSLZ(q)

walter [32], Brauer, Suzuki [24] et Janko [19]ont élucidé le cas q = 3:
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" Soit G un groupe non résoluble tel que (R1), (R2) et (R3); si g=3, G

" est isomorphe a PFL2(8).

Janko [18]a obtenu pour g = 5 le "premier groupe de Janko", premier

groupe simple sporadique découvert depuis Mathieu

" Soit G un groupe fini tel que (R1), (R2) et (R3). Si g =5, G est

" simple d'ordre 175 560 et unique a isomorphisme prés.

Pour q > 5, la caractérisation des groupes tels que (R1), (R2) et
(R3) ou "groupes du type de Ree" est restée en suspens pendant prés de 20
ans. Notre but ici est de décrire comment les travaux de H. N. Ward [33]
Z. Janko et J. G. Thompson [28], J. G. Thompson [20] et Bombieri [1]
permettent d'énoncer le théoréme

" Soit G un groupe fini tel que (R1), (R2) et (R3). Si q est supérieur & 5,

" q est une puissance impaire de 3 et G est isomorphe §_2G2(q).

Les pages qui suivent rendent compte, avec quelques détails supplémentaires,
d'exposés faits en novembre et décembre 1981. Tout en restant trés explicites, nous
nous sommes efforcés d'écourter les démonstrations originales, et y sommes par-
venus dans quelque mesure.

Le chapitre 1 est consacré au rappel de quelques énoncés plus ou moins
classiques et d'ailleurs peu nombreux. On notera surtout les caractérisations des
groupes PSL, par Gorenstein et Walter [15] (proposition 1.7) et par M. Suzuki [24]
(proposition 1.6). Les propositions suivantes concernent les propriétés des
p-blocs de caractéres d'un groupe fini et leur décomposition en blocs. Parmi
celles-ci, il faut signaler la proposition 1.23, qui utilise le lien entre cer-
taines constantes de structure d'un groupe G et celles d'un sous-groupe contenant
C&(u), ol u est un r-élément réel de G ('); la proposition 1.23 sera utilisée

plusieurs fois aux chapitres 2 et 3.

(') nous disons qu'un élément x de G est réel si seulement si x est conjugué de
son inverse dans G; CE(X) désigne l'ensemble des éléments de G qui centrali-

sent x ou le conjuguent en son inverse. Les autres notations sont standard.
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Les trois chapitres suivants reprennent [20] et [33]; cependant nous n'avons
pas donné le calcul de la table compléte des caractéres irréductibles du groupe

G satisfaisant a (R1), (R2) et (R3); on la trouvera dans [33]. Des considérations

élémentaires et l'utilisation du transfert permettent de montrer rapidement que
q est impair, G est simple, et de décrire la structure 2-locale de G. Malgré
1'emploi de la proposition 1.7, on ne parvient pas & élucider immédiatement la
structure locale de G pour les premiers divisant (q2 - 1)/8 (cf les assertions
(5) et (7) du chapitre 2). La théorie des 2-blocs et la proposition 1.23 sont
sollicitées une premiére fois pour montrer que la caractéristique est 3 (au
chapitre 1, (8) et (9)).

La connaissance de la structure r-locale d'un groupe fini G, pour un pre-
mier r, permet en général de calculer un sous-module de 1'anneau de Grothendieck
R(G) de G. Ainsi la connaissance des centralisateurs des r-sous-groupes (avec
les morphismes induits par la conjugaison dans G) permet de calculer le module
des caractéres généralisés de G qui sont constants sur les éléments r-réguliers,
et ceci bloc par bloc (Ll. Puig, communication orale). Dans les hypothéses (Ri),
les circonstances favorables sont, pour r = 2, d'une part le faible défaut,
d'autre part l'existence d'isométries résultant du contréle par CG(t) lui-méme
de la fusion dans les {2,3}'-sous-groupes de CG(t) (notations de (R3)) (cf. aux
chapitres 3, (3) et 2, (5)). Ces sous-groupes, cycliques, se partagent en deux
familles, ceux dont 1l'ordre divise (q - 1)/2 et ceux dont l'ordre divise (q + 1)/4.

Dans chaque famille ils sont & intersection triviale dans G, comme ils le sont
dans CG(t). On parvient ainsi & calculer les matrices de décomposition généralisées
relatives aux 2-blocs de défaut non nul, et les valeurs des caractéres de ces
blocs sur les éléments dont 1l'ordre divise (q2 - 1). La proposition 1.23, utilisée
a deux reprises, permet en particulier de calculer l'ordre de G.

La détermination de la structure 3-locale de G (chapitre 4) exige une
avancée plus pénible vers la table des caractéres de G, par l'emploi des formules

d'orthogonalité, etc... Un 3-groupe de Sylow U de G est d'ordre q3, de classe 3,

et admet, dans son normalisateur dans G, un groupe cyclique d'automorphismes H,
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d'ordre (@ - 1). Seul 1le 2-Sylow de H a des points fixes sur (U - {1}). En
outre, si x est un élément de ([U,U] - Z(U)), Cylx) = [u,u]. Ces propriétés
permettent de déterminer B = NG(U) modulo le choix d'un certain automorphisme o

de IFq (cf chapitre 4, (4) et l'article qui précéde). Dans le cas des groupes

2Gz(q), on a 02 = 3. Avant de déterminer o, on classifie sans difficulté au
chapitre 5 les sous-groupes de G dont l'ordre est premier a q2 - qg.

Le groupe G étant extension transitive d'un certain groupe B(0), opérant
sur B(o)/H (cf. chapitre 4, (2)), il suffit maintenant de démontrer que

(a) le carré de o est l'automorphisme de Frobenius;

(b) si (a) est vrai, l'extension est unique.

L'assertion (a) est démontrée grdce & une propriété de ¢ (la "condition de
Thompson", [28] II), propriété qui résulte de l'existence de 1l'extension. Une
extension de B(0) opérant comme indiqué plus haut sur B(0)/H, est en effet
définie par deux applications

w: (U-{1}) — (u - {1hH

p: (U-{1}) —H
satisfaisant a certaines conditions dont la plus complexe exprime 1l'associa-
tivité du produit. Plus précisément, W et P sont définies, aprés choix d'un
élément s (ici d'ordre 2) qui normalise H mais n'est pas dans H, par
si ue (U-{1}) sus € W sup(u)
(le fait que G soit 2 fois transitif sur G/B, U étant régulier sur (G/B - {B})
implique l'existence d'une décomposition & la Bruhat). Encore faut-il, pour
écrire que le produit est associatif, connaitre w en quelque endroit.
On démontre (chapitre 6, (1)) que 2G2(3), c'est-a-dire PFL2(8), est plongé
dans G, l'injection étant précisée a un paramétre d EIE& prés. Celd permet
de calculer @ sur [U,U], en fonction de d et g et la condition de Thompson
s'en déduit (formules 21 et 22, chapitre 6).
C'est Bombieri [1] qui a montré que cette condition impliquait (a),
sauf peut-étre pour un nombre fini de cas, lesquels ont été traités par

calcul sur ordinateur. Ayant remarqué que sa démonstration valait pour un
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corps infini, nous démontrons (a) sans l'hypothése "K fini" (cf le théoréme
chap. 7 ). La démonstration de Bombieri consiste essentiellement a

1) déduire de la condition de Thompson l'existence d'un polyndme
H €F3[Zi] (0 gi g4) tel que

i
*) HEZ ) =0 pour tout z € K ,

2) & en conclure, grce a un lemme élémentaire, & l'existence d'une

relation de la forme
(**) ¢~ =3 o 0g 2 g4 etl€ N, A étant
majoré par une fonction des degrés partiels de H.

Notre lemme 6 (chapitre 7,(2)(a)) (') et son corollaire remplacent: le
lemme 3 de [1]. Comme en outre le corps des points fixes de 0 est par
hypothése le corps premier 13, il est clair qu'il suffit de se ramener a
2 =0 ou £ =1 ou 02 = 3 dans (*) et (**). Pour diminuer £, on
revient en arriére dans la procédure d'élimination qui conduit de la
condition de Thompson & (*) : en utilisant (*¥), on peut restreindre les
valeurs de i dans (*), donc aussi € dans (**) (cf ch. 7, (2)(b)).

On ne peut éviter de poser la question : & quelles conditions
l'existence d'une extension transitive de B(0) (défini comme au chapitre
4, (4), mais sur un corps K d'ordre infini de caractéristique 3) impose-
t-elle 02 = 3 . Nous n'avons pas de résultats significatifs dans cette
direction. Dans le cas fini, le plongement de 2G2(3) dans G est exhibé
4 l'aide d'un élément d'ordre 7 qui opére comme on l'imagine sur un
2-groupe abélien élémentaire d'ordre 8 et est lui-méme inversé par une

involution... Au paragraphe (2) du chapitre 6, que K soit fini n'importe

pas.

(}) Ce lemme a été généralisé par J.-Y Hée (communication orale); cf aussi
la proposition 2.1, dans J. Tits, Homomorphismes "abstraits de groupes

algébriques simples, Ann. of Math., 97 (1973), p.508.
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Pour démontrer 1l'assertion (b) plus haut, on revient aux corps
finis, en reprenant [28]III sans grand changement. La connaissance de
O permet de montrer que d est nul, par un calcul en partie laissé au lecteur.
Pour conclure & l'unicité de w est utilisée la géométrie formée par
les ensembles de points fixes d'involutions de G (dans son opération sur
G/B) . On démontre que cette géométrie est déterminée par les relations
en W déja obtenues au chapitre 6 et la connaissance de 0, et qu'en

conséquence l'application w est elle-méme déterminée. La t&che est

relativement facile parce-que d'une part CG(t) a seulement trois orbites
dans son opération sur G/B, et d'autre part B a seulement trois orbites

dans son opération par conjugaison sur 1l'ensemble des involutions de G.
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1. PREALABLES

Proposition 1.1. (Zassenhaus, Brauer, Wielandt [34]) Soit X un groupe

fint sur lequel opére un groupe de Klein @ = {J,tj,t2,t5} . Soient
K= Cylts) s G =1, 2 3
(1) 8¢ X, = {1}, X est abélien et t, (z) = o pour tout x € X.
(2) Si X est d'ordre impair, on a

. 2 _
X = XXX, et |x[|Cy(@1% = x| X, ][x

1%2%s 3l

St en outre  Cy(Q) = {1}, les groupes X, X, et X, sont abéliens.

3

Proposition 1.2. (Janko, Thompson [20] p.287) Soient D un groupe diédral

d'ordre 2n, ou n est impair, C le sous—groupe d'indice 2 de D et t une

involution de D. St D opére sur un groupe X d'ordre premier 4 2 de telle

sorte que C opére sans point fixe sur X, on a

2
]cx(t)] = |x| .
Démonstration.
Pour tout nombre premier p, D normalise un p-groupe de Sylow de X,
soit P, et CP(t) est alors un p-groupe de Sylow de CX(t). On peut donc
supposer que X est un p-groupe.

Pour tout sous-groupe normal Y de X stable par D on a

CX/Y(t) = Cx(t)Y/Y

soit ch(t)l = |Cy(t)||c t) |

X/Y(
et C opére sans point fixe sur Y et sur Y/X.
En considérant une D-suite de composition de X, on voit qu'il suffit de
démontrer la proposition sous 1l'hypothése "X est un p-groupe abélien
élémentaire".

Or toute représentation fidéle de D en caractéristique p est induite
d'une représentation de C; 1l'espace des points fixes de t est donc de dimension

moitié de la dimension de l'espace de la représentation, ce qui démontre

ey |? = [x].
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Proposition 1.3. (Burnside) Sotent X un groupe fini, P un groupe de Sylow

de X, et A et B deux sous-ensembles normaux de P. St A et B sont conju-

qués dans X, A et B sont conjugués dans NX(P).

Proposition 1.4. (transfert) Sotent X un groupe fini, P p-groupe de Sylow
de X. On suppose que P est abélien et que X n'a pas d'image d'ordre p. On a

P N Z(N,(P)) = {1}.

Proposition 1.5. (Huppert [16] 1V.8.6) Soient X un groupe fini et P un p-

groupe de Sylow de X. On suppose que P est métacyclique non abélien, d'ordre

impair. Alors X admet une image d'ordre p.

Proposition 1.6. (Suzuki [24]) Soit G un groupe d'ordre pair tel que le

centralisateur dans G de toute involution de G soit abélien.

Ou bien (i) les 2-groupes de Sylow de G sont cycliques,
ou bien (ii) un 2-groupe de Sylow de G est normal dans G,

ou bien (ii%) G est isomorphe au produit direct d'un groupe abélien

d'ordre impair par PSLZ(Zn).

Proposition 1.7. (Gorenstein et Walter [15]) Soit G un growpe fini dont

les 2-groupes de Sylow sont diédraux. On suppose que le centralisateur

dans G d'une involution du centre d'un 2-groupe de Sylow admet un 2-complé-

ment abélien. Alors G admet un sous—groupe normal d'ordre impair H tel que

G/H soit isomorphe 4 l'un des groupes suivants

un 2-groupe de Sylow de G, PSLZ(q), PGLZ(q) (p =3, 5 (mod 8)), A7.

(on n'utilisera cette proposition que dans le cas trés particulier ou
un 2-groupe de Sylow de G est d'ordre 4 égal & son centralisateur, ce qui

élimine les groupes PGL,(q) et A7)

Proposition 1.8. Soient p un nombre premier au moins égal d 5 et X un

sous-groupe d'ordre impair de GL+ (p). Un p-groupe de Sylow de X est normal

dans X.
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En effet X est résoluble d'aprés le théoréme de Feit et Thompson [12].
Selon le théoréme de Hall et Higman [17], si p divise 1l'ordre de X, X
admet un p-sous-groupe normal non trivial; donc X a un p-groupe de Sylow

normal.

La fin de ce paragraphe est consacré & la théorie de Brauer [2]

a [8] . 11 a paru plus commode, quitte & quelques longueurs, de rappeler
la plupart des résultats. Sauf référence expresse ils sont démontrés dans
les livres de Dornhoff [11] et de Goldschmidt [14]. On en profite pour
fixer quelques notations.

Une fois pour toutes G est un groupe fini.

On fixe un nombre premier p, un corps K de caractéristique nulle, suf-
fisamment gros, complet pour une valuation discréte associée a p, et on
désigne par A l'anneau de valuation de K, par kR le corps résiduel, qui est
donc de caractéristique p.

On note Irr(G) l'ensemble des caractéres absolument irréductibles
de G (en caractéristique nulle) et on suppose que tout élément de Irr (G)
est & valeurs dans A. On note R(G) le Zmodule engendré par les éléments
de Irr(G).

A toute représentation de G sur R Brauer associe un"caractére modulaire"
que nous considérerons comme une fonction centrale sur G, & valeurs dans

e}
A, et nulle sur les classes;giréguliéres. Soit RP(G) le Z -module engendré
par l'ensehbte Irrp(G) des caractéres modulaires irréductibles de G.
A la réduction des représentations de G sur A en des représentations
sur kR correspond l'application
d : R(G) —>R (G)
P
ou d(x) coincide avec X sur les classes p-réguliéres.

Une fonction sur G et a valeurs dans X (X = K, A, R ...) définit naturel-

lement une forme X-linéaire sur l'anneau de groupe XG. En particulier une

fonction centrale sur G définit une forme sur le centre ZXG de ¥G .
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Si X € Irr(G), la restriction de X/X (1) & ZAG est & valeurs dans A;
elle définit par réduction un caractére de 7RG, noté wx.

Un p-bloc (ou bloc, si p est fixé) de G est un idempotent primitif de
ZAG. Comme tout élément de AG, un bloc b permute les fonctions définies
sur AG, par

(b.£) (w) = E(bu) (u € AG).

Il stabilise en particulier le module des formes A-linéaires sur ZAG, et,par
réduction, celui = des formes k-linéaires définies sur zRG. On obtient
ainsi des décompositions en sommes directes

R(G) = ) b.R(G) et R (G = ) b.R ()

P b p

b
(b parcourant 1l'ensemble des blocs de G)

et l'application de décomposition commute & 1l'action des blocs, d'ou

d. : b.R(G) —= b.R_(G) .
b p

Plus précisément on a aussi

Proposition 1.9. Soit X €(Irr(G) U Ir'rp(G)), et soit b un bloc de G. On a_
b.x =X ou b.x=0.
Si, dans les notations de 1.9, on a b.X = X, on dira que "X est dans b" ou
méme que "b contient X".
La matrice de décomposition de b, matrice de db relativement aux bases

b.Irr(G) et b.Irrp(G) de b.R(G) et b.Rp(G), sera noté Db; la matrice de

3 _ «
Cartan sera notée Cb (on a Cb = Db. (Db)). Rappelons

Proposition 1.10. (a) Les coefficients de Db sont des entiers naturels.

(b) Dy est indécomposable en blocs.

(c) Cp est non singuliére.
A tout bloc b de G est associée une classes de p-sous-groupes de G,

dits groupes de défaut de b. Posons

(¢

lG]p = p et, si D est groupe de défaut de b, ‘DI = pa(b).

L'entier a(b) est le défaut de b.
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Proposition 1.11. Deux éléments X et & de Irr(G) sont dans le méme bloc

st et seulement si

Pour celd il suffit que wy et wp ofncident sur les classes p-réguliéres.

Proposition 1.12. Le bloc b de G est de défaut B si et seulement si
(1) i X € b.Irr(6), p*° divise x(1),

et (2) il existe X € b.Irr(G) tel que )((1)/p0l_B soit premier d p.

Proposition 1.13.([8] ) Sz B € {0,1,2}, un élément X de Irr(G) est dans un

bloc de défaut B si et seulement si X(1)/p" " est un entier premier d p. (V)

Proposition 1.14.([8]) Soit b wun bloc de G de défaut B.

.

(a) S B n'est pas nul, |b.Irr(G)| > Ib.Irrp(G)
(b) S B < 2, |b.Irr(G)| < pB.

Proposition 1.15. Le nombre de blocs de défaut maximum est égal au

nombre de classes p-réguliéres qui rencontrent le centralisateur d'un

p-groupe de Sylow de G.

Soit L un sous-groupe de G. Brauer a défini une application, dite

G . ;
correspondance de Brauer, et que nous noterons BtL, qui transforme certains

blocs de L en des blocs de G.

Proposition 1.16. Soient D un p-sous—groupe de G et H et L des sous—groupes
de G tels que

DCG(D) clLc NG(D) et LCcH.

(a) Pour tout bloc b de L, B’Lg(b) est un bloc de G et D est contenu dans

un groupe de défaut de B’Lg(b).
(b) B’LIGJ(B’LZ(ZD)) est défini et égal d B)Lg(b).

Y proposition généralisée par P. Fong sous 1l'hypothése "le groupe défaut

est abélien" in Trans. Amer. Math. Soc. 103 (1962) 484-494.



CARACTERISATION DES GROUPES DE REE

Proposition 1.17. Soient D un p-sous—groupe normal de G et L = DCG(D).

Soit E 1l'ensemble des éléments de Irr(L/D) qui sont dans un bloc de

défaut nul et dont le stabilisateur dans G/L est un p'-groupe. Tout bloc

de groupe de défaut D de G stabilise une et une seule orbite selon G/L

dans E et on définit ainsi une bijection entre 1l'ensemble des blocs de

G de groupe de défaut D et l'ensemble quotient E/(G/L).

Proposition 1.18. (Brauer's First Main Theorem) Soient D un p-sous-

groupe de G et H un sous-groupe de G contenant IVG( D). La correspondance

de Brauer de H d G induit une bijection entre 1'ensemble des blocs de H

de groupe de défaut D et 1'ensemble des blocs de G de groupe de défaut D.

On appelle bloc principal de G, et on note bo (G), le bloc de G qui

contient IG. Le Bloc principal est toujours de défaut maximum O.

Proposition 1.19. Sotent D, H et G comme en 1.16. On a
G -
B’LH(b) = bo(G)

st et seulement si b = b, (H) .

Pour énoncer le deuxiéme théoréme fondamental de Brauer, nous posons,

(cf [10])
si u est un p-élément de G, et B un bloc de G,

BrU.G(B) = gb (b bloc de CG(u) tel que B)LgG(u) (b) = B)

2 PP u
En outre, si y est une fonction centrale sur G, on définit d 'G(

X)l

fonction centrale sur CG(u) , par

(du’G(x)) (s) = y(us) si s est p-régulier et s € CG(u)

0 sinon.
Enfin notons Zu 1l'anneau obtenu en adjoignant & Z les racines de l'unité

d'ordre l'ordre de u.
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Proposition 1.20. (Brauer's Second Main Theorem) Sotent u un p-élément
et b un bloc de G. On

@S b.R(c)) < z, @ (Bru’G(b).Rp(CG(u)) )

u
La restriction de 4 /G a b.R(G) est définie, relativement aux bases
u,G
b.Irr(G) et Br ' .Irrp(CG(u)), par une matrice & coefficients dans le, qui

p% ¢ oup?.

ra notée
se n b b

Proposition 1.21. Soient u et v deux p—-éléments de G et b un bloc de G.
(a) ST u et v ne sont pas conjugués dans G, on a
u,G 1, 0,G, _
Dy’ 7. (D7) =0

(b) Pour des ordres convenables et cohérents sur les bases de b.R(G)

on a

u,G T, u,G, _ ;. G _
Db . (Db ) = dzage(Ce) (BnCG(u)(e) =b)

si D est un sous-ensemble de G, on pose

R(G|D) = {x € R(G)/ X est nulle sur G-D}.

Proposition 1.22. ([15]Proposition 25, [301). Sott D un sous-ensemble d

intersections triviales de G, de normalisateur H. On suppose que D est

réunion de p-sections de H. Si b est un bloc de H tel gue b.R(H|D) soit

non nul, BuS(b) est défini et on a

md(b.R(E|D)) < B1G(b).R(G) .
Démonstration: Il résulte de 1.20 que l'opération selon b commute &
la multiplication par la fonction caractéristique d'une p-section ([10]).
On a donc

b.R@E|D) = b.Rm) N RE|D) .
Il résulte donc de la proposition 1.20 que si b.R(H‘D) n'est pas nul, j)
existe un p-élément u de D tel que du’H(b.R(H)) ne soit pas nul, donc il

) _ e
existe un bloc b de CG(u) = Cy(u) tel que b BdCG(u)(bu)'
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Selon 1.16, qu (b ) est défini et égal a B&G(b).
CG(u) u H

Soit B un bloc de G autre que B’LS(b). Il nous faut démontrer que si
6 € b.R|D), alors B.(Indg(e)) =0 .

I1 suffit pour celd que pour tout p-élément v de G on ait

a”S(e. (1nal®))) =0
soit Br’ ¢ (m).a""(na’ ©)) =0 .

Mais puisque D est a intersections triviales et réunion de p-sections,
on bien dV'G(Indg (8)) est nul, ou bien v a un conjugué dans D;supposons
donc que v = u, et on a alors

du'G(Indg(e)) =a%He) .

Finalement on a

u,G

a (B.Ind:(e)) Br?7 % sy .a%(6)

= e C ey by .a¥H(e)  (par 1.20)
Or il est clair que
Bru’G(B)Br“'G(Bag(b)) =0

et il en résulte par 1.16 que

r? S )l ) =0 .

Proposition 1.23 (Suzuki [25] Brauer [6]) Soient u un p—élément de G et H

un sous-groupe de G tels que

CZ(u)CHCG.

Sotent K] et K2 deux classes d'involutions de G. On pose
(2)

st X E€ERG), X =)  x(s)
SEKi
., (7 =1, 2)
st o €erm), 0% =73 0(s)
s€(K.NH)
7
. .y 2, G
Sotent bu un bloc de C'G(u), b = B'LCG(u)(bu) et B —B/LCG(u)(bu) . ona
(1),(2) 1) (2
1 88 T o Ly x()x()6¢
|#| 6 €b.Irr(y) 0(1) O |G| x€B.Irr(G) x(1) X

pour tout élément ¢ de bu.Irrp(CG(u)).

G
((63) est la matrice de décomposition Dﬁ’H, et (éi) est D;’ )
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Posons
(1) ,(2) (1) _(2)
a; = L 9——11———9 et a_ = L 2 X___X___X
|| 8€T1rr®) B(1) 6] x€1rr(@  x(1)

D'aprés le deuxiéme théoréme fondamental de Brauer 1.20, il suffit
de démontrer que

u,H _ u,G

4a (aH) =d (aG) .
Or, si g € G, aG(g) est le cardinal de l'ensemble des (s,t) € K1 x K2
tels que st = g; de méme aH(h) , pour h € H, est le cardinal

de 1l'ensemble des couples (s,t) € (Klﬂ}ﬂ x(KzﬂH) tels que st = h.
On voit que ces deux ensembles coincident sur la p-section de u dans

CG(u), en raison de l'inclusion de Cé(u) dans H.

Nous appliquerons cette proposition dans le cas oua K = K1 = K2
est une classe d'involutions de G. En utilisant une base {¢}¢ du

Z-module b .RP(C (u)) et les matrices de décomposition

u G
u,H _ b u,G _ [}
D\ = (8g) + D' = (GX) '
on pose 5
' C(l) o
a(e, ) = — 39 (X =H, G et e bloc de X)

x| cee.Tre(x) z(1) ©

et on a dans les hypothéses de 1.23

[B-2] A(b,$) = A(B,d).

Proposition 1.24. Soient b un bloc de G et u un p—élément de G, Soit

x un élément de G qui n'est pas dans la p-section de u. On

U —
Dy (=) ey romig) = 0 -

Démonstration: posons x = vy = yv, ol v est un p-élément et y est p-régulier.
On a d'aprés 1.20
v,G
X(x) =da " (x)(y)

v,G

_«
= By )(¢(y))¢>EBru’G(b).Irr(CG(v))

soit X))y € p.1rr ()

On voit que 1.24 résulte de 1.21.(a).

On note 0(X) 1'indice de Schur-Frobenius d'un caractére irréductible

X de G.
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Proposition 1.25. (p = 2) Soit u € G tel gue <u> soit un 2-gous—-groupe

cyclique maximal de G, et soit b un 2-bloc de G. On a

DZ’Gm(x)) =0.

X€b.Irr(G)
Démonstration., Soit

Shg, = ) OOOX -«
X € Irr(G)

Si 1'on tient compte de 1.20, on voit que la proposition affirme simple-
ment que
at®sny = a®Cwm.sny =0 .
Il suffit donc de démontrer que du’G(ShG) = 0.
Oor ShG(x) est le cardinal de l'ensemble des y € G tels que y2 = X.
L'hypothése faite sur u implique clairement que si x appartient & la 2-section

de u, cet ensemble est vide; ShG(x) est alors nul.

La théorie dite "des caractéres exceptionnels" sera appliquée dans des
circonstances trés favorables de contrdle fort de fusion, ce qui nous conduit
a énoncer la

Proposition 1.26. Sotent N un sous-groupe de G et D un gsous-ensemble de N

tels que

stz €D, g€ Get 29 €N, alors 27 € D et g € N,

Soit E = U D9 . L'induction de N a G et la restriction de G d N indutsent
g €G

des isométries réciproques entre R(N|D) et R(G|E). 57 O est une isométrie

d'un_sous-module R' de R(N) contenant R(N|D) et gui prolonge la restriction

de Ind a R(N|D), ona
st x €D, x €R', O(x)(x) = x(z) .
Démonstration. L'hypothése implique que D est & intersection triviales
dans G, de normalisateur N, et que D = ENN, Il est bien connu ([16],v.22.7)
que dans ces conditions on a
Indﬁ(C(x)) = C(x) pour tout § €R(N|D) et tout x € 9, Inds étant

isométrique sur R(N|D). On en déduit la premiére assertion.
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Soient x € R', Tz € R(N]D);on a par hypothése, et grdce & la formule de
Frobenius,
G G
(ReSN(O(X)) - X0 = (0, IndN(C)) - (x,8) = 0.
Mais R(N|D) engendre 1'espace de toutes les fonctions centrales sur N et nulles
hors de D; son orthogonal dans R(N) n'est autre que le module des éléments de R(N)

qui sont nuls sur D. Ceci démontre la derniére assertion de 1.26.
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2, LA CARACTERISTIQUE EST 3,

Quelques notations (définitives).

G est un groupe fini; t est une involution de G; p est un nombre premier
g est une puissance de p; g > 5; on suppose (R1), (R2) et (R3).

On pose CG(t) = <t> x F (F isomorphe a PSLz(q)); P est un p-groupe
de Sylow de F; S est un 2-groupe de Sylow de G contenant t.

Dans ce paragraphe on étudie la structure 2-locale de G et on démontre que

p est égal a 3.

(1) q est impair; S est gbélien élémentaire d'ordre 8. Toutes les Znvolutions

de G sont conjuguées dans G; tous les sous—groupes d'ordre 4 de G sont con-

Jugués dans G.

Soit S1 =S NF.

Que g soit pair ou impair, S1 est abélien élémentaire et il existe un

sous-groupe cyclique T, d'ordre ('Sll - 1), de F tel que
NG(S) nNr = Sl'T

et T opére réguliérement sur (S1 - {1h.

Soit X un complément de S dans NG(S), contenant T (il en existe en raison
d'un théoréme fondamental de Zassenhaus). Il résulte de la proposition 1.4
et de l'hypothése (R2) que t n'est pas central dans NG(S); donc X est différent
de T et on voit que tous les éléments de (S - {1}) sont conjugués sous
l'action de X. Autrement dit toutes les involutions de G sont conjuguées
dans G. En outre si U est un sous-groupe non trivial de T, le groupe NX(U)
normalise CX(U) = <t>, et donc NX(U) =T . Ainsi X est un groupe de
Frobenius de complément T.

(a) Supposons g puissance de 2 : g = 2°.

Le groupe de Frobenius X, d'ordre impair, est représenté fidélement

et irréductiblement en caractéristique 2 et dimension (n + 1), sur S.
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On a donc n+ 12 |T|, soit n+ 12 2" - 1,
ce qui contredit 1'hypothése g > 5.

(b) Selon (a) g est impair et S diédral et abélien, est d'ordre 4.

1,
Donc S = <t> x S1 est d'ordre 8. Le groupe T est d'ordre 3, X est nécessai-
rement d'ordre 21; son noyau est engendré par un élément d'ordre 7, lequel

opére réguliérement sur les involutions de S, comme sur les sous-groupes

d'ordre 4 de S. L'assertion (1) est démontrée.

Notations (%)

Puisque S est abélien, on a q 1 (mod 4) ou q = -1 (mod 4).
soit e € {1,-1} tel que g -e =4 (mod 8).
On désigne par

C un sous-groupe cyclique d'ordre (q + e)/2 de F;

D un sous-groupe cyclique d'ordre (q - e)/2 de F;

s 1l'involution de D et on suppose que s normalise C; Le
groupe C <s> est diédral;

u une involution de F qui normalise et ne centralise pas D;
D<u> est diédral et s et u engendrent un 2-groupe de Sylow de F;

Q = <t,s> ; on suppose que S contient s et u;

E le sous-groupe d'indice 2 de D;

y un générateur de C et 2z un générateur de D.

(2) G est simple.

Soit L un sous-groupe normal non trivial de G. Si L est d'ordre impair,
selon la proposition 1.1, il existe une involution t' de G telle que
CL(t') # {1}. Mais puisque F est simple et les involutions de G conjuguées,
CG(t') n'admet aucun sous-groupe normal non trivial d'ordre impair. Donc
L est d'ordre pair. Selon l'assertion (1) L contient toutes les involutions
de G, et puisque F est simple, L contient CG(t). Ainsi L, comme G, satisfait

a (R1) et (R3). Ou bien L admet une image d'ordre 2 ou bien les involutions

(l) Sauf précision contraire, ces notations sont valables pour les chapitres
2, 3,4,5, 6 et 8.
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. . 2
de L sont conjuguées dans L (assertion (1)). Dans le premier cas, O (L)
est d'ordre impair et normal dans G, donc réduit a {1}. Mais ceci implique
que L est un 2-groupe de Sylow de G, ce qui est absurde. Dans le second cas,

L est du méme ordre que G, donc égal a G.

(3) Tout sous—groupe de G d'ordre impair et normalisé par un 2-groupe de

Sylow de G est conjugué d'un sous—groupe de E.

Supposons que S normalise un sous-groupe K de G d'ordre impair, et
soit v une involution de S telle que |CK(V)I soit maximal. On voit dans
CG(V) (isomorphe & CG(t)) que CK(V) est centralisé par une autre involution
w de S. Le choix de v impose CK(V) = CK(w) = CK(vw). Mais selon 1.1, appliqué
a K normalisé par <v,w>, on a K = CK(V). L'assertion (3) résulte alors du
fait que dans F & PSLz(q), tout sous-groupe d'ordre impair normalisé par un

2-groupe de Sylow est conjugué d'un sous-groupe de E.

(4) on a Co(@) = S.E et N.(Q) = C (Q)<W>
ou u est un élément d'ordre 3 tel que Cs(u): <u> et qui normalise S et E.
Ces propriétés se lisent dans CG(t) en tenant compte de l'assertion (1).

En particulier on sait qu'un sous-groupe d'ordre 4 de PSLz(q) est normalisé

et non centralisé par un élément d'ordre 3.

(5) Soit E, un sous—groupe non trivial de E. On a NG(EZ) = NG(E)

p)
et ou bien NG(E) = NG(Q), ou bien NG(E) ~ A5 x E<y>,

Il est clair que E, est caractéristique dans E et E caractéristique

1
dans NG(Q) d'ou
NG(Q) < NG(E) < NG(El)'

D'autre part Q centralise mais u ne centralise pas E ce qui montre

1,
que NG(EI) contient un sous-groupe d'indice 2, N, ne contenant pas u. On voit
que CN(t) = Q.E

et les involutions de N sont conjuguées (action de H). Selon le résultat de

Suzuki rappelé en 1.6, on bien Q est normal dans N, ou bien N est produit direct
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d'un groupe isomorphe & A_. par un groupe d'ordre impair, qui ne peut &tre que

5
E. Dans le premier cas Q est caractéristique dans N, donc NG(Ei) = NG(Q).
Dans le second cas, E est caractéristique dans N, donc NG(EI) = NG(E);

1'involution u opére sur le groupe alterné en y centralisant un 2-groupe de

Sylow, donc centralise le groupe alterné.

(6) 3 ne divise pas (q — e).

Supposons que 3 divise (q - e).

Il y a alors une classe d'éléments d'ordre 3 dans CG(t). Soit T un 3-
groupe de Sylow de E, et soit p' d'ordre 3 dans T. Puisque U centralise une
involution de S, U et W' sont conjugués dans G; soit g € G tel que

uo= g g .
I1 est clair que g £ NG(E). Soit R = T<u>; R est un 3-groupe de Sylow
de CG(T) (assertion (5)).

Soit U un complément de T dans E. Si U centralise un élément non trivial
de U, M centralise un groupe de Sylow de U, soit V (pour un certain autre
premier), donc W' centralise Vg, et Vg #V, car g & NG(E); NG(V).
Cependant CG(U') est contenu dans NG(E) (assertion (5))Selon l'assertion (5)
E centralise v° (qui ne peut &tre que d'ordre 5), donc NG(Vg) = NG(V)g = NG(E)g
contient E. Mais, comme on le voit dans NG(E), Eg rencontre alors E non
trivialement, d'ou 1l'on conclut (assertion (5)) que NG(E) = NG(E)g, donc
g normalise E, ce qui est absurde. On est donc assuré que CU(U) = {1}.

(a) Supposons T d'ordre 3, donc R abélien. On a

Co®) =c () Ncu') =c () NN(E) = Reu>
et NG(R)/R<u> est isomorphe & un sous—-groupe de GL2(3).

Supposons d'abord que NG(R) posséde un unique 3-groupe de Sylow N
strictement plus grand que R. Puisque R est 3-groupe de Sylow de CG(T), T
n'est pas central dans N; de méme, Y' étant conjugué de Y dans G, <u>

n'est pas central dans N. Cependant R = N N CG(T) doit contenir Z(N).
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Or 1l'involuion u, qui normalise T, centralise U et inverse U'; elle doit
également normaliser Z(N), ce qui est impossible.

Supposons maintenant que NG(R) posséde plusieurs 3-groupes de Sylow,
ce qui implique (assertion (1)) que les 2-groupes de Sylow de NG(R) sont
d'ordre 4 et leurs involutions conjuguées. Alors chacune de ces involutions
fixe un sous-groupe d'ordre 3 de R, et ceci est impossible dans GL2(3)
(par exemple la proposition 1.1 est contredite).

Finalement R est un 3-groupe de Sylow de G.

(b) Si |T[ > 3, R est également groupe de Sylow de G:

En effet T contient alors un sous-groupe caractéristique différent
de {1} de R, soit T', et on a

NG(R) © N (T') = N_(E),
ce qui montre que R est groupe de Sylow de G.

Puisque G est simple (assertion (2)), R n'est pas métacyclique
(proposition 1.5), donc R est abélien, comme en (a)-

Les €élements u et u' de R, qui sont conjugués dans G, doivent 1l'étre
dans NG(R) (proposition 1.3). Ce n'est le cas ni dans 1l'hypothése (a), ou
<y> = CR(u) est normal dans NG(R), ni dans 1'hypothése (b), comme on le

voit clairement dans NG(E) (assertion (5)).

(7) Soit X un sous-groupe non trivial de C. Le normalisateur de X dans G

admet un 2-complément normal, Q comme 2-groupe de Sylow, et est d'ordre

premier d (q - e)/4.

Les groupes C et E sont d'ordres premiers entre eux. L'assertion (3)
montre que, qui normalise X, est un 2-groupe de Sylow de NG(X). Il est
clair que t, qui centralise X, et s, qui l'inverse, ne sont pas conjuguées
dans NG(X). Oon a donc

NG<Q) n N (X) & CG(Q),
et NG(X) admet donc un 2-complément normal (théoréme de Burnside).
Soit K ce complément. On a

C (t) =c, d'on Cu(Q) = {1}.
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Selon 1.1, X = C.CK(S).CK(st)
et CK(S)’ CK(st) sont abéliens. Puisque st opére sans point fixe sur XCK(S)'
ce dernier groupe est abélien. De méme XCK(SE)eSt abélien, et en conséqguence
K centralise X.
Supposons par contradiction que NG(X) admette, pour un premier r impair

divisant (q - e), un r-groupe de Sylow R non trivial. On peut supposer que
Q normalise R; aiors t opére sans point fixe sur R, et on a

R = cR(s) x Cplts) .
Supposons par exemple Ro = CR(s) non trivial. Alors RO est conjugué dans G
d'un sous-groupe de CG(t), donc conjugué dans G d'un sous-groupe de E, et
NG(RO) est isomorphe a NG(E), et XR est conjugué d'un sous-groupe de NG(E).
On voit (assertion (5)) que X est d'ordre 3 ou 5 et que R est cyclique, donc
égal a Ro' En outre on a
NK(R) = X.EO = CG(X) n NG(R), ol Eo est conjugué d'un sous-groupe de E.
De méme pour tout sous-groupe non trivial vV de Eo, comme NG(EO) = NG(V) = NG(R)
on aura

NK(V) = X.E_ .
Oon en déduit, comme X est d'ordre premier & l'ordre de Eo' aue X.EO/X
est un complément de Frobenius dans K/X. Soit L/X le noyau de K/X.

Il est clair, CK(S) étant abélien, que

Eo = CK

(s), d'od L = C x CK(ts) .
Si EO.Q normalise un sous-groupe A de C ou de CK(ts), alors AEO est
abélien (car une involution y opére sans point fixe), et donc A est contenu

dans X. Ainsi aucun sous-groupe caractéristique de L contenant strictement X

n'est cyclique. C'est donc que L est isomorphe & (C/X) x (C/X), d'ou

lL/x| = ((q + e)/2]x]?

2 2
on a (@ + e /4|x{°= 1 (mod 1)
mais aussi g = e (mod r).

On voit facilement que ces congruences sont incompatibles pour [XIE{B,S}.
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(8) 5S¢ u ne centralise pas E, il existe un caractére irréductible de G, de

8-groupe de défaut @ et degré m tel que

G = qu(q -e)

Les propositions 1.17 et 1.18 montrent que l'ensemble des blocs de
groupe défaut Q de G est en bijection avec l'ensemble des orbites selon
NG(Q) opérant sur l'ensemble des caractéres de 4éfaut nul de CG(Q)/Q.

Puisque CG(Q)/Q est isomorphe au groupe diédral E<u>, ses caractéres de
défaut nul sont les caractéres irréductibles de degré 2.

Si U ne centralise pas E, il existe 3 caractéres de défaut nul de
CG(Q)/Q qui sont permutés par U; chacun d'eux définit un bloc ej (3 =1, 2, 3)
de CG(Q) et il existe un unique bloc e de NG(Q), de groupe défaut Q, tel
que

B&ggg;(e') = e si et seulement si e' € {el, Y e3} .

c_(t)

Soient b, = Br ¢ (e.) les blocs de groupe défaut Q de C_(t)
J CG(Q) 3j G

obtenus par 1.18.

) e
Soit B = BQNG(Q)(e) .
De la proposition 1.16 il résulte que pour tout bloc e' de C_(Q), on a
G
G BnNG(Q) BnG BnCG(t)
B ( (e")) = ( (e")) .
NG(Q) CG(Q) CG(t) Cg (@)

On en déduit que, si b est un bloc de CG(tL on a

B G

CG(t)(b) = B si et seulement si b € {bl, b2, b3}

Chacun des blocs bj est de la forme bO (notations de 1l'appendice). Soit
j
€
o {01, Oy 03} et posons

G ~
W) .
CG(t) o

wo = Ind
On sait (proposition 1.22) que wo se décompose uniquement sur des caractéres
irréductibles du bloc B, la 2-section de t dans CG(t) étant & intersections
triviales dans G. En outre wo est de carré 4 et nulle en 1, donc wc se

décompose sur 4 caractéres distincts, éléments de B.Irr (G).Ceci démontre

que B.Irr(G) est de cardinal au moins 4; selon 1.14, B.Irr(G) est de cardinal 4.
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La matrice de décomposition généralisée D;’G = A satisfait donc aux conditions
suivantes (propositions 1.20, 1.21 et 1.24), ou B.Irr(c) = {£.} . ’
1S j&€4
(1) A est une matrice (3,4) & coefficients dans Z
(2) A.TA = 4Id3
(3) A(Ej(I» =0
Ces conditions déterminent A au signe prés (et & une permutation des Ej prés)

On obtient

A=811 -1 1 -1 on &€ {1,-1} -~

Il en résulte, d'aprés la troisiéme condition, que les éléments de B.Irr (G)
ont méme degré, soit m = Ej(l) .
Les valeurs des Ej sur la 2-section de t sont donc connues au signe

prés. Comme

t,C_(t)
t,G _ G ind _ .o
a*Cwy) = a W) =465 =1, 2,3
i i i
les lignes de A fournissent la décomposition desll)(j sur B.Irr(G).
3
On obtient, & § prés,
E () =3(g+e), E,() =& (t) =E,(t) =~(q+e),

d'ou 2
8|G +

rmgg) = Bloflar e
Smq” (g~ - 1)

La proposition 1.23 fournit 1'égalité de l'assertion & démontrer,

De cette assertion nous utiliserons seulement, pour démontrer que

p est égal & 3, le fait que q3 divise 1l'ordre de G.

(9) La caractéristique p est égale a 3.

Supposons par contradiction que p soit différent de 3.

Puisque 3 divise q(q2 - 1) et ne divise pas g(q - e) (assertion (6))
3 divise (q + e). L'élément d'ordre 3 noté U dans l'assertion (4) centra-
lise l'involution u; il est donc conjugué d'un élément de C. Il résulte

de l'assertion (7) que U opére sans point fixe sur E. Donc | opére sans
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point fixe sur QE. D'ol

1 (mod 3) .

q-e
Puisque 3 divise (g + e), e est égal a 1. On peut donc supposer, en remplagant
éventuellement P par un conjugué dans F, que le groupe D, qui est d'ordre
(@ - 1)/2, normalise P. Rappelons que P.D est un groupe de Frobenius de noyau P.
Selon l'assertion (3) Q est un 2-groupe de Sylow de NG(P), <t> étant un
2-groupe de Sylow de CG(P). Donc NG(P) admet un 2-complément normal, que nous
noterons M. On a
= t t
M CM( )CM(s)CM(s )
et C (t) = PE
M
d'ou C (Q) =E .

M

On voit dans CG(s) et CG(ts) que

]

E t =
CM(s) Ps et CM( s) PtsE

ol Ps et Pts sont normalisés par QE, et des p-groupes.

Puisque QE opére irréductiblement sur tout p~Sylow de CG(S) qu'il normalise

P etP sont d'ordres 1 ou q.
s ts

(a) Supposons que CM(ts) = E.
Puisque P n'est pas groupe de Sylow de G (assertion(8)), PS est d'ordre q.
I1 est clair que NG(PPS) contient NG(P) et admet un 2-complément normal. En
outre PPS n'est pas p-groupe de Sylow de G. On en déduit facilement (toujours
en utilisant 1.1) que
= G = v '
NG(PPS) (PO.E).Q ou P0 PPSP (P' Sylow de CG(ts)).
Soit Z le centre de P . On a
z<c_(p), d'ou Z € PP .,
G s
Sous l'opération de Q, on obtient par 1.1
Z = t .
CZ( ) x Cz(s)
Mais QE normalise Z; on a donc Cz(t) = {1} ou Cz(t) = P. Or P n'est pas

central dans Po; donc Cz(t) = {1} et par conséquent Z = P .,
s
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Mais si Ps est centralisé par PO, P, qui est conjugué de Ps, est également
fes 3
centralisé par un groupe d'ordre q , ce qui contredit l'hypothése (a).
(b) On a donc
= 3 v 3 q
M= PO.E, ou Po est d'ordre q° et unique p-sous-groupe de
Sylow de NG(P).

Puisque t opére sans point fixe sur PO/P, ce dernier groupe est abélien,
et PPs est normal dans NG(P). Mais NG(PPS) contient Q, donc admet un 2-complé-
ment normal, et, M étant clairement maximal parmi les groupes d'ordre
impair que Q normalise (par 1.1), on a

N (PP =N _ (P et N (PP =N_(P) .
G( s) G() G( tS) G()
De la méme fagon, Ps étant conjugué de P dans G et normalisé par Q, on

N = 5 -
a G(PSCR(t)) NG(PS) ou R est p-groupe de Sylow de NG(PS)

En outre, ts opérant sans point fixe sur PPS, PPs est abélien, donc R
contient P, et finalement CR(t) = P. On en conclut que
NG(P) =N (P) =N_(P ),
et que Po est abélien €lémentaire.
I1 est exclus que NG(PO) soit égal a NG(P), car, P, étant alors p-
groupe de Sylow de G, P et PS sont conjugués dans NG(PO) = NG(P) (cf 1.3)

ce qui n'est pas. Mais puisque Q normalise P, et M est maximal comme sous-

0’
groupe d'ordre impair normalisé par Q, NG(PO) n'a pas de 2-complément normal.
Les involutions de NG(PO) sont toutes conjuguées dans NG(PO). On voit dans
NG(Q) (assertion (4)) que NG(PO) contient un élément d'ordre 3 qui normalise
QO sans le centraliser, et est conjugué dans G d'un élément de C. Notons -le X.
D'aprés l'assertion (7), CG(x) admet un 2-complément normal et NG(<x>) un
2-Sylow d'ordre 4, Dans son opération sur P,, x permute P, Ps et Pts'

donc CP (x) n'est pas trivial. Par conséquent un 2-groupe de Sylow de NG(<x>)
o
opére sur un p-groupe de Sylow non trivial de CC(X)° Selon 1.1, il existe

3

dans CG(x) un élément d'ordre p centralisé par une involution de NG(<x>).
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Notons y’cet élément: y’est d'ordre p et centralise une involution, donc y~’

est conjugué d'un élément de P. Or si Y est un sous-groupe non trivial de P,
NG(Y) contient Py Q et admet Q comme 2-groupe de Sylow (assertion (3)). Puisque

t centralise Y et s 1l'inverse, NG(Y) admet un 2-complément normal. De 1.1 il
résulte que l'ordre de NG(Y) divise q3(q - 1), donc est premier & 3.

Cependant x, d'ordre 3, centralise y! Cette contradiction achéve la démonstration

de 1l'assertion (9).

(10) ona e =-1; st F

, est un sous—groupe non trivial de E, NG(EJ) = NG(Q).

Les 2-Sylow de PSL2(q) sont abéliens, donc g est une puissance impaire
de 3. On en déduit e = -1. Comme 5 ne divise pas 1l'ordre de CG(t), le

second cas de l'assertion (5) est exclus.
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3, LES 2-BLOCS DE DEFAUT NON NUL DE G,

On détermine la structure r-locale de G pour les premiers impairs
r qui divisent (q2 - 1) (assertions (2) et (3) de ce chapitre : la
r-fusion dans G est contrdlée par NG(Q) ou par NG(C) = C.Q. Les isométries
correspondantes jointes & la connaissance de CG(t) (i.e. de la structure
2-locale) permettent de calculer les matrices de décomposition généralisées
relatives & t pour les 2-blocs de G. Les propositions 1.23, 1.24 et 1.25
permettent de lever les ambigllités et de calculer 1l'ordre de G, ainsi que

les degrés des caractéres irréductibles de 2-défaut non nul.

n'est pas réel. Le 2-groupe Q ne normalise aucun 3-groupe différent de {I}.

S X est un sous—groupe de C différent de {2y, Ng(X) est un 8'-groupe.

Supposons x élément de P. Les 2-groupes de Sylow de Cg(x) étant
abéliens, CG(t) contient un 2-groupe de Sylow de Cg(x). La premiére
assertion se lit donc dans CG(t). La seconde se déduit de la premiére par
1.1, La troisiéme se déduit de la seconde, sachant que NG(X) contient Q

et admet un 2-complément normal (assertion (7) du paragraphe 2).

(2) W opére sans point fize sur E; NG(Q)/Q est un groupe de Frobenius.
Rappelons que U est introduit dans 1l'assertion (4) du paragraphe 2.
Posons T = <u> et Eo= CE(T) .
Supposons par contradiction que E_ £ {1},
Puisque T est conjugué d'un sous-groupe de P, CG(T) admet <u> pour
2-groupe de Sylow et un 2-complément normal K. En outre Po =KnN CG(u)

est isomorphe & P. Si E, est un sous~groupe de EO autre que {1}, on a

1
lassertions (4), (5) et (10) du paragraphe 2)

NK(El) = (ES)T N K = EOT .
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Puisque T et El sont d'ordres premiers entre eux on a aussi
T/T) = T/T .
Ny jqp (EyT/T) = E T/
Donc K/T est un groupe de Frobenius de complément EOT/T ; soit R son

3-groupe de Sylow. Sur R opére le groupe diédral Eo<u>. Selon la proposition

1.2 on a, si r divise IEOI,

2 2 2
Ir| = [c | = [p /T = q°/9 ;
d'ou q2 = 9 (mod r).
or q2 = 1 (mod r) puisque r divise (g + 1).

Donc r divise 8, ce qui est absurde.

(3) Pour tout sous-groupe non trivial X de C on a No(X) = N(C) = C.Q.

(a) Si r est un diviseur premier impair de (@ - 1) ou si r = 5,

PSLZ(r) n'est pas sous-quotient de G.

Soient N et L deux sous-groupes de G, N normal dans L, tels que L/N

soit isomorphe & PSL,(r), ol r divise 5(q - 1)/2. Pour un tel r, PSLZ(r)

2

n'est pas sous-quotientde PSLZ(q), donc N est d'ordre impair.

Si r divise (g - 1), le théoréme des résidus quadratiques montre que

r (r-1)/2

3

admet un sous-groupe diédral d'ordre 12. Le théoréme de Frattini, appliqué a

;) = (=1) On en déduit que 12 divise (r-1) ou (r+1). Donc PSL2(r)
un 3-groupe de Sylow de N, montre que L contient un {2,3}—groupe dont un
quotient est diédral d'ordre 12, ce qui contredit l'assertion (1).

Si r =5, 1l'assertion (10) du paragraphe 2 montre que N est d'ordre
premier & (g + 1). Si Qo est un 2-groupe de Sylow de L, on a CL(QO) = Qo
et NL(QO) est isomorphe a A4. On sait qu'un élément d'ordre 3 de NG(QO)
commute & une involution de G (assertion (4) du paragraphe 1) et qu'un

élément d'ordre 3 de A5 est réel. L'assertion (1) est donc contredite.

(b) C est un sous-groupe de Hall de G.

Soit r un diviseur premier de (g - 1)/2 et soit X un r-groupe de Sylow

de C. Le normalisateur de X dans G contient C.Q. Considérons donc un r-sous-
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groupe R de G, normalisé par Q, et différent de {l}. Soit N = NG(R).
On va démontrer que N/oz,(N) est d'ordre 4 ou 12,
Il existe une involution t' appartenant & Q telle que CR(t') # {1}
(proposition 1.1). On a
CN(t')c CG(t') n NG(CR(t'))
donc CN(t') est isomorphe & un sous-groupe de C.Q. On en déduit CN(Q) = Q.
Or Q est un groupe de Sylow de N (assertion (3) du paragraphe 2).
Si les involutions de N ne sont pas toutes conjuguées dans N, N
admet un 2-complément normal et on a
N = 02.(N)-Q
Si N admet une seule classe d'involutions, la proposition 1.7 permet
d'affirmer que N/OZ'(N) est isomorphe & un groupe unimodulaire PSLz(q').
D'aprés (a) la caractéristique de ce groupe est différente de r et de 5.
I1 posséde un groupe de Frobenius d'ordre q'(q' - 1)/2, lequel opére fidéle-
ment sur R, et sur l'espace de Frattini de R. Selon la proposition 1.1,
et puisque Q opére fidélement sur R, R est engendré par 3 groupes cycliques;
son espace de Frattini est de dimension au plus 3. On a donc
(@' - 1)/2 ¢ 3, d'ot q' =3 (car q' est congru a 3 ou 5 mod 8).
Ainsi
N/Oz,(N) est isomorphe a A4.
On en conclut que dans tous les cas Q normalise un r-groupe de Sylow de N.
Supposons maintenant que R soit maximal parmi les r-sous-groupes de
G contenant X et que Q normalise: R est r-Sylow de son normalisateur, donc
R est r-groupe de Sylow de G.
Pour démontrer l'assertion (b) supposons par contradiction gue R soit
différent de X. On a
R = X.CR(S).CR(ts) et R n'est pas cyclique.
Supposons que le centre de R ne soit pas cyclique. Il existe alors un

élément d'ordre r de Z(R) qui est centralisé par s ou par ts, donc conjugué

d'un élément de X. Cette conjugaison se fait dans N (proposition 1.3), donc
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N admet une seule classe d'involutions et Ql(Z(R)) est d'ordre r3. Sur
ce dernier groupe opére un groupe T, d'ordre 3, et qui normalise Q.
Il est clair que Z = CG(T) n Ql(Z(R)) est d'ordre r. Puisque CN(Z)
contient T, CN(Z) et NN(Z) ont méme image dans N/Oz,(N) ~ A4, autrement
dit NN(Z)/CN(Z) est d'ordre impair. Il en résulte qu'un générateur de Z
n'est pas réel (proposition 1.3). Un r-groupe de Sylow V de CG(T) contient
donc des éléments non réels. Selon l'assertion (4) du paragraphe 2 et l'asser-
tion (1) du paragraphe 3, CG(T) a un 2-groupe de Sylow d'ordre 2. Donc V
est normalisé par une involution t' et W = CV(t') # {1}. Finalement CG(W)
contient t' et T, ce qui contredit l'assertion (1).

Le centre de R est donc cyclique. Cependant, R n'étant pas cyclique,
R contient un sous-groupe normal et non cyclique, d'ordre r2 et normalisé
par Q. Soit X = AN Z(R). Sous l'action de Q, A décompose en

A =XXxB

ol X et B sont chacun centralisé par une involution, donc conjugués dans G.

Soit v CR(B) = CR(A)' Le groupe V est d'indice r dans R et normal dans R.Q.
Donc W = QI(Z(V)) est également normal dans R.Q, abélien élémentaire d'ordre au
plus r3. Puisque B est conjugué de X, CG(B) contient un r-groupe de Sylow R'
de G contenant V. Les groupes R et R' normalisent W, mais opérent différemment
(l'un centralise B, l'autre non). Le résultat démontré pour N = NG(R)
précédemment s'applique a NG(W): R et R' engendrent un sous-groupe d'ordre
impair de NG(W). La proposition 1.8 est contredite, ce qui démontre (b).

(c) Démonstration de (3).

Le groupe C est sous-groupe de Hall de NG(X), et on a (assertion (7) de 1)

NG(X) = 02,(NG(X)).Q

La proposition 1.1 implique que tout diviseur premier de |NG(X)| divise
q(q2 - 1). Les diviseurs de (q + 1)/4 sont exclus par l'assertion (7), et 3
est exclus par l'assertion (1) de ce paragraphe. Donc d'aprés (b) on a

(U} (NG(X)) =C

210

ce qui démontre (3).

81



M. ENGUEHARD

(4) Les 2-blocs de défaut 1; valeurs des caractéres sur (C - {1}).

Soient, avec les notations de 1l'appendice, p une racine d'ordre (g-1)/2
de 1'unité et bp le bloc de groupe défaut <t> de CG(t) correspondant (p # 1).
Par la proposition 138 il lui est associé un bloc Bp de G, de groupe défaut <t>,
Selon la proposition 1.22, avec H = CG(t) et D la 2-section de t dans CG(t),

Indg (t)($ ), qui est de carré 2, se décompose sur B_.Irr(G). D'ou
G p P
G ~
I = - ' = 1]
ndCG(t) (wp) Xp = Xy et B,.Irr(e) {xp,xp} (cf 1.14).
En outre
t,G oy o gteClE) &~
da ()(p Xp) d (wp) 2¢p
¢ ¢
denc 8P =1 et 6P =21,

Posons N = N_(C) et D = c<t> - <t>, Il résulte de 1l'assertion (3) que
les hypothéses de 1.26 sont satisfaites par G, N et D et satisfaites
aussi par CG(t), N et D. Pour classifier les irréductibles de N, considérons
N comme un produit direct du groupe diédral C<s> par <t>, La méme racine de
l'unité p définit une représentation de degré 1 de C (qui envoie le générateur
y de C sur P), donc par induction un caractére irréductible de degré 2 de C<s>
d'ou finalement un caractére irréductible Ap de N, caractére dont le noyau
contient <t>, Désignons, pour toute involution t' de Q, par Et' le caractére
irréductible de degré 1 de N dont le noyau est C<t'>, Les éléments de Irr(N)
sont
Xé = Esxp (ot Ap = Av si et seulement si

o€ v,y

A - A

Py Py
AN - A

Py Py
Xp - - 1y
Ay - st 85 ¢
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Comme (g-3)/4 2 6, et du fait que

G
(Indy O - e = 1), 1) = -1,

on voit facilement que Indg se prolonge isométriquement depuis R(N|D)
jusqu'éd tout R(N); plus précisément il existe des éléments distincts

Cj 1<3j<4, Loet ;é de Irr(G) et des entiers n, n', n,, n, € {1,-1}

tels que Cl = lG et

G
I A - A ) = _
ndy (o) Pp, < Ap) TN, - By
G
((1))1In (A = A'") =nuzg' -1¢C¢') ((1))
dNG(C) Py Py Py TPy

G
IndNG(C) (Ap - € - ING(C)) = ncp NG - &y

G LI - = e - -
IndNG(C)(AD st es) =0 Cp AL N3tz -
(on a tenu compte de la nullité en 1)

D'autre part, on a, pour tout x € D,

—- ! = -0 = (A - X!
(xp Xp)(x) (GD ep)(x) ( 0 p)(x),

G
d'ol - ! - = - X! A=A
ou (Xp Xp ' ﬂ(Cpl sz)) (ResN(Xp Xp) ' 0, 02)
= (A=A, A =2A)
] [ oy e,
De méme
(X, = XL, n'(g' =g )) = (A = A" , X' - A')
P Py TPy poTe " T ey

On en déduit que
' = 1) t = v
{XIXO} {Epll;p} e n n .,

soit Xp = Xp =M =L et n= 6;

Les caractéres irréductibles de G qui n'interviennent pas dans IndS(R(N,D)
étant nuls sur D, la proposition 1,26 nous permet d'affirmer
pour tout x € (C<t> - <t>), on a
1= .ore = ' . - . -
((2)) Cp(x) WAD(X) i CD(X) nkp(x) i Cz(x) n2€S(X) i C3(x) ﬂ3€s(x) ((2))
C1(x) =1, §4(x) = net(x) et E(x) = 0 pour tout autre élément de Irr(G).

On verra que n =
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(5) _Li_lg_@_c-gm'ncigal de G.

I1 existe dans G un seul bloc de défaut 3, qui est le bloc principal
(proposition 1.15). Il correspond au bloc principal de CG(t)(proposition
1.19). La matrice de décomposition généralisée du bloc principal de G
relativement & t, sur les bases BO(G).Irr(G) et {¢1, ¢2, ¢3} (cf appendice)
sera notée Do. D'aprés les résultats généraux du chapitre 1, elle satisfait
aux conditions suivantes:

(1) Do est une matrice & 3 lignes a coefficients dans Z ;

(2) la premiére colonne est (1,0,0) (caractére IG);

(3) On a

4 2 2
t e
D. D, =¢C = 2 4 2
© 2 2 a4
(4) On a DO(E(I)) =0 (& € BO(G).Irr(G))

Ces conditions définissent deux classes de matrices. A permutation des caracté-
res prés, dans chaque classe, les coefficients sont connus au signe prés:

il existe en effet Gj € {1,-1} (1 € j € 8) tels que

1 § $ § 0 0 0

2 3 4
((3)) p,= [0 62 o 5, & 0 &, ((3))
0 [¢] 63 64 0 66 67
ou bien
1 52 53 4 0 0 0 0
((4)) D, = 00 63 64 55 66 c 0 ((4))
0 0 63 64 0 0 67 68

Les quatre premiers caractéres de BO(G) sont non nuls en ty; ils coincident
donc avec les caractéres ;j rencontrés au paragraphe (4). Posons
a=¢ (1) .
p

Des formules ((1)) et ((2)) on déduit facilement

((5)) a =g, +n ((5))

et C4(ty) =n , d'ou

((6)) §% - ((6))
C4
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On a de méme

(7)) na = n,L, (1) + n3c3(1) ((7))
et C2(ty) =-nmn, et C3(ty) =-n3. d'ou
¢ ¢
((8)) R et 61=-n ((8)).
Z, 2 Ty 3

En considérant les valeurs en y, on obtient par ((1)) et ((2))
((9)) €2(y) =Ny C3(y) = ﬂ3 et C4(y) =N . ((9))

(a) Supposons que DO soit donnée par ((3)), BO(G) contenant 7 irréductibles.

Les deuxiéme et troisiéme irréductibles de BO(G) sont conjugués, non
réels; les caractéres induits considérés en {(1)) sont tous & valeurs réelles.

Il s'agit donc de CZ et C Le quatriéme est 54, qui est & valeurs réelles.

3
Oon a
Lut) = 64(¢1(1) + 0, (1) + by() = 54q , entier impair.

L'indice de Schur-Frobenius de Q4 est par conséquent égal a 1, celui de C2

est nul comme celui de 23. De la proposition 1.25 il résulte

n2 = ﬂ3 =n = -1

62=63=1
d = 2&2(1) = 2L3(1) .
I1 nous est donc possible de calculer A(BO(G),¢1) (notations de la proposition

1.23) en fonction de d. On obtient

Ly(0) =0 (6) = (@+ 1)/2 et C,(t) =g

2
a'ol A(BO(G),¢1) = lSJ_ﬁlitiiit_Ll_

2,2 2
g (g -1)7d(d+1)

Mais de l'assertion (8) du paragraphe 2 et de l'assertion (2) du paragraphe
3 on déduit qu'il existe un entier n tel que lG| = nq3(q2 - 1), et (1.23)

implique donc

((10)) an(d+q+ D% = (g - Diq- Dd@+ 1) ((10))

85



M. ENGUEHARD

Cette derniére égalité montre que g divise d(d+1).
Si g divise (d+1), g divise (d+g+1), donc q3 divise (d+1). Or

w, (classe de t) = |G|C3(t)/q(q2—1)§3(1) = nq2(q+1)/d
3

doit étre un entier algébrique, donc d, qui est premier a g, divise nlg+1).

a'oi ng+ 1) 3d»q -1
. 2
soit nxq -qg+1.
On a aussi gn < (q2 - 1)(g - 1) , @'aprés ((10)).

Ces deux inégalités conduisent a 2g <1 , ce qui est impossible,
Supposons donc que g divise d; alors (d+1), qui est premier & g,
divise n. En outre, C4 étant constant sur (C - {1}), (g-1)/2 divise

g, (1) - €4(y) =d+ 2, donc (g-1) divise (d+2). Il existe donc un entier

4

n' 3> 1 tel que

d =n'g(q -1) - 2q .
Sachant que d+1<nc«< (q2 - g - 1)/q,
on voit que n'" =1, n=d+ 1, d = q2 - 3g, et finalement, dans ((10))

qlg + 1) = glq - 3) ...
Par cette contradiction 1l'absurdité de (a) est démontrée et DO est donnée par
((4)).

(b) Ordre de G et degrés des caractéres du bloc principal.

Notons Ej (3 =1,2, ..., 7, 8 et El = lG) les éléments de BO(G).Irr(G)
ordonnés selon les colonnes de Do dans ((4)).

La proposition 1.24 (avec x = y) et ((2)) impliquent

6353(y) + 6454(y) =0 .
En comparant a ((6)), ((8)) et ((9)), on en déduit que [, € {£3,€4}
et on peut supposer que C4 = 54 , d'ol, avec une numérotation convenable
((11)) Cj = Ej pour j =1, 2, 3 et 4, ((11))
P ar = 6.£.(1).
osons 5 J&J( )

La proposition 1.23 implique
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2 2
A(B_(G),$)) = —5—i§d~—7; 1+ v 9y g ((12))

— ' 3 [
q (g -1) d2 d3 d4

D'autre part, d'aprés l'assertion (3) de ce paragraphe, on a

Gl ) low) *ce

a-1=- 2
@D e S
soit, par ((2)), ((6)), ((8)), ((9)) et ((11))
2 2 2
q-1=— IS' 5 (- 2t .9 g,
q (@ -1) nd d4 d2 dé

Par comparaison on en déduit
2 2
2(g+l) " /nd + 2/dé + 2q /dé =0 .

En tenant compte de ((7)) (i.E. nd + dé + d' =0), on en déduit

3

ay = qay , d'ou 6, =6, et £,(1) =gf,(1).

Par ((6)) et ((7)) on a
n=28,=-6, et £, (1) = (@+ DE,() -5,
Les caractéres 52, EB et 54 sont réels (car d'aprés ((1)) et ((11)) E3
et 54 ne sont pas conjugués 1l'un de l'autre). Ils sont de degrés impairs,
car gz(t) = 62q est impair. Leurs indices de Schur-Frobenius sont égaux a 1.
on a donc par 1.25,
1+ 62 + 63 + 64 = 0.

d'ou on déduit

((13)) 62 = 63 = -1 et 64 =1; xp = Cp ; X5 = Qé . ((13))
Posons dj = Ej(l) (3 =2, 3, «.., 8)

Puisque €2 est constant sur (C - {1}), (g-1)/2 divise (d2—1). En tenant

compte des précisions précédentes la formule ((12)) devient

((14)) lel@, - 1% = q’@- n @+ nay, ((14))

Puisque (g-1) divise (d2—1), d4 est premier a (q2-1); donc d4 divise
IGI/(q2-1) = ng>. Donc ((14)) s'écrit

3
ng-, _ 2 _ 2 _ 2
(d ) (d " =g (g-1) 62

4 2

Il existe donc un entier b tel que d2 -1 =Db(q-1) et b divise g. Mais

on voit aussi dans ((14)) que, q3 divisant lG!, q divise d2d4. Oor d2 et d4
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sont premiers entre eux. On bien g divise d2, ou bien g divise dg. Si

q divise d2, b est égal a 1. Les involutions de G étant conjuguées, 8 divise
&2(1) - Ez(t) =4, - 62 =b(g - 1) + 2, ce qui interdit b = 1. C'est donc
b(q2 ~ 1) +qg, ce qui impose b = g. En

]

que g divise d4 = (q+1)d2 -1
conclusion on a

2
((15)) 52(1) =q -q+1, 53(1) =q(q2 -q+1)

3 3
E,() =g o) = q + 1 ((15))
((16)) lol =@+ g - 1 ((16))
((17)) m=(q-1(qd -q+1) ((17))

Selon 1.24 (avec x = 1) on a

v ' v v -
d3 + d4 + d5 + d6 0

2
. 1 v =
soit d5 + d6 = q +q.

La proposition 1.23 permet de déterminer dé et dé. On a en effet

Eg(t) =8(q-1)/2 , £ (8) = 8, (q-1)/2

d'ol
1 ( —1)2( 2. +1) 3 1
A(B_(G),4,) = - + 44 ) =g
Al A
q+ 1 4d5d6 g+ 1
. , 2 2
soit dgd} = -q(gq -q+1) (g-1) /12
Supposons la numérotation telle que 65 = -1 et 66 =1 . On obtient,
en posant q = 3qO ’
((18)) dg = (q-1) (g_(qg+l) + q)/2
dg = (a1 (g (g+D) - qQ)/2 ((18))

Par conjugaison complexe, on peut supposer 55 et E7 conjugués et &6, €8
conjugués. D'ol

((19)) d. =4, ; 65 =8, = -1; d6 = d8 ; 66 = 68 =1 ((19))

(6) Isométries depuis NG(E); valeurs des caractéres sur (E - {1}).
La proposition 1,26 est utilisable avec N = NG(E) et D =EQ - Q
(en conséquence des assertions (5) et (10) du paragraphe 2) et ces notations

seront adoptées provisoirement,
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(a) Les 2-blocs de défaut 2,

Les irréductibles de G de groupe défaut Q sont classifiés par l'assertion
(2) de ce paragraphe et la description faite en (8) du paragraphe 2., On
obtient ainsi (gq-3)/24 blocs et (g-3)/6 caractéres irréductibles de G, tous
de méme degré m = (q—l)(qz—q+l).

A toute racine de l'unité 0 d'ordre (gq+1)/4 de 1 (0 # 1) correspond un
caractére ko de degré 1 de E, qui envoie le générateur 22 de E sur 0. Le groupe
cyclique d'ordre 6 engendré par u et U opére sur (E - {1h comme, dualement,
sur (Irr(E) - {lE}), et par ce biais (22 étant fixé), opére aussi sur les

-1

racines (q+1)/4-iémes de 1. A chaque orbite I ={0,0_1,0',0' ,0",0“_1}

correspond un bloc BE de groupe défaut Q. Le calcul de la matrice de

t
décomposition généralisée DB’G fait en 2, (8) montre que les 4 éléments
z

de BZ.Irr(G) peuvent étre caractérisés comme suit

soit ¢O € bO.Irrp(CG(t)) éon a ¢0 = ¢O_1)
9o pour tout 0 € I ;

£. est caractérisé par §
z Es
Eo est caractérisé par 6§T =1 si et seulement si O € {TiT_l] ;
o]
G ~
On pose wc = Inch(t)(wo)
et on a wo = €Z + EO —»go. - 50" .

(b) Isométrie depuis NG(E).

Les caractéres irréductibles de N sont les suivants

Q
Yoo
Yo = Indgy (A ® £0)

6 caractéres de degré 1, dont le noyau contient EQ; on note € 1'élément

N N
Yy = IndEQ()\0 ® 1) oa O € I

]

de Irr(N) tel que €(1) =1 et g€(u) = -1,
N
Vo= IndES(1E<u> ® Et)
v' = gV

Le Z -module R(NID) est engendré par les éléments de la forme

-V - V'
YO

N
.YZ = Y= i Y)« - IndEQ(lEQ)
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Pour tout 6 € R(N[D) et tout Y € R(G), on a (Indg(e),W) = (G,ResS(w))
et ce produit scalaire ne dépend donc que des valeurs de Y sur D; si en
outre Y est nul sur les éléments 2-réguliers, ce produit ne dépend que des
valeurs de  sur t(E - {1}). Posons donc (notations de 1'appendice)

v, =1ma® F) 1=1,2, 3

iT e e Yy LTS S

Le caractére wi est décomposé dans BO(G) selon la i-éme ligne de Do’
comme on le constate en calculant dt'G(wi) = d($i). On a donc, d'aprés (5)

by =8 - by -y rly

Yy = byt by - b5+ &g

L e

et wl(x) =0 pour tout x € D

<
N
3
i

¢3(x) =-4 = (V - 31N)(x) pour tout x € D
Enfin on a aussi
= - - ) D
wo(x) (YO, + YO" YO YZ)(X) pour tout x € .
En utilisant les égalités précédentes et la conservation du produit scalaire,
on obtient facilement

G
((20)) Ind, (Y, -y_ ) =& - £ ((20))
dN 01 02 02 Ol
(on utilise ici (g-3)/6 > 3)
L'élément my = Indg(’yO - V - V') doit vérifier, par isométrie:
m € R(G) ; (mo,mo) =3 ;
mo(l) =0

(my s By = Eg) = (g s Y

(mo, ’ wz) = (mO ’ w3) = -1,
On en déduit facilement
= - - 2
((21)) m EG + 53 52 . ((21))

N
De méme, posant my = IndS(YZ - IndEQ(lEQ), on a
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my, € R(G); (mz,mz) =7;

mz(l) =0 ;
(mz,wol) = (Yz,—Yzl) si o, € Zl ;

(mZ'l‘Ul) 0 ;

(mz"pZ) = (m21w3) =3 ;
(mE’lG) =-1;

(m.,5_ -£ ) =0,
z o, °o,
Ces conditions impliquent
((22)) oy = = EZ - lG + 54 - 55 + 56 -& + & ((22))

7 8

Enfin, pour q > 27, les conditions
G
(Ind (Yy = Y5y ) , mg) = (Yy = Yy 4 Yy)
W Y % £, TV, 0 Yz
imposent

((23)) IndS(YZ =Yg ) = 52 - Ez . ((23))
1 2 2 1

En conclusion 1'isométrie Indﬁ : R(N|D) —»R(G|E) se prolonge en une
isométrie définie sur tout R(N) (ce prolongement n'est pas unique). On en

déduit (proposition 1.26)

Pour tout x € (EQ - Q), Eo(x) Yo () Ez(x) = - Yp(x) ;

g](x) = = 63 (3 = 4, 5, 6! 71 8)
(40 £,00 = - £, = V(x) ((24))
1]
(soit &, (x) =3 =-£.(x) si x € (E - {1}
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4, S LES 3-GrROUPES DE SyLow DE G,

(1) Sotent U un 3-groupe de Sylow de G contenant P, et B = y,(u).

Le centre 7 de U est abélien élémentaire d'ordre q. Pour tout x € (P - {1})

CU(x) =P x Zet (Px Z) est un sous—groupe normal de B, U/(P x Z)

étant abélien élémentaire d'ordre q. On a

B=UH ou H=C.<t>

et U.C est un groupe de Frobenius de noyau U et complément C.

(a) Soit x € G d'ordre impair gE_divisible par 3. L'ordre 93 CG(x)

divise 2q3.

3
Puisque 54(1) = q3, €4 est de défaut nul. On a donc
((25)) 54(x) =0 ((25))
Selon ((1)) avec 64 =n=1, on a
Cp(x) =1.

Le caractére wc a donc pour valeur sur la classe de x (cf ((15)) et ((16)))
P
lescg ol 60 /z () = a3ta - 1/|cg60 |
donc ICG(x)l divise q3(q - 1), Mais un élément différent de 1 dont 1l'ordre
divise (g - 1)/2 est conjugué dans G d'un élément de (C - {1}), et ne cen-

tralise aucun élément d'ordre 3 (assertion (3) du paragraphe 3). Donc

|CG(x)| divise 2q3.

(b) Si x est d'ordre impair et divisible par 3, on a

CD(XJ = Cé(x) =13 EU(X) = EZ(X) = 253(X) -1 €2(x) + 53(x) =1.

On sait déja que Cp(x) = 1, Or x est 2-régulier et n'est conjugué
d'aucun élément de EQ. On en déduit
- - ' = = = =
wl(x) = (Qp CD)(x) wo(x) m (x) mz(x) 0

pour tout 0, tout I, d'ou (b) par ((8)), ((11)) et ((13)), ((25)), ((20)),

(c) Si x est conjugué dans G d'un élément de (P - {1}, l'ordre

gg_CG(x) divise 2q2 et on a

£E,.(x) =0 .
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Le groupe C admet 2 orbites sur (P - {1}), 1'une contenant WU,
-1 . N p
1'autre contenant p ~. Si X € Irr(G) est & valeurs réelles, X est
constant sur (P - {1}) et on a donc

X(x) = x(1) (mod q) .

D'ol 53(x) =0 (mod q) .
Comme 53(xt) = 63\¢1 byt ) (x) =0
on a aussi 53(x) =0 (mod 2) .

Il existe donc a € Z tel que 53(x) 2aq .D'aprés l'assertion (b) précédente

Eo(x) = daq - 1 .
On a alors
g eol? + ] 6,0 1% = (daq - D% - 3176 .
T

o
L'assertion (a) impose

(4aq - D2(q - 3)/6 < 2¢°
soit a=0 et Eo(x) = -1,

La constante de structure de Z(Z G) relative & la classe de ¥ dans le carré

de la classe de x est égale a

G ) X0 | X@) _ (g-1) @ +1g*

IcG(x)l2 X€Irr(G) (1) IcG(x)l2

Donc ICG(x)l divise 2q2.

(d) Démonstration de (1).

Considérons d'abord CG(P): selon (c) les 2-groupes de Sylow de CG(P)
sont d'ordre 2 (t centralise P); donc CG(P) contient un 2-complément normal
soit M, et M est un 3-groupe qui contient Z(U) sans étre un 3-groupe de
Sylow de G. Le groupe C, qui normalise P, opére sur M et, selon l'assertion
(3) du paragraphe 3, M.C est un groupe de Frobenius de noyau M et complé-
ment C. On en déduit que M contient, outre P, un et un seul autre facteur
C-irréductible, abélien é€lémentaire d'ordre q; ce facteur ne peut &tre que 2
et on a donc M =P x Z,

Considérons maintenant NG(M). Ce groupe contient encore C et t et admet

un 2-complément normal, groupe dont M n'est pas groupe de Sylow. On voit
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comme précédemment que C est un complément de Frobenius dans ce complé-

ment; le noyau, qui est nilpotent, se réduit & un 3-groupe (cf 1l'assertion
(a)), et il admet 3 facteurs C-irréductibles, c'est donc un 3-groupe de
Sylow de G. On a donc NG(M) = (U.C).<t>. Il est clair que U/M est abélien
élémentaire, comme C-groupe irréductible. Si x € (P - {l}), selon l'assertion

(c), CG(x) se réduit a M.<t>,

(2) L'opération de G sur G/B est deux fois transitive. Les 3-groupes

de Sylow de G sont a intersections triviales dans G.

Posons
G
= = (0 j
0 =1Ind (1) et my = ,Ej) (1< 3<8),
3 N

on a 0(1) =1+gq d'ol (O,Cp) = (e,;;) = 0.

Les éléments y et ty normalisent B et sBs; on a donc O(y) > 2 et O(ty) > 2.
or O(y) =1 + m, +my +m et O(ty) =1 - m, - my +m, (d'aprés ((2)))

3
Il en résulte > 1 , et par conséquent, puisque £4(1) =q,

0=

Ty
lG + &

4"
Ceci démontre la double transitivité de G sur les classes modulo B.

En outre, puisque H < B N sBs et |G/B| = [U] +1, U opére réguliérement

sur (G/B - {B}); autrement dit les 3~groupes de Sylow de G sont & inter-

sections triviales.

(3) Posons U' =P x 2 . 5.y € (U-U'), yestd'ordre 9 et on a
CG(y) = Z.<y>.

On a ausst vt = Ul o) et [UU'] =2, 4

(a) Soit z € (2 - {1}). on a

1]
1]

Eg(z) = E,(2) = =(a*q)/2 ; E.(2) = Eg(2) = (g-q,)/2 ; §,(2) = 1-q

53(z) =q g (z) =1; £(2) =¢E.(2) =2g-1 ¢ Eg(2) =&, (2) = (q+qo)/2
Puisque ICB(U)I = 2q2 , U admet (qz-q)/z conjugués dans B, appartenant

a U', car U' est normal dans B. En outre on a

* = C* =
Cgw = cxm = c (.

(!) on abandonne ici les notations "y générateur de C" et "z générateur de D".
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donc U et u—l ne sont pas conjugués dans G. Ainsi (U' - 2Z) rencontre deux
classes de conjugaison de G, celle de U et celle de u_l. On a donc, pour
tout x € (U' - 2), CU(x) =U' .

D'autre part, les éléments de (2 - {1}) sont conjugués sous l'action
de H. Pour tout X € R(G), l'entier

q2(ResS,x , 1) = x(1) + (g-1)Xx(z) + (q2-q)(X(U) + X(u'l))/z

Ul

AP 2
est divisible par q .
De méme l'entier

q(Resgx , 1) = X(1) + (g-1) (X(u) + X(u_l))/2 est divisible par q .

P
De ces deux congruences il résulte
X(z) = X(1) (mod q7) .

D'autre part, si x € Irr(G), on a aussi

xt@ |? < Jegta |

1]
fie}

Ces deux conditions déterminent X (z) & partir de X (1) pour tous les

éléments de Irr(G) déja exhibés.

(b) Soit y € (U - U'); on a Ez(y) =1 .
e v - N ; 3 3
Soit Yy = U (U - U"Y) . D'aprés (2) G contient (g -1) (g™ +1)
g€G 2 -1
3-éléments différents de 1, dont [Gl/q sont conjugués de U ou de U °,
et [G|/q3 sont conjugués d'un élément de Z. On en déduit
2, 3
[v| = a®(a”+1) (a-1)
Les valeurs de 52 sont connues sur CG(t) et sur U' (par ((2)) et ((24)))
comme sur E et C. En calculant la somme des|E2(g)l2 quand g parcourt

1l'ensemble des conjugués d'un élément de CG(t) Uu'UE UC , on obtient

exactement (|G| - |Y|); Comme €2 est de norme 1 dans R(G), on a

2
ACIRE R
g€y
Mais €2 étant a valeurs rationnelles, et les éléments de Y des 3-éléments,

on a €2(y) = €2(1) (mod 3) , soit 52(1) =1 (mod 3) .

L'assertion (b) est démontrée.
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-1
(c) Soit y € (U - U'") tel que ¢tyt =y . 0Ona CU(y) = Z.<y> .

D'aprés (1) (b) et 1l'assertion précédente on a
=0 t = = -
€4(y) et £ (y) = E5(y) 1.
La fonction w2 étant nulle en y, et y réel par hypothése, on a aussi
Egly) = E (y) = &,(y) =E5(y) .
Tous les caractéres de défaut non nul (pour le premier 2) étant connus,
il est possible de calculer la constante de structure relativement aux

classes de y, z et t en fonction du rationnel A = Es(y) : on obtient

sl WXEXE _ (42 1) (qe6q_m /Iy |
|CG(y)[|CG(z)| X € Irr(G) X (1)

Ce nombre est le cardinal de l'ensemble des couples (y',z') tels que
t =y'z', y' étant conjugué de y et z' conjugué de z. Le centralisateur
dans G d'un tel couple est un 3-groupe; d'aprés (1), si x est un 3-élément
différent de 1 de CG(t), CG(x) ne rencontre pas la classe de y. On en
conclut que CG(t) opére semi-réguliérement sur l'ensemble des couples
(y',z'). Donc [CG(y)I divise (q + 6qu)‘

Puisque CG(y) contient Z.<y>, il existe un entier a tel que

|cG(y)[ =3ag d'od A =bq, , 3a divisant l'entier (I + 2b) .

On a aussi

2 2
) €. (y)|° = 4n° < 3agq
5¢j¢8 7
soit 4% < 9a ¢ 3(1 + 2b)

ce qui impose b = 1 et a = 1 et 1'assertion (c) en résulte.

(d) Démonstration de (3).

Le groupe dérivé de U est normal dans B et en particulier stable
par H. Il est donc égal & U' ou & Z. Puisque (si y est comme en (c))
|ty,ul]| = IU:CU(y)I = q2/3 ,
on a [u,u] = U', d'c0 @) =U' ,
Le groupe [U,U'] est également normal dans B, différent de {1} et de U' :

c'est Z,
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Soit y € (U - U'). Comme [x,y] est central pour tout x € U',
1'application qui envoie x sur [x,y] est un morphisme de U' dans zZ. Son
image est d'ordre IU':CU,(y)| = g; on a donc

[u',yl = [p,y]l =2 .
Pour la méme raison, U/Z étant de classe 2, 1l'application
(x € U) xz2 — [x,y]Z est un endomorphisme de U/Z.

D'aprés 1'égalité précédente, [U,y] est un sous-groupe de U contenant

Z et d'ordre |U:CU(y) . La classe de y dans U est vylu,yl.
Soit maintenant u € U', Pour tout x € U, on a
[x,uy] = [x,y][x,ul¥ ,
mais, puisque [x,u] € 2z, il existe v € P tel que [x,u] = [v,y], d'ou
[x,uy] = [x,y]lv,y] = [xv,y] .
I1 en résulte que
[U,uy] = [U,y] pour tout u € U* .

En particulier, si y est inversé par t, [U,uy] est d'ordre q2/3
donc CU(uy) est d'ordre 3q, ce qui implique CU(uy) = Z.<uy>. La classe
de conjugaison de uy dans U est uy[U,yl], contenue dans yu', et yU' est
réunion de 3 classes de conjugaison de U. Sous l'action de H, yU' parcourt
U/U', ce qui démontre finalement que

CU(y) = 2.<y> pour tout y € (U - U').

Si 1'un des éléments y de (U - U') est d'ordre 3, uy est d'ordre 3
pour tout u de U', et finalement, sous l'action de H, tout élémént de
(U - U') est d'ordre 3. Donc U est alors d'exposant 3, Dans un tel

groupe un €lément commute a ses conjugués, ce qui n'est pas le cas de y, car

| ly,ul] < ICU(y)

.

L'assertion (3) est démontrée.
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(4) Présentation de B.
Les assertions (1) et (3) permettent de montrer que la structure de B

est déterminée par un certain automorphisme 0 du corps fini Ia (c£ [28] ,I)

Plus généralement (1), il est possible de classifier les p-groupes de classe
3 admettant un groupe cyclique d'automorphismes d'ordre (qg-1) et opérant
irréductiblement sur chacun des facteurs de la suite centrale descendante,
(p étant un premier impair). Un tel groupe est d'ordre q5/2, q7/3 ou q3.
S'il est d'ordre q3, 02 n'est pas 1l'identité et, pour 0 donné, il existe
deux types de groupes, selon que, lorsqu'un élément n'est pas dans le groupe
dérivé, son centralisateur dans le groupe dérivé se réduit au centre ou non.

X
L'assertion (3) élimine donc un type. Soit K = Ia et soit K son groupe

X
multiplicatif. On montre qu'il existe un isomorphisme de K sur H - qui

sera noté ici ( w —> rw]) et une bijection ggkg sur U tels que le produit

. o . S e s . c o 3 x
semi-direct B = U.H soit ainsi isomorphe au produit semi-direct (K ) .K

défini par les lois

ag g g a
(x,y,2) . (x',y"',2') = (x+tx'+y'z+z" zz+z'zo+1—z'2z , yty'+z'z -z' z , z+z')

g+2 o+1
w

w.(x,y,z).w_1 = (w X , Y , wz)

3 2

( (x,y,2) € K3 , (x',y',2') € K° et w€E KX). %)
Dans le chapitre 5, Usera identifié a K3 muni du produit précédent,
on distinguera cependant entre élément de Kx et élément de H. On écrira
donc
|-w‘|(x,y,z)|-w-|_1 = (wc+2x ,w0+1y , Wz) .
On a clairement t = rll]. Le centre de U est l'ensemble des (x,0,0); le

centralisateur de t dans U, P, est l'ensemble des (0,y,0). Puisque H opére

(1) cf M. Enguehard, "Obstructions et p-groupes de classe 3", méme fascicule.

(%) Les automorphismes de K ainsi que les éléments de 1l'anneau 72 [0], considéré

. X -
comme anneau d'endomorphismes de K , sont notés en exposant.
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"sans point fixe" sur Z(U) (assertion (1)), (0+2) est une bijection.
X
Il existe donc b (dans 1l'anneau des endomorphismes de K et prolongé en O
b
par 0 = 0) tel que
b(0+2) = (0+2)b = 1
et cette notation sera utilisée dans les chapitres 5 et 6.
Puisque CB(t)/<t> est isomorphe & 1'image dans PSLz(q) du groupe
. : . : . x. 0+1
des matrices (2,2) triangulaires unimodulaires, (K ) est le groupe
des carrés de Kx. I1 existe donc a tel que

a(o+1) = 2 .

On peut supposer que

et cette notation sera utilisée dans les chapitres 5 et 6.
ag
Enfin, si w = w, selon les lois du produit (0,0,wz) et (0,0,z)
se centralisent. Selon (3) w est dans le corps premier. Autrement dit,

le corps des points fixes de 0 est IB.
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2
5. PREMIERS DIVISANT (@ -a+ 1) .

(1) G admet des sous-groupes de Hall abéliens A et B, d'ordres respectifs

(q - 3q, +1) et (q+3q, +1). 5 z€ (4 - {1}), Colz) = A5

St y€ (B-{1}), CG(y) = By en outre « et y sont réels.

Remarquons que les entiers q(q2-1) , (q-3q0+1) et (q+3qo+1) sont
premiers entre eux deux a deux, leur produit étant 1l'ordre de G. Soient
r un nombre premier divisant (q—3qo+1) et £ un nombre premier divisant
(q+3qo+1); soient x un élément de G dont 1l'ordre est divisible par r et
y un élément de G dont l'ordre est divisible par 2. Les caractéres irréduc-
tibles Cp' EO, 52 et 53 sont de défaut nul pour r et pour £, ils sont
donc nuls en x et en y. On voit aussi par le méme argument que
EG(X) = Ea(x) =0 et 57(y) = Es(y) =0 .
Puisque x et y sont d'ordres impairs, on a
Yy =, (0 = (y) = ,(y) =0,
d'ot 54(x) = 54(y) = -1; Es(x) = 57(x) = -1 et EG(y) = 58(y) =1,
Si X € Irr(G), le produit X(t)X(x) n'est non nul que pour les 4
caractéres 1G’ 54, ES et 57, ce qui permet de calculer le nombre des involu-

tions qui appartiennent a Cg(x), soit

2
gl Ej(t) Ej(x)

=q -3qg_ +1
2 2 (e}
lego |7 3 £(1)

Donc Cg(x) contient au moins une involution. Les centralisateurs des

éléments de CG(t) sont tous connus; on voit ainsi qu'aucun élément de

CG(x) autre que 1 ne centralise d'involution, Une involution de Cé(x)

opére sans point fixe sur CG(x), qui est nécessairement abélien; en outre
CG(x) est d'ordre (q - 3qo +1) . C'est ainsi un groupe de Hall de G; notons-le
A. Le raisonnement précédent s'applique & tout élément de (A - {1}) comme

4 x. On a donc CG(x') = A pour tout x' € (A - {1}).
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De la méme fagon on démontre que CG(y) contient (q + 3qo +1)

involutions, ce qui implique que B = CG(y) est abélien d'ordre (q + 3qo + 1)

(2) Tout élément de G dont l'ordre est premier d 3 est réel.

e

Cette assertion est une conséquence immédiate de (1) et de la structure

de CG(t).

(3) NG(A) est un groupe de Frobenius de noyau A et complément cyclique

d'ordre 6; NG(B) est un groupe de Frobenius de noyau B et complément

cyclique d'ordre 6.

Tout élément de G est conjugué d'un élément de la réunion des
groupes CG(t), A, B et U, Il est donc possible de calculer 1l'ordre de
g . 4, 2
U (aUB)? . On obtient 1 + (q (g -1)(g-2)/3) .
geEG
L'assertion (1) implique que NG(A) est un groupe de Frobenius de

noyau A, complément cyclique d'ordre 2a (a € iN) et NG(B) un groupe de

Frobenius de noyau B, complément cyclique d'ordre 2b (b €IN). On a alors

(a-3q_)q’ (a’=1) (q+3q_+1)

[u aum9 =1+

€G 2 3,2
g @ , a3 )q”(q"-1) (g-3g_+1)
2b
d'ol 1'on déduit
2_1,1, _ab
3 a b ab(q—2)qo
Selon un théoréme de Sylow,
le:n @) | =1 (mod x) ,
. 3,2 -
soit q (q —1)(q+3q°+1) = 2a (mod r) ,

ce qui, compte-tenu de
g-3q,+1 = 0 (mod r)
conduit a a =3 (mod r).
Comme a est impair et r divise (q3+1), 3#-1 (mod r); donc on a a 3 3.

Oon démontre de méme que b 3 3.

On voit alors, dans l'égalité précédente liant a et b, que nécessairement
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6. SUR L'AUTOMORPHISME o, LA CONDITION DE THOMPSON.

Nous reprenons ici pour l'essentiel un article de Thompson [28],II.
Cependant la présentation et les notations sont légérement différentes
(les matrices sont multipliées "a la frangaise", ce qui modifie les

relations dans le groupe linéaire); en outre les calculs ont été simplifiés.

(1) Le groupe 202(3) est contenu dans G.

Le groupe 2G2(3) est identifié dans G grdce a son isomorphisme
avec le groupe PFL2(8).

On a démontré dés le paragraphe 2, assertions (1) a (4), qu'un 2-Sylow
S de G est abélien élémentaire d'ordre 8, son propre centralisateur dans G
et de normalisateur NG(S) = S.L.<y> , ou U, d'ordre 3, centralise t dans S,
et L est d'ordre 7, transitif sur l'ensemble des involutions de S (l). Selon
l'assertion (2) du paragraphe 5, tout élément de L est réel; le groupe
NG(L)/CG(L) est donc abélien d'ordre 6 et, puisque | normalise L, le groupe
(CG(u) n NG(L))/(CG(U) n CG(L)) est également abélien d'ordre 6.
Puisque u appartient a U, CG(u) est contenu dans B (assertions (1) et (2)
du paragraphe 4), et on en déduit qu'il existe une involution v qui centra-
lise y et normalise L, de telle sorte que

NG(L) = CG(L)<uv>
Nous allons démontrer que le groupe engendré par (S U L U {uv})

est isomorphe a PFL2(8).

(a) Soit G0 = SL U SLvS . C'est un sous-groupe de G isomorphe a

PSL, (8)

Supposons que S N vSv soit distinct de {1}. Alors v centralise
une involution appartenant & S; plus précisément, puisque v normalise
L (qui est transitif sur (S - {1})) et centralise y, v normalise S et

centralise t. Or on voit dans CG(u) = CB(U) = CU(u)<t> que deux involutions

(}) 1'6lément noté ici M ne coincide pas avec W du ch.2, (3), qui centralisait
u et non t.
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distinctes de CG(U) ne se centralisent pas. Mais v et t sont distinctes,
car t ne normalise pas L. Cette contradiction montre que S N vSv = {1}
On en déduit que S.L N v(S.L)v = L . Comme vt, élément de CU(u) = [u,ul

est d'ordre 3, on a, pour y € L,

-1
vty v = e = (tve)Y = ¥y 2ueY

d'on vsv ¢ ({1} U sLvs) .
On voit que G0 est un sous-groupe d'ordre 7.8.9 de G, décomposé en

deux doubles classes SL et SLvS selon SL. On a donc SL = NG (SL) et G0
o

(s)y n N, (vsv) =L ,
o o

Go est exactement 3 fois transitif sur GO/SL; GO est donc isomorphe a

est deux fois transitif sur GO/SL ; comme NG

PSL2(8) opérant sur la droite projective sur Eb'

(b) G1 = <Go,u> est isomorphe é_PFLZ(B). Ajustement.
Il est clair que Y normalise Go’ mais que y n'appartient pas a GO
(4 normalise SL et NG (SL) = SL). Donc g induit un automorphisme d'ordre 3

o

de PSL2(8), si bien que G, est isomorphe au groupe des "transformations

1
projectives semi-linéaires" sur le corps H_, PTL2(8).

Posons pour simplifier X = PTL2(8) et Y = PSL2(8) considérés comme
groupes de transformations homographiques sur (H% U {e}) et soit ¢ un
isomorphisme de G1 sur X,

Un 3-Sylow de Y est cyclique d'ordre 9, un 3-Sylow de X est non
abélien d'ordre 27; il en résulte que (X - Y) contient une seule classe de
conjugaison de sous-groupes d'ordre 3. En modifiant éventuellement ¢ par
un automorphisme intérieur de Y, on peut supposer que ¢ (u) est de la forme
(x —= xT) ol T est égal & 2 ou 4. Puisque CX(¢(u)) est diédral d'ordre 6,
on peut également supposer que ¢ (t) est la transformation (x —» x+1).
L'involution s centralise t, et les involutions s, usu—l, u_lsu

engendrent un groupe d'ordre 4; on en déduit qu'il existe un élément c

2
du corps E_, de trace nulle (c + ¢ + c4 = 0) tel que ¢(s) soit la

transformation (x —=® x+c). Soit enfin ﬁ la transformation
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2 4
(x —» (c"x+c)/(cx+c)); c'est un élément d'ordre 9 de Y, inversé par
~ -1 ~=2 <4 .
¢ (t) et tel que (NG ) =N ou N selon que T est 2 ou 4. Soit
-1 . . s
n==a (ﬁ). Puisque n et U engendrent un 3-groupe, N appartient a U; repre-
nons la présentation de B introduite au chapitre 4, assertion (4):

t = [-11 et t inverse n, donc N est de la forme (d,0,b) oua d, b € K.

Dans cette présentation W = (O,l,O)(l)d'oﬁ unu_l =(d-b, 0, b).

- +
Puisque n est d'ordre 9, b n'est pas nul et 1'égalité uNu 1 = ﬂ1‘3
+2 . +
s'écrit -b = t b0 , soit b0 1 =1 1 ; mais -1 n'est pas dans 1'image
o+1 .
de (o+1), donc b =1, soit b=1 ou b =-1.0n a donc
unu_l = n_2 , ce qui montre que T est égal a 2. Il est encore possible de

modifier ¢ par l'automorphisme intérieur selon ¢(t) : ¢(t) centralise ¢(s),
¢(u) et transforme ¢(n) en ¢(n—1) ; cela permet d'échanger éventuellement
n et n_i, donc de supposer que b = 1.

En résumé:

(0,1,0) et ¢(H) est (x —» x2)

b=
t = [-11 et  ¢(t) est (x —» x+1)

$(s) est (x — xtc) (ol c + c2 + cF = 0)
n=(d,0,1) et ¢(n est (x —> (c?x+c)/(ex+ch)

L'incertitude sur 1'élément d ne sera levée qu'une fois démontrée

l'assertion "O est une racine carrée du Frobenius".

(2) Le groupe G comme extension de B : une condition eng.

On peut considérer G comme une extension transitive de B, opérant
sur l'ensemble 2 des classes modulo B dans G (cf l'assertion (2) du cha-
—tre 4. Le sous-groupe B de G est le fixateur de B € Q) et il posséde
un sous-groupe normal U, régulier sur (2 - {B}); en outre le fixateur de
deux points B et sB de  est un complément H de U dans B. Cette situation
a été envisagée par J.Tits [29] ; il note (théoréme ?) que G est alors
déterminé par B et les deux applications notées w et p ci-dessous, l'existence
de G dépendant essentiellement d'une relation en w et p exprimant que la

(}) il existe une seule classe de sous-groupes d'ordre 3 dans C_(t); nous
pouvons donc supposer que S est choisi de telle sorte que U normalise S.
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loi de produit est associative dans G M.

On a en effet G = B U UsB (réunion disjointe) et la loi de groupe
est déterminée par la connaissance de l'application (u -— sus) de (U - {1h
dans UsB. Plus précisément s détermine une permutation w de (U - {1}) et
une application p de (U - {1}) dans H telles que
((1)) sus = w(u)sp(u)m(u) oa u€ (u-{1}), p(u) € H, T €U

w) €u (%)
Puisque s inverse tout élément de H, on a nécessairement

((2)) whuh ™) = h lw@h et m(un™hH = nlm@n
on h€H et u€ (u-{1}H

Des relations précédentes on déduit facilement, par inversion et opération

de H

((3) o(mun™h) = n?gta)

((4)) o) = pw

((5)) o™l = pw

((6)) 7w = o H ™ = o Twem e w

Nous allons calculer w sur le groupe dérivé de U et en déduire une pre-
priété de o dite "condition de Thompson". Ce calcul est possible car les

fonctions w, p, T sont connues sur (U N Gl) .

L'élément sy étant d'ordre 3, on a sUs = u_lsu_l, soit

1 1

Wi = =T el ) = !

rh o =1 =pwh L

Le groupe H ayant deux orbites sur (P - {0}), on en déduit par ((1)), ((2))

(!) pans [29] les hypothéses sont plus générales, l'ensemble ! n'est pas
supposé fini et l'existence d'une involution qui échange deux conjugués de

B n'est pas assurée.

(2) Nous reprenons dans ce chapitre une numérotation des formules, indépen-
damment de la numérotation des formules des chapitres 3 et 4. Il en sera de

méme au chapitre 7.
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et ((3)) que si y est non nul on a

W0 ,y,0) =0,y 1,0 =T(0,y,0) et p((O,y,0) =[y]?
(nous reprenons évidemment les notations introduites & la fin du chapitre 4)
Ces égalités seront utilisées sans rappel; on retrouve en fait les applica-
tions w, p et T propres au groupe PSLZ(K).

D'autre part, grdce & l'isomorphisme ¢, on connait sus si u € (UN Gl)
on a par exemple
(1) sn’us = n?stnu .
Posons, pour tout x € (K - {0}),
((8)) u(x) = (1,x,0) ; £(x) = w(u(x)), glx) = T(u(x)) et h(x) =p(ulx))
La formule ((1)) s'écrit dans ce cas su(x)s = f(x)sh(x)g(x) et ((7)) nous
donne

2

(7)) £(1) =n = (-d+1,0, -1)

g(l) =.n3u = u(l)
t=]-1].

En transformant par s l'égalité wu(x) = (1,1,0)(0,x-1,0) , (pour

h(1)

x # 1) on obtient

f(x)sh(x)g(x) = n?st(1,1,0)(0, ~(x-1)"1, 0s[x-1]1%(0, —x-17"1, 0
= n“tsu(1-(x-1) " Hs[x-1130, -(x-D ", 0).
Posons
T(x) =1 - (x - 1)—1 (pour x # 1, 0) .

D'aprés ce qui précéde et les notations ((8)) on a

((9)) £(x) = N2te(C(x))t

((10)) h(x) = th(g(x)[x-1]%

1

((11)) g(x) = [x-1]1% @) [x-1120, -x-1) 7", 0) .

]

2 © s R
Si x est différent de 1, ona g (x) = x , si bien que ((9)) peut s'écrire

((9') £(C(x)) = n°£(x)°

De 1l'égalité évidente u(—x)t = u(x)_l, et de ((2)) & ((6)) il résulte

((13)) h(-x) = h(x)

t

((14)) £(-x) = g(x)

1]
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Les égalités ((10)) et ((13)) impliquent que si x est différent de 0, 1 ou -1,
ona h(=x[x+1]% = (€ (x))[x-1]1% . Mais £ (-x) = L(x) !, d'od, en posant

y =Cix),

((15)) ny'h = hwfy]™  ony @ (0,1,-1)

De la méme fagon, des égalités ((11)) et ((14)), on déduit

£(-x) " = [x-1] 28 (2 x)) " x-11%(0, -x-1) "1, 0)

t 1.2

Mais on a -C(x) = C(x 1), d'ou, d'aprés ((9')), £(-(x)) F = g(x 1) 2.
On obtient ainsi

£ = [x-112ehH T x-11% 0, -(x-1 7L, 0)

En répétant cette égalité, on obtient

£ DT = [x ] e (-0 T xR 0, Tl T, 0

=0, x=D"1, 0[x-1]1"2ne 1) Hx-1]7

Hh
1
z
I

1

Lo [x 411720 %E (x) . ..

...rx—1+1]a[x—1]a

_1 - N .
Posons w = (x +1) (x-1) = x-x 1. Changeant x en -x (waest invariant)

[w]?E(x) [w] ™2

©, =107, 0 x-117% 0, - Then)

0, w2+ L, 0w 112% 0, x -7t 0. ..

s l- e 1 2E )

[w]%£ea0[w]™ = u £0x)
od wy = (0, ~w(1x1), 0 ((-x M2 o, axTHH o, k1, 0@, 0, 1)
(1-d)
=@ /By
avec Y, = 1 - (x'l -1
B, = (w + 1)(x_1 -1 - (x_1 - 139 4 (x_1 -

1

a, =d(1 - (x
Posons 1 (1 (x

1 -2 -1

- 1)3%?) +yf - x%s DY, - yf -x e x b,

((16)) £(x) = (a(x) , B(x) , Y(x))

On obtient finalement

((17)) Y = (2 - (x - DH (2 - D2 - xH)7!
((18)) Bl = 2t 0 7HE, v 0TV - v %y, )
((19)) ax) = w2 2 D7 Na 0+ W - DB Y (%)

. (w2a . w2 + waO)Y(x)O+2 )
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On vérifie que les formules ((17)) et ((18)) sont également vraies
pour x = 1 et x = -1.

En conjuguant u(x) par un élément arbitraire de H on obtient
((29Q)) rr]s(r0+2 ,r0+1x ,.0)s|‘r.|—1 = f(x)sh(x)g(x) ,
ce qui définit p, w et m sur ([U,u] - (Z2(U) U P)). Si (x,r) et (x',r")

._11
1
sont tels que sg(x')f(x)rrr

soit connu, l'associativité du produit
fournit une condition non triviale en 0. Prenons x = -1 et x' =1 .
Selon ((7')), ((13)) et ((14)) on a
2 2
su(l)s = n stu(l) et su(-1)s = u(-1)stn” .
Avec r' =1 et r ¢ IE on obtient

a+2 o+1
r

s(1+r , 1= , 0)s

su(l)[r]u(—l)[r]_ls

nzstu(l)(u(—l)stﬂz)rr]

]

nz[r]ts[r]u<1)[r]‘lu(—l)stn2[r1.

or [rluh =] ta-n = (142742, 214274 0
Scient donc y, u € K tels que
(1 + r0+2)y0+2 -1 ot (r0+1 _ 1)Yo+1 -u .
( (1 t_r0+1) étant non nuls et (0+2) bijectif, y est bien défini et u
n'est pas nul) Selon ((20)) on a
s(1+r0+2 ,l-rO+1 , 0)s = [y]f(—u)sh(—u)g(—u)[y]—1 R
et s(1+:7%2, (911 0)s = [yl shg [y]™! .

On en déduit (unicité des décompositions a la Bruhat)

[vlecwly]™ = n’lelefyle@y]™ ef=]™

n2[—ry]f(u)[—ry]—1 .

Quand r parcourt (K - R%), y parcourt (K - ng) et inversement; quant & u,

il est défini par y comme par r. Posons donc 2z = -ry . En conclusion
g+2 +2 + o+1
" Dés que y € (K - ﬁa) , Y - zO =1 et ZO t_ y = ,
" on a
" -1 2 -1
(2 [yle-w [y 1= n[z]le [z 1.
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Ce résultat a été obtenu par Thompson [28] II (théoréme 8.1). Si on

considére la troisiéme composante de la fonction £, on obtient une

propriété d'expression simple qui suffira & démontrer que 02 =3 .
De ((21)) on déduit en effet yY(-u) = - 1 + zy(u) . D'ou par ((17))
la condition de Thompson

" Sous les mémes hypothéses on a

" ((22) 21 -w+ (y-z-Dud -y +wde @ -n¥-o

Au chapitre suivant on utilisera une forme plus faible de la
condition précédente: au lieu de supposer que y € F,, on supposera que

u ¢ I} . Il est clair que si y € I%, alors u € IB

Sur la fonction w: La fonction W est explicitée par J. Tits [29]
Le groupe U y est présenté de la fagon suivante (x,y,z,... € K)
(x,y,z)J(x',y',z')J = (x+x' ,y+y'+£0x' ,z+z'—xy'+yx'—xo+1x')J .
Notons (x,y,z)M 1'élément générique du groupe U présenté au chapitre
4. Les applications
g+2 g+1

(x,y,z)J — (z-xy-x , ~Y-X ’ —x)M

O+1
(x,y,2),, —» (-z , -y-z , x+yz)
M J
sont des isomorphismes réciproques. Les groupes notés ici et dans [29] "H"
se correspondent formellement, de méme que 1'application w. Selon [29]

la fonction w transforme (x,y,z)J en (v/w,u/w,z/w)J si (x,y,z) # (0,0,0)

et ol
2 o) 0+3
u(x,y,z) = xy -xz+y - X ,
(0]
vix,y,z) = xOyG - zO + xy2 + yz - x2 +3 B
2
wix,y,z) = -z -xv(x,y,z) - yu(x,y,z) . &)

La fonction w est donc connue a priori, mais l'expression formelle

ci-dessus tient compte de 1l'égalité 02 =3

(!) selon les indications de l'auteur il faut rectifier dans [29]:
p.212—12, les E.so?t t;ﬁg_?gau; a ;;eezifgéZLusyi = p(—i)(—i+1)'
Yi Py (-i)' 7 P- ; co! S ’

(6.8) lire; et en 210-16 ;

o (= - = vl (-w(a)) o, = - wl@?’"

0]
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2
/.ag =3,

Dans ce chapitre on démontre que la condition de Thompson obtenue
au chapitre précédent implique que le carré de 0 est 1l'automorphisme de Fro-
benius, autrement dit que " 02 = 3 ", sauf peut-étre pour un nombre fini
de cas. On suit d'assez prés l'article de Bombieri [1] , mais on ne suppose
pas que le corps soit fini, le lemme 6 et son corollaire se substituant au
lemme 3 de [1].Pour mettre en évidence la simplicité de la méthode employée,
des calculs sans intérét propre ont été rejetés au paragraphe(3L et on a
éliminé quelques raffinements employés par Bombieri pour réduire le nombre
des cas exceptionnels, ou un calcul direct doit :suppléer a la démonstration
générale.

Comme au chapitre précédent, les applications multiplicatives de K

dans K, ou les endomorphismes du groupe multiplicatif de K, sont notés en

exposant, ce qui donne son sens a l'égalité placée en téte de chapitre.

Théoréme. S0tt K un corps commutatif de caractéristique 3 et soit O un

endomorphisme de K. On suppose que

1) (0+2) est bijectif;
2) le corps des points fixes de O est le corps premier F;

3) il existe une application multiplicative a de K dans K telle que

a(o+1) = 2 ;

4) Sy, z, u € K sont tels que u ¢ T, et

(Ez) Y0+2 _ zO+2 -1
(E) 2O+1 _ y0+1 =u ,
2
ona
2
(1) zu - D3+ (yoz-Du® —yu+ DT+ @ -n?=0

1'endomorphisme de Frobenius, ou bien K est de cardinal au plus M.
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(1) Elimination de a, u, y.
Le but de ce paragfaphe est de démontrer l'assertion

Il existe HE n3[zo,zl,z2,23,z4] tel que les hypothéses du théoréme

impliquent
o 02 3 04
H(z,z ,z2 .,z 4,2 ) =20 quel que soit z € K .

Notons tout d'abord gquelques conséquences trés élémentaires des
hypothéses 4) a 4).
O+1

Lemme 1. (a) Quel que soit x€ K , x est différent de -1, en

particulier -1 n'est pas un carré dans K.

O+
(b) Si x€ K et x L. 1, x2 =1 .
Si K = IB, les conditions 2) et 3) sont irréalisables. Comme a et ¢

stabilisent tout sous-corps fini de K, IB n'est pas contenu dans K. Il

résulte alors de la condition 2) que 13 est le corps des points fixes de

2 . g+1 X s .
o". Or, si x =1, x est fixe par 02; on en déduit l'assertion (b).

o+1 2, 0+1
X X

) =1 , donc x2 € F, , donc x € F, , ce qui démontre

Si 3 3

=-1, (

l'assertion (a).

Selon la condition 1), z'(El) et (E2) déterminent y et u. Posons
donc

Ey = {z € K/ si (E;) et (E,)) , u¥g 13} .

Lemme 2. Si z € EO , (El) et (E2), alors yz(y -z - 1) #0

Démonstration: Si y est nul, selon (El) et (E2), z=-1 et u=1.
De méme, si z est nul, ona y =1 et u=-1.

D'autre part, (El) et (E2) impliquent

(1)) - v uy /iy -2
((2) Ve )y -2
d'ou z0 - yO = (1 + u(y + 2))/yz .

(o

Si (y -z - 1) est nul, (y0 -2z =-1) est nul, d'od (z -1 -u)(z -1) =0

et donc z=u+1 et y=u-1
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En reportant dans ((1)) on obtient (u + 1)O+1 = (u + 1)2 , donc

(u +1) € ]% .

(a) Elimination de a.

- X
Elle s'appuie sur la condition 3), sous la forme tao = t2 a (t € K.
Soient z € %3' y et u définis par (El) et (Ez); posons
Xx=(@-10D%,v=u,2=(@m+1n?;
ainsi XYZ est non nul et la relation (T) se met sous la forme
(Tl) alx + blY + clz + eIXZ =0
En transformant (Tl) par O, 02 et 03, 4 l'aide des relations
= (u- 1)2x_1, v = uzy'l, 2% = e+ 2!
on obtient trois nouvelles équations
(T2) b2Y + dzvz + ezxz + f2 XY=10
(T3) a3X + b3Y + CBZ + e3XZ =0
(T4) b4Y+d4YZ+e4XZ+f4XY=O
ou a1 =z Cl = -y
2 2
- O-
a, = 2° (u - 1)20 2 c, = - y0 (u + 1)2 2
3 3
b1 =y -2z -1 e, = 1
2 2 g2
b2 = (u” - 1) e2 =(y-2z-1)"u
2
b. = (y -z - 1)0 u20—2 e = (u2 _ 1)20—2
3 3
2 202-20+2 03 262—20+2
b, = (u -1) e, =(y-2z-1) u
4 4
g 2
a, =2%u - 2 £o=-y @+ 1
2 2
3 2 3 2
- 0“0+
d4=zo (u_l)zo 2042 f4=_yo (u + 1)2( 1)

Les équations (Tj) multipliées successivement par X, Y et Z fournissent

2 2 2 2 2
douze autres équations ol apparaissent également X , Y , 2 , XY¥Z2, X Y, X Z,

XY2, Y2Z, xz2, zzY, soit au total 16 équations linéaires homogénes en 16
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quantités non nulles. Le déterminant A de la matrice des coefficients -
L 3 -
chacun peut 1l'écrire est un polynéme en les ai, bi' ci’ di' ei et fi
et est nul. On voit immédiatement apparaitre deux facteurs, déterminants
(2,2) (sur les lignes (Tl) et (T3), colonnes X et Z et sur les lignes Y(Tz)
2 2 . . . R

et Y(T4), colonnes XY et Y Z).Le déterminant Ao (12,12) qui est ainsi facto-
risé a la particularité suivante : les 6 colonnes relatives aux variables

5 2 2 2 2 ) B .
Y, X, Y, 2 , XY et Y2 ne contiennent que deux termes non nuls, répartis
au total sur les 12 lignes. Il en résulte (cf la proposition démontrée en

appendice) que Ao est égal a un déterminant (6,6) dont chaque coefficient est

lui-méme un déterminant (2,2) extrait de AO. Plus précisément, si nous

posons
9y = bydy - b9, fy =bjey = byey
9y = b8y ~ Dyl hy = ¢33 — ¢33
93 = Pyfy = Byfy hy =aby - azby
94 = £9, - £49 hy = bye3 = byey
95 = £,04 ~ 54 hg =aey - aze,
96 = 9r84 T 948y hg = c183 = c38

nous obtenons

2948

9, 9, 93 0 o o

On voit que Ao est somme algébrique de 16 termes, chacun étant un produit
gf(l)gf(2)gf(3)hf(4)hf(5)hf(6) , ol f est une bijection de {1,2,3,4,5,6}

et {f(1),£(2),£(3)} est différent de {1,2,6}, {1,3,4}, {2,3,5} et {4,5,6}.
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Il est donc relativement facile d'obtenix des informations simples
ot ot ot
sur AO, comme polynéme en les z ,y etu .

2 3 2
(W Elimination de y , ¥° , ¥° , u, u°, u° .
Oi Oi Oi
Considérons toute fonction des z ' Y , (y, z et u liés par

(El) et (E2)) comme une fonction de z. Si F et G sont deux fonctions de K
dans K ou de E0 dans K, nous dirons que F domine G si tout zéro de G dans E0

est un zéro de F. Nous définissons ainsi un ordre partiel.

Lemme 3 Soit F définie par

F(z) = (u2 - 1)zzy + (1 +zy+ulz+y))ly -z - 1)u2

La fonction F domine g4h2h4h5h6 .

Ce lemme est démontré au paragraphe 3.
Puisque F domine h2g4, FAo est nul sur EO' Posons, pour simplifier

1'écriture

, z, = 2° (i=1, 2,3, 4, 0)
((3)) 2
l Ly= 1+, e (3=0,1, 2
On peut éliminer les
i B
y0 (i >0) et u° (3 2 0)

grdce aux relations suivantes, qui se déduisent de (EI)' (EZ) ou ((1)) et ((2))

( - o
I
f
l

((4))

-z 5_1 2

((5)) LT BEY

= 2,2

g
y
2
(02
y
03 -
Yy = T,0 Coy
4
g
Yy
u
g
u 2
2

o _ -1.2 -4
u = z,z, CZCI COY

Aprés substitution, FAO est une fonction rationnelle en Zis y et, en

utilisant le développement de AO donné en (a), on peut en calculer le

dénominateur. On constate ainsi que
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64 12 19 60, 20 4
- FA = .
Yy ¢y Co u- (u 1) ° P(Zo’21'22’23’y) .
g
est polynémiale. Autrement dit, P € IB[ZO'Zl’ZZ’Z3;T] et P(z :y)

est nul sur EO.

-1
De méme on constate que zg y3F est un polyndme en zo, Zy vi

soit G € ]F'3[Z ,Zl;T] .

o

Lemme 4. G est irréductible.
Le lemme 4 est démontré au paragraphe 3 M.
Le terme de plus haut degré en 23 de P se calcule facilement. Il est

de degré 12 et son coefficient est issu de

_ .3 64_12_19 60, 20 4
S(zo,zl,zz,y) = b4d2e2f2y Cl Co u  (u - 1) F.h4h5h6

(compte-tenu de ((4)) et ((5))).

Des facteurs irréductibles de P, on ne conserve que les facteurs
maximaux pour la relation de domination. Si deux facteurs irréductibles
maximaux sont équivalents, c'est-a-dire s'ils ont mémes zéros sur EO,
on conserve un seul d'entre eux. On suppose également qu'au cas ou G

est maximal, G est conservé. Le produit P1 des irréductibles ainsi choisis

est évidemment nul sur EO.

(c) Elimination de y.

Pour éliminer y, transformons par 0 l'égalité
2 3

Pl(z,zc,zc ,z0 7y) =0

soit . 02 03 04 T
Pl(z /2,2 ,z ;y) =0

Tenant compte de ((4)), on en déduit un polyndéme P2 € IB[ZO,ZI,...,Z4;T]

défini par
2degTP1

2
;T) =T Pl(Zl,Z

2 -
P2(ZOIZIIZ2IZ3IZ4 2,Z3'Z4;(1+ZIZO)T )
i

o]
et tel que P2(z ;Y) soit nul sur Eo'
Lemme 5. Le résultant en T de P2 et P1 n'est pas nul.
En effet, si P, et P2 ont un facteur irréductible commun Q, Q est

1

() pans [1], Bombieri affirme que y3F est irréductible, alors que F s'annule
si z est nul.

115



M. ENGUEHARD

comme P, indépendant de Z

1 . Donc Q divise le coefficient S, du terme de

2degTP 5

A A L (14

4 de P2, S1 lui-méme divise T S(Z1’Zl’zs’(1 leo)T
o o o°

Il en résulte que si Sl(z,z ,Z ,Zz ;y) est nul en z € Eo’ alors

2 3 2
- 0] .
S(zo,z0 ,z0 ;yc) est nul en z. Par conséquent S(z,z ,zo ;y) domine
o o? gt
Q(z,z ,z° ,z  ;y). Or, selon le lemme 2, les seuls facteurs de S qui s'annu-

4
plus haut degré en 2 2)

lent éventuellement en un point de EG sont F, h4, hS et h6. Selon le lemme

g .
3 et la définition de G, G(z,z ;y) domine S. Finalement G domine Q, donc G

est maximal et on peut supposer que G = Q. Ainsi G diviserait P

Spécialisons en Z1 =0 : G(ZO,O;T) = (T2 - 1)(T2 + T+ 1 - Zo)

2°

"'Pl(O,ZZ,Z 4 ;T_2) . Mais ceci est

diviserait P2(Z0’0'22’23’Z4’T) =T 3124

impossible car ce dernier polyndme, qui n'est pas nul, est indépendant de
ZO, alors que G(ZO,O;T) ne l'est pas.
Les polyndémes P, et P_ n'ont donc aucun facteur commun, leur résultant

1 2

n'est pas nul.

it H .
Soit OE ES[ZO,ZI,ZZ,Z3,Z4] ce résultant.

02 03) 4

: o] [}
La fonction Héz,z /2 ,2 ,2z ) est nulle sur EO' Pour démontrer
l'assertion énoncée au début de ce paragraphe il suffit donc d'exhiber
i

(o} .
Hy € ng[zj] tel que H,(z" ) soit nulle sur (K - E) .

Soient donc y, z et u liés par (El) et (E2); supposons d'abord u = O.

2 2
On a alors y = z (lemme 1 (b)), d'ou, par (El)’ z=1 et y=-1.
D'autre part, on a toujours (yO+2 )O+1 = (y0+1)O+2 , soit
o+2 o+1 o+1 a+2
(z + 1) = (z - u) . On en déduit que si
2 2 2 2 2 2
H, = (2 -1 m Z - + - - - - -
1 ( ° )€= +1(€ 22120 ZZZI ZZZI EZIZo Z1Zo leo 1 €)
o a2
alors Hl(z,z ,2 ) est nul sur (K - EO).

(2) Démonstration du théoréme.

(a) Ojl = BA

Pour énoncer le lemme décisif introduisons une relation de préordre
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sur z [X], définie & l'aide de la norme |E aixill1 =3 Iail .
i i

Soient L, M € Z [x]; on dira que
deg L = deg M

( et
ol < il

i1 : i
Nous utiliserons aussi la seconde norme HZ aiX ”2 = sup.lai -
. i
i

LM si et seulement si (deg L < deg M

Lemme 6. Soient K un corps commutatif, d un entier et O un endomorphisme

de K. Soit L un élément minimal de

1 ={m€ Z[ﬂ/b4#0,HM”2$ d et M(0) = 0}.
Il existe € € {-1,1} A € N, 2 € N tels que
L= E(pxxl - 1) ou L= E(XR - px)

ol p est la caractéristique de K.

(le lemme ne dit rien si I est vide)

Démonstration du lemme 6. Soit L minimal dans I et séparons les mondmes

de L selon le signe du coefficient

L(X) = z axa- z anB

a€a & BEB
od (AN B) est vide et 0 < ay ag < d quels que soient o, B.
On peut supposer que A n'est pas vide (remplagant éventuellement L par -L)
et si tout coefficient de L est positif, on pose B = {0} et a, = o .

Quel que soit z € K, on a par hypothése

(z + 1)0&41\ aaoa -z + 1)8}_55 bBOB )
soit o 8
e o (5 o 0
(k) @€A Lo (lB)BBEB 8
avec Oskasau si @ €A et O\<18\<a8 si BEB.
Il y a une simplification pour (k) = (a ) et (18)8 = (aB)B et, si

B # {0}, une seconde simplification pour ka =0 = lB quels que soient o et B.

a a
a
Si 1'un des coefficients restant (ka) ou (lg) n'est pas nul dans K, on

. X
obtient une relation de dépendance entre caractéres de K , donc deux de ces
L . o B 5
caractéres coincident. Or les polynbémes X kox et X kBX sont deux a

a B
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deux distincts et les différences sont toutes de seconde norme inférieure ou

égale a |,L|[2, donc & d. Par contre, on a

]

oz, e x® =g wkex® | =5 Ik, -kl <5, a, < ||l

1
B _ B - 1

I g 1gX - I 1iX H, I, |1B lBl $ Igag < Hell,
a B _ -

[z, xx" - Iy 1gX [, =12, k, + Ig 1l < I a +Igbg = HL||1 .

En outre, une égalité des premiéres normes suppose que, dans le premier cas, B se

réduise a {0} et {ka'k&} = {O,aa}pour tout o dans A. Il existe alors une partition
a a R a
de A telle que ( I aXx - T aax )y €1, d'oa 2( aaX y €1,

a
ot€A1 aEAZ a€Ai

A1 V) A2

ceci pour i =1, 2.
On voit donc que le choix de L interdit 1'égalité entre deux de ces carac-

téres. Il en résulte que B # {O} et que A et B sont des singletons.

s m n
Si la caractéristique est nulle, aa =a, =1, et L est de la forme X - X .

B8

Mais tout endomorphisme de K étant injectif, le choix de L implique que L est de
2
la forme *(X - 1).

Si la caractéristique est p non nulle, ay est une puissance de p,

donc L(X) est de la forme puxm - pvxn ; mais L(0) = O implique alors

u—vgm—n = 1, et le choix de L suppose que L(X) est de la forme

L(X) = i(XQ - pA) ou L(X) = t(pxxl - 1)

(A et £ entiers positifs ou nuls).
Corollaire du lemme 6. Soient K un corps commutatif, O un endomorphisme de

i
""Zr]’ non nul, tel gue H(zG ) = 0 pour tout z € K.

Ket HEEI[zZ, 2z,

Alors il existe & g r tel que

L

i) si K est de caractéristique nulle, 0 = 1,

ii) si K est de caractéristique non nulle p, il existe AEN et

e € {-1,1} tel que

OQ = pek et px < supj degz H .
B
Démonstration.
. o,
Soit a,l"liZiOLl un monome de H.'On a a ﬂi(zO ) e azL(O) , ol
L(X) = Zi uixi . La relation H(zcl) = 0 est donc une relation de
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dépendance linéaire entre des fonctions multiplicatives de Kx dans Kx, c'est-
a-dire entre caractéres de Kx. Des caractéres distincts étant linéairement
indépendants, il existe deux polyndmes Ll' L2 € z [X], & coefficients
positifs tels que Ll(O) = L2(O) , soit (L1 - L2)(O) =0 . Or il est

clair que

HL1 - Lzlb < sup, degZiH .

L'idéal I défini dans le lemme 6 avec 4 = sup, degZ.H est non vide

et un élément minimal de I fournit 1'une des relatiois annoncées dans le
corollaire.

Remarque: Le lemme 6 n'est pas sans rapport avec un théoréme d'Artin

(cité par S. Lang in "Algebra", CH.VIII, §11 - Addison-Wesley 1965)

selon lequel si des homomorphismes additif d'un groupe additif A (ici

les puissances de ¢ : (K,+) —> (K,+)) dans un corps K sont algébriquement
indépendants, il existe une relation de dépendance écrite a 1l'aide d'un
polyndme additif.

R N

(b) De

Soit H un polynéme satisfaisant a l'assertion démontrée au paragraphe

2 3 L
1 : on a donc H(z,zo,zO ,zO ,z0 ) = 0 pour tout z € K. Soit d un entier
tel que sup; degZ‘H < 3d (3d joue le r6le de d en (a)). Selon le
corollaire du lemmel6, il existe (£,A) € }12 tels que
(6)) f<4, rgd, od=3" ou 023}\=1,Soit o= 5

et on peut supposer £ minimal tel que ((6)).

Si A est nul, comme Eé est le corps des points fixes de O, K est
fini d'ordre au plus égal a 34. On peut donc supposer A > 1 .

L'égalité ((6)) appliquée a y fournit, par l'intermédiaire de ((3))
et ((4)) un nouveau polyndme V.E E}[Z )2

1

° 22,23;T] tel que,
. ag
si z € EO, V(z ;y) =0

1’

o
Le polynéme V ainsi obtenu est de la forme AT « B , oi A, B € I&[Zj].
Plus précisément, on peut supposer que, selon les valeurs de %, A,€,

a, A(zj) et B(zj) sont (en tenant compte de ((3)))
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|
(2,€) (4,4), A>2 [ (4,+), Xg2 (4,-) (3,+)
by X by
2.8 3" 2 4 2.3" 4.3 2
A 5%, (14z] 2))C) | 4z 2377 )T, z
o EUT 16 - 3>‘ 16.3)‘ -1 3)‘ + 8
A A A A
3% 2. 4 2.8 2.3" 8.3 3% 2 4
B (1+zo 23)7;1 czco < Co (1+zo zz)cO
.. (3,-) 2,00, A>1 @A =1 (@,
A | A
2.3 2 ( 32 2.3
.. Cl Co L 1+zoz1 1+zoz1
|
8.3>‘ + 1 3A -4 1 1 4.3>‘ -
A A A ‘
2.37, 4.3 37 2 = 2 2.3
ees | (1+zoz2 )Co (1+zo zl) ‘ C ﬁo
. (1,+) (1,-)
—_— 1 1
2 2.3>‘ +1
A
.. 1+z3 +2 1+22'3 1

Lemme 7. V est irréductible.

En effet, les diviseurs premiers de A et B sont les Ci et un poly-
ndme issu de Cﬁ—l' a savoir

A A
_ 3 2 . _ _ 2.3 . _
s =1+ zO zl_1 si =1 ou s =1+ zozl_1 si € = -1.

On voit donc que A et B sont premiers entre eux. En outre S divise AB,
mais 52 ne divise pas AB. Selon le critére d'Eisenstein, V n'admet aucun
diviseur en T de degré différent de O ou 0. Au total V est irréductible
dans ﬁ%[zi;T].
Les relations ((6)) permettent également de transformer 1l'égalité
P(zol;y) =0 .

a OQ autant que possible. Si
o3t 3
z '

Si € =1, il suffit de substituer 3A
Oi 3
€ = -1, on considére P(z ;y) = P(
Ui 3\
iy)

) =0 quand £ > 1

et P(z =0 quand 2 =1 .
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On obtient ainsi un polynéme U € IB[ZO, ""ZC—I;T] tel que
i
U(z0 ;y) = 0 sur %U .

Lemme 8. Soient £, € et A comme en ((6)). Le polyndme V ne divise pas U

sauf si (2,eA) = (2,1) .

Une démonstration - trés longue - de ce lemme est donnée au paragraphe (3).

Puisque V ne divise pas U et est irréductible, le résultant en T de

U et V n'est pas nul. Il s'agit d'un polyndme en Zj (3 € &-1) , soit

J
O -
Qo € Eé[zj] tel que Qo(z ) =0 sur EO.

On a exhibé au paragraphe 1, H € IB[ZO,Z
2
Hl(z,zc,z0 ) soit nul sur (K - EO); on ne déduit par ((6)) un polyndme
]
] tel que Ql(z0 ) soit nul sur (K - E).

1,22] , non nul et tel que

non nul Q1 € ]1?3[ZO,...ZQ_1

On obtient ainsi un polynSme non nul Q =00 tel que
3 (2,€,A) o*1
Q(Q,E,X)(ZO ) soit nul sur tout K.

Si 2 =1, ona (z) = 0 pour tout z € K, donc K est un corps

21,6,
fini dont le cardinal est majoré par le degré de Q. Comme A est majoré,
le cardinal de K est majoré.

Si & >1 et (L,eX) # (2,1) , le corollaire du lemme 6 montre qu'il
existe une autre relation

m _ Sy - _ M _

(7)) o 3 oa § € {-1,1}, 3" g sup degsz(l,E,l) , mg 2-1 .
Il existe M(2,€,)) tel que B € M(2,e,0)

Des relations ((6)) et ((7)) on déduit

Sul 3€Am

3 - 36u2—€km

soit =1.
Donc K est un corps fini dont le cardinal qn est majoré; on a en effet

ngMLe,NL+ AL -1).

Le théoréme est démontré.

(3) Démonstrations des lemmes 3, 4 et 8.

(a) Démonstration du lemme 3.

On voit que g, = (u2 - 1)2hO et que
4 2

2 _ _ 2 _ -
n = yz(® "l e 120D o7 2(0-1),

5 (u - 1)

. Si h2 est nul,

g+1
z

o]
y +I(u + 1)2 et (u - 1)2 ont méme image par (0-1), d'od 1l'on déduit
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+ +
que QD 1(u + 1)2 =+ 0 1(u - 1)2 . Mais 1'image de (0+1) contient les
carrés et non (-1) (lemme 1); par ((1)) et ((2)), il en résulte donc

((9)) zu+ D2 —yu-n2+1=0

2
ona hg=z(u- 1)2(0_1)((u + 1)2(0-1) - -1) » donc hg est nul

+
si et seulement si z0 1 (u + 1)2 , €galité qui, par ((1)) équivaut a ((9)).

2

On a encore h6 = y(u + 1)2(0 1)(yg 1. (u - 1)2(0—1)) , donc h6
. . g+1 2 . ca .

est nul si et seulement si y = (u - 1) , égalité qui, par ((2)),

équivaut a ((9)).

2
Enfin h, = (y - z - 1) ((u® - 12D 0%-1 2(0-1),

4 (y -z -1)

’

0+1u2 - (u2 _ 1)2 ,

donc h4 est nul si et seulement si (y - z - 1)
égalité qui, par ((1)) et ((2)), équivaut & F = 0

Mais F domine le premier membre de ((9)). En effet si ((9)) est

g+ 2
vraie, on a h2 = hS = h6 = 0 et en particulier z 1 = (u+ 1)
+

et y0 1 = (u - 1)2 , d'ot z =% (u+ l)a = €(u + l)a et aussi
y =% (u - 1)a =n((u - 1)a . Selon la relation (T) on a alors

2 a a " s .
(u" - 1) (¢ -=n+ 1) = (z -y + 1)u, d'od, en appliquant (0+1),

2 2 o+1 2 . s . ces < s N
(u -1)" =(z -y + 1) u et cette derniére égalité équivaut a F = 0.

(b) Démonstration du lemme 4.

Aprés substitution selon les égalités ((3)), ((4)) et ((5)), on obtient

3 N ~
Yy F = zoG(zo,zl,y), oa G € Eé[zo,zl,T], G est de degré 4 en Z

1- Posons
G =a,2 4 + a, Z 3 + a.z 2 + a,Z2, + a t W=T-2 On a
4“1 3% 271 1“1 7% € o
4 4

a4 = Zo W
a, =2 2w4(z + T - 1)

3 o o
a, =2 WZT( -2z 2T + 2 T2 -Z +T-1)

2 o o o o
a, =W( -2 2T2 + 2 T3 -2 T-2 + T2 - T)

1 o o o o

=-2 (T2 - 1) + (T - 1)3(T + 1)

ao— ° -

Il est clair que a4 et ao sont premiers entre eux, donc G n'admet pas de

diviseur non scalaire de degré 0 en Z,. La spécialisation de G en T = 0 admet la

1
2 3
+ 2= 1)(z0 z, + 1),

décomposition (G) = (ZOZZ 1

T=20 1
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Supposons que G admette dans IF3[ZO,Zl,T] un diviseur de degré 1 en Zl' soit

Alz1 - AO. La spécialisation en (T = 0) de A1 est, d'aprés la décomposition précé-

dente un multiple de 202. Or 1'étude des valuations en W montre que A1 est

2 ; .
divisible par W, non par W . On peut donc supposer A1 = zow. La spécialisation

de G en (Z0 = 0) admet & un scalaire multiplicatif prés une seule décomposition

propre (G)Z -0 = (T - 1)(T221 + (T + 1) (T - 1)2). Comme A1 spécialise en 0, la
o
spécialisation de Ao doit diviser (T - 1). La décomposition en irréductibles de

2
ag est a, = (T - 1)(T + 1) ((T - 1)" - Zo). Donc Ao est de degré au plus 1 en T.

Supposons que (T - 1) divise AO. En (T,Zo) = (1,-1), G devient (214 - 213 - Z12),

et la décomposition supposée de G devient donc G = (—Zl)( - Zl3 + 212 + Zl)'

Or (ao/Ao) n'est pas nul en ce point. Cette contradiction montre que A0 ne peut
étre qu'un scalaire. On obtient alors facilement une contradiction (en ZO =1
par exemple) .

Supposons donc maintenant que G admette une décomposition en un produit de

2 2
G = (Azz1 + A Z, + Ao)(BZZI + B, 2, + BO).

deux polynémes de degré 2 en 2 124 124

1:

R, - 2 .. P .
On montre sans difficulté que W divise A2 et Bz. Selon la spécialisation de G

2.2 . . cos
en (T = 0), on peut supposer que A, = Z W = B_ . On sait aussi que W divise A

2 o 2 1

et Bl’ et que Zo divise A, ou Bl' On constate alors une contradiction en spécia-

1

lisant en (Zo + T -1 =20), ou a3 est nul.

(c) Démonstration du lemme 8

Supposons que V divise U.
(i) si 2 2 3 .

Spécialisons en Zo =0 et Z3 = 0. Si on remplace formellement
3
z et z0 par 0O dansAd on voit que a, et d4 s'annulent, donc a

3 apparait

en facteur dans h h h. et 4, apparait en facteur dans 9yr 9ur Igi

2" 73" 75 2

ainsi Aodevient d2a3A = zlzz(uO - 1)2A , ou A est un déterminant (6,6)

déduit de Ao. Ainsi V(0,2

61 12 60, 20
y g, u (u

0;T) divise le polynéme R2 issu de

1220
6 . P
- 1) zlz2A (ou de sa puissance 3" si £ =3 et € = -1).

Or ni Z1 ni Z2 ne divise V(O,Zl,ZQ,O;T); donc V(0,0,0,0;T) divise
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En =z,
J
L} L]
0 g9 93
0 0 -g;
b4 0 0
—_ ! ~h!
0 01 b1
L}
h1 0 0
-h! O 0

qui factorise en un

A

Il s'agit évidemment d'un polyndme

0 0

9g 0
0 e4

—e1 0
0 0

1

0 h6

produit de deux déterminants (3,3), soit

(3930} - siage] +

-64 22 11, 2
-y (y -1 7" (y+ 1D (y + PP

L] 1 1] L . 1
ngSbl)(h h'b

4¢Py + hihle! - h'h

eny ; on a

b4 ey
v iy - n? e
6 2
y (y + 1) ei
- 2 2
v 18y - 2%+ 1 e
4
ni =y - iy e
4, 2
hy= -y (y-D P+ D)
. 5. .4
he=-y (y 1)

2

9 8 7 5 4 2
y +y -y -y -y +y -1

9 8 7 4 3 2
-y -~y +ty +ty -y +y +1

2
gl se spécialise en 1 et uO en (-y ).

,0;y) est l'un des polyndmes (selon L et A)

bi =y -1 <1
-4, 2 2 '
bé =y (y -1) £
b! = y6(y4 - 1) cé =
. _ -20,.2 2 4 2 \
b4 =y (y Dy + 1) f4
-2 2 6, 4
oy = v 2w - 0%t e
-2 6
93 = Y 4(y - 1)8(y + 1)
-2 4, 2
gé = -y 6(y - 1)6(y +1) (y +1)
On en déduit que
A =
ol Pl =
ot P2 - yll
D'autre part,
Enfin v(0,0,0
BA-16 16-3* 16.3A—1
y -1y -1; vy

tous divisibles par

-1

i Y

A 8.3A+1
-1 vy

17474 4 6

I

-1

= 0, A est aisément calculable, puisque a,

f&)

et d

-yt -

4 2 2
y (y +1)

-y

-22

(y

2
(y - 1), mais non par (y - 1)2, ni (y + 1) ou (y + 1)
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et par un travail de routine on voit que V ne divise pas (y - 1)P1P2.

(ii) si ¢ =2 .
Démonstration analogue au cas précédent.

- - 3
Dans ce cas z divise a3 ou ay et z, divise d, ou d (selon la

1 4 4

valeur de £€). Le facteur zo apparait dans les termes h h, et h_; le

2" 73 5
facteur zy dans les termes 9y g4 et g6. Comme ZOZ1 ne divise pas V, on

20 4 2
u - 1) "(u -1) A/zozl)z°=0=
par V(0,0;y), comme polyndme en y (si par exemple € = 1)

peut considérer (y61u60

(

et sa divisibilité

La spécialisation en z = 0 = zy annule (a3/zo) et (d4/zl) et
2
A devient, au facteur (u - 1)~ prés, un déterminant (6,6) qui factorise

en deux déterminants (3,3)

~h' —fF ’
b4 f4 e4
. “12
ntony ol =y Py -0’y ne? s neery
h] 0 h!
(rencontré en (i))
95 gy O
ey ) " = A'ad'c! - d'a'h' - g'Hleal
et 0 93  9s 93953 ~ 9,95P3 - 959383
1] v 1
c3 by ey

-46 2
vy - By et s ey e oyt o

Enfin V(0,0;y) est le polyndme

A
e

qui ne divise pas le produit précédent si X > 2 .

(Si 2 =2 et €e=1, v(0,0;y) =y - 1)
3)\
Si € est égal & (-1), dans (A /zOzl)z —0=2 '
A A o 1
' .
a, /zo et d4 /z1 s annulent,kau facteur
2 3
(u-1°= (a3d4) /z z

les termes

1

prés, on obtient encore un produit de deux déterminants (3,3), a savoir

un déterminant déja calculé en (i)
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9 93 0
0 g} 9 = v 22y - 0By + 1)1091
e b e
by ~£3 e

et |hj hy 0| =-hjhibl - hihjes + hinlf)
-h! 0 h!

Y-y r et ey oy
Comme V(0,0;y) est
y4.3>\-1 -1
on conclut sans peine que V ne divise pas U dans ces hypothéses.
(iii) si L =1
Si € =1, on a

V(zo;y)

]
=

et U(zo;y) = P(zo,z ,Z ' Z iy) .

Si V divise U, le terme de plus haut degré de V divise le composant
homogéne de plus haut degré de U. Gardons les variables z0 et y. On voit
facilement que parmi les g5 écrits comme polynofies en z, et y, 990 9,

et g3 sont de plus haut degré (par leur terme en b4); de méme, parmi les
hj, h4, h5 et h6 sont de plus haut degré (par leur terme en e3). Le terme
homogéne de plus haut degré de U(zo;y) est donc issu de

3,3.64.12_19 60, 20 4
a1b1c1d2e2f2e3b4y Cl Co u  (u - 1) F

et dans chacun de ces facteurs le terme de plus haut degré est de la forme

A A
+
yuzg(y - zo)Y; leur produit n'est pas un multiple de (y3 +2 - zZ 2)
Si €=-1, ona
2.3X+1 2.3A+1
V(zo;y) =y - zO -1
3 2A A 3\
£ U(z_5y) = B( 322 v )
e ZO:Y = ZO 'ZO Izo ,ZO,Y

Cette fois-ci, 940 95 et 93 sont de plus haut degré par leur terme
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en b, et h

5 4 h5 et h6 par leur terme en e, et les considérations faites

1

pour € = 1 restent valables.

(4) Précisions.

Par une vérification sur ordinateur on peut montrer que, sous les
hypothéses du théoréme, 0 est une racine carrée du Frobenius sans aucune
exception (en appendice de [1] , "The numerical verification of Thompson's
identity", par Andrew Odlyzko). Il convient pour celd de limiter au maximum
le nombre des couples (K,0) qui échappent & la démonstration précédente.

Pour appliquer le corollaire du lemme 6 (cf (2)(a)), il faut évaluer

supj degZ.H . On a

J
<
degz P1 < degZ P < 119 degz P2 < 212
o o o
degz P1 < degz P < 73 degz P2 < 225
1 1 1
degz P1 < degZ P € 38 degz P2 < 73
2 2 2
< < <
degZ P1 < degZ P < 12 degz P2 < 38
3 3 3
degTP < degTP < 106 degZ P2 < 12
4
degTP2 < 212

d'ou il résulte

degz HO < 119.212 + 106.212 = 47 700 ,

J
soit supj degz H £ 47 706 < 310
3
On obtient donc en (a)
A
F =3 avec 1g8€4 et 0<Ago .

Le corps K est donc extension de degré fini du corps HB des points fixes de

0. Comme (-1) n'est pas un carré, l'extension est de degré impair, et O

est d'ordre impair. On peut donc supposer que £ et A ne sont pas tous deux

. . . . 4
pairs; en particulier la relation "O = 1" est exclue. Il est clair que si

. N . 2 , -
la fournit un contre-exemple & l'assertion "¢g° = 3", il en est de méme de 1l'un
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au moins

supposer

I1

duits en
avec

L = 4
€ = 1
A 2

V= AH4

M. ENGUEHARD

des sous-corps dont na est éventuellement composé. On peut donc

que le degré N de K sur HB est puissance d'un nombre premier.
est possible d'évaluer les degrés des polyndmes Qo et Q (intro-
(2) (b)) en fonction de (&,€,)A). On peut montrer que

V(L,e,A) +1
supj degZj Q (2,€,1) < 3

4 4 3 3 3 2 2 1 1
1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1
3 1 2> 3 1,2 >3 22 1
7 A+6 2X+2 7 206 2X+3 246 442 7

Pour (K,0) exceptionnels, on considére un couple (£,)) tel que

02 - 3EA

Si

K sur FE

Si

Supposons

et 1

A

A< 9, % étant minimal pour cette propriété.
2 =1, les valeurs de VvV correspondantes majorent le degré de
2 > 2, de ((6)) et ((7)) on déduit
Sul - €edm = 0 (mod N)

Syl = €lm . Si £ est égal a 4, A est impair et 4 divise m, ce

qui est exclus car m < 2. Si £ est 3, m n'est pas 2 (car si m = 2, U est

impair) da

de (&,A).

onc m est 1 et par conséquent A = 3l, ce qui contredit le choix

Si £ est 2, m est 1 et A est pair, ce qui est exclu par choix de

(2,)) . Onenconclut finalement que (Spf - €Am) n'est pas nul, tout en

étant divisible par N. Tenant compte des majorations de X par 9 et u

par v, on obtient ainsi une liste de 178 couples (N,0) (ou 0 € Aut(I‘N)

q

pour lesquels il reste & vérifier que la condition de THompson n'est

pas satisfaite. Cette liste est donnée dans £1].
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8. S1 62 =3, G EST ISOMORPHE A 2(iz(q)

On reprend ici la démonstration de Thompson ([28],IIIL
C'est un théoréme d'unicité qu'il s'agit de démontrer. Le corps K, supposé
fini, est extension de degré impair de I, , 1'égalité "02 = 3" détermine O;
le groupe noté B aux chapitres 4, 5, 6 est donc déterminé a isomorphisme prés.
Le groupe G est extension transitive de B, opérant sur l'ensemble  des classes
modulo B dans G. Comme U est régulier sur les classes autres que B, on
identifie (2 - {B}) & U; on dira donc que g € G transforme u € U en u' € U
si et seulement si gusB = u'sB , ol s est une certaine involution qui inverse
tout élément de H. Le groupe G étant engendré par B et s, l'unicité de G
résulte de l'unicité de l'opération de s sur §, donc finalement de l'unicité
de w (application définie au paragraphe (2) du chapitre 6).

On utilise essentiellement les formules ((16)) & ((21)) du chapitre
6 et l'isomorphisme ¢ exhibé en ce méme chapitre. Dans ces formules on a

a=0-1

(1) d est nul.

L'élément d de K, introduit en 6. (1) (b) intervient dans 1'expression

de a donc de a(x) (formule 19 du chapitre 6). Il intervient donc dans la

1’

formule 21 par les premiéres composantes, soit

y0+2a(—u) =1-4+ zO+20L(u) - zOHB(u) + zo\((u)O + zy(u) + 22\((111)2 '

(ot y, z et u satisfont aux hypothéses de la formule 21)

Cette égalité est linéaire en d, et se réduirait ([28],III) a a.d = o,

a=2%20 -- W ThOy 02 g O L - THOH

Le coefficient de d peut s'exprimer comme une fraction rationnelle en
(02 -
zet z ,carona (2 -0)(2+0) =1, d'ou

y0+2 - z(j+2 1 implique y (zO+2 + 1)2(220+3 + 1)—1

et zCHh1 - yO+1 u implique u (z0+1 - 1)(zO+2 + 1)'t

1]
]

(M 1a formule donnant A dans [28],111, ligne 7 de la page 163 est erronée.
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degrés partiels 8 en z% et 14 en z. Si ce polynéme est nul sur (K - IB),
selon le corollaire du lemme 6 (chapitre 7), il existe m, entier positif

B N +m - 2m-1 .
au plus égal & 2 tel que o =3 , d'oa 3 =1, et K est de cardinal
au plus 27. Il reste a se convaincre que sur I37, le polynéme en question

n'est pas nul sur EO' On en conclut que le coefficient de d n'est pas nul

sur EO' donc que d est nul.

(2) Les orbites selon CG(t) dans Q.

Il est clair que l'ensemble des points fixes de t sur { est
o =rU {8}
et que Qo est une orbite selon CG(t) (cela se voit dans CG(t) lui-méme) .
Le groupe CG(t) opére réguliérement sur ses autres orbites. En
effet, si un point u est fixe par un élément non trivial de CG(t), c'est
que l'intersection de B' = usBsu“1 avec CG(t) n'est pas {1}. Modulo
l'action de CG(t) par automorphismes intérieurs, on peut supposer que
B' N PH # {1}. si B' N P # {1}, B' = B. Sinon on peut supposer (par
conjugaison selon P) que B' N H # {1}, donc B' est fixe par un élément
non trivial de H, donc aussi par t. En conclusion B' € QO .
En regardant dans ¢(G1), on voit que
5 5
sN Us = N Ustn .
Donc nsu est fixe par s (c'est-a-dire par w). De la formule 7 du chapitre
6 on déduit
- -1 - - - 2 3
U 1snzs = UBSU 1n 3t donc (U lsu 1)(Lm )s € N"sB .
2 5 3 ' . 5
Comme WNn = n M, N~ est dans l'orbite de n U selon CG(t).

Puisque d est nul, les formules 16 & 19 du chapitre 6 montrent que

w(u(x)) = £(x) est déterminé pour x # 0. On a avec les mémes notations
3
u(0) = (1,0,0) =n
3 A 3 2 2 8 .
et w(n~) est lisible dans ¢(G1) :ona shN's = Wnsun , soit

£(0) = wu(®) = un® et g0 = n®
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La formule 20 du chapitre 6 montre que W est déterminé sur 1l'ensemble
A ={(x,y,00/ x # 0} = ((u,u] -P) . Ona
w(A) = {|'h'|f(x)|'1ﬂ'1 /he K et x€ K} .
Sous l'action de CG(t) = PHsP U PH, l'orbite de n3 est donc
Ql =AU P.w(d) .
L'application @ est déterminée EEE_QI. On a vu qu'elle l'est sur A
par £; elle l'est sur w(A) car w2 =1 . Elle l'est sur P.w(A) parce-

P* et P.AcA :

que w (P¥)
si a€EA. bE P et b #0, ona sbw(a)s € w(b)sp (b)w (b)ash
et p(bwblapd e A .
Par dénombrement on constate qu'il reste une orbite selon CG(t)
sur Q; on a en effet
CH+l=q+1l+2( -a/2 ,
soit |c:B| = IQol + 2{CG(t)l
Comme pznz = n—luz, de sn3s = uznzspn?, on déduit
tsuns = unstn6 € unsB
donc yn est un point fixe de st. Or le fixateur d'un point de 2 dans G ne
contient pas de groupe de type (2,2). Il en résulte que un et nsp, qui
sont fixes par les involutions st ett non conjuguées par CG(t), ne sont pas
dans la méme orbite selon CG(t). Soit donc QZ 1l'orbite de un selon
CG(t). On a
Q = Qo U Ql (¢] Qz B

et il reste & démontrer que w est déterminée sur 92.

(c) Une géométrie dans Q.

A toute involution v de G associons l'ensemble de ses points fixes
sur 2 et notons-le L(v); L(v) sera une droite de la géométrie annoncée.
L'intersection de deux conjugués de B contenant une seule involution,

(on a H =B N sBs), par deux points de f il passe au plus une droite.
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Montrons que la géométrie ainsi définie est unique, déterminée par l'action
de B sur §) et la restriction de w a (Qo U Ql).

On a vu que L(t) = QO. Le groupe CG(<t,s>) est transitif sur Qo. Oor il
existe un élément de G qui transforme (t,s) en (s,ts). Le méme groupe CG(<t,s>)

est donc transitif sur L(s). Comme on voit dans G, que sn3u2s = n3uzstn2,

1
n3u2 est un point fixe de s appartenant a A, et L(s) = CG(<t,s>).n3u2 est
déterminé par l'opération de B et la restriction de w & A.
Quant & la droite des points fixes de l'involution st, elle est donnée par
L(st) = {i} U {ung(0 ™; x € xJ.

La fonction g a été introduite au chapitre 6; rappelons que, selon les 6, B et

14 de ce chapitre, on a

u(x)_1 = u(—x)t
et £-0" = wuE0® = e ™ =T = gx !
a'od wigx ™ = u L

On a déja vu que Un est fixe par st. D'autre part 1l'image u' de Ung(x)_l
par st est définie par u'sB = tsung(x)_lsB. D'aprés ce qui précéde, on a
-1 -3 -1
tsung(x) "sB = untsn “sg(x) ~sB

-3 -1
untsn "w(g(x) “)sB

]

unts(-1,0,0) (-1,-x,0) sB;
on en déduit
u' = e = gt

Quand x parcourt K, les éléments g(x) sont deux a deux distincts, L(st)
est donc déterminée.

Il y a 3 orbites selon B dans l'ensemble des involutions de G, contenant
respectivement t, s et ts (deux involutions u_lshu et v—lsh'v écrites dans la
décomposition de Bruhat sont conjuguées selon B si et seulement si th = h'H2).

Par translation selon B depuis L(s), L(t) et L(ts) on obtient toutes les droites

de la géométrie.
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(4) Conclusion.
Soit u € Qz . Il nous reste a démontrer que w(u) est déterminé
par la géométrie précédente et la restriction de w a (Qo U Ql).
Il existe q2 droites contenant u, car B contient q2 involutions.
Soit M(u) 1l'ensemble des droites passant par u et rencontrant (QO u Ql)
en au plus un point. Puisque deux droites se rencontrent en au plus un point
et chaque droite contient (g+l1) points, on a
l[C v w1+ Mwla-Dn
L€ M(u)
M (@ -1 + 1< (@ - @72
M | < qtqg+ 1)/2 .
Comme q(g + 1)/2 < q2 - 2 , il existe au moins deux droites L et L'
passant par u et rencontrant chacune (QO U Ql) en au moins deux points.
Les droites w(L) et w(L') sont déterminées par les images par W de leurs in-
tersections avec (QO U Ql), et w(u) est l'unique point commun a w(L)

et w(L").
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APPENDICE

Caractéres irréductibles et 2-blocs de PSLz(q).

Les caractéres irréductibles de PSL2(q) ont été calculés par Schur
[23]; on les trouvera dans le livre de Dornhoff [11]
Notations: q est une puissance de p, premier impair
q-e=4 (mod 8) et e € {1,-1}
F est isomorphe a PSLz(q)
y est un élément de F d'ordre (q + e)/2
Zz est un élément de F d'ordre (q - e)/2
UI et u2 sont des éléments d'ordre p de F, non conjugués
p est une racine d'ordre (g + e)/2 de 1, gzre que 1

0 est une racine d'ordre (g - e)/2 de 1, autre que 1 et -1

Table des caractéres irréductibles de F:

n
1 uy M, ball z
61 1 1 1 1 1
0, T+ e |3le+ (eq) 172, Se - (eq) /2, 0 e(-1)"
0, T+ e i - (e 172 e+ (e 172, 0 e(-1)"
94 q 0 0 ~-e e
ep q-e -e -d —e (™ + oM 0
90 q+ e e e 0 e(o" + O_n)

mvarie de 1 4 (@ + e - 2)/4
n varie de 1 & (q - e)/4
ily a (@ + e - 2)/4 caractére GD distincts et (@ - e - 4)/4

caractéres 90 distincts (on a 6_ = 604 et 60 = eo-ﬂ

p

F contient 2 + (3g + e)/8 classes 2-réguliéres.

Les 2-blocs de F:

Les caractéres Sp sont de 2-défaut nul.
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Les caractéres 60 et G_O coincident sur les classes 2-réguliéres; ils
sont donc dans un méme bloc (1.11), qui est de défaut 1 (1.13) et ne
contient pas d'autre irréductible (1.14).

Un 2-groupe de Sylow de F est égal & son centralisateur dans F, donc
F admet un seul bloc de défaut 3, le bloc principal bO(F), lequel contient

nécessairement 61, 0., 6, et 6, (1.13). On voit clairement que (bo(F).R(F))

2" 73 4

admet pour base sur Z

d(el) = ¢1 d(-e62) = ¢2 et d(-e63) = ¢3 .

La matrice de db (F)sur ces bases est donc
o

1 o (o} -e

0 -e o -e

Caractéres irréductibles et 2-blocs de <t>XF = CG(t) .

Un caractére de F sera considéré comme un caractére de CG(t) dont le
noyau contient t. Si 6 est un tel caractére son produit par le caractére
irréductible non trivial de <t> sera noté 8'. On a évidemment d(8) = d(6').

Il résulte des résultats généraux rappelés en 1 que l'ensemble
des blocs de CG(t) est en bijection avec l'ensemble des blocs de F, les
modules RP(F) et RP(CG(t)) sont canoniquement isomorphes.

On obtient ainsi les blocs

bp' de défaut 1, contenant BD, 95 ; ¢p = d(ep) et Cbp = (2) .
bc, de défaut 2, contenant 60, Gé , 9_0, eio
¢o = d(eo) et cbo = (4)

= 1 3 -
bo = bo(CG(t)) contenant ei et ei (1 =1, 2, 3 et 4)

4 2 2

Cb = 2 4 2
o

2 2 4

Pour utiliser la formule de Brauer-Suzuki (1.23) on calcule

Alb_,4)) =q+e ; A(bo,¢2) = -(3eq + 1)/(q - e); A(b0,¢0) = 8q/(q - e)
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Soit D la 2-section de t dans CG(t) , c'est-a-dire
D = {tg/ g € F, g d'ordre impair} .
On calcule aisément, pour tout bloc b de CG(t) , b.R(CG(t) |D) (notations
du paragraphe 1, cf la proposition 1.22).

b.R(CG(t) |D) admet pour base sur Z

i b =b_(C (E) : W0, 035
$1=91-0i—e(e4-e')
U, =9, -6; +86, -0
Uy =6, -0, +6, -0
Sib=by g ; Ty =0, -02+0_ -8
Sib=hb :{'1;} ¥V -9 -6
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Proposition.- Soient n, k et s des entiers naturels tels que n = ks et

A = (ai j) une matrice (n,n). On suppose qu'il existe une partition de
, hatrlce . une
{1,2,...,n} en s ensembles Ea de cardinal k, ainsi que s ensembles Fﬁ

deux & deux disjoints, de cardinal (k-1) tels gue

si JEF, et i¥ Ea alors a, 3 =0 .

a ’
Posons s=1{1,2,...,n} - Uy Fy = {j11j2l-~'ljs}-
Soit da 8 le déterminant de la matrice carrée extraite de A sur les lignes
’

i€ Eot et les colonnes j € (Fot U {jB}) ,ona ,8€ {1,2,...,n} . on a
A) =t det .
det(A) e (da,B)
Démonstration. En permutant lignes et colonnes de A, on peut supposer gque

{i € N/ (a-1)k < i g ak} (@ € {1,2,...,sh

(o]
1]

{ € N/ @-1)(k-1) < § g ak-1)} € {1,2,...,sh

]
]

{j5€ N/ s(k-1) < j € n}.

jon)
[e]
&
[}
I

Un terme du développement standard de det(A) est de la forme

€(0) W a (0 € Sn , € est la signature).

o(3) 3
S'il est non nul, c'est que O(Fa) [ Ea pour tout o € {1,2,...,3} .

Dans ce cas il existe une bijection f0 de {1,2,...,3} sur S telle que

E, = 0(F) U {o<jf0(a))}

La somme des termes correspondant aux permutations O telles que
O(Fa) < Ba et fO soit fixée et égale & f est évidemment le déterminant

de la matrice Af déduite de A en annulant les coefficients d'indice (i,J)
tels que 1i € Ey jk€ S et k # £(0) . Au signe prés la matrice Af est la
matrice diagonale des matrices carrées Af,a extraites de A sur le produit
Ea x (Fa u {jf(a})' On obtient une matrice diagonale de blocs en permutant
les colonnes de S selon f, puis en renvoyant la premiére de ces s colonnes
au k-iéme rang, etc.... La signature de la permutation envisagée est donc

e(f) + (-1)™, avec m= (k-1)s(s-1)/2 . D'od

m
det(Af) = (-1) €(f) g da,f(a) et det(d) = Zf det(Af)

ce qui démontre la proposition.
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