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TRANSFORMATIONS DIFFERENTIABLES DU MOUVEMENT BROWNIEN

Jean-Michel BISMUT

11 est impossible de présenter rapidement le mouvement Brownien. Par ses liens
avec les opérateurs différentiels du deuxieme ordre, les théories du potentiel corres-
pondantes, une grande partie des résultats de 1'analyse classique ont une formulation ou
une interprétation probabiliste. Le développement de la théorie des martingales en a
fait 1'un des outils essentiels de 1'analyse harmonique. Dans 1'étude de 1'équation de
Schrédinger [55], 1'utilisation de la formule de Feynman-Kac a permis 1'obtention de
tres nombreux résultats sur le spectre de ~ 4+ V ...

La difficulté essentielle est que, dans le méme objet ~le mouvement Brownien-
sont présentes un si grand nombre de propriétés et de symétries qu'il est, d'une part,
extrémement difficile de distinguer quelle est la propriété spécifique qui explique a elle
seule tel résultat , d'autre part, que les spécialistes ou utilisateurs du mouvement
Brownien peuvent, a propos du méme objet, parler des langages apparemment disjoints.

Dans cet exposé, nous allons passer en revue un certain nombre de propriétés
du mouvement Brownien qui en font le prototype d'une classe beaucoup plus large de
processus, et décrire un certain nombre de ses caractéristiques analytiques et
probabilistes.

Ainsi, dans la section 1, le mouvement Brownien est successivement décrit comme
mesure gaussienne cylindrique, comme processus a accroissements indépendants et
stationnaires, comme martingale, comme processus de Markov, enfin comme modele des
diffusions unidimensionnelles continues. Nous n'examinons aucune des propriétés fines
du mouvement Brownien dégagées par P. Lévy [38], Itd-McKean [29], etc.

Dans la section 2, sont introduites 1'intégrale stochastique de It8, les temps
locaux du mouvement Brownien et la théorie des excursions.

L'intégrale de Itd permet le développement d'un nouveau calcul différentiel sur
les trajectoires du mouvement Brownien qui en fait le représentant type des semi-
martingales continues [45] , qui sont la classe des processus a laquelle s'étend
naturellement le calcul de Itd. La notion de temps local, dégagée par P. Lévy [38]
est étroitement liée aux propriétés fines des trajectoires du mouvement Brownien, et

permet le développement de la théorie des excursions [29] [63] [65] , qui fait du
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mouvement Brownien le prototype des processus de Poisson ponctuels [30] (qui sont
des processus de sauts...).

On voit donc ainsi apparaitre 1'une des difficultés principales dans 1'étude du
mouvement Brownien, a savoir 1'existence d'une infinité de descriptions possibles,
étroitement liées au choix de la "filtration" choisie pour le décrire. Le choix de telle
ou telle désintégration de la mesure Brownienne , ou ce qui est équivalent, le grossi-
sement de la "filtration" naturelle [31],[32],[66] modifie complétement 1'appareil
analytique de description du mouvement Brownien.

Non seulement 1'appareil analytique de description du mouvement Brownien est
flexible, mais encore les trajectoires elles-mémes peuvent étre déformées. Dans une
partie de la section 3, on décrit des transformations qui laissent invariante ou quasi-
invariante la mesure Brownienne, les classes de transformation étant adaptées a la
filtration choisie. Malliavin [40] a en effet constaté que la possibilité de déformer
transversalement les trajectoires du mouvement Brownien permet d'obtenir des résul-
tats d'analyse classique a partir des caractéristiques qualitatives et quantitatives des
trajectoires du mouvement Brownien. Apreés une présentation des équations différentiel-
les stochastiques, de leurs flots, et de certains aspects géométriques du calcul sto-
chastique (voir Schwartz [52] [53], 1'exposé de Meyer dans ce volume), nous donnons
une présentation rapide du calcul de Malliavin.

Les trajectoires du mouvement Brownien et plus généralement des diffusions,
ne sont plus une simple "idéalisation" d'un semi-groupe d'opérateurs opérant sur des
espaces fonctionnels, mais c'est plutdt 1'inverse qui se produit, a savoir que certains
résultats d'analyse apparaissent comme le reflet du comportement des trajectoires.

Les calculs stochastiques, les techniques de grossissement, et le calcul des variations
stochastique sont évidemment étroitement liés.

Nous renvoyons & [67] pour un exposé d'introduction plus complet au calcul
stochastique, et a [8] pour le calcul des variations.

Notre exposé est par ailleurs trés incomplet. Nous avons laissé de c6té tout ce
qui concerne la formule de Feynman-Kac [55], les chaos de Wiener et 1'espace de

Fock [247, [55] . Les références sont elles-mémes trés incomplétes.
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TRANSFORMATIONS DIFFERENTIABLES DU MOUVEMENT BROWNIEN

1. LE MOUVEMENT BROWNIEN : DEFINITIONS

Dans cette section, nous donnons une construction rapide du mouvement Brownien,
et décrivons ensuite certaines de ses propriétés fondamentales qui, en général, s'éten-
dent a une classe beaucoup plus large de processus.

En a), nous construisons le mouvement Brownien en tant que mesure cylindrique
sur 1'espace de Hilbert L2 (R+; R) . Enb), on définit les trajectoires du mouvement
Brownien. En c), le mouvement Brownien est caractérisé en tant que processus a accrois-
sements indépendants et stationnaires, en d) en tant que martingale continue, en e) comme
processus de Markov, en f) comme modele général des diffusions continues a valeurs

réelles.

Soit C(R+; R) 1'espace des fonctions continues définies sur RT a valeurs dans
R . Soit w 1'élément général de C(RY;R) .

C(R+; R) est muni naturellement d'une suite croissante de o -algébres {Ft} 20
définie par :

(1.1) F, = ce(wslsit)

Ce que nous écrirons dans la suite ne sera completement correct que si la filtra-

tion {Ft} est convenablement régularisée a droite et complétée, comme dans [15] .

t=0

a) Le mouvement Brownien comme mesure cylindrique.

On va tout d'abord donner une premiere définition élémentaire du mouvement
Brownien.
Soit H 1'espace de Hilbert L, RYR) .

Définition 1.1. Soit (€,G,Q) un espace de probabilité. On suppose que, pour chaque
t € H, estdéfinie une variable aléatoire ¢(f) sur §& . On dit que {‘p(f)}fEH définit
une mesure gaussienne cylindrique sur H , si

a) pour f,g€ H,A €R, o(f+g) = o(f) + @(g) p.s., e(xf) =xo(f)p.s. ;

b) pour tout f € H, ¢(f) apour loi une gaussienne centrée de variance égale

a llg) 2 .

THEOREME 1.2. 1l existe une mesure gaussienne cylindrique sur H . La loi des

{tp(f)}fEH est unique.

Preuve. Soit {en} une base orthonormale de H , {Xn} une famille de

n€EN
gaussiennes indépendantes centrées et de variance 1 sur un espace (§:,G,Q) . Si f€H

s'écrit
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4060
_ -«
(1.2) f = 41,fnen )
on pose : o0
(1.3) o(f) = z £ X,

La série (1.3) converge dans LZ(Q) . Elle converge méme p.s. par le théo-
réme des martingales [15] . On vérifie que le systeme {¢(f)} ¢y Satisfait aux condi-
tions de la définition 1.1. L"unicité est un résultat facile. ]

Remarque 1. Comme P[ \an =21] =c>0, lelemme de Borel-Cantelli montre que

PLN U(\Xm|21)] =1, etdoncque :

n
mzn N ,
(1.4) z X, 7 +®p.s.
On en déduit que p.s., la suite (X1, ...,Xn,...)f ¢y et donc que (f) ne peut pas

&tre défini comme le produit scalaire de f et d'un vecteur X de H .
H est donc de "mesure nulle" pour la mesure cylindrique. Par contre, on vérifie

trivialement que

(1.5)

>
Nl:m

converge p.s.

-1z

n
La suite :

N
- %
(1.6) YN = 7 XH en

converge donc p.s. dans un espace de Hilbert H' qui contient strictement H .

b) Le mouvement Brownien comme processus.

On suppose construite la mesure gaussienne cylindrique sur H . Pour t=0,
on pose :

(1.7) we =90 )

THEOREME 1.3. On peut modifier les variables aléatoires {w

que p.s., t= Wi Soit un processus continu.

t} e R+ de telle sorte

Preuve. Pour 0=s=1t, Wy m W est une gaussienne centrée de variance t-s,
et donc
_ 2
(1.8) E\wt—ws = 3|t-s|

Le critére de Kolmogorov [21] donne alors le résultat cherché (qui résulte

‘4

aussi d'un théoréme de plongement de Sobolev). O

Définition 1.4. On appelle mesure Brownienne sur C(R+; R) et onnote P laloi du

processus w .
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TRANSFORMATIONS DIFFERENTIABLES DU MOUVEMENT BROWNIEN

On peut donc maintenant parler des trajectoires de w , qui sont continues. Nous
avons vu a la Remarque 1 que si dw est la dérivée de w au sens des distributions, P
p.s. dw £ L2(R+; R) . Par contre, (1.5) montre que p.s. la restrictionde dw a [0,1]
est dans 1'espace de Sobolev H_1[O, 1] .

Les trajectoires de w sont trés irrégulieres. Il existe différentes mesures de
cette irrégularité. En particulier, P p.s. t- Wy n'est différentiable en aucun
te RY [47]-

De plus, par [39], pour tout t et toute partition 0 = ty oo <t =t de

[0,t], dont le diamétre tend vers O :
n-1
(1.9) Z |w -w

2
|“— t p.s.
1 v ti

La variation quadratique du mouvement Brownien est donc p.s. non nulle.

c) Le mouvement Brownien comme processus a accroissements indépendants et

stationnaires.

On vérifie immédiatement que w, est a accroissements indépendants et station-

t
naires, i.e.

1) Pour 0< b <ty ...<t., les variables aléatoires

(wt1 ,wt2 -wt1 e wtn - wtn-1) sont indépendantes.
2) Pour 0<s<t, laloide W - W ne dépend que de t-s .

On a la réciproque tres importante suivante :

THEOREME 1.5. Soit (€,G,Q) un espace de probabilité . Si X, est un processus

continu a valeurs réelles, a accroissements indépendants et stationnaires, si X5=0,
alors il existe un mouvement Brownien wt , et des constantes a, b, telles que
X, = at+bw
t t

Preuve. Voir [21] .

Moralement, le théoréme central limite contraint X ¢ a avoir des accroissements

gaussiens.

Pour t>0, x€ R, onpogse :
Jx[2
(1.10) g(x) = —— e 2
t vant

La loi de Wy est exactement gt(x)dx . Pour t€ R , gt(x) forme un semi-
groupe de convolution, i.e.
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(1.11) gt* gtl = gt+t'
(1.11) est naturellement 1ié au Théoreme 1.5 ; gt(x) vérifie 1'équation de la
1 :
chaleur 3 gt(x) 1
(1.12) ST = 7 A gt(x) .

d) Le mouvement Brownien comme martingale.

On vérifie immédiatement que w, est une martingale relativement a la filtration

t
{Ft}tzo , i.e.quepour 0< s<t, si E S estl'opérateur d'espérance condition-
nelle relativement a FS
Fg
(1.13) E w, = w,
De méme, w% -t est aussi une martingale relativement a {Ft} 0
On a alors la réciproque suivante de Lévy [38] , Kunita-Watanabe [36)

THEOREME 1.6. Soit (§, {Qt } tZO’Q) un espace de probabilité filtré. Soit Mt une

martingale continue de carré intégrable, telle que MO =0, etque Mi -t est aussi

une martingale. Alors, M, est un mouvement Brownien.

t
Preuve. La preuve repose sur le calcul stochastique sur les martingales conti-
nues (voir Meyer [45]). O

A partir du mouvement Brownien, on peut en fait construire toutes les martin-
gales continues.

Rappelons tout d'abord la définition des temps d'arrét.

Définition 1.7. Soit (§, {.Qt} tZO) un espace de probabilité filtré. On dit qu'une varia-
ble aléatoire T a valeurs dans R U {+<} estun temps d'arrét, si pour tout t € RY
(T=<t) € Qt . On appelle tribu des évenements antérieurs a T , et on note (;T
I'ensemble des A de §_, tels que pour tout t € RT , AN(T=<t) ¢ C’t .

Soit alors M une martingale continue sur (§, {qt} tZO’Q) . En utilisant des
résultats de Meyer [151, on sait qu'il existe un processus croissant continu
M, M)

adapté a {G,} (i.e. tel que pour tout t € RV, (M,M>t est G -mesurable)

t t7t=20
tel que
v 2y
(1.14) M{ = M} \M,M>t

est une martingale locale (c'est-a-dire qu'il existe une suite croissante de temps

d'arrét Tn—'»roO p.s. telle que pour tout n € N, M; AT est une martingale).
n
Pour t € RY, soit A, le temps d'arrét

(1.15) A, = inf {s20; <M,M>S>t}
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En utilisant le théoreme 1.6, on peut montrer :

THEOREME 1.8. M A est une martingale continue relativement a la filtration {(;At } =0"

t A, 2 a
est un mouvement Brownien arrété au {G, } . -temps d'arrét M,M), .
=

En loi, MAt

Remarque 2. La filtration {QA } =0 contient en général plus d'information que M N
Pour une description précise des relations exactes entre martingales continues et

mouvement Brownien, voir [61] .

Remarque 3. Soit T1, e Tn, ... une famille de variables aléatoires indépendantes et
de m&me loi exponentielle de parametre 1 . On pose :
(1.16) S, = T1+...+T
+o
Np = 205 <4
n

Alors, N ¢ est un processus a accroissements indépendants et stationnaires, et

Mt = Nt -t est une martingale telle que Mtz— t est aussi une martingale. Les théoréemes
1.5 et 1.6 sont donc en défaut sans hypothése de continuité.
On vérifie sans difficulté que, dans (1.1 ), la loi de Nt est une loi de Poisson

de parametre t, i.e. pour n€ N
-t ¢
(1.17) PIN;=n] = e " —

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant ([15],(36],(45]) qui est

1'analogue du Théoreme 1.6 pour les processus a sauts unité .

THEOREME 1.9. Soit N't un processus a accroissements indépendants et stationnaires
croissant, purement discontinu, a sauts dgaux a +1 , tel que N(') =0 . Il existe A 20
1

t At

Preuve. La preuve est basée sur les propriétés de stationnarité des lois

tel que le processus N, a méme loi que le processus N

exponentielles.

e) Le mouvement Brownien comme processus de Markov.

Jusqu'a présent nous avons supposé que Wo = 0 . On peut définir le mouvement

Brownien partant de x € R par la relation :

(1.18) X, = X+ W (o w, =0)

t t 0~

Soit P_ laloide x sur C(R;R) . Naturellement, P.=P .

0
Définition 1.10. Pour tout t=0, 6 est 1'application de c¢(R*;R) dans C(R';R)

définie par :
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(1.19) Ot(x) =X 4
On a alors [29] :

THEOREME 1.11. Le systéme de mesures {Px}xE R Sur ¢(RT;R) définit un proces-
sus fortement Markovien, i.e. pour tout x € R, tout {Ft}tzo—temps d'arrét T , pour
tout A€ F,

-1
(1.20) sur (T < +4%°) , PX(GT A;FT) = PXT(A) P, p-s.

Preuve. Si T est un temps constant, (1.20) découle facilement des résultats
de ¢). Quand T estun temps d'arrét général, on utilise la propriété de Feller du

semi-groupe de convolution g défini en (1.10) [297 .

f) Le mouvement Brownien comme modele des diffusions unidimensionnelles

continues.

A la suite de la classification par Feller des générateurs infinitésimaux de
processus de Markov a trajectoires continues sur R , ItS et McKean ont en particulier
montré dans [29] que toute diffusion continue peut s'obtenir a partir du mouvement

Brownien par : - un changement d'échelle, i.e. un changement de coordonnées sur R ;

- un changement de vitesse.
Les résultats de Itd-McKean [29] sont bien plus généraux que ceux que nous

avons indiqués.

2. LE MOUVEMENT BROWNIEN : CARACTERISATIONS TRAJECTORIELLES
ET ANALYTIQUES.

Dans cette section, nous décrirons certaines caractérisations trajectorielles et
analytiques du mcuvement Brownien. Ces caractérisations font encore du mouvement
Brownien le modele pour le développement de théories qui s'appliquent a des processus
beaucoup plus généraux.

Dans a), nous introduisons 1'intégrale stochastique de 1td. L.'intégrale de It3,
qui est 1'un des instruments majeurs de calcul sur le mouvement Brownien, permet le
développement d'un calcul différentiel stochastique le long des trajectoires du mouve-
ment Brownien, qui differe du calcul différentiel ordianire, essentiellement a cause de

la propriété (1.9) sur la variation quadratique du mouvement Brownien.
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En b), on caractérise le mouvement Brownien comme solution d'un probleme de
martingales. Cette caractérisation permet de relier la propriété de semi-groupe du
noyau de la chaleur g = etA/ 2 au calcul différentiel de Itd sur le mouvement Brownien.

La méthode du probleme des nartingales a été développée par Stroock et Varadhan
[60] et appliquée a une classe tres large de processus a valeurs dans des espaces
de dimension finie ou infinie.

En c), on introduit les temps locaux du mouvement Brownien. En d), on donne
la caractérisation de Skorokhod du mouvement Brownien réfléchi.

En e), on introduit la théorie des excursions du mouvement Brownien. L'exis-
tence du temps local en 0 qui "compte" (en les renormalisant de maniere adéquate),
les passages en 0 du mouvement Brownien, permet de donner une description comple-
tement différente du mouvement Brownien, en prenant comme nouveau temps le temps
local. On définit ainsi un nouveau processus a valeurs dans un espace d'excursions
(de dimension infinie) , qui est le prototype des processus ponctuels (discontinus !!)
de Poisson. Ce point de vue développé par Lévy [38] etItd [29] permet d'une
part de construire une tres large classe de processus de sauts a 1'aide du mouvement
Brownien ([7], [9], [26]) -les processus de sauts sont ainsi des processus continus
avec des trous- d'autre part de construire explicitement certains opérateurs pseudo-
différentiels (qui apparaissent dans des problémes aux limites) a 1'aide d'excursions

de processus plus généraux.

a) Calcul différentiel stochastique et mouvement Brownien : 1'intégrale de It3.

Soit f € L2(R+; R) . On notera désormais :
o+
(2.1) o(f) = f.dw
Y0
Le membre de droite n'est pas une véritable intégrale . puisque dw ¢ L2(R+; R) . 11
n'est défini que p.s. par la série (1.3). Naturellement si f € H?( [0,1]) , comme
dw € H_1([O,1]) p.s., on peut écrire :
(2.2) o) =-CTwerds
Y0
Naturellement, (2.2) garde un sens méme si f est un élément aldatoire de H?([O, 1]).

De méme, si f_ est une fonction en escalier de Lz(R+; R ) constante sur les

s
intervalles [ti’ti+1=| ou 0= t1 <t2 .. .<tn =+ , on peut poser, pour t> 0 :
(2.3) t n-1
2.3 S fdw = Z f, (w -w, )
o i=1 i By Tt

(2.3) définit un processus continu. De plus, Itd constate que si pour tout i, fi est
i
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-martingale, et que de plus :

t
8
F, -mesurable, | fdw estune {Ft}tZO

4 <0
(2.4) E 1C+oofdw12 - Eg-‘mfzds
<0 0
Cette relation, qui était vraie par définition pour les f déterministes, s'étend
donc a certaines f aléatoires. (2.4) indique clairement que les conditions sont réunies
pour un prolongement de type hilbertien de la définition de 1'intégrale stochastique a

des f plus généraux que les f étagés ([26], [36], (371, [43], [44], [45]).

Définition 2.1. On appelle Lg le sous-espace de L2(R+ x C(R*; R),dt®dP) formé

des ft(w) tels que, pout tout t, f, est F,-mesurable.

On vérifie facilement que Lg est exactement 1'adhérence dans
L2(R+ X C’(R+;R);dt ® dP)de 1'ensemble des ft (w) étagés ayant la propriété d'adapta~
tion décrite précedemment.

En utilisant 1'inégalité de Doob [15], qui permet de montrer que la propriété de

continuité p.s. de (2.3)passe convenablement a la limite, on peut donc définir :

~t
Définition 2.2. Pour f € LP on note 5 f 8w la martingale continue de carré inté-

2 ’
grable obtenue par prolongement I—Iilber‘tienO a Lg de (2.3) .

La transformation de d en & signale que 1'intégrale de It8 se comporte de
maniere non orthodoxe par changement de variable.

On a en effet la célébre formule de I1td6 ([26], [36], [43], [45]) que nous ne

donnons que sous une forme partielle.

THEOREME 2.3. Si f € Lz, si M
t

est la martingale :

t

(25) M, = ‘\)Ofﬁw ;
si gé€ Cg (R) , alors
rt
(2.6) gM,) = g(0) + % (t g"(M )f2d5+‘\ g'M ) fow .
t J0 S J 0 s
t
Dans le cas ol f=1, leterme(a premiere vue surprenant) ¥ € g"(ws)ds

s'explique par le fait que la variation quadratique de w au temps t egt exactement t .
Naturellement la formule (2.6) a de nombreuses extensions [45] . Notons que,
si on applique (2.6) a g(x) = x2 (qui n'est pas dans Cg (R)...), on voit que, au
sens de (1.14), si M est défini par (2.5)
(2.7) MM, = S;fzds
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t

¢ = Q f 8w est un mouvement Brownien chargé de temps.
[

On peut donc intégrer stochastique%ent par rapport a M, dans des conditions qui sont

Par le théoreme 1.8, M

pratiquement les mémes que pour 1'intégrale par rapport a w (voir Meyer [45]) .
Une propriété essentielle de 1'intégrale de It est donnée par le théoreme
suivant ([36], [45]).

THEOREME 2.4. Soit M, (t € [0,+]) une F,-martingale de carré intégrable sur
+. _ ; I : .
(C(R"; R),P) telle que MO =0 . Il existe f € L2 unique tel que :

(2.8) M- “tisw

t J0

Preuve. On peut démontrer (2.8) en utilisant le fait que les polyndmes d'Hermite

- 2
forment un systéme total dans L2(R; e x| /2 dx)

b) Le mouvement Brownien comme solution d'un probléme de martingales.

En utilisant (1.10), il est trés facile de vérifier que, si g € C::(R) :

(2.9) glw) - 2 Sto g"(w ) ds
est une martingale. Naturellement, la formule de It6 du théoréme 2.3 indique que cette
martingale est exactement 1'intégrale de It St g'(ws)é W
On a alors une autre caractérisation du n?ouvement Brownien.

THEOREME 2.5. Soit Q une mesure de probabilité sur C(R+;R) telle que :

a) Qw,=0) = 1 ;
b) Pour tout g € C: (R)
(2.10) gw) - (" g'(was
0 s
est une {Ft} -m artingale.

t=0
Alors, Q = P .

Preuve. Si on étend la propriété (2.10) a g(x) =x eta g (x) = X2 , le théo-
reme 2.5 résulte immédiatement du théoréme 1.6. L'extension de (2.10) a de tels g

ne présente aucune difficulté.

Remarque 1. L'intérét du théoréme 2.5 est que Stroock et Varadhan [60] ont montré

que sa formulation s'étend a des diffusions beaucoup plus générales (voir section 3.B).
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c) Temps local.

P. Lévy [38] a découvert que le mouvement Brownien possede un temps local.
Nous suivrons la présentation de Meyer [45], Yor [68].

Soit en effet a € R. W, - a)+ est alors une sous-martingale i.e. pour 0<s <=t

t
F
(2.10) E S(wt— )T = (ws—a)+
La sous-martingale (Wt_ a)+ possede une décomposition de Meyer qui s'décrit

(2.11) (wo-a)" = (-a)" +MT+ F L(a)
ou Mat] est une martingale, et Lt(a) un processus continu adapté croissant nul en 0O .
On montre facilement que M? est exactement 1'intégrale stochastique :

M@ = Uty 5w

t - J, wg>a s
i.e. on ala formule de Tanaka ([45], [67]) :

+ o + ot L

(2.12) (wt—a) = (-a) +‘)() 1ws>a8ws+ 3 Lt(a) s
et donc, comme wi-a est une martingale, on trouve :

- -t

(2.13) (wt—a) = (-a) -S T Sa<5ws+ 4 Lt(a)
0 "s
-
w,-al = lal +Josgn (w_-a) 8w _+L(a)

De plus, le support du processus croissant dLat est exactement 1'ensemble (WS: a).
On a le résultat de Trotter ({297, [62], [687).

THEOREME 2.6. Il existe une version continue en (a,t) de Lt(a) .

Preuve. Lapreuve dans [68] repose sur une utilisation adéquate du lemme
de Kolmogorov.

De la formule :

2 i + -
(2.14) wé =20 (wo-a)"+(w,+a))da ,
t Jo Mt t
on tire que : o
2 ot c*
(2.15) wi=2 wow+) L.(a)da
90 Do t
Or, la formule de Itd du théoreme 2.3 montre que :
-t
(2.16) w2 :2( wow +t ,
t %,
et donc 4o
(2.17) (" L(a)da =t
J_o ¢
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On en déduit :

THEOREME 2.7. Soit h une fonction mesurable bornée sur R . Alors, P p.s.,

ona : t

L+
(2.18) Soh(ws) ds = S_w h(a) L,(a) da
Preuve. Par (2.17), ona :
t +00
(2.19) SO h(ws)ds = S_w da Sh(ws)d Ls(a)

Comme le support de dLS(a) est égal a (ws: a) , on obtient bien (2.18).

Le théoreme 2.7 permet d'interpréter le temps local en a comme une densité
d'occupation de a par w . De (2.18), il découle immédiatement [29] :

(2.20) g @ = 77 B [L@] .

On vérifie tres simplement que pour tout a € R , Lt(a) est une fonctionnelle

additive de w, i.e. pour O0=<s=t :

(2.21) Lt+s(a) = Ls(a) + Lt(a)° 9S

Comme Lt(a) a comme support (wsz a) , un résultat de théorie probabiliste du
potentiel montre que a une constante multiplicative pres, Lt(a) est completement carac-

térisé par ces deux propriétés.

d) La caractérisation de Skorokhod du mouvement Brownien réfléchi .

De (2.13), on déduit :

t
(2.22) lw,| = sgnwéw +L.(0)
t Jo t
Le théoréme 1.6 et (2.7) montrent que si
t
(2.23) B, = S (sgn w) 6w ,
0

Bt est un mouvement Brownien. Comme Lt(O) ne croit que sur (Wt=0) , et comme

|w t| est 2 0, on déduit trés facilement que :

(2.24) Lt(O) = sup (-B)
Oss<t °
Soit P' laloide |w| . On vérifie trés simplement que |w| est un processus
de Markov.

Des considérations précédentes, on déduit le résultat de Skorokhod [26] .
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THEOREME 2.8. Soit B un mouvement Brownien. Si L est un processus continu

croissant, nul en O, tel que si

(2.25) z, = B+L ,

alors, z est = O et que de plus le support de L est inclus dans (z =0) , alors
z apourlol P.

Preuve. On a encore :

(2.26) L, = sup (-B)
E=s=t
Le résultat est alors immédiat. O

Des considérations précédentes, il résulte en particulier que le processus

Sup w_ - w  apour loi P" (i.e. a méme loi que \wt| ) , ce qui est un résultat de
E=sst
P. Lévy [29], [38] .

e) Excursions.
On écrit désormais L, aulieu de Lt(O) .

Définition 2.9. On pose : Ay = inf {A;LA>t}

Pout tout t> 0, At est un temps d'arrét. De plus, comme le support de L
est (wsz 0) , wpa, = O . La propriété de Markov forte montre que, pour 0 < t1 .. .<tn,

t
S < < < - < <

les processus (wS,O_s_At1), (WAt1+510‘S"‘At2 At1) e (wy +S]O_s_
n-1

=A -A ) sont indépendants, et que leur loi ne dépend que de t1 ,t2—t 1 ...tn—tn_1 .
Définition 2.10. Soit Wb 1'espace des fonctionsaontinues e(s) de R dans R telles
que e(0) =0, qu'il existe 0 avec 0< 0o = 4+ pour lequel, si 0<s <0 ,
e(s) £#0, etsi, s=0, e(s)=0.

b est un espace d'excursions hors de 0, et o(e) estnla durée de vie de
1'excursion considérée. & désigne un point cimetiere.

On va maintenant construire un nouveau processus a valeurs dans W U {§} dit

processus des excursions de w [26] .

Définition 2.11. Pour t € R* , on pose :
(2.27) Si At_ = A

L A- 1 W < g < - A"
Si At <A et(s) = WAE+S ; 0 =ss A -A

0 » 8> A A;
On a alors un résultat fondamental qui fonde la théorie des excursions de Lévy [38],1t6 [29
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THEOREME 2. Soit H une partie mesurable de W . On pose :
H
(2.28) N, = Z 1
t s<t e.sé H

Alors, soit P p.s., pour tout t >0, Nt = 400, OU bien Nt est un processus de Poisson

de parametre n(H) <+ . Si H 1 -H_ ~sont des parties mesurables disjointes de W,

H, Hp L,
les processus N ',...,N = sont indépendants.
Preuve. La premiere l_;I)ar'ue IcrlIu théoreéme résulte facilement du théoréme 1.9. Si
I—I1 ...H" sont disjoints, N "...N " sont a sauts disjoints. Un argument de théorie

des martingales [45] montre qu'ils sont indépendants .

H -+ n(H) définit une mesure o-finie sur W . e, est un processus de Poisson
ponctuel [30] de mesure caractéristique n (le processus est complétement
"caractérisé" par n). Elle a été décrite par Lévy [38], It6-McKean [29],
Williams [64],[65], Rogers [51] .

L'application de la loi des grands nombres permet a It6-McKean [29] et
Williams [65] de caractériser le temps local L par 1'examen de la trajectoire de w .

Ainsi, sipour b> 0, on désigne par Mtt) le nombre de montées de w de O
a b surl'intervalle [0,t], alors par Lévy [38], Williams [65], p.s., pour tout
t>0 :
lim bM> - =t
bilo b2
Remarque 2. Deux autres résultats sont particulierement intéressants pour 1'étude du
mouvement Brownien

- Le fait que si w est un mouvement Brownien arrété au temps T 1 ou il atteint
1, alors 1- W g (o=st<s T1) est un processus de Bessel d'ordre 3 (i.e. le
module d'un mouvement Brownien tridimensionnel) arrété au dernier instant ou il passe
par 1 .

- Le résultat de Pitman [48] qui indique que la loi de \wtl + Lt(O) est un
processus de Bessel d'ordre 3 .

Ces deux résultats sont directement liés [261, [65] .

Remarque 3. Les résultats de la théorie des excursions permettent de plonger les
processus de Poisson les plus généraux dans le mouvement Brownien. Relativement a

la filtration {F‘A } , tous les instruments théoriques de la théorie générale des

t t=20
processus - tribus optionnelle, prévisible, temps d'arrét totalement inacessibles,

calcul stochastique sur les sauts [15] [36 - ont une interprétation trés naturelle

liée a des coupures adéquates sur le mouvement Brownien. Pour ces questions,
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voir [719 [9_!7 [26] .
Pour d'autres résultats lids a la théorie des excursions, voir [26 ., [34], [42],
49/, [50], [63] .

3. SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DU MOUVEMENT BROWNIEN.

Dans la section 2, nous avons vu, en examinant la théorie des excursions, que le
mouvement Brownien avait plusieurs descriptions possibles.
Dans cette section, nous allons effectivement transformer physiquement les trajec-

toires du mouvement Brownien.

A) Transformations du mouvement Brownien unidimensionnel .

Nous commencons par examiner les transformations des trajectoires du mouvement
Brownien a une dimension w , qui laissent invariante ou quasi-invariante la mesure
Brownienne.

En a), on étudie les changements de temps, en b) la transformation de Girsanov ;
en ¢), on indique la forme différentielle de la transformation de Girsanov, pour obtenir
une formule d'intégration par parties sur 1'espace de Wiener, et un résultat de repré-
sentation de martingale de Clark [13] .

En d), on indique une transformation du processus ponctuel des excursions du
mouvement brownien décrite dans Bismut 7| pour laquelle la mesure Brownienne est

encore quasi-invariante.

a) Changement de temps.

THEOREME 3.1. Si ¢ est une constante > 0, alors la loi de cw./c2 est égale a

Py - Plus généralement, si f € Lg » si N, est défini par :

N
(3.1) N, = inf{N>O;S 2ds >t} ;
N 0
t o,
alors, 8 f6w est un mouvement Brownien arrété en S f~ds
0 0

Preuve. Ce résultat a été vu apres la preuve du théoreme 2.3.
Un résultat particulierement utile est aussi

THEOREME 3.2. twj,, apourloi P .

Preuve. tW1/t est un processus gaussien. On vérifie facilement qu'il a méme

covariance que w, et donc méme loi.

t
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b) Quasi-invariance du mouvement Brownien : transformation de Girsanov.

La transformation de Girsanov est 1'un des outils fondamentaux des probabilités
modernes.

Reprenons le formalisme de la section 1 a). Soit u € H . Posons :

(3.2) o't = o (B + <E,u)
Il est tres simple de vérifier la loi de {gou(f)}feH est équivalente a la loi de

{o ()} fEH et que la densité relative est donnée par :
(3.3) exp {0 (W) - ¥ lul?)

En d'autres termes, si X = (X1 .. .Xn, ...), laloide X+u est équivalente a la
loi de X , avec une densité relative donnée par (3.3) (rappelons que p.s. X £H !).
Les propriétés énoncées en (3.2) et (3.3) sont vraies sur n'importe quel espace
de Hilbert séparable H .
Cameron-Martin [12] et Girsanov ont donné un résultat beaucoup plus fort, qui
utilise 1'intégrale de It6.

est dit adapté si, pour tout t, u, est

Rappelons qu'un processus mesurable u t

t
Ft -mesurable.

THEOREME 3.3. Soit u, un processus mesurable adapté borné. Soit PY la mesure

de probabilités sur C(R';R) définie par :

u t t
(3.4) a_ |F, = exp {g uéw—%g uzds}
dp t J
0 0
't
Alors, sous Pu y Wy g uds est une {Ft} -martingale Brownienne.
0 t=0

Preuve. On utilise le calcul stochastique de It6 et le théoréme 2.5 [60] .

¢) Transformation de Girsanov, représentations des martingales et intégrations par

parties.
Nous allons maintenant appliquer le théoréme 3.3 sous forme différentielle, et

obtenir un résultat de représentation de martingales de Clark [13] , Haussmann ‘[23]
(voir aussi [14]), qui est aussi un résultat d'intégration par parties (Bismut [5])
trés utile pour le développement du calcul de Malliavin [40] .

Soit g une fonction continue sur C([0,11;R) , bornée, dérivable (au sens de
Fréchet), a dérivée bornée. Si x € C([0,1];R) , dg(x) est une mesure bornée
dpx(t) sur [0,1] .

On a alors le résultat de Clark [13] :
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THEOREME 3.4. Soit u, un processus adapté borné. Alors, ona :

1
(3.5) o [S t)g uds—, [g(w B uéwj
Lo, H 0
Preuve. Du théoreme 3.3, il découle que, pour ¢ € R
1 . .
(3.6) e [exp{—c Ludw - % 828 udsig(w + ¢ € uds)] = E‘P[g(w.)] .
Jdo 0 7= 0
Par dérivation de (3.6} en ¢ =0, on obtient (3.5). O

COROLLAIRE. Si Ht est le processus

(3.7) =B e,
<Lt 1]
alors P p.s.
Pr !
(3.8) glw) = E [gH)] +$OHS<‘3WS

Preuve. Par le théoréme 2.4, on sait que g(w ) se représente par (3.8) .

(3.5) donne la valeur explicite de H . o

Remarque 1. (3.5) est un résultat d'intégration par parties, et (3.7) un résultat de
représentation de martingales. Tous deux sont étroitement liés a la représentation
des relations de commutation d'Heisenberg a 1'aide des polyndmes d'Hermite.

d) Quasi-invariance du mouvement Brownien : transformation des excursions.

Nous allons maintenant décrire une transformation du mouvement Brownien réflé-
chi utilisée dans Bismut [7] pour 1'étude de processus de bord (qui sont des processus
de sauts dont le générateur est un opérateur pseudo-différentiel construit a partir de
certains problémes aux limites).

z désigne un mouvement Brownien réfléchi sur [0,+<[ . L désigne le temps

local en 0 ; z s'écrit : z, = Lt+Bt , ou Bt est une martingale
Brownienne.
Soit Ht un processus continu = 0, nul quand z; =0 , tel que :
t ot t
(3.9) H - g Kds +\ ESB+. RdL .
t Jo Jo

Si et est le dernier zéro de z <t , on peut supposer que Rt =R, . On montre
dans [7] que R est 20 . On suppose que E = -+ et que H, K, E, R sont bornés.

On pose :
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T
_ .0 (1+E2
(3.10) T = 1nf{7—0,50 (7 5) ds>t} )
On a alors le résultat de Bismut [7] section 4

THEOREME 3.5. Soit Q la mesure sur C(R";R) définie par :

t t
dQ ¢ _K 1 K 2
(3.11) |F, = exp{- S 55_58 (=—==)"ds
pt ot { Jo 1+E o T+E }
Si
- ! z+H !
(.12 2o = R T Rt by

sous Q , z' estun mouvement Brownien réfléchi, dont le temps local en 0

est L' .

Preuve. L.a preuve de [7] utilise la caractérisation de Skorokhod de PF . O

Remarque 2. Si on considere les processus des excursions e, et el de z et z'
hors de 0, construits comme en 2.e) a l'aide de leur temps local L et L', on voit

que e, et e! ont les mémes temps de sauts (ce qui se traduit par le fait que sur leurs

partie; plate;, L, et L_' prennent les mémes valeurs). On peut interpréter la trans-
formation z -+ z! comme une transformation de chaque excursion de z prise individuel-
lement, qui est du type considéré dans [6] pour le calcul des variations sur les
processus de sauts.

Pour la forme différentielle du théoréme 3.5, voir [7] .

B). Equations différentielles stochastiques.

Nous considérons maintenant des transformations d'un mouvement Brownien m-
dimensionnel, qui permettent de construire une trés vaste classe de diffusions
a valeurs dans R" ou dans une variété a partir du mouvement Brownien euclidien.

En a), nous introduisons rapidement 1'intégrale de Stratonovitch. Enb),
nous rappelons les difficultés liées a une formulation "invariante" du calcul stochastique
sur une variété (voir Schwartz [52], [53] et 1'exposé de Meyer dans ce volume).
En c), nous indiquons le principe de construction: des solutions des équations diffé-
rentielles stochastiques et des flots associés. Enfin en d), nous donnons une introduc-

tion succinte au calcul de Malliavin.

a) L'intégrale de Stratonovitch.

Soit w un mouvement Brownien. Soit H un processus continu adapté a

e
{Ft}tzo qui s'écrit
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t
H, = HO+At+S fow
0
ou HO € R, A estcontinu adapté a variation finie et f vérifie les conditions de

2.a). On pose la définition suivante [45. :

Définition 3.6 . On appelle intégrale de Stratonovitch de H par rapport a w et on note

S t Hdw le processus :
0

ot t t
(3.13) S Hdw - g I—I¢5w+'7g fds
0 0 0
Du théoreme 2.3, on déduit que :
t Pt s
(3.14) g(s Hdw) - g(0)+° o' (C Hdw) H.dw
0 Y0 Yo

L'utilisation de 1'intégrale de Stratonovitch permet le développement d'un calcul
stochastique formellement identique au calcul différentiel ordinaire. Elle demande une

régularité plus grande de l'intégrant H que l'intégrale de It6.

b) Calcul différentiel stochastique sur une variété.

Lorsqu'on veut considérer des processus a valeurs dans une variété, se posent
deux questions essentielles
- Peut-on localiser convenablement les définitions des "bons" processus (i.e.

) . : n
I'analogue des semi-martingales continues dans R ) ?
- Comment décrire les caractéristiques locales de ces processus ?

Dans [52] , Schwartz a résolu complétement le point a). Il a aussi montré [53 ]
que pour rendre invariants les différents objets apparaissant dans la formule de Itd
multidimensionnelle, il suffit de développer un calcul différentiel d'ordre 2.

Dans la suite, nous utiliserons le calcul de Stratonovitch, aussi étudié par

Schwartz [53] . Pour des questions lides, voir [ 1], (27, [37, [19] .

c) Equations différentielles stochastiques de It5.

Le mouvement Brownien multi-dimensionnel est un instrument essentiel de cons-
truction explicite des diffusions sur R" ou sur des variétés.

Soit en effet XO(X), X1(x) .. .Xm(x) m+1 champs de vecteurs sur rR" , @ compo-
santes dans C:)o(Rn) .

Soit w = (w1 .. .wm) un mouvement Brownien m-dimensionnel, i.e. w1 wh sont

m  mouvements Browniens indépendants.
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Pour X0 e r" , on considére 1'équation différentielle stochastique (It6 [27],

[28” m .t .
i
(3.15) X, = X +S x) ds +i§1 SO Xi(x).dw

On montre trés facilement par une méthode de point fixe que (3.15) a une solu-
tion unique.

Les résultats de [1], (3], (4], [18], 35], [40] et [46] montrent qu'on peut
associer a (3.15) un flot continu de difféomorphismes C° got( w,.) de R" tel que, si
Xo € rR", <pt(w,x0) est la solution de (3.15).

Les équations (3.15) ont (presque) toutes les propriétés des équations différen-
tielles ordinaires : on peut les retourner aux temps constants, considérer <pt-1(w .), etc.

<pt(w .) est un processus continu a valeurs dans le groupe 8 cdes difféomorphis-
mes C* de R" (muni de la topologie C ) Par [3] et[19], wt(w .) est un proces-
sus a accroissements indépendants et statlonnalres (les "accroissements" sont calculés
dans 8), ou encore une diffusion invariante a droite sur 8 .

Le générateur infinitésimal de la diffusion (3.15) est 1'opérateur qui s'écrit
sous la forme de Hérmander (25’

(3.16) £ - x,+1Tx2

' 0%2 1 i

si R" est remplacé par une variété M, se pose la question de la non explosion
de (3.15) qu'il vaut mieux écrire sous la forme différentielle :

(3.17) dx = X,(x)dt + 1; X;(x) . aw' ; x(0) = X0

(3.17) montre que la courbe t - X est construite comme 1'image du mouvement Brownien
w 2 valeurs dans R" par 1'application w - go_(w,xo)

Pour 1'étude de diffusions a coefficients peu réguliers, pour la caractérisation
de certaines lois de processus et pour 1'étude de lois limites, la méthode du probléme
des martingales a été introduite par Stroock-Varadhan [60]. C'est l'extension natu-

relle de la méthode du Théoreme 2.5 pour le mouvement Brownien.

d) Le calcul de Malliavin.

Dans [40], [41], Malliavin a introduit une méthode d'analyse de certaines
questions aux dérivées partielles du deuxieéme ordre en transportant le probléme sur
1'espace du mouvement Brownien w .

Considérons en effet 1'équation (3.15) et sa solution cpt(w xO) . Si pt(dy) est
la loi de gpt w xO) P dy) est la solution de 1'équation de Fokker-Planck

(3.18) ﬁpt = £ypt, p0=ox0 ,
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ou £ est 1'adjoint formel de £ . Si l'opérateur -a% - (ou -a% + &£ !) vérifie les

conditions d'hypoellipticité de Hormander [25], on sait que pt(dy) = gt(y) dy , ou
g est C” sur JO,+<[ xR" .

Pour étudier ce type de résultats, Malliavin [40 ) [41] utilise 1'équation (3.15).

On peut en effet montrer que 1'application w - got(w,xo) est Coo dans les direc-
tions de L3R*; R™) - H ({57, [26], [54], [57], [59]1). On peut alors procéder
comme en dimension finie, i.e. intégrer par parties sur 1'espace (C’(R+;Rm), P®...P))
pour montrer la régularité de la loi de <pt( N ,xo) , d'ou 1'importance de 1'étude , que
nous avons effectuée précédemment, des transformations laissant invariante ou quasi-
invariante la mesure Brownienne. En particulier, une condition naturelle pour la régu-
larité de la loi de qot(w ,XO) est que 2ﬁ\xjt(w,x0)H soit de rang maximum n , ou encore
que la matrice aléatoire :

C, = g—“‘%t (w,xO)H [%‘\%t (w,xO)H]*

appliquant T*( )Rn dans TGP (

¢ W, X0 W, X0,
a montré que sous les hypothéses d'HSrmander, c'était précisément le cas (voir aussi
[26], [59]).
Cette méthode permet 1'obtention de résultats d'analyse en dimension finie, en

)Rn soit inversible p.s.. Malliavin [40] [41)]

remplacant le probleme par une étude qualitative et quantitative d'un processus associé.
Elle connait actuellement plusieurs développements pour 1'étude de processus en
dimension infinie, de processus a générateur pseudo-différentiel [6], [7]), de

problemes de filtrage [10] .
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