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86 QUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.

Solution des troi's problémes de maxima pro-
posés @ la pag. 246 du précédent volume

Par M. P. S.
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P ROBLENME I. Quel est le plus grand de tous les quadrilatéres
plans qu'il scit possible de former , avec les lrois mémes célés con-.
sccutlfs , en variant la grandeur des deux angles compris (*) ?

Solutior. Soient ¢ le ¢6ié intermédiaire du quadrilatére, e, &
les deux c¢dtés exirémes, o, 3 les angles variables qu'ils forment
respeclivement avec celui-la,

Pour fixer les idécs, supposons les angles «, 8 obtus. Prolon-
geons les ¢diés a, b jusqu'd leur point de concours , et soient
a’, b les longuecurs respectives de leurs prolongemens jusqu'a
ce point. Il est visible que ces prolongemens comprendront entra
enx un angle (243%)—= dont les sinus et cosinus seront lessi~

nus et cosinus de x+4f3 , pris négativement.

(*) Nous avons aussi recu de M. Marc Secretan , licencié en droit , X
Lausanne, une solution de ce probi¢me sar laguelle celle que nous pu-
blions n’a d’aztre avautage qu’un pea plus de syméirie dans les caleuls,

J. D. G.
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Cet angle sera commun i deux triangles dans lesquels les cdtés

adjacens seront a--a’, b4 b pour le plus grand , et a , b

pour le plus petit. En vertu d'une proposition connue, les aires
de ce triangle seront respectivement

— i (@+a)(b4b)Sin.(a+B) 5 —LabSin.(atp) -

L’aire du quadrilatére étant la différence des aires de ces deux
triangles , en représentant cette aire par Q, on aura

=+ (a4 )b HB) W) Sin. (s B)
c'est-i-dire, en développant et réduisant,
Q=—1 ((ab+ba)fab}Sin.i4B) ¢ (1)
D'un autre ¢6té, le plus petit des deux triangles donne

Sin.8 ] Sin.e

fo O f— : ”
= Sin.(« 4= 8) ’ b ¢ Sin.(« 4 8) (())

aSlin‘x ~+ 4Sin.A

' S J
ub'+ ba'—=—c Sin(etr-7)

2

substitnant donc dans la formule (1), elle deviendra

Q=1 {¢(aSin.a}-bSin.B)—abSin.(x4H)} . (3)

Le probléme consiste donc & profiter de la variabilité des deux
angles «, f pour rendre cetie fonction maximum.
On tire de 13

\;]._Q;_—l‘a{cCOS.o:—bCos.(a—}—ﬁ)} ) gg =3 b{cCos.p—aCos.(x45)},
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«3;0 =}a{bSin.(a+p)—cSin.a} , ZZT——b{aSm (24B)—cSin.B},

0 , )
Tais = { abSin.(a+45)

ce qui donne

:Q
< ucaﬁ ) - ({“z' ) (3155 = abc{(aSin.at=1Sin . p)Sin.(a=p=f)=cSin.2Sin.6} . (4)

En conséquence les conditions communes au maximum et

au minimum seront
cCos.a=bCos.(x+4p) , ¢Cos.p=aCos.(a-+p) ; (5)
on en conclut, sur-le-champ,

aCos.a=5Cos.f8 ; (6)

ce qui veut dive qu'il faut que les projections des deux c6ics
exirémes , sur la direction du coté intermediaire , soient de méme
longueur , mais tournées en sens inverse ; cela exige que les angles
a, B soient tous deux obtus ou tous deux aigus.

Posous a+S=x, il en résuliera

Cos.aCos.f3—Sin.aSin.p=Cos.x ;
ou bien
Cos.xCos.p—Cos.x=Sin.aSin.f ;

d’'ou, en quarrant et en remplacant ensuite les sinus par des
fonctions équivalentes des cosinus ,

2Cos.«Cos.5Co0s.2—Cos.’r—Cos.’a—Cos.?B41=0 ;

mais, dans le cas actuel , les équations (5) deyiennent simplement
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¢Cos.a=54Cos.x , cCos.p=aCos.x ; )

éléminant donc Cos.x et Cos.B de la précédente, i I'aide de celle-
ci , il deviendra

20bCos > r—(a* b4 c*)Cos. 2+ c*==0 ; (9)
ou bien encore
¢Séclr—(a’+-b°F-c")Séc.at-20b=0 ; (10)

équation da troisiéme degré, sans second terme, que l'on résou-
dra par les fonctions circulaires. Lorsqu'on aura déterminé x,on
en conclura « et 3, au moyen des équations (7). Il est d’ailleurs
aisé¢ de voir que le probléme , toujours possible , admetira une,
deux oy trois solutions, suivant que la fonction

27’ b’ — (a4 b-c*)?

sera positive , nulle ou négative. On reconnaitra ensuite , au moyen
de la formule (4), si chacune de ces solutions appartient i un
maexrimum ou i un minimum.

Si l'on désigne respectivement par o et 3’ les angles du qua-
drilatére respectivement opposés a « et 3 , on aura, en faisant
usage des formules (2)

Sin.«/ a4« __ aSin.(24-8)=cSin.3
Sin.& T b4~ bSin.(a4B)—cSin.x

d'ol , en mettant pour @ et b leurs valeurs données par les
formules (5)

Sin.e’ ___ Sin.(«+£#)Cos.g—Cos.(=4-£)Sin.8 __ Sin.«
Sin.g Sin.(¢4£)Cos.«=—Cos.(«+48)Sin.# ~ Sin.8
Tom, XXI, 12

¢
)
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d’'clt on conclura facilement que, si le quadrilatire est convexe;
les angles o et 5/ devront Cire les supplémens respectifs des
angles « et f3; et que conséquemment ce quadrilatére doit &ire
iuscriptible au cercle ; proposition qui n'est, au surplus , quun
cas particulier de celle autre proposition bien connue: De lous
les polygones formes avec les mémes coles , tous donnés , exceple un

seul , le plus grand est Ie polygone inscriplible au cercle,

Sortons présentement de ces généralités, et posons b=a; en
vertu de la relation (6) il en résuliera fB—a; de sorle qu’alors
le quadrilatére devra étre un traplze isocéle. Dans cette hypo-
thése , on aura simplement

Q=a(c—aCos.a)Sin.a ; (11)
—i—o— =a(a+cCos.a=2aCo0s.x) ; (12)
420 .

P =a(4aCos.a—c)Sin.a ; . (13)

1a condition commune aw maximurn et au minimum sera donc

20Cos,’x—cCos,.a—a=0 ; (14)
ce qui donnera
+ 52 2
Cos.x= ‘= Viedsa 20 ;
4a [N ‘/ c24-8a> -

d’oda résulte
4aCos.o—c—="F/ 24 84°

:Q

da®

et, comme Sin.x est ndécessairement positif , on vyeit que
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aura méme signe que le radical , de sorte que son signe infericur
répondra & un maximum, et son signe superieur i un mirimum,
lequel méme ne sera possible qu'autant que ¢ ne sera pas >a;
puisqu’auirement on aurait Cos.x> 1.

Dans le cas du maximum , ou du signe négatif , on voit 1.° que,
si I'on a ¢ infini , il viendra Cos.x=o0, dou a=go°; 2.° que ,
si 'ena c=a, il viendrs Cos.a=—1%, d'ot a=120°; 3.° qu'en-
fin, st 'on 2 ¢=o0, il viendra Cos.z:—_-—% V2, dou a=135°.
Ainst, dans le cas de ¢ infini, les deux cotés exirémes du tra-
péze devront &tre paralitles ; ils devront ensuile diverger de plus
en plus, & mesure que ¢ deviendra plus peiit, par rapport a a;
de telle sorte que, lorsque ¢ sera égal & a, ces deux cdtés ex-
trémes devront déja faire 1'un avec l'auire un angle de 60°; en-

fin cet angle deyra éire droit, lorsque ¢ sera devenu tout a fait
nul (%),

(") Le bois de chauffage , qui se peése dans le midi de la France, se me-
sure , au contraire , dans le nord , en le disposant dans des cadres ou
chassis, formés d'une piéce de bois horizontale, des deux extrémités de la-
quelle s’élévent denx montans veriicaux. On voit qae, de la sorte, la sur-
face reclangulaire du chassis détermine la surface tramsversale de la masse
de bois qu'on achéte ; et, comme les Liches ont une longueur invariable,
on peut fairc abstraction de cette longueur el payer le bois i raison
de la surface de la section transversale , qui est la méme que celle du
chassis ; tout comme on mesure les ¢ioffes, a cause de leur largeur cons-
tante , avec l'unité lincaire.

Ordinairement les montans verticaux de ce chassis sont mainicnas en
situation, au moyen d’'arcs-boutans extérieurs , placés a leur partic inférieare.
Mais quelquefois aussi ces arcs - boutans sortent de place, par vctusié, et
alors , par U'effet du poids des biches placdes dans le cadre , les montans
cédent et s'inclinent plas ou moins en dehers.

Or, on voit , par l'analyse qui précéde, que , pourva que I'inclinaison ne
soit pas irés-considérable , elle procurera toujours un plus ou moins grand
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PROBLEME II. En portant successivement une certaine tave &
a, a’, a”, a’ , ....... ses produits sont devenus respectivement A ,
A, A, A @ combien faul-il porter celle taxe , pour
en obtenir un produit maximum ?

Solution. Soient posés

avantage a l'acheteur ; et que conséquemment ce n’est point lui mais bien
le vendeur qui est intéressé au rétablissement des arcs - boatans.

C’est encore dans la méme analyse que rentre la question de savoir quelle
est la disposition des pieds de I'’homme debout , la plus favorable a la sta-
bilité de son corps. On voit en effet que le plus petit polygone convexe,
comprenant la surface des pieds en contacts avec le sol, serale plus grand
possible quand le quadrilatére formé par les axes de ces pieds et par les droites
qui joignent les extrémités de ces axes sera lui-méme le plus grand possible ; d'oa
I'on voit d’abord gu’en supposant les deux pieds de méme longueur , ils devront
tire également en dehors. Cn veit ensuite que , plus les pieds seront écartés 'un
de Tautre et plus petit devra ire aussi Pangle formé par leurs axes; que,
si la distance entre les extrémités antérieures de ces axes est égale a la
longueur de l'un d'enx, cet angle devra étre de 60°; qu’il devra croiire
ensuite de plus er plus, & mesure que les talons se rapprocherent, mais
sans jamais atteindre go°, attenduw qu’il faudrait pour cela que les extrémités
aniérieures des axes des deux pieds coincidassent , ce i quoi s’oppose
nécessairement I'épaisseur des talons.

Dans sa Nowoelle mécanique des moucemens de ['homme ef des animauz
Barthez , qui passail pour un grand géométre auprés de ses confréres ,
parce qu'il éait allé un peu au-deld des €lémens, critique la solution de
Parent, qui s’est le premier occupé de ce probléme, et donne pour l'angle
que doivent former entre eux les axes des deux pieds 38.°56/ ; mais ,
comme il ne dit pas i quelle distance l'un de Tautre il suppose lestalons,
ce quil a dcrit sur ce sujet est tout i fait inintelligible. Pour que sa
solution fét exacte , il faudrait que la distance entre les talons fit plus
que double de la longueur de lun des pieds ; ce qu'il ne parait pas
supposer.

J. D. G.
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on sait qu'alors si @, &', &”, &, ....... sont des quantiiés peu
différentes les unes des autres, en représentant par 7 le produit
total de la taxe , supposée portée & 7, on aura

T'= A+(t—=0) B+ (t =) (¢ —a’) C4(t—a) (i—a') (t—a") D-..... 3

telle est donc la fonction qu'il faudra rendre maximum, au moyen
de la variabilité de ¢
On tire de 1a

fz_f =B4[2t—(a+a)]CH[353==2(a} of 4= @)t 4= (ad/ e 2a' 4= a/c") D b ...

£ 8 O (Gt Db

de sorte que la condition commune au maexrimum et aw minimum

sera
o=B+[2t—(a+a)]C+[3t*—2(a+ta'4a )t (ad/+ad"4-d'a")| D4-.....

et une des racines de cette équation répondra i I'un oud Il'au-
tre , suivant qu’elle rendra la fonction

C+[3t—(a+ta’+a)]D+......

’ . - L
negalue ou positive.
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On voit par 1 que le probléme ne sera résoluble qu'autant quon
aura en sa possession les résultats de trois expéricnces au moins.
En supposant qu'on n'en ait pas davantage ; on trouvera

— (e+a)YC—B
- 2C 2.

(e/—2)YC—B (o)=2)2C2==F3

T:.4+ - H
2C 40

et cette valeur sera moximum ou minimum , suivant que C sera

negalyf ou positif.

PROBLENE ITI. On sest assuré, par Lexpérience , qu':m seul
devidoir , tant que le fil ne rompail pas , pouvail décider & raison
d'une longueur a de fil , par unite de temps.

On s'est egalement assuré , par experience , que le fil dun seul
devidoir se rompait , lerme moyen , a chaque m unites de temps,
et quil fallait alors n unités de temps pour fe'parer Laccident.

On demande, d aprés ces données , quel est le nombre des devidoirs
gu'il faut faire marcher , par un méme mécanisme , pour obtenir
dans un temps donne |, le plus grand produil possible ?

Solution. Cherchons quelle sera la longucur de fil effectivement
dévidée par x dévidoirs, dans un temps donné £.

- Puaisqu’avec une scule bobine il sc fait une rupture de fil
au bout de m unités de temps ; lorsque les bobines seront au

. m .,
nombre de x , elles ne fonctionneront que — unités de temps
X
avant une rupture de fil; et, durant ce temps, chacune d’elles
e . . , m .
dévidant une longueur de fil exprimée par — «, ces x bobines au-
@X
ront dévidé une longucur de fil exprimée par ma; mais comme,

: m . . . .
au bout de ce temps — , il y aura une interruption du travail de
€
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toutes les bobines durant le temps n, pour le raccommodage du
fil rompu , il s'ensuit que , durant chaque intervalle de temps

m . s . ’ . )
——n, il ne se dévidera également de toutes les bobines qu'une
z

longueur totale de fil exprimée par ma , ce qui fera, pour cha-

que unité de temps, une longueur

ma max
ou

m mt=nx
—+n
E7

si donc on représente par A4 la longueur totale de fil dévidée par
toules les bobines, au bout du temps 7, on aura

matx

2
m~=nx

fonction qui, tant qu'on supposera z positif, tomme on est obligé
de le faireici, n’est point susceptible d'un maeximum proprement
dit , mais seulement d'une Zlimile répondant i x infini, et qui
est

Ainsi, bien que le produit croisse avec le nombre des Lobines 7
° . . . m .,
jamais on obtiendra un produit —a par unités de temps , quel que

soit le nombre fini de ces bobines (¥*).

(*) L’idée de ce probléme nous a été suggérée par M. Sarrus; mais il
parait que son véritable énoncé se sera échappé de notre mémoire , et qu’avec
lui se sera €vanoui le maximum dont M. Sarrus le disait susceptible.

J. D. 6.



