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METHODE DINTEGRATION. -3

ANALYSE TRANSCENDANTE.

Essai sur une méthode générale d'intégration ;

Par 3. L BaArBIER.

atvivuruniiaaaiiiiniaaiaag

BOYS avons présenté , a la pag. 117 du précédent volume , essai
d’une méthode générale d'intégration qui, appliquée aux fonctions qui
sont le produit de deux facteurs , nous a couduit a des séries ré-
gulitres , desquelles nous avons déduit , pour le cas de m=1, les
fonciions finies dont elles sont le développement. On peut en in-
férer, & ce qu'il nous parait, que cette méihode ne peut sem-
bler illusoire , dans certains cas, que parce qu'on ne sait pas gé-
néralement remonter d'une série a sa fonction génératrice , ou bien
parce que la séric a laquelle on parvient n’est pas convergente;
mais ces inconvéniens ne sont pas particuliers a cette méihode ,
puisqu’en général les intégrales qui sont du genre des transcen-
dantes ne peuvent s'obtenir que par des séries.

Pour faire mieux apprécier ce qu'on peut se prometire de ceife
méthode , nous allons en présenier encore ici quelques nouvelles
applications.

Reprenons la formule du bas de la page 122 du précédent vo-
lume ; savoir :

da=.PQ ar o aP 4= ; — &P omr ()
«’ﬂ\' :p Q E o5 m«:‘ +VZ,_I‘ z : b 'mf:‘ "':‘(f}
da da™ 1 dy  da I da

en y changeant le sicne de m, elle deviendra
8 3 :
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m m m=-1 3 M3
‘f Per”':f Qdzr— g—? Qdam+ L m mh: 4 +Qd.z:”‘+’+...‘... (
O K 1

2 da?

(8]

)
Si T'on pose

P=(r4ay ;|  Q=(o+dy ;
on aura

CH{x by p]=—1 re—ts
_Tl:;‘——- =r . (JL'—*— b) 5

si, dans cette derni¢re formule, on change le signe de p, en se
rappelant que

—— £

r = ——
(el 7

il viendra

j rc‘(.'l:-—]—b)"dg;x“_:_ (xd-by +e ;

(rpyeei=»

on a dailleurs

dP

T =rtay
d:P a alx o
T =r(r—1) (@ ay = (aepay

d3pP .
$=r(r—1>(r_2>(x+a>,_3: 3]“’<x+a)r-3 N

Il viendra donc, en remplagant successiyement g par m, m-+1;
m—-2, ..... et substituant dans (2),
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~1
(x4

fm {((zHa)(@+b)ydam = — — (z4a)(xtb)y*+

G

m r

- -; ("+ﬂ2+2)’”+1;-x (x+a)r-’(x+b>"+!'1+x

+ m  m-f-1 T

2 (rtma)ymtele (x+a)h2(x+l])r+m+z
m m+1 mi2 PRI n
B (r+m-|-5""+3lx (rFay 3(‘Z+b> M
.......................... ; (3)

ou bien encore

j {(z+4a)(z-8))dam= (x4-ay (a+ay+m gl_ mr ( wdb )

(rmy™ 2 re-m-f-1 ata
n_z_ m4-1 rai-r x40 \? m m-4-1 i m-f-2 3t ad-b \? 2 ,
+ 2 (rmfa)lt ( z+4-a T 2 3 (rm3)i ( ata ) Freoe § ()

Posant m=1, 1l vient

f (ot a)(a-b))do= LFTEATT 3;- N +o ri=t ( akh )

I‘+I r+o $b+a,) ';)2-1 \ ta
ril—1 ab )3 sil-t or+b > P
- (r+4)3l_l < £U+ll + (l’+5)-ﬂ'l x+a + """ % 3)
Dans le cas particulier de r—=—23, on trouve

dx — P (L xda ) 1 9/,4-4 < x+a Z
v (a4-a)(x+0) -“V‘%—q_—g% T3 ( atb +5 < x-i-u ’L+b ..... ; ,

ou bien encore
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= Y (e Y (e ()

Cr cn a, dans le systéme Népérien,

Lo

G

'(%ﬁ%‘)*-ﬁfu'*‘ 3+3;i+—m—+ ----- K

posant donc

on aura

e GO GO GRS

donc, si l'on pose

T
xt-a 2 ze1
a,+11 — z-i.l ! (l)
Oon aura

__;fl_"l___LO .
S Vs =t

mais on tire de la formule (7)

= \/x—-{v-b*f“‘/:b«i*a ;
V a+b—y ata

donc finalement

dv Vati+y/ x
—_—_— :L a. — +a ¢ 8
J Vi =t ¥ r—vora O

ok

-----
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re . . .
La formule (5) peut encore éire écrite ainsi

(1 rd :—_{(m-{r-a){x-{—b)}’(x.{_b)s T i‘{_-_b_ o= ah \2
,f~(a+a)(x+b)} z - L~ ( )+ e (2R

— x+b> 4 <a~+b >4 2
("+~’f)‘l‘ a+ta 45l \ aga )T )

Si 'on change , dans cette derniére formule , d'abord 2424 en
—(x+0b) , puis ensuite b en —4& , et quion pose en ouire r=w— =,

elle deviendra

. N YT I TV R P
S == (= (G (5 ) =5 (5 ) s

or, on a généralement

~1
~1

r=Tang.x— —Tang 3x+ Tang. 5.2;'-—-Tang x4,

done

o o — b-—x .
j‘/ (a-{-m)(l,-—x) —2dre <Tau Va-}-dv, (9)

On voit que cetie méthode dintégration s’applique immédiatement
aux deux différentielles

dx dw

V/ A4 Ba4Cas ’ V A4 Ba—Ca?

v

par un simple changement de signe , tandis que les méthodes or-
dinaires exigent un procédé propre pour chacune d'elles.

On peut remarquer en outre que les formules (4) et (5) ren-
ferment une infinité de cas particuliers qu'il ne serait pas facile
de {1'aitcr sans le secours de la formule (2); car r est une gran-
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deur quelconque, et m un nombre enticr positif quelconque. De
plus, la formule (4) finit toujours par devenir convergente. En
effet, ses termes des (p-1)" et (#+2)"™ rangs sont respeclive-

ment
me't 1#) T a+b \#
el (rt m- oyt ( x+a> ,
e e reeti—t atb st
1t il '(r+m+~+r)f‘+““< ““*"‘)

de sorte que le quotient de la division du sccond par le premier est

meed-1t 12 gt r—~r (r—{—m-}-,u‘f‘}—' x-4b \ .
R G Y 2 e (rdmfptr)pt—: (x-}-a J?

or , on trouve aisément

mbtrln
Ty

TH#t 1
[0 5t S L -
r["+ 1 l—-l
-—I‘“lt_x_.._—_r—;x ,
(r4 m )=t 1

(1‘+m+‘u+1)f"+li—' - reem et 1 !
au moyen de quoi ce quotient se réduit simplement &

me=p r—p x==b
14 re-m—Ap-4=1 x4a

;
or , on peut toujours prendre p assez grand pour qu'on ait

() (rfmapt10) > (M) (r—p) 5
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car , en développant et réduisant, cetie inégalité revient a
2 ) ~
2u*4-2(m~+1)p+(m4-r—mr)>o ,

3 laquelle on peut toujours satisfaire par une détermination con-

venable de g, quels que soient m et r.

La série (4) est ceile qa'il conviendra d’employer de préférence
;:i <1 ; mais, si le con-
traire a lieu, il faudra substituer a cetie série celle qu'on en dé-
duit en y mettant @ pour b et b pour a.

M. Wronski , dans son Introduction & la philosophic des ma-
thematigues , publiée en 1811, a présenté les formules (1) et (2)
comme renfermant la loi fondamentale , 1'une du calcul différen-
tiel et 'autre du calcul intégral ; nous ignorons si une branche
de calcul , quelle qu’elle soit , peut avoir d'autre loi fondamentale
que sa définition ; mais du moins est-il vrai de dire que si, sous
le rapport des applications , un usage trop exclusif de ces formu-
les semble devoir entrainer souvent dans des calculs beaucoup plus
longs que ceux qu'exigent les autres procédés connus, ces mémes
formules n'en résolvent pas moins une infinité de cas qu'il serait
trés-difficile , pour ne pas dire impossible , de traiter par les pro-

si I'on a @>b; car alors on aura

cédés connus.
Pour mountrer micux encore l'usage de ces formules, nous en

ferons deux autres applications. Nous prendrons pour la premiére

1a différentielle

traitée par M, VWronski , dans son dernier ouvrage publié en
1816 , ayant pour objet le Développement des lois des series. Po-

1 . ,
sons == — , il en résultera
J
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et par conséquent

I
e adr—— {- e~rdy==—y=.evdy.

.

Posant alors
P=y—* , Q==¢7,

nous aurons d'une part

I
7~
-
~

]
1
X
kel
2
1

(10

$ 5 s & € o s o

a=Q
e =0e s (11)
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en changeant le signe de z et observant que

"".“1!_ X
R S T
on trouvera

— 1) —_—
Jrrve= S o fFerr=—n e (19

Au moyen des formules (10) et (13)
série suivante

. la formule (2) donnerala

}/5

”'e’ m(m=~=1 m(m == 1)(m = 2
f d),.:(__l)m -r?ya 5+3 ( +) 4 ( -+ )( + )+”“““§ ,

d'olt, en faisant m=1

e~y I :-lx

_a‘)f:_g‘)’ 3 .l_.__ [ —— Isl[ 1_4!'_ ISI‘ g "

},z y2 3’3 g4 ,75 3 6

i
ou enfin , en remettant pour » sa valeur — ,
X

dx
== (r'—r1.22341.2.324—1.2.3 fr’41.2.3. 4 Sxb—.) s (1)
Ve Ve
cetie derniére intégrale avait déja été traitée par Euler, i la
page 282 de son Calcul integral.

Nous prendrons , pour second exemple, la différentielle

ds 44

— ou e df,
€

raitée par Laplace, dans ses réfractions astronomiques ( Mecani-
que celeste, tom. IV , pag. 255 ).
Posons #=—a, il en résuliera

Tom, XXI. 1
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-

1::'/.—;—_ , offll=dr, d= d-“’:_j_w? ,
AVE 4

el par suile

posant alors

—3 —1
P=ax * . . Q:e T
on trouvera
ar v =5
—_———— T ,
do
d:=P 1.3 =%
_ X ’
a2 2.2
3ip 1.35 —Z
—_— = — & .
dad 2.2.2
r -
[ ] . . Ll . ’ ’ . 3 - ® .
2 pemde1
d#P 1442 -

8
sy

—_— (1 \¥
pprd Gukd

on aura d'allleurs
SEQda = (—1)¥e"

substituant donc dans la formule (2) , on aura

—t _: 3
R A f“"m__ = = ga: LI S mmtra3 r C—.. g
< Y ¢ 2 o2 1 2 2.2

d’ou, en posani =1 et en remetlant pour x sa valeur #°,
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-
e di=—e —_— e

—f 1 L S 1.3 1 1.35 1,
t 2 3 2.2 15 2.2.2 {7

Nous pourrons revenir, dans une aulre occasion , sur ces sortes

d’applications.




