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ARNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.
De la courbure des courbes planes ;

Par M. GERGONNE.
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C'EST principalement dans les recherches relatives & la courbure
soit des courbes planes, soit des surfaces courbes, soit des cour=
bes 4 double courbure , que se montre dans tout son jour l'uti-
lité des notations différenticlles, et il suffirait , pour s’en convain-
cre , de comparer ce que mnous allons dire ici sur ce sujel avec
ce que nousen avons dit a la pag. 127 de notre 1X.™° volume ,
ol nous nous étions imposés la loi de ne faire usage que des no-
tations de l'analyse élémentaire. Nous n'aurions donc pas hésité
Tom. XXI, n.° 1, 1. juillet 1830. 1
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3 débuter par ce genre dapplication, si nous n’eussions pensé
qu'en mous en occupant , nous pourrions avoir quelquefois besoin
de nous appuyer sur la théorie des marima et minima , et si nous
n’avions désiré de n'avoir alors qu'a renvoyer a des principes déja
établis.

Nous devons rappeler ici ce que nous avons déja dit ailleurs ,
sayoir , que nous ne saurions avoir le dessein d'écrire un traité
complet sur la matiére , mais seculement de montrer a quel point
I'emploi des notations diflérentielles facilite les recherches de haute
géoméirie et en généralise les résuliats. Il ne sera question , au
surplus , dans le présent article, que des courbes planes ; d’autres
arlicles seront consacrés aux surfaces courbes et aux courbes a
double courbure.

I. Soit
f(z ,y)=S=o , (1)

une équation en x et y exprimant une courbe plane quelcon-
que , rapportée a deux axes de direciion arbitraire; et soit (&',')
un quelconque des points du périmétre de cette courbe; de telle
sorle quon ait

f(x/,y)=8=o0 . (2)

Pour transporter en ce point 'origine des coordonnées , sans chan-
ger la direction des axes, il faudra faire , comme l'on sait,

r=x'+t , y=y'4u ; 3)

t et u étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or , cela
revient évidemment 4 supposer que , dans (2), 2/ et »/ se chan-
gent respectivement en a/4-¢ et y/-u, ce qui donnera ( tom.

XX, pag. 238 ), en ayant égard & celte méme équalion (2),
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et telle sera conséquemment 1'équation de la courbe (1), rappor-
tée aux nouveaux axes ; équation dans laquelle 2 et y’ sont deux
constantes indéterminées , équivalentes & une seule, attendu qu'elles
sont lides par la relation (2). On repassera, dailleurs, au sys-
téme primitif au moyen des équations (3) qui donneunt

=r——x’ , u=y—y' . (3)

L’équation (4) peut étre regardée comme fondamentale dans toute

la théorie qui va nous occuper.

II. SiT'on ne veut considérer qu'un trés-petit arc de la courbe,
s'étendant fort peu de part et d'autre de l'origine des £ et « ; pour
tous les points de cet arc, £ et u seront de fort petiles quantités ;
de sorte qu'on pourra, sans erreur sensible , négliger , dans 1'é-
quation (4) , les termes de plus d'une dimension , par rapport &
ces variables ; la suppression de ces termes aura , au surplus, d'au-
tant moins d'influence que l'arc considéré sera plus pelit. Ainsi ,
plus il sera petit et plus il tendra a4 avoir pour éyuation

48 4.9

v t4 o u=0 ; (6)
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cetic equalion represcuiera donc rigoureusement V'arc dontil s agit ,
lorsque cet arc se réduira & Vorigine des £ et u. On peut donc dive
que l'équation (6) est celle "de la droite qui. & l'origine des ¢ et
©, a1 exactement la méme direction que la courbe en ce point.
Une telie droite est dite une langente a la courbe (1) au point
(2’ ,y") , qui est dit son point de contact avec elle.

La droite (1) tant qu'elle ne se confond pas avec 'un des axes ,
passe ndcessairement dans deux des quaire angles des coordon-
nées opposés par le sommet ; puis donc qu'elle tend d'autant plus
a se confondre avec un arc de la courbe , que cer arc s'étend moins
de part et d'auire de Vorigine des 7 et u, il en faut conclure

1 Y
que , quand aucun des deux axes n'est tangent i la courbe, on
peut toujours concevoir un arc sé¢tendant assez peu, de part et
d'autre , de l'origine des # et «#, pour que les deux parties de cet
arc , déterminées par ce point, soicut situées dans deux angles des
coordonnées opposés par le sommet, el conséquemment pour que

{ et u changent de signes , & la fois , en passsant dun coté a
l'autre de lorigine.

IIT. Pour mieux connallre la nature de cette droite que nous
avons nommée langente , conduisons , par lorigine des ¢ et u,
une droite arbitraire ayant pour équation

u=7alt , (7)

ou M est une indéterminée. Pour avoir les intersections de cette
droite avec la courbe, il faudra , dans les équations (4) et (7),
considérer £ et u comme les deux inconnues d'un méme probléme
déierininé. Or, la substitution de la valeur (7) de u, dans 1é-
quation (4) , donne 7

£a9 a8y =8 =

{ - / axrs t
—'_-'i ——ne —fd ) 2 —— 4.'73 — il —_— R e q
© \ ax T 4y’ ’ /+\ da’t 2 dxtdy? I+ dy'= 1[> 1.2 + ' (b)
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telle est donc I'équation qui donnera les valeurs de ¢ qui répon-
- dent aux intersections de la droite (7) avec la courbe (4); va-
leurs qui, substituées dans I'équation (7) , feront connaitre les va-
leurs correspondantes de u.

Or, l'équation (8) est d'abord satisfaite en posant /=0, dou
résulte aussi u=—0; et c'est la ce qu'on pouvait fort bien prévoir
a l'avance , puisque lorigine des # et « esi, par construction, un
point commun ala droite et 3 la courbe. L'équation (8), délivrée
de cette racine , devient

kY aS/ P ERY : .
( d)' >+( T T2 M+ o ﬁl>t+....,( )

da/ dy

et doit donner les valeurs de # qui répondent aux intersections,
aulres que l'origine des / et u, de la droite (7) avec la courbe
(4) 5 intersections qui pourront étre plus ou moins nombreuses ,
et dout la situation , sur cette courbe, variera avec M , c'est-a-dire ,
avec la direction de la droite (7).

Si l'on veut profiter de l'indétermination de M , pour faire
en sorfe quun nouveau point d'intersection vienne se confon-
dre avee le premier , & lorigine des £ et u , il faudra faire en
sorie que l'équation (g) soit, comme l'équation (8) , satisfaite en
posani /=0 ; ce qui exigera qu'on ait

a5’ a8

w T e (re)

dauation qui dérerminera la valeur de M qui satisfait & celle con-
dition. Or , cette valeur , subsiituée dans 'équation (7). fait re-
tomber de nouveau sur 'éguaiion (8) de la tangente & Torigine
des #ect w; donc la tangente & une courbe, en l'un de ses points,
n'est auire chose (ue ce que cevicudrait une corde qui , passant
par ce point, tourneraii sur lai, jusqu'a ce que sa longucur se-

rait devenue tout a fait nulle; d'od il suit qu'une tangente d une
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courbe peut étre considérée comme ayant, avec cetle courbe , deux
poiuts communs qui se confondent en un seul.

Puisque la tangente a une courbe a, en son point de contact,
méme direction que la courbe en ce point, il s’ensuit que, par
le point de contact d'une tangente , il est impossible de mener
une droite qui , a partir de ce point, passe enire elle et la courbe;
car la direction d'une telle droite s’approchant plus alors de celle
de la courbe que ne le ferait la direction de la tangente , il ne
serait plus vrai de dire que cette deruiére direclion est, au point

de contact, celle de la courbe miéme.

IV. Si, continuant & représenter par et u les deux coordon-
nées d'un méme point quelconque de la courbe , on représente
par «, la coordonnée de la tangente qui répond & 7, on aura (6)

a8 AY
= -d_}_/ u, . (r1)

En retranchant cette équation de 1'équation (4), il viendra

iRy 1 ERY d=& ERY
— E]T(u—u‘)= — ( i t-2 3 lu-4 o u‘)-i-...—. (12)

aldy!

Or , on peut toujours supposer £ et u assez petits, sans étre nuls,
pour ne faire dépendre le signe du second membre que du signe
de I'ensemble de ses termes de deux dimensions, lequel reste in-
variablement le méme siZ et ©# changent de signes a la fois ,
comme il arrive en passant d'un c6té i l'autre de l'origine , d'a-
preés la remarque qui a été faite ci-dessus; donc aussi on peut tou-
jours concevoir un arc s'éiendant assez peu de part et d'autre de
l'origine des ¢ et u, pour que, dans toule son éiendue, u—u,
conserve invariablement le méme signe ; ce qui revient a dire
qu'on peut toujours concevoir un arc de courbe s'éiendant assez
pea de part et d'autre de son point de contact avec une tangente,
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pour que cet arc soit entiérement situé d'un méme cbté de cette
tangente. La tangente i une courbe , en un quelconque de ses
peints , touche donc la courbe sans la ccuper en ce point.

Nous disons en un quelconque de ses points, car, si Vorigine
des ¢t et u, ou le point (27,y"), était tellement choisi sur la courbe ,
quon eut, a la fois,

a5 ERY a5
:1:::0, W:o, dj—“:O’ (13)
ce qui ne saurait, au surplus, avoir généralement lieu, puisque
ces trois équations sont déja géuéralement incompatibles, et qu'il
faut y joindre encore l'équation (2) §=o0; l'équation (12) deve-
nant alors

diy iENY LEAY LERY
(u—u,) = ! — 313 22 s u AT .
N 2 23\ da5 -+ dvidy ut3 FWATE ) o w4

comme on pourrait toujours prendre £ et u assez pelits, sans éire
nuls, pour ne faire dépendre le signe de tout le second membre
que du signe de I'ensemble de ses termes de trois dimensions, le-
quel change, en passant d'un c6t¢ a l'autre de l'origine des ¢ et
u , il s'ensuit qu’alors on pourrait toujours prendre un arc de la
courbe s'étendant assez peu de part et d’autre du point de contact
de la tangente , pour qu'en passant d'un c6té a T'autre de ce point,
u—u, changeit de signe ; ce qui revient a dire que les deux par-
ties de cet arc , déiermindes par le point de contact, se trouveraient
alors situées de différens cdtés de la tangente qui, de la sorte,
toucherait et couperait la courbe en ce point. Un tel point dune
courbe est ce quon appelle un paint dinflexion.

Dans la méme hypothése , en posant l'équation (i0), 1'équa-
tion (g) deviendrait divisible par ¢ ; il y aurait donc alors, ou-
tre l'origine des ¢ et u, deux auires points communs a la droite
(6) et a la courbe (4) qui viendraient se confondre avec celui-la;
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ce qai revient A dire que la tangenle a un point d'inflexion d'une
courbe peut &tre considérée comme ayaul, avec celte courbe , trois
points communs qui se coufondent en un seul.

YVeuai-cn savoir si une courbe proposée a des points d'inflexion
et en assigner la situation, sur la courbe? Il ne s'zgira, pour
cela, que d'éliminer 2’ et 3’ entre les équations (13) et 1'équa-
tion (2); on obiiendra ainsi deux €juations entre quantiiés con-
nues , lesquelles ne pourront éire quiidentiques ou absurdes ; si
elles sont toutes deux identiques , la courbe aura un ou plusieurs
poiunts d'inflexion , dout la situation sera fixée par les systémes de
valeurs de 27 et y/ lirées de deux quelconques de ces quatre équa-
tions ; mais si une seule des équations entre quantités counues
est absurde, et , & plus forte raison , si elles le sont toutes deux,
on devra en counclure que la courbe n’a aucun point d'inflexion.

On se comporterait exactement de la méme manidre si, 1'équa-
tion d’une courbe contenant des coefficiens indéterminés , au nom-
bre de deux au moins, on voulait profiter de leur indétermina-
tion pour faire acquérir a la courbe un ou plusieurs points d'in-
flexion. Sculement les deux équations auxquelles on parviendrait
ne seraient proprement ni identiques ni absurdes ; ce serait des
équations de condition , exprimant les relations que devraient avoir
entre eux les coefficiens indéterminés pour que de tels points exis-
tassent. Ces relations ainsi admises , la situation des points d'in-
flexion se déterminerait comme il vient d'éire dit ci-dessus.

En raisonnantd’une manicre analogue, on parviendra facilement
a démontrer que si, pour I'un (2/,»’) des poinis d'une courbe,
oulre les équations (13), on a encore

s XS By BExs 5
—_— = —————— _ — =0 1
s T TEr 0 T 0 e T ()

la courbe sera toute située d'un méme cbié de sa tangenie en
cz point , laquelle conséquemment la touchera en ce méme
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point , sans la couper , et pourra élre considérée comme ayant,
avec la courbe , quatre points communs se confondant en un seul ;
que si l'on a, en outre, pour ce point,

a+s IAY d+s _ dss dss

=0 — =0 — =0 —_— =0 ;
daté ’ da,’3d_}" ’ da/2dy’3 ! dx!d},B 0, dy’s 03 (XG)

la tangente touchera et coupera alors la courbe , et son point de
contact pourra éire considéré comme cinq points communs a l'une
et a l'avtre, se confondant en un seul, et ainsi de suite. La re-
cherche de ces points s'exécutera d’ailleurs comme celle des sim-
ples points d’inflexion ; mais la chance d’en obtenir ira sans cesse
en diminuant , A raison du nombre toujours croissant des équations
de conditions auxquelles on aura a satisfaire.

V. En retournant aux coordonnées primitives, an moyen des
formules (5) , 'équation (6) , de la tangente au point (27, 9"), de-
viendra ’

as as
T =)+ 5 r—v)=0; (1r7)

équation dans laquelle les deux constantes 2/ et ' sont lides en-
tre elles par I'équation (2), et ne doivent ainsi compter que pour
une seule. Rien ne sera donc plus facile que d’obtenir 1'équation
de la tangente i une courbe , par un point donné sur cette courbe.

Si le point (x/,»’) n’est pas donné, cette équation, en y met-
tant, pour 2/, »/, tousles systtmes de valeurs compaiibles avec
la relation (2) , pourra indistinctement exprimer toutes les tan-
gentes a la courbe. On pourra donc ainsi profiter de l'indétermi-
nation de 2/ et )/ pour assujettir une tangente demandée i une
condition donnée.

Si, par exemple , on veut assujettir la tangente i passer par
un point donné (@, bd), il faudra exprimer que les coordonnées de
ce point satisfont 4 1'équation (17) , ce qui donnera

Zom. XXI, 2
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12 '

- a—x")+4 :—i— (b—yN=o0 ; (18)
équation qui. combinée avec I'équation (2), fera connaitre les points
de contact de toutes les tangentes qui peuvent étre menées & la
courbe par le point (@, b).

Au lieu de résoudre les équations (2) et (18), par rapport a
x/ et y' , on peut chercher les intersections des deux courbes
qu’elles expriment, oa , ce qui revient au méme, chercher les
intersections de la courbe (1) avec la courbe exprimée par l'équa-
tion ‘

L @—ayt o —h=o ; (19)

cette dernitre est donc celle d'une courbe qui coupe la proposée aux
points de conlact de toutes les tangentes qui peuvent lui étre me-
nées du point (¢, b).

Si I'on demandait de mener & la courbe (1) une langente pa-
ralléle A une droite donuée par l'équation

&8

¥y
=7 (20)

la condition de parallélisme de cette droite avec la droite (17) se-
rait exprimée par 1'équation

ds iRy
a — +b

du/ P =03 (21)

d'otl il suit, en raisonnant comme ci-dessus, que l'équation
a— b - =o, (22)

est celle d'une courbe qui coupe la proposée aux points de con-
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tact de toutes les tangentes qui peuvent lui étre menées paralle-
lement a la droite (20).

On peut encore se demander de mener une tangente commune
i deux courbes données, ou a deux branches d'une méme courbe.

Supposons d’abord qu'il soit question de deux courbes données par
les équations

S.=o , S,=o0 ; (23)

soient (x ), (27, ") les points de contact respectifs, sur les
deux courbes, ce qui donnera dabord

S§'\=o , S, =0 ; €N

cette tangente commune pouvant étre (17) indistinctement expri-
mée par lune ou l'autre éjuation

as, s as”, o i
T G+ =)= T (e—a)+ 7,, (r=y")=o0;
lesquelles reviennent a

a5, j'_l_ 45, d?. /+ ﬂf-, /

daf dy’ Y

asr, asv, ast, oAy,

wr T gar = g ey

il faudra écrire que ces deux équations n’expriment qu'une seule
et méme droite , ce qu'on fera en pesant la double équation

gy sy A8, A5,

da/ __ ay dw! LUBE (25)
d, — asy, as. . asn

Fr R PO W e g

telles seront donc les deux équations qu'il faudra combiner avee



12 DE LA COURBURE
les équations (24) . pour obtenir.les divers systtmes de valeurs des
coordonnées des deux points de contact (a7/,y7), (z,y").

S'il s'agissait des tangentes communes & deux branches d'une
méme courbe , il faudrait remplacer S, et S, par §; de sorte qu'en
désignant simplement par (z,y), (2/,y’) les deux points de con-
tact, les quatre équations & résoudre seraient

d.; as as -4 s
S—o . S—o. @ _ & dx &7 (6
=0 , =0, iy — ay — 4§ 4 a5 ,
da’ :i? da’ dy’

VI. Si 'on suppose les coordonnées rectangulaires, I'équation
de la perpendiculaire menée a la tangente (17) , par son point
de contact, c'est-d-dire , de la normale &la courbe en ce point,
sera

as N as
o =)= 7 r—r)=o0 ; (27)

équation dans laquelle , comme dans celle de la tangente , les deux
constantes x/, y' sont lides entre elles par la relation (2); et qui
conséquemment pourra indistinctement exprimer toutes les norma-
les a la courbe, sices deux constantes ne sont lides I'une a 1'au-
tre par aucune auire condition.

Si donc on veut particulariser une de ces normales, il faudra
éiablir une second relation entre les constantes 2/, /. On pourra
donc, en particulier, assujetiir la normale a toutes les conditions
auxquelles nous venons tout a l'heure d'assujettir la tangente.
Comme cela ne saurait offrir de difficuliés , d’aprés ce qui préceéde,
nous nous borneruns ici a donner les résultats.

L’¢quation

ds a$
-d)_' (v—a)— s (y—b)=o0, (23)
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est celle d'une courbe qui coupe la courbe (1) aux pieds de tou-
tes les normales qui peuvent lui étre mendes du point (a, b).

L équation

e =t =0 (29)

est celle d'une courbe qui coupe la proposée aux pieds de tou-
tes_les normales qui peuvent lui étre menées parallélement a la
droiie (20).

Si 'on veut mener, aux deux courbes (23) , une normale com-
mune , les points (2/,»’) , (x/,y”), ou se terminera la mnor-
male sur les deux courbes, seront donnés par les équations (24),
combinées avec la double équation

45, d;S’_. a8, e dS/,)ﬁ/

da/ 4y dy da/ ; (30)
P Tl AR

dﬂi” d)/l/ d}/l d(L”

mais s’il s'agit d’une normale commune a deux branches de la
courbe (1), les coordonnées des deux extrémités (r.y), (2/,))
de cetle normale devront éire déterminées par les qualre équations

as as ds ds
dx dy dy dx 3
/= —_— T - = . I
S—O 9 S—— ) (lS’ dS/ dS, , dAS\/ ( )
—_ —_— —— Z e— ——
d'w dy’ d;’ do/

VII. Dans tout ce qui précéde nous avons tacitement supposé
que le point (27, y’) était quelconque sur la courbe (1) ; mais ce
point pourrait étre choisi de telle sorte , sur cette courbe , que
as as’ .

-— et - fussent tous decux nuls ; ce qui, au surplus , ne sau-
da/ dy! .

rait avoir lieu généralement , puisque S est déja nulle, et que
les trois équations
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ase as
/_—_—_o —_ = — — 32 .
S ’ d.L’ ° ’ d)/ o ? ( )

sont, en géndéral , incompatibles.
Alcrs I'équation (%) se rédait a

o I8 . 1 ey 1 - \
T dat 1.2 dass 1.2.3 )
4287 o d3s
o — *u
Fe da'dy’ +3 da/2dat +
(33)
as ass .
2 — 1 e
+ o +3 nn -+
a8
—_— U cese
o o |

Or, si l'on veut ne considérer qu'un fort petit arc s'étendant irés-
peu de part et d’autre de l'origine des ¢ et «, pour tous les points
de cetarc, ¢ et u seront de fort petites quantités ; de sorte qu'on
pourra, sans erreur sensible , faire absiraction des termes de plus
de deux dimensions en ¢ et «, dans le second membre de 1'équa-
tion (33). On peut donc dire que, pour l'arc dont il s'agit, I'é-
quation sera secusiblement

d25 . a8’ P EAY . .
a; -2 W fut :1-)’,2 u=0 , (34)

et représentera d'autant plus approximalivement l'arc de courbe ,
que cet arc sera plus petit , puisqu’alors les termes négligés en
auront des valeurs d'autant moindres ; elle exprimera donc rigou-
rcusement V'arc dont il s’agit, lorsqu’il se réduira a l'origine des ¢
[ A . . 7 ”
et u«, c'est-a-dire au point (', ¥).
Or, I'équation (34) exprime deux droites qui se coupent, deux
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droites qui se confondent , ou un simple point, suivant quc la fone-

tion
PR S R S S .
\ da'dy’ T odwr F ’ ()

est positive, nulle ou négative ; donc, dans les mémes circonstan~
ces, la coarbe, a l'origine des 7 et u, sc réduira rigourcusement
a deux droites qui se couperont , d deux droites qui se confondrout
ou & un simple point; c’est-a-dire qu'alors le point (27, ) scra
un point dinterseciion ou dec coniact de deux branches de la
courbe (1), ou un point isolé , li¢ analytiquement avec clle et
compris dans son équation. Dans les deux premiers cas , 1équa-
tion (34), ou bien, en repassant au syst¢me primitif , au moyen
des formules (5) , l'équation

4287 d=$ BEANY N2
LY ey 2 ) )b S (=0, (36)

sera l'équation commune aux tangenles aux deux branches dela
courbe au point (&', y’).

On pecut remarquer que , dans le cas ot les équations (32) sout
satisfattes , 'équation (8) est immédiatement divisible par £; et,
qu’en Otant ce diviseur et supposant ensuite £ nul, on a, pour

déterminer M , l'équation

P EXY . REAY REXY (q )

2 M4 — M=o ;
da’z + da’dy’ + dy’> 0

de laquelle éliminant M, au moyen de U'équation (7), on retomhe
exactement sur l'équation (34). En conséquence les poinis dane
courbe pour lesquels les équations (32) sont saiisizites, sont appe-
1és des points doubles de celie courbe.

L'¢quation S=0 d'unc courbe étant donnée; si l'on veut sa-
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yoir si cetie courbe a des poinis doubles, et en déterminer la
situation , on éliminera x et y entre les trois équations

as ds
S:O , —:x,—: » —(]7=0 H (38)

I'équation résultante , enire quantités connues , ne pourra &tre
qu'absurde ou identique. Dans le premier cas, la courbe n’aura
aucun point double; dans le second, elle en aura un oa plusieurs
dont les coordonnées seront données par deux quelconques des
équations (38). Ces coordonnées étant mises ensuite tour i tour
i la place de x! et »/, dans 1'équation (36), on connaitra ainsi
les directions des deux tangentes en chacun de ces points.

On se comporterait exactement de la méme maniere si, I'équa-
tion S=o0 renfermant un ou plusicurs coefliciens arbitraires, on
voulait profiter de leur indélermination pour-lui faire exprimer une
courbe ayant un ou plusicurs points doubles; il arriverait seule-
ment qu'en éliminant & et y entre les trois équations (38) , 1'é-
quation a laquelle on serait conduil ne serait ni identique ni ab-
surde ; elle exprimerait la condition a laquelle les constantes ar-
bitraires devraient satisfaire pour que de tels points existassent ;

et , en supposant cette condition satisfaite , le calcul s’acheverait
comme dans le premier cas.

VIIL. Des considérations analogues prouvent que , si le point

(v/,y") était choisi sur la courbe (1) de telle sorte que , oulre les
¢quations (32) , on eut encore celles-ci :

d:87 d»8 dzs

dw 0 da/dy’ =0 Gn =00 (%9)

ce qui peut encore moins avoir lieu généralement ; 1'équation
de la courbe , réduite au point (z’,y"), serait
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d.x/3 (l'-r’)3+ dx/’d ,(’r—x/) Or=rN+3 da/:is_)“ (= ""'x/) (.7—.7) + dy’3 (-7_-7,)3—0 i (*O)

équalion qui exprime trois droites qui se coupent, ou bien deux
droites qui se confondent et une troisi¢me droite qui les coupe ,
ou enfin une droite unique et un point situé sur sa direction ,
suivant que la fonction

as LAY disr \3 dssr s 7 EAYRE EA $By N\ S By
| ()~ S - ) @

d23 453 dandy dardyl (\ dardy das " dxtdyre dz'dyta &7 durdy

est négative , nulle ou positive ; et qui, en particulier, exprimera
trois droites qui se confondent, si l'on a, a la fois,

d3S’ \2 438 B8 d3sr a disr  assr
(o ) =1r R e N (D)

.’L’“d_y{ da’3 dw’dj ‘a da’dy’s d}JS dx'/’dj"

Ia courbe aura donc, dans les mémes circonstanees, en son point
(¢’ ,y’) , ou trois branches qui se- couperont , ou deux branches
qui se toucheront et une troisiéme qui les eoupera toutes deux 3
leur point de contact, ou trois branches qui se toucheront, ou
enfin une branche unique et un point sur sa direction, lié ana-
lytiquement avec elle ; et, comme alors I'équation (8) devientim-
médiatement divisible par #3, on dit que le point (27, /) est un
point iriple. Les tangentes aux diverses branches de la courbe qui
passent par ce point sont d'ailleurs données par 1'équation (40).

Veut-on savoir si une courbe donnée par 'équation S=o0 a des
points triples, et en déterminer la situation? Ou bien, celte équa-
tion contenant des coefficiens arbitraires , veut-on profiter de leur
indétermination pour faire acquérir des points triples a la courbe
quelle exprime ? Dans l'un comme dans l'autre cas il faudra
d’abord éliminer x et y entre les six équations

Tom. XXI. 3
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S_—.'_.o N

as ds

— —_— =0 5

dw dy (43)

as _ 428 &8
dor 0 Tady C7 G,

il en résultera quatre équations, soit entre quantités connues, soit
entre les coefficiens arbitraires. Dans le premier cas, il n'y aura
des points triples qu'autant que ces équalions seront toutes qua-
tre identiques ; dans le second, si les coefficiens arbitraires ne
sont pas en moindre nombre que celles de ces équations qui ne
seront pas identiques d’elles-mémes , ces équations exprimeront les
relations cherchées. Dans tous les cas , deux quelconques des équa-
tions (43) feront connaitre les coordonnées des points triples; et
la substitution des valeurs de ces coordonnées, 3 la place de a2/
et y/, dans I'équation (40), fera connaitre les tangentes aux diver-
ses branches de la courbe qui se couperont en ces différens points.

On voit aisément par 1a ce qu'il y aurait i dire sur la recher-
che des points quadruples , et, en général , sur la recherche des points
multiples , d'un ordre de multiplicité quelconque. "

IX. Pour qu'une courbe §,==0 passe par le point (27,»"), il faut
quon ait §,==o0. Si l'on veut en outre que cette courbe ait, en
ee point (x',»*), la méme tangente que la courbe (1) en ce point ;
pn voit (6) qu'il suffira pour cela quon ait

a8, a8’ a8, as’
—_— = — ) e —A —_— JA
dz/ du’ dj' dy’ H ('&4)

4 éiant une constante quelconque.
Donc , en particalier , 1'équation
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a5

=47+ %)s_: ut-C(4u’) (45)

est , quelle que soit la constante €, 'équation d'un cercle qui,
non seulement passe, comme la courbe (1), par l'origine des #
et u, c'est-a-dire, par le point (z/,y/), mais qui a, en outre,
en ce point , méme tangente que ceite courbe ; et qui a consé-
quemment son centre sur la normale i cette méme courbe, en
ce point. Un tel cercle est dit fangent a la courbe (1) au point
(«',y"); d'oulon voit, a cause de l'indétermination de C, qu'une
courbe a, en chacun de ses points, une infinité de cercles qui
lui sont tangens, et qui ont tous leurs centres sur la normale en
ce point. Il est d'ailleurs manifeste qu'un cercle tangent a une
courbe , en un quelconque de ses points, peut étre considéré comme
ayant avec cette courbe deux points communs qui se confondent
_en un seul. Il peut avoir d'ailleurs avec la courbe un plus ou
un moins grand nombre d’autres points communs..

Ces derniers seront évidemment donnés par le sysi¢me des équa—
tions (4) et (45) dans lesquelles il faudra considérer Z et z comme
les deux inconnues d'un méme probléme déterminé. On pourra , au
surplus , danscette recherche , remplacer 'équation (4) par quelle
combinaison on voudra de l'une et del'autre , par leur différence ,
par exemple, qui est

' d>sr
= —-—-- — t —
° 7 —C) e+ g —C )t
ass ass 438’
8 2 9
+6 ( a3 £+3 dal=dy’ fut3 dx’d_y” W ay3 u )+" T

Cherchons 2 déterminer la constante C de telle sorte qu'un troi-
siéme point , commun aux deux courbes , vienne se confondre ayec
les deux premiers , & U'origine des # et &, c'est~a-dire, en (2', y').
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Pour cela remarquons d'abord qu'on peut toujours profiter de l'in-
détermination de C pour amener ce froisime point i étre aussi
voisin de l'origine des 7 et ¥ qu'on le voudra, et qu’alors on
pourra sensiblement , dans 1a recherche de ce méme point, né-
gliger les termes de dimensions plus élevées en ¢ et u, vis-a-vis
des termes de dimensions moindres , €’est-d-dire, remplacer les
Zquations (45) et (46) par les deux suivantes:;

as’ “ as
oO— dx -:i;—! u ,
s . 47)
0=<de 2C\l+(-———-—20 w42 Tl u

or, en éliminant de la seconde, au moyen de la premiére , une
quelconque des cocrdonnées £ et u , I'avire disparait d’elle-méme,
et il vient

dS’ d’S’ / dS' =8’ as o8 a8 B}
) -————26) —) —— — ———— =0,
dwr \ s dyia do/ 4y dvdy’ ~

d'od on tire
( > EIXY) S dS’ d:8 + ( as’ \z as
d?l ‘/z éL’ d?’/ dx'd‘r" 5-;7 ) (}_:;«Iz

2( ) +H o) @

donc, plus C apprechera de cetie valear et plus aussi le troisime

point commun approchera de se confondre avec les deax aulres;
il se confondra done rigoureusement avec eux , lorsque C aura exac-
tement cefte valeur.

Remarguons présentement que l'équation (43) peut étre écrite
comme il suit :

(2o 2 Y= TR o
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de sorte que le gercle qu'elle exprime a, respectivement , pour les
coordonnées de son cenire et pour son rayon,

1. LI as FRIRS
2C dv ° 2 d;7 (dx’)+ d-y’) ’

en mettant donc pour C sa valeur, et repassant au systéme pri-
mitif , au moyen des formules (5) , le cercle dont trois points se
<onfondent avec trois points de la courbe en (2/,y’), aura,
pour les coordonnées de son centre,

a8 ( as ) ( 2
-d_!: da’ d}"

Y a8 48 4=y dsr N2 429
( da’? e E”— da/dy’ 4’ dy’»

as
, E?ﬁ dﬂ>+(dyf)€ ,
=V a9 @ axy a8 asr &y db')
(’J}T dos 2 A7 &y ady (daf &

et pour son rayon

(50)

(2 )+ >’%‘ o

TN B dS asy &y db')
( 2 o dway T de 4

Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle osculateur de la courbe au
point (2/,»’); son centre et son rayon sont dits le cenfre et le
rayon de courbure de cette méme courbe, en ce méme point.
Nous allons voir tout a I'heurela raison de ces dénominations,

X. Pour abréger , désignons par Q le second membre de I'é-
quation (4), et par £}’ ce que devient ce second membre, lors-
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de la normale menée, par ce méme point,

sera (27)

DE LA COURBURE -
qu'on y change respectivement Zet u en & et o ; si (#,u) est
un point de la courbe (4) , de sorte qu'on ait ¥’ =0 , I'équalion

du/

(=)= (e—w)=0;

(52)

a la courbe Q=0

les deux constantes ¢ et u' étant lies entre elles par ['équation
Q'=o0, c'est-a-dire , par l'équation

ds
= —
e da/ +

+ o

+

ce qui donne

425

&y
da/?

’d_}’

ERY
d]"‘

da’2

(&5

ERY

d]I +\ dj"’

da/dy’

—

/a2

t’+ dx’dj’ )+ 1.2 < da/3

iEAY
dxlzd 1//

tu/

I / ’
)+ d]a w2 -‘a;,? vu't

da/dy’a

déblzd)',

u”)—l-....‘:

tlz>+onooot

au moyen de quoi I'équation (51) de la mormale au point (7,u’)

deviendra

wi

e



DES COURBES PLANES. 23

a5 [ 425 =8 ) x LEAY z
— 4 u'4- V) — (- ulgn V! 12 o
{ a5’ \ @ da’dy? < dy’3 2 ldJ/z + dx"d} L pfPPES ) (t t’)

=o. (54)

S § — ’2 . 'a )
daf + da." da/d]’ >+ 1.2 \ da,'3 dx/’d_ﬂ w- dx!djlz )+ z(u )

Si T'on veut avoir l'intersection de cetie normale avec celle qui
passe par l'origine des ¢ et u, c'est-a-dire, par le point (2/,57),
il faudra considérer ¢ et u comme les deux inconnues d'un méme
probléme déterminé, tant dans 1’équation (54) que dans 1'équa-
tjon de la mormale a l'origine des ¢ et », qui est (27)

g Ry d’S’ aa3sr

V4 dsl -
19 4 (55)

mais, si le point (#,u’) est supposé trés-voisin de l'origine des
? et u, on pourra, sans erreur sensible , remplacer, dans ceite
recherche , 1'équation (54) par 1'équation plus simple

[ Z (2wt o o= 8 (2t g )] =y s )

dj’“

et méme remplacer cette dernire par telle combinaison qu'on en
voudra faire avec l'auire, de maniére & n'en pas élever le degré;
par leur différence, par exemple, qui est

/ iERY

i ERY
> f— ( Y4 S u’) u
\ 4y da/dy dafa dx’d]’

a8 LA + &y, &S u,)}u,
( d_y' d]la dw’d_y’ s da,f dw" dafd_y’ s

w'+

$i 'on résout les deux équations (55) et (57), par rapporta ¢ et
q 7 PP
@, et que, dans les numérateurs des valeurs de ces deux incon-
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nues , on néglige les termes de deux dimensions en # et u/, vis-
i-vis de ceux qui n'en ont qu'uue seule,. il viendra

-~ Ve =2t
dat \ d?’ da/ “

=0y dy Ay o EY Ay ) ;
(dy' dair  dw dx/dy> (du GG dwdy

4 ( a8 LAY )

o/ ﬂgiﬂ_f:s_ /)
SN TY; aa!

P I A WY G A S A
dy’  da'e ds dwdy’ ) dx’ dyn dy dardy’ J
telles seront donc ,” approximativement , les coordonnées de l'in-
tersection des deux normales , et d'autant plus approximativement
que le point (#, ') sera plus voisin de l'origine des ¢ et u; c'est-
a-dire , d'autant plus approximativemert que # et u/ seront plus
pelits.

Mais , dans cette hypothése , I'équation (53) se réduit sensible-
ment a

as
Fw, t'+ o “'_0 ; (59)

en employant donc cette derniére équation i chasser des formm-
les (57) I'une quelconque des coordonnées # et u/ , 'avtre dis-
paraitra d'elle-méme , et l'on obtiendra ainsi des formules qui con-
viendront rigoureusement au cas ou le point (¢, w’ ) se confond
avec l'origine des ¢ et u, puisque les coordonnées de ce point
(¢, uw) n'y figureront plus. Or , on retombe ainsi de nouveau sur
les formules (50) qui donnent les coordonnées du centre de eour-
bure; d'ou résulte ce théoréme :

Si une normale mobile marche vers une normale fixe , leur pomt
d intersection marchera sur cetle derniére , de maniére & s arréler au

58)



DES COURBES PLANES. 25
cenltre de courbure qui lui répond , lorsque la seconde normale aura

Hteint la premiere.,

XI. Ce thforéme nous met en mesure de donner une idée beau-
coup plus claire de ce que nous avons nommé cercle osculateur,
cenire et rayon de courbure d'une courbe, en chacun de ses points.

Soit d’abord un polygone plan rectiligne ouvert quelconque
ABCD......, sur la convexité duquel soit appliqué un fil , fixé
par une extrémité a son dernier sommet, el veuant se terminer
en A par son autre extrémité. Concevons qu'on développe ce fil,
sans lai faire quitter le plan du polygone; son extrémité mobile
décrira d'abord, dans le supplément de I'angle B, un arc de cer-
cle ayant le point B pour centre et le c6té BA pour rayon ;
mais , du moment que ce fil aura pris la direction du prolon-
gement de CB, toute sa portion d'abord couchée le long de ce
c3té s'en détachera & la fois; de sorte que le premier arc déerit
se prolongera , dans le supplément de l'angle C, suivant un se-
cond arc ayant le sommet C pour centre et CB4+BA pour rayon.
On voit qu'en continuant aiusi le développement , dans le méme
sens, l'extrémité mobile du fil décrira, sur le plan du polygone,
une courbe composée d'une suite d’arcs de cercles, ayant succes-
sivement pour centres les différens sommets du polygone , et des
rayons croissant subitement d'un arc a 'autre d'une quantité égale
a la longueur d'un ¢6té du polygone ; et ces arcs seront consé-
cutivement tangens les uns aux autres, puisque le point commun
a deux arcs conséculifs quelconque sera constamment sur le pro-
longement d'un c¢6té du polygone ; c'est-d-dire, sur la dreite qui
joindra leurs centres. Un tel systtme d'arcs forme ce quon ap-
pelle une anse de panier.

Les rayons de ces arcs étant ainsi continuellement croissans, du
premier au dernier, si on prolonge I'un d'eux, de part et d'au-
tre de ses poinis de contact avec les deux qui le comprennent ,
il enveloppera celui des deux dont le rayon sera plus petit que

Zom. XXI. 4



26 DE LA COURBURE
le sien . etsera, au contraire, enveloppé par celui dont le rayon
sera plus grand.

Ceci suppose , au surplus , que le polygone générateur de 'anse
de panier est convese , dans toute sa longueur; car, dans le cas
coniraire , suivant la mani¢re dont s'exéculerait le développement
du fil , le rayon de certains arcs pourrait étre, a la fois , tantdt
plus grand et tantdt plas petit que les rayons des arcs qui les
comprendaient ; de sorte que de tels arcs, prolongés de part et d’au-
tre , tantdt envelopperaient a la fois ces deux-1a et tantdt en seraient
ala fois enveloppés.

Si T'on concoit présentement que les c6tés du polynome devien-
nent de plus en plus peiits , de plus en plus nombreux et de
moins en mwoins inciinés les uns aux autres , les arcs de cercles ,
dont se composera }'anse de panier, deviendront eux-mémes de
plus en plus petits et plus nombreux et de rayons de moins en
moins différens.

Si, enfin , on remplace le polygone par une courbe continue, la-
quelle peut étre considérée comme un polygone d'une infinité de
cbtés infiniment petits el infiniment peu inclinés les uns aux au-
tres, l'anse de panier deviendra également une courbe continue ,
composée d'une infinité d'arcs de cercles infiniment petits , dont
les rayons croitront ou décroitront par degré insensibles, et dont
les centres seront les différens points de la courbe d’abord envelop-
pée par le fil ; les tangentes & cette derniére courbe seront lou-
tes normales a laultre ; le point de contact de 'une quelconque
sera le centre de l'arc infiniment petit de I'auire qui répondra au
pied de la normale, et la distance entre ces deux points sera le
rayon de cet arc.

Réciproquemment , une courbe continue étant tracée sur un
plan , si on mcne les normales de tous ses poinis, loules res
normales serent langenies a une seconde courbe qui sera évidem-
ment celle qu'il faudrait prendre pour base de développement d'un
fil dont l'extrémité mobile devrait décrire la premicre. Chacun des



DES COURBES PLAXNES. 27
points de la seconde courbe sera le centre de 'un des arcs de cercles
infiniment petits dont la premitre pourra étre répulée I'assemblage;
cet arc se trouvant situé a l'intersection de la premiere courbe
avec la tangente menée a la seconde par ce méme poin't; et la
longueur de cetle tangente , terminée a ces deux points, sera le
rayon de cet arc.

Ainsi, en résumé, toute courbe donnée peut étre considérée
comme composée d'arcs de cercles infiniment petits , de ravons
continuellement croissans ou ddcroissans , se touchant consécuti-
veinent ; le cercle dont un guelconque de ces arcs fait pariic. et
qui a évidemment méme courbure que cet arc lui-méme, est ce
que nous avons appeié le cercle osculateur de la courbe en ce
point ; et l'on voit gu'en général il doit toucher et couper i la
courbe , c'est-a-dire quil doit 'envelopper d'une part et en étre,
au contraire , enveloppé de Vautre. Le cenlre de ce cercle qui
est , en méme temps, le centre de courbure de la courbe en ce
méme point , n'est autre que le point de contact de la normale
en ce point avec la courbe a laquelle toutes les ncrmales sont
tangentes ; courbe qui est dite la deéveloppee de la proposée , et
qui est évidemment le lieu géoméirique des centres de courbure
de tous ses points ; enfin son rayon de courbure, en un point
quelconque , n'est autre que la normale qui répond a ce point,
terminée A son point de contact avec la développée.

Danrs les points ou la courbure de la courbe aprés avoir cru,
commence a décroitre, c’est-a-dire , dans les points ou cette cour-
bure est maximum , et, par suite , le rayon de courbure minimum ,
le cercle osculateur est évidemment enveloppé par la courbe , de
part et d’autre du point de coutact; mais dans les points ou, au
contraire, cette courbure est minimum , et , parsuite, le rayon de
courbure maximum , c’est au contraire le cercle osculateur qui
enveloppe la courbe de part et d’autre du point de contact; de
sorte que, dansl'un comme dans l'autre cas, le cercle osculateur
touche la courbe sans la couper.
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On peut encore envisager la chose sous un autre point de vue
qui counduit exactement aux mémes conséquences.

Soit M l'un quelconque des points d'une courbe plane , parlequel
soit menée A cetic courbe une normale indéfinie. De l'un quel-
conque G des points de cette normale pris pour cenire ., et avec
la distance CM pour rayon, soit décrit un cercle ; ce cercle aura
évidlemment, au point M, méme tangente que la courbe; et, pour
cette raison, on dira qu’il lui est tangent en ce point; d'ou l'on
voit, a cause de l'indétermination du point C sur la normale, qu'une
courbe peut avoir, en chacun de ses points , une infinité de cer-
cles qui lui soient tangens en ce point , lesquels , comme l'on voit,
ont tous leur centre sur la normale i la courbe au méme point.

Dc tous les cerles qui touchent la proposée en M, ne consi-
dérons que la série de ceux qui ont leur centre du cd1é de la con-
cavité de cette courbe, et qui ont conséquemment leur courbure
dans le méme sens que la sicnne. On pourra toujours , peur l'un
d’eux , prendre le point G assez voisin du point M pour que ce
cercle , du moins dans le voisinage du point de contact, soit,
de part et d'autre de ce point , enveloppé par la courbe. On
pourra toujours, au coniraire , pour un autre cercle, éloigner as-
sez le point C du point M pour que , de part et d'autre du point
de contact, ce soit le cercle qui enveloppe la courbe.

Si T'on concoit ensuite que l'on fasse marcher le point C, sar
la normale, enire ces deux positions, on devra rencontrer une
position interinddiaire pour laquelle le cercle tangent aura , a la
fois , une courbure plus grande que celle de la courbe d'un ¢
du point M, mais moindre que la courbure de cette courbe de
Vautre ¢6!¢ de ce point. Un tel cercle tangent sera donc enveloppé
par la courbe, d'un c¢d1é du point de contact, tandis qu'au con-
traire ce sert lui qui l'enveloppera de l'autre c6té de ce point ; il
sera donc, & lafois, tangent et sécant a la courbure au point M,
et sera conséjuemment le cercle osculateur de cette courbe en ce
peint. Son centre et son rayon en seront donc, pour le mdlme
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point M, le centre etle rayon de courbure de la courbe en ce
point. Son centre sera donc le point de la développée correspon-
dant au point M ; et 'on voit méme que ceci offrirait, au besoin,
un moyen graphique de déterminer, & peu prés, tant de points
qu'on voudrait de la développéz d'une courbe proposée.

Mais les choses ne se passeraieat plus de la sorte si le point M
€tait choisi sur la courbe, de maniére qu'en ce point sa courbure

fit maximum ou minimum. Alors, dans la série des cercles dont

il vient d'étre question , on passerait, sans intermédiaire , d'un cercle
enveloppé par la courbe des deux c6tés du point de contact a un autre
cercle qui l'envelopperait, au contraire , de part et d'autre de ce
point ; et la position du point C sur la normale ol la transition
aurait lieu serait alors le centre de courbure du point correspon-
dant de la courbe propcsde.

Dans le cas particalier ol le point M serait un point d'inflexion,
il est visible que le centre de courbure devrait étre porté sur la
normale & une distance infinie, de part ou d’autre de ce point;
de sorte que la normale & un poict d'inflexion d’'une courbe est
une asymptote de sa développée qui a ainsi au moins deux fois
autant de branches infinies que cette courbe a de points d'inflexion.

XII. On voit, d'aprés ce qui précéde, que, si 'on veut dé-

terminer quels sont les points de la courbe (1) pour lesquels le
rayon de courbure a une longueur donnée r, il ne s'agira que
de considérer 2/ et ;7 dans les équations (4) et (51), comme
les deux inconnues d'un méme probléme déterminé. On peut dire,
en conséquence , que l'équalion

da? v d_} dudy

d=S 48 as a=s ds \: 428 ds \2 45 -
+( VS Yof

est celle d'une courbe qui coupe la proposée (1) aux peints pour
lesquels son rayon de courbure est égal a r.

3
d,/d),gs . E;/—*—\\E;T %:
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La formule (51) prouve d’ailleurs que , aux points d'inflexion dela
courbe (1), pour lesqquels les équations (13) sont toutes trois satisfai-
tes, le rayon de courbure devient infini ; de sorte qu'slors le cercle
osculateur se confond avec la tangente. On voit aussi que la for-
mule (31) est en défaut pour tous les poinis ou les deux coeffi-

~

as’
ciens différentiels i et b sont nuls ; et on ne doit pas en €tre
& )

surpris , puisqu'alors il peut passer par le point (a/, ¥ ) 2u moins
deux branches de la courbe, dont chacune doit avoir son rayon
de courbure. Ce rayon r doit donc alors étre donné par une équa-
tion d'un degré supérieur au premier, équation que l'on obtien-
drait facilement par l'application des principes qui nous ont cons-
tamment dirigés dans tout ce qui précéde, mais a ia poursuite de
laquelle nous ne nous arréterons pas.

En éliminant 2/ et y/ entre l'équation (2) et les équations (50)
du centre de courbure du point (2/,»' ), 'équation résultante
en x et y sera celle du lieu des centres de courbure de tous les
points de la courbe (1), c’est-a-dire, 1'équation de la dévcloppée
de cette courbe. Au surplus , il revient au méme et il est plus
simple de dire que l'équation de la développée de la courbe (1)
est le résultat de l'élimination de ' et »’ entre 1'équation (2) et
la double équation

iRy [iNY a5 d2$ asr 48 3§ a8 a8
4y ( dw'"?‘dTu —d7/ da’dy’ ( da/ > DE L (6y)
T—x' T y— _7' as dS’ 2
da’ a)’

Veut-on savoir enfin quels sont les points de courbe (1) pour
lesquels la courbure de cette courbe est mazximum ou minimum ?
La question se réduira i rendre l'un ou l'autre la fonclion 7 des
deux variables 2/ et )7, liées entre elles par la relation (2);
faudra donc , suivant ce qui a été expliqué (tom. XX, pag. 337)
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égaler d'abord & zéro la variation de la valeur (31) de 7, prise
a la fois par rapport 4 ces deux variables, ce qui donnera, en
supprimant les accens qui, dans cette rencontre, ne sont d'au-
cune utilité ,

\* &8 s ds  as as \* as dss
S s F( AN LINAT S det-( bt T
dar dy dy dady v / 4 (Qdw de da,dy
(rds : =S \*  a:S &S
[—} — e — —_
N de) (dy/ g%\ dzdy das dy~€ + s’)
S as as EXY
SEY
< >+< g?( d.z,3 r+ d_y( A dw S duzdy
a8 dS SRRy
@ 3 .22 3 ) o % .
+ dw r—2 4 (Lbdy2 dx dy3 4
mais I'équation (1) donne
as as
'zl: 8.-/‘*" Of—-O ]

ce qui fait d'abord disparaitre la seconde partie du premier mem-
bre de la précédente ; substituant dans I'équation restante la va-
leur de dx ou de 8y tirée de cette derniére, l'autre variation en
disparaiira aussi , et I'on obtiendra, pour solution du probléme ,

5§ 48/ ds S aS -8

a5 &S ds
?—d;f_\\—d: da? dy dady dy dy

dy: dx d Ld) )

_._.-—") —_—

(( ds as  a-s Ay dsg

N

dw? dv dy dady '\ dv / dy?

* dS' ¢ /a5 3438 dz=S dis dS \’ as a8 dS
o + \ 1 ) 3 2 + 2
J ) { dy da do  dy= dardy dy d)‘ dady=

dS/
d)33

62)
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c'est-a-dire que cette équation est celle d'une courbe qui coupe
la proposée (1) aux points ou sa courbure est maximmum ou mini-
mum. Ayant délerminé , par la combinaison de cetie équation avec
I'équation (1), les coordonnéces des points pour lesquels cetie cir-
constance a lieu, la substitution des valeurs de ces coordonnées,
pour &/ et y , dans la formule (51), fera connaitre la grandeur
du rayon de courbure en ces points.

XIiI. En négligeant , dans l'équation (4), les termes de plus
d'une dimension en ¢ et ©, nous sommes parvenus a l'équation
(6) de la tangente & la courbe (1), au point (&', y’) de cette
courbe. On pourrait, pour plus de précision , r:e rejeter, dans cctie
équation (4) , que les termes de plus de deux dimensions en ¢
et u, ce qui conduirait a I'équation

__as as /s, Q=5 s, .
o= gty uti( g o tut S u ) (63)

2
dasz dwdy’ 4y

qui appariient conséquemment a celle de toutes les lignes du se-
cond ordre qui passent par l'origine des # et u qui se moule le
plus exactement sur la courbe (1), en ce point. A cause de cetle
propriéié ,. une telle courbe est dite Vosculairice du second ordre
de la proposée au point ot elle la touche. En raisonnant comme
nous 'avons fuit pour la tangente que , par analogie, on pourrait
appeler osculatrice du premier ordre, on s’assurera facilement qu’en
général l'osculatrice du second ordre d'une courbe , en l'un de
s2s points , touche et coupe a la fois cette courbe en ce point.

En repassant au systtme rectangalaire , au moyen des formu-
les (3), on pourra dire que I'équation de l'esculairice du second
ordre de la courbe (1), en un quelconque (z',»’ ) de ses points,
est
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‘S’

On voit, au surplus, que, sile point (27, 27 ) était un point dou-
ble , cette csculatrice se réduirait a deux droites ou & un point ;
et que, si ce méme point (a/,»’ ) était un point dinflexion ,
Vosculatrice ne scrait autre que la tangente en ce point.

On pourrait aussi ne supprimer , dans I'éqaation (4), que les ter-
mes de plus de irois dimensions en ¢ et u#, et I'on obiiendrait
ainsi ce qu'on appelle Vosculairice du troisieme ordre de la propo-
sée , en un quelconque de ses points, c'est-a-dire, celle de tou-
tes les courbes du troisieme ordre qui, en ce point, se moule le
plus exactement sur celte courbe en ce point, et de laquelle on
prouverait que , dans le voisinage du point de contact , elle
est toute située dun méme cb1é de la proposée , qu'elle touche
ainsi sans la couper. On voit aisément par li ce que seraient les
osculatrices des ordres superieurs , lesquelles couperaient et touche-
raient, a la fois , la proposée , ou bien seraient entiérement situées
d'un méme c6té de cette courbe, suivant qu'elles seraient d'un

ordre pair ou d'un ordre impair.

XIV. Les formules auxquelles nous sommes parvenus dans tout
ce qui précéde sont un peu plus compliquées que celles qu’on emploie
communément a la résolution des diverses questions que nous avons
traitées ; mais , oulre qu'ciles en sont aussi plus symétriques, leur
apparente complication en rend I'application plus facile. En ne sup-
posant pas, en effet, que l'équation proposée soit résolue par rap-
port 3 une des deux coordonnés x et y, il sera louyjours permis
de supposer que S est une fonction rationuelle et entitre de ces
deux coordonnées; ce qui rendra les divers coefficiens différen-
tiels trés-faciles & obtenir. Au surplus, rien ne sera plus aisé que
de revenir de nos formnules aux formules ordinaires ; il ne s’agira

I

Tom. XXI. 5

a8
o =V o (r—a) )b S () 2 L (=

(65,



34 DE LA COURBURE

. . . as dz=s
pour cela que dy changer d’abord respectivement o T
ass dr dzy a3y . .
o BN — ey T T e , d'y poser ensuite
S \ . . g, .
%_:_—o , et d'y faire enfin tous les autres coefficiens différentiels
LY °
nuls.

XV. Terminons en appliquant ces généralités a la ligne du se-
cond ordre dounée par l'équation

Ax*+ By’ +2Cxy+2Dxr+2Ey+F<=o , (a)
On aura d'abord , pour le point (a2/,y/),

Ax*4By*42Cxy’'+4-2Dax'+2Ey/'4-F=o0 , (b)

et de la
a8’ , , k. KY;
= =2(Ax'4Cy’'+D) , ™y =2(By/+Ca’'+-E) ,
iENY d=:8 d=28/
=24 , =20 |, — =2B ;o (c)
da/s da/dy’ dy’?
ass s fLERY —0 s
das =0 da/2dy =0 dwdyr 7 dys

Cela posé, la formule (17) donnera, pour l'équation de la tan-

gente en (&', y"),
(A’ Gy’ D) ety (B €/ ) (y—y)=0 .
ou bien
Ax vt Byly4C(a/y 4y’ 5)+-Da—-Ey=Aa'*~+ By’ d-2 Ca/y'4-Di/+ Ey!

ou, en ajoutant I'équation (b) et réduisant,
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(A4 Cy - D)+ (By/+ Cor Byt (Dar+ Ey' - Fy=0 . (d)
La formule (1g) donne pour 1'équation de la corde de contact

de 'angle circonserit A la courbe (a) , ayant son sommeten (a,d),
en ayant égard 4 1'équation (a),

(da+4-Cb+D)x+(Bb+Cat-E)y+(Da+EbLFy—o . ()

La formule (22) montre que si, a la courbe (a) , on méne deux
tangentes paralléles 3 une droite ayant pour équation

x Y
a b '

la droite qui joindra les deux tangentes aura pour équation

(a4+5C)x+(bB+aC)y+ (aD+bE) =0 . (f)

Si T'on veut mener une tangente commune a deux branches de
la courbe (a), on aura (26) , pour déterminer les deux points
de contact, outre les équations (a) et (b), la double équation

Ax4Cy<+-D _ By<4-Cr+-E _ Azx?4By*+2Czy4-Dx-{-Ey
A 4Cy'4D ~ By 4-Cua/+E T da/*4-By':-2Caly!4Da'4-Ey!

laquelle devient simplement, au moyon des équations (a) et (b),

Az+-Cy+D _ By+CatE __ DadEy+F
Ax'+Cy'+D ~ By'+-Ca’+E ~ Dal+4-Ey'4F '’

tirant de cette double équation les valeurs de z/ et »* pour les
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substituer dans l'équation (b), et ayaut égard a l'équation (a) ,
on trouvera pour la courbe qui coupe la proposée aux points ou
elle est touchée par des langentes communes a deux de ses branches,

B(Av+Cr -+ D) =2 C(Aw+ Cy+D) By + Ca By A(By+Cat-Ey=o ; (o)

équation qui appartient aux deux asymptoles si la courbe est une
hyperbole , et qui n'exprime rien dans le cas contraire. Les asymp-

totes d'une hyperbole sont , en effet, des tangentes communes a
ses deux branches.

La formule (27) donne , pour l'équation de la normale a la
courbe (a), par le Point (a’.9"), pris sur cette courbe,

(By'+-Cr'+ E)(w—a/)— (42’ + G+ D) (—r)=0 ; (1)

les deux constantes 2/, »/ étant lides entre elles par la relation (b).
D'aprés la formule (28) , I'équation

(By+CatB) (e—a)— (o Cy+-D)(y—by=0 , ()

est celle d'une courbe coupant la courbe (a) aux pieds de toutes
les normales qui peuvent lut étre menées par le point (a, b) de
son plan ; et comme cette équation du second degré n'est point ,
en général , susceptible d’abaissement , il s'ensuit que , de l'un
quelconque des points du plan d'une ligne du second ordre, on
peat, généralement parlant , abaisser jusqu'a quatre normales a
celte courbe.
La formule (2g) donn: l'équation

(bA—aCyx—(aB—bC)y+(bD—aE)=0 , (k)

pour celle d'une droite qui coupe la courbe (a) aux pieds de tou-
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tes les normales qui peuvent lui étre menées parallé¢lement a ure
droite donnée par l'équation

x y
PR
ces normales sont donc au nombre de deux seulement.

D’aprés la formule (31), si I'on veut mener une normale com-
mune & deux branches de la courbe (a), on aura, pour détermi-
ner les deux points (&, ), (/. ") de cetie courbe ou elle

se termine , outre les équations (a) et (b), la double équation

Ax+Cy+D . By+Cax+E 2(By 4+ Cx+E)—y( {x+Cy+D)
A2'4-Cy'+D ~— By'+Ca/'+E T W(By' 4 CalEy—y(As/ 4 Cy' D) ’

entre laquelle et 1'équation (b), éliminant 2/ et »/, et ayant égard
a l'équation (a) , on obtiendra pour solution du probléme 1'équa-
tion >

(By + Cx4-E){A(4x +Cy+D)+C(By+ Co+E))
=o0; (1)
— (A4 Cy4-D) (B(By+Ca+E)+ C(Ax—+Cy+D)) 4

équation que l'on reconnaltra facilement pour celle des deux dia-
méires principaux de la courbe (a); lesquels sont, en effet, les
deux seules normales communes a deux branches de cette courbe.

Les formules (32) et (33) montrent que, pour que la courbe (a)
ait des points doubles , il faut qu'on ait a la fois

Ar4Cy4-D=o , By+Ca+-E=o0 ; (m)
muis 1'équation (a) pouvant étre écrite ainsi,
2(Ar+Cy4-D)+y(By+Cx-+E)+ (De+-Ey+F)=o0 .

les deux autres la réduisent simplement a
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Dx+Ey4-F=o ;

éliminant donc a et y entre ces trois équalions, on trouvera,
povur la condition qui fait acquérir des points doubles a la courbe (a),

D(BD—CE)+E(AE—CD)+F(C*—AB)=0 ; (n)

cette équation étant supposée satisfaite , les points doubles seront
donnés par les équations (m); d'ou l'on voit qu'il n'y en avra
jamais plus d'un. Il y aura d'ailleurs, en ce point , deux bran-
ches de courbe qui se couperont ou se toucheront, ou bien ce
point sera tout a fait isolé (35) suivant que la quantiié

C'—A4B ,

sera positive , nulle ou négative. On reconnait, en effet, que les
équations (m) sont celles du centre de la courbe (a) et que la
condition (n) est celle qui exprime que cette courbe se réduit
son centre ou & deux droites qui se coupent en ce point. Quant
aux points triples , il est visible qu'une ligne du second ordre
n’en saurait offrir.

Les formules (50) donnent pour les équations du centre de cour-
bure de la courbe (a), en un quelconque { 2/, »' ) de ses points ,

. (Av+Cy'4 D){ (A2/+Cy'4D)*+4(By'+ Cx' +- E) }»
A(By'4-Co/ +E)2=2C(Ax' 4 Cy'4- D) By'+- Co/+ E)+B( A2/ Cy'--D})> -

(By'+Cx'+E){ (A2'+ Cy'4D)>+4(By'+ Co/4+E)* } .
A(By' 4 Ca/ 4By C(As!+Cy'+4DY( By 't Ca'+E) 4 B( A/ Cy'4D)?

r=x

Y=yi—

et pour son rayon de courbure en (z,y ),
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3

{(42/'4-Cy'4- D) 4-(By'+ Cv+E) )

= A(By'4-Ca-E) =z C( A/ 4 Cy'+-D) By /+¢L/+E)+B( 12+ Cy 4Dy

sur quoi on peut remarquer que le dénominateur commun a ces
formules revient i

B(BD —~CE)+E(AE—CD)+F(C*—A4B)
~—(C*—AB)(Ax"4By*+2Cx'y’+2Dx'42Ey/4-F) ,

.dont la derniére ligne s'évanouit en vertu de l'équation (b); de
sorte que les coordonnées du centre de courbure de la courbe (a)
au point ( 2/, »’) sont simplement

(A4 Cy'+- DY ( A2/ 4+ Cy'+ DY 4-(By'+Co/-+-E)=}

— ] s
r=r D(BD=CE)+E(AE—CD) 4 F(C*—_1B) '

o By Gk E){ (A4 Cy' s D)4 (By 4+ C/ EF)
F=r D(BD—CE)+E(AE— CD){ F(C-—AB) ’

et son rayon de courbure au méme point,

A G DY (B 4 Cor P ®)
T D(BD=—CE)+4L(AE—CD)-#(Cr—AB) p

Nous ne nous occuperons pas de la recherche de la développde
de la courbe (a) dont l'équation serait probablement fort com-
pliquée. Nous remarquerons seulement que , pour la courbe (a) ,
I'équation (62) de la courbe qui en coupe une autre proposée aux
points ot la courbure de cette courbe est maximum ou minimum |
a son second membre nul; et, comme son premier membre est
le produit de deux facteurs , on peut y satisfuire en égolant T'un
ou lautre de ces facteurs & zéro. On trouve alers, par les subs-
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titutions, ou l'équation (1) commune aux deux axes de la eourbe
ou l'équaiion (g) commune a ses deux asymp.otes, si loutefois
cefte courbe est une hyperbole.

Quant a losculatrice du second ordre de la courbe (a), il est
manifeste qu'en chacun de ses points cctte osculatrice n'est auire
que la courbe elle-méme.




