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Une loi des grands nombres pour des systémes
de diffusions avec interaction
et a coefficients non bornés

par

Christian LEONARD

Laboratory for Research in Statistics, and Probability,
Carleton University. University of Ottawa, Ontario, Canada

RESUME. — On étudie la loi des grands nombres (lorsque N — o0)
pour le systéme d’équations différentielles stochastiques (1.1). Ce systéme
est corrélé du fait que les coefficients de dérive et de diffusion sont des
fonctions de sa mesure empirique. Ces coefficients peuvent ne pas étre
bornés ; en particulier, celui de dérive est soumis a une condition de mono-
tonie. La loi des grands nombres est énoncée sous la forme de la conver-
gence de la mesure empirique vers 'unique solution d’un probléme de
martingales non linéaire. Cette convergence a lieu dans un sous-espace
des probabilités sur les trajectoires, muni d’une topologie éventuellement
plus fine que celle de la convergence étroite.

ABSTRACT. — The law of large numbers (as N — o0) is studied for the
system of stochastic differential equations (1.1). This system is correlated
since the drift and diffusion coefficients depend on its empirical measure.
These coefficients are allowed not to be bounded. In particular, the drift
satisfies a monotony condition. The law of large numbers is stated in
terms of the convergence of the empirical measure towards the unique
solution of a non-linear martingale problem. This convergence takes place
in a subspace of the probability measures on trajectories, the topology
of which being possibly finer than the usual weak one.
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238 C. LEONARD

1. INTRODUCTION

Nous considérons le systéme de N équations différentielles stochas-
tiques suivant :
N N

1.1 daxNo= (% Z b(x(2), x?‘(t)))dt + <% ZJ(xF(t), x?‘(t)))dw,.(t)

j=1 ji=1 i=1,...,N

ou pour tout 1 < i < N, x}(t) appartient & R? et (w;); <;<n €st une famille
de mouvements browniens indépendants 4 valeurs dans R?

Une telle équation intervient dans la description de certains systémes
de spins avec une interaction de type champ moyen. ([Daw], [Léo]). 1.1
peut aussi décrire évolution dans R? d’un systéme de N particules iden-
tiques. La variation a I'instant ¢, du i®™® spin (ou de la position de la i*™ par-
ticule) dépend non seulement de xN(¢), mais aussi du systéme global :
xN(#) = (xY(@), . . ., xN(®)). Une forme possible de la fonction b(x; x;) est
b(x;, xj) = v(x;) + f(x;, x;), ou v est un champ de forces extérieur, dans

N
1
lequel se trouve le systéme, et N Z Sf(x;, x;) est la force que 'ensemble
i=1
du systéme exerce sur i (du fait de sa forme, c’est un champ moyen).
Nous nous intéressons & la limite du systéme 1.1, lorsque N tend vers

l'infini. Puisque les N spins sont identiques, il est naturel d’étudier la
N

limite en loi de la variable aléatoire Xy = % Z(Ly a valeurs dans les
i=1

probabilités sur C(R*, R?), 'ensemble des trajectoires continues de R*
dans R4

Le résultat principal est énoncé au théoréme 2.2. De nombreux auteurs
se sont intéressés a une telle limite, comme par exemple McKean [McK]),
Sznitman ([Szn]), Dawson ([Daw]) ou Oelschlager ([Oel]) (cette liste
n’est pas exhaustive). Dans [McK ], [Daw] et [Oel], la limite est étudiée
a l'aide du processus :

R*— { probabilités sur R?}
N

(1.2) 1
t +— ﬁ 5xf'(t)

i=1
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DIFFUSIONS AVEC INTERACTION 239

ce qui donne une convergence moins puissante que celle obtenue dans [Szn ]
4 'aide de Xy. Comme dans [Szn], nous utiliserons des résultats d’échan-
geabilité (voir, par exemple : [Ald]) pour obtenir la convergence en loi
de Xy. D’autre part cette convergence permet de garder une formulation
« backward » (probléme de martingales) moins exigeante sur la régularité
des coefficients b et o, que la formulation « forward » a laquelle on aboutit
en étudiant 1.2. En particulier, nous n’avons pas besoin d’approximation
par des coefficients réguliers (comme en [Oel]). Nos hypothéses sur les
coefficients b et ¢ (en particulier sur leur croissance) permettent de géné-
raliser les résultats de [Daw] et [Oel].

Finalement, nous obtenons une convergence plus fine que celle de la
convergence en loi des variables aléatoires a valeurs dans les probabilités
sur C(R*, R?), ce qui nous permet, par exemple d’avoir la convergence
de fonctionnelles comme :

(1.3) E(l Z sup | x}N() |‘1) ou E( sup |x}Ne)x[()|*?)
N 0<t<T 0<t<T
pour g = 0, « pas trop grand ».

La technique de démonstration du théoréme 2.2 est basée sur la trilogie
traditionnelle : relative compacité-identification des valeurs d’adhérence-
unicité de la valeur d’adhérence. Le cadre II(C(R™, RY)) et Iidentification
(§ 5) sont empruntés a [Szn], 'unicité (§ 5) est inspirée de [Oel]; la com-
binaison de ces deux emprunts améliore les démonstrations précédentes.
Une contribution de ce travail réside dans I’établissement d’un cadre
fonctionnel approprié, d’une part a I'étude de systémes a coefficients non
bornés, et d’autre part a l'obtention d’une limite éventuellement plus
puissante que la limite étroite (du type 1.3).

2. NOTATIONS. RESULTAT PRINCIPAL. PLAN

2 a) Les notations.

|.let{.,.) désignent la norme et le produit scalaire de R™

o* est 'adjoint de l'opérateur linéaire o. tr (o) est sa trace.

C*(R™) est I'espace des fonctions numériques de R™, deux fois contind-
ment dérivables.

Vol. 22, n° 2-1986.



240 C. LEONARD

CX(R™) est le sous-espace de C3(R™) constitué de ses éléments a support
compact.

Sn est I'ensemble des opérateurs symétriques, définis, positifs sur R™.

C(R™*, R%), I’espace des trajectoires continues de R* dans R¢, est muni de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

D(R*, R), I'espace des trajectoires « cadlag » de R* dans R?, est muni
de la topologie de Skorokhod.

Oy est la mesure de Dirac au point x.

f © u désigne I'image de la mesure p par la fonction mesurable f.
Si Y est une variable aléatoire Z(Y) désigne sa loi.
Si M est un espace topologique :

B(M) est sa tribu de Borel.

C(M) est 'ensemble des fonctions continues de M dans R.

CM) = { f, f e C(M), f bornée }.

I1(M) est ’ensemble des probabilités sur (M, #(M)).

M (M) est I'ensemble des mesures positives bornées sur (M, Z(M)).

TI(M) et .4, (M) sont munis de la topologie étroite (affaiblic par Cy(M)).
Si f est une fonction numérique sur M et u est une mesure sur M on

note : { fiu) = J J (x)u(dx).
M
Si ¢ est un élément strictement positif de C(M) :
F
C,M) = {FeC(M), supﬂ < + oo}
xeM (b(x)

HyM) = {PeTI(M), { ¢,P ) < + oo } est muni de la topologie affai-
blie par C4(M) (i. e. de la convergence simple sur CyM)).

2 b) Un sous-espace topologique
de IT{ I[C(R*,R")]} : 2,

On se donne p > 0 et on considére la famille (1 ,)rso d’éléments de
CI[C(R*, RY)], définie comme suit :

CR*,RY) —» R**
Pour tout T > 0, ¢y, :

X — 1+ sup |x(2)?
0<t<T
2, = ., [CR*, RY)]
T=0
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est muni de la topologie affaiblie par UC,I,” [C(R*, RY)], et de la tribu

de Borel correspondante : %(2,). T>0
~ P R**
On définit pour tout T > 0, ¢, : { r
| P > ($r,P).
F}’p =mH¢T,p(ﬂ}p) est muni de la topologie affaiblie par U Cs.(Zp)

T>0 . T=0

2 ¢) Le cadre probabiliste.

L’espace probabilis¢ de base est (o, (F )0, Z, P) ol (F,)»0 €St une
famille croissante de sous-tribus de % et P est une probabilité sur (o7, ).
On suppose que pour tout ¢t > 0, &, contient les ensembles P-négligeables
de # et que (#);» o est continu a droite. (w;);» ; est une suite de mouvements
browniens indépendants, & valeurs R?, construits sur (o, (%)), 0, Z, P).

Onsedonneb : R x R? - Rieto:R? x R? —» S, Pour tout N > 1,
XN = (x}); <i<n €St une variable aléatoire sur C(R*, R%™) ~ C(R*, R4)N
solution de I’équation différentielle stochastique : '

t

2.1) xNoy=xN0)+ Jt b[x(s), Xn(s)Jds + J o[ xN(s), Xn(s)Jdwi(s), 1<i<N
0

0

1

N
ou Xy = ﬁz‘éxyeH[C(R’“,R")]
i=1 .

et flxpl= Jf(x, Vudy), Vf R x R" - RiousS, Vuell(RY).

On note pour tout N > 1, Py = Z(xN) e II[C(R", R™N)]
Py=2(Xyell {IMCR*, R)]}

X est le processus canonique sur C(R*, RY).

2 d) Les hypothéses (H) sur les fonctions b et o.

H, : VxeR? b(.,x) est localement lipschitzienne.

Il existe une constante K > 0, telle que les conditions H, a Hjg suivantes
soient vérifiées. :

Hy :Vx,y,ze R (x — z,b(x, ) — b(z,)) > < K| x — z|?

H; :Vx,p,zeR% | b(y,x) — b(y,2)| < K|x — z|

H, :Vx, y, ze R tr [(a(x, y) — o(z, y))a(x, y) — o(z, y)*] + tr [(a(y, x)
— a(y, 2)(a(y, x) — a(y, )*] < K |x — z|*

Vol. 22, n° 2-1986.



242 C. LEONARD

On écrit : b(x, y)=v(x)+ f(x, y) avec | f(x, y)| < f1(x)+ f2(¥); f1, f2=0.
Hs :Vxe R (x,0(x) Y + | x| f1(x) < K1 + [ x]?)
Hg : VxeRY, fr(x) < K1 + |x]|)
H, :3r >0, Vxe Ry, |v(x)| + f1(x) < K1 + | x][)
Hg : Vx, ye RY tr [oo*(x,y)] < KA + | x> + |y |?).

2 e) Le résultat principal.

THEOREME 2.2. — On suppose que les hypothéses (H) sont vérifiées et que
pour tout N > 1, XN0)e LY, #,P). Alors : Iéquation différentielle
stochastique 2.1 admet une unique solution trajectorielle dans C(R*, R™).

Supposons en outre quil existe ueII(RY), tel que

LX) > B

N- o« H

(étroitement dans T1[TI(RY)])

et que p = max (4,2r), tel que
sup Ej | x [P [Xn(0)](dx) < + 0, (r apparait dans H,).
N>1

Alors pour tout 0 < q < p, L(Xx) N Op dans é’q (pour la topologie

de ﬁq ) ou P est la loi de P'unique solution trajectorielle continue de I’équation
différentielle stochastique non-linéaire dans R®, suivante :

x(t) = x(0) + J 'b[x(s) X(s) - P1ds + fc‘[x(s), X(s) o P1dw,
22 YP=g2x *° °
L(x(0) = X(0)o P = u.

Preuve. — La premicere partie du théoréme est démontrée a la propo-
sition 3.3. Compte tenu de la proposition 3.4, on peut supposer que pour
tout N > 1, xN est échangeable dans C(R*, R%)™. Pour prouver la deuxiéme
partie il suffit de prouver que la famille {FN,N > 1} est relativement
compacte dans @’p et quelle admet une unique valeur d’adhérence qui
est &p. Nous prouvons la relative compacité de { Py, N > 1} dans 2,
au lemma 4.4. Au lemme 5.1, il est montré que si Q est une valeur d’adhé-
rence de { Py, N > 1} et si &, est l'ensemble des solutions du probléme
de martingale non-linéaire associé a (2.2), alors Q(&, = 1). Au lemme 5.2,
nous prouvons que &, = { P}, ce qui achéve la démonstration O
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Remarque. — La convergence obtenue au théoréme 2.2 implique en
particulier :
N
1
¥T>0,Y0<g<p, lim E (—— Z sup |x5(¢) |“> = J sup | x(t)|"P(dx)
N-wo \N 0<t<T C®+ R4 0<t<T
ji=1

2 f) Plan de la suite.

Au paragraphe 3, nous prouvons l'existence, I'unicité et 'échangeabilité
des systémes finis décrits par I’équation 2. 1.

Dans la premiére partie du paragraphe 4 nous établissons une condition
suffisante de relative compacité dans un sous-espace topologique de
IT[TI(S)], si S est un espace polonais. Dans la seconde partie, nous appli-
quons ce résultat pour établir la relative compacité de {?N,N >1}.

Au paragraphe 5, nous obtenons I'unicité de la valeur d’adhérence, de
{Py, N > 1}, et nous Plidentifions.

Finalement, nous donnons quelques résultats supplémentaires, au
paragraphe 6. Nous y obtenons, en particulier, la propagation du chaos
et la « propagation du mélange », en utilisant des résultats d’échangeabilité.

3. EXISTENCE, UNICITE
ET ECHANGEABILITE DES SYSTEMES FINIS

On considére ’équation différentielle stochastique & valeurs dans R™ :

T

E(&o, b, &) : x(t) = &o + J t b(s, x(s))ds + J (s, x(s))dw,

0

ol b:R* x R" — R™ & :R* x R" —» §,, et (W);»o est un mouvement
brownien a valeurs R™, construit sur (&, (% );»0, %, P).

PROPOSITION 3.1. — Si b et & vérifient les hypothéses suivantes :

H;:VR >0, 3Kg >0, Vt >0, Vx, yeR", (|x| <R et |y| <R)
= | b(t, )= B(t, y) 12+ tr [(3(t, 9)— 5(t YNE(E, )~ 5(t, y)* | <Kg | x — y|?
H5 : 3K >0, VxeR™, Vt > 0, {x,b(t, x) > + tr [oa*(t,x)] < K(1 + | x|?)
Hj : &, est indépendant de (W,);»0
H, : e LY A, F,P)
alors, il existe une unique solution continue de E(¢o, b, ).

Vol. 22, n°® 2-1986.



244 C. LEONARD
Remarque 3.2. — Rappelons que si H} et Hj sont vérifiés, si H est
remplacé par :

H% :3K > 0, Vxe R™, Vt > 0, | b(t, x) |> + tr [oo*(t, x)] < K(1 + | x1%)
ainsi que Hj par

HY : &y e LA, F, P)

alors E(&,, b, o) admet une unique solution continue.
(Voir par exemple [GSk], Ch. 2, Th. 3).

Preuve de 3.1. — Pou tout n > 1, on définit :
b(x) si |[x]<n F(x) si |[x]<n
b(x)= ~< x> si |x|=n 6, x)= ~< x> si |x|>n
bl n— oln—
[ x| [ x|

T),, et &, vérifient H; et HY, et d’aprés la remarque 3.2, il existe une unique

solution continue de E(&o, b,, 6,), quon note x,. L’argument de la preuve

est standard et s’obtient en montrant que lim P {sup |x,(t)|>n} =0.
n— o t<T

Or cette relation résulte de la majoration uniforme :

sup E(sup {[x(s)[*:0<s<t}) < w

nx>1

qui est obtenue a l'aide du lemme 4.5. O
A partir de maintenant on supposera Hj.

ProrosiTION 3.3.

Sous les hypothéses (H), pour tout N >1, si
E(| xM0) |*) < + o Iéquation 2.1 admet une unique solution continue.

Preuve. — 11 suffit de vérifier H} et H) avec
o[ X%, XN] 0
b(z, xN):(b[xliqaiN])lsisN et o(t, xN)= u
0 o[xNs Xx]
DEFINITION. — Une suite (Yy, ..., Yy) de variables aléatoires est dite
N-échangeable si pour toute permutation 6 de {1,...,N}

g(Yb c . 'aYN) = g(Yom, .- ~,Y0(N))-

Une suite infinie (Y4, Y,, ...) est dite échangeable si pour toute per-
mutation finie 6 de { 1,2, ... } cest-a-dire toute permutation 6 telle que

# { i, 6(1) # l} < + 0, g(Yl, Y2, .o .) = g(YG(lbYG(Z)) . )

Pour des résultats concernant les variables aléatoires échangeables on
peut se reporter a [Ald].
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DIFFUSIONS AVEC INTERACTION 245

©®y désigne 'ensemble des permutations de {1,...,N}. Pour tout
¢lément 0 de ©y, on définit les fonctions suivantes (aussi notées 0) :

, { RN o RN {C([R",R")N - CR*, RN
‘ t (xla

c XN) (Xe(n, . . -,XO(N)) (X1, oo xN) (xo(l)a .. -,Xo(N))

PrOPOSITION 3.4. — On note x la solution de 2.1, de loi initiale q.
1 1
q* = N Ooq et L(x)* = N1 ZG o L(x), sont les symétrisées de g
’ 0e®N ) 0e®ON
et L(x).

Si x est la solution de 2.1, de loi initiale q*, alors ¥(X) = L(x)*.

En particulier, la solution de 2.1 en tant que variable aléatoire sur
CR*,R™ =~ C(R*, R)N est une suite N-échangeable si et seulement si
sa condition initiale est une suite N-échangeable sur (R%)N. De plus, I’égalité
suivante est toujours vérifiée :

N N
1 1 z :
N ' N '
i=1 i=
Preuve. — Se montre aisément a l'aide de la symétrie du générateur

infinitésimal associé a 2.1 et de l'unicité de la solution du probléme de
martingale qui lui est associé. O

4. RELATIVE COMPACITE

Dans la partie a) de ce paragraphe, nous donnons un critére assez général
de relative compacité. Dans la partie b), nous appliquons ce critére a la
suite { Py, N > 1}.

4 a) Un cadre général.

La proposition 4.1 donne une condition suffisante de relative compacité
pour une suite de lois de mesures de probabilité aléatoires. La proposi-
tion 4.2 est simplement la transcription de 4.1 lorsque les probabilités
aléatoires sont précisément les mesures empiriques d'une famille de sys-
témes échangeables. Le lemme 4.3 est utilisé dans la preuve de la propo-
sition 4.1, laquelle est rejetée a la fin du §4.a.

Dans ce sous-paragraphe, S est un espace polonais et ¢ est un élément
de C(S) qui vérifie :

ilelsf d(x) > 0.

Vol. 22, n° 2-1986.



246 C. LEONARD

PROPOSITION 4.1. — Soit (an)n=1 Une suite de variables aléatoires a
valeurs dans T14S). Pour tout N > 1, on pose oy = E(oy) € IT4(S).
~ II,S) - R
On définit : :
it { P> ($,P)
alors, pour que { £(an), N > 1} soit relativement compact dans T13[I14S)],
il suffit que (on)ns1 Vérifie les conditions suivantes :

(il est clair que Pégg © oP)>0)

(4.1.1) 11 existe & > 0, tel que sup { $p**? @y > < + oo.
N=1

(4.1.2) Pour tout ¢ > 0, il existe un compact K, < S, tel que

supan(S~ K,) < €.
N>1

PROPOSITION 4.2. — Pour tout Ne N*, soit YN = (Y});<i<n une
. N

, 1
suite N-échangeable a valeurs dans SN. Pour que {3 <ﬁ Zéyy) s N>1 }

i=1
soit relativement compact dans I1,[T14(S)], il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifiées :

(4.2.1) II existe 5 > 0, tel que sup { '+, L(YY)> < +
N1

(4.2.2) {ZL(YY),N > 1} est tendue uniformément dans TI(S).

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.1 et du
fait que :
N

E<§ Zayy) —AYY) O

[yS) - RW) = 4, (9)
P ¢.P

VAEBS), ¢.PA) ={1,.6,P>

Soit i : { , ou ¢.P est défini par

et R(), qui est I'image de I14(S) par ¥, est muni de la topologie trace de
M (S).

Clairement, y est un homéomorphisme. De plus, IT4S) est un espace
polonais. En effet, S étant un espace polonais, .#; (S) est aussi un espace
polonais ([Bou], § 5, n® 4, proposition 10). Compte tenu du fait que y est
un homéomorphisme, il suffit de remarquer que R(y) est séquentiellement
fermé.
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LEMME 4.3. — Une partie H de T14S) est relativement compacte si et
seulement si elle vérifie les conditions suivantes :

(4.3.1) sup{<¢,P>,PeH} < + o
(4.3.2) Ve > 0, 3K, = S, K, compact, tel que
sup{ (lgk, ¢ P>, PeH} <e.

Preuve. — Résulte du critére de Prokhorov dans un espace polonais
([Bou], § 5, n° 5, th. 2) de compacité faible des mesures { ¢.P,PcH }
et de ce que ¥ est un homéomorphisme. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 4.1.

Preuve de la proposition 4. 1. — D’aprés le lemme 4.3, on veut montrer :

N=>1 Nx>1

(4.1.3) sup { §, L(an) > = sup j ($, P Y L(an)dP) < + oo
I (S)
et
4.1.4) Ve>0, IK, I14(S), K, compact, tel que :
sup < Ly, -, £(on) > = sup J (P L(on)dP) < e
N>1 N=1 JeO)\K.

Or (4.1.5et4.1.6) = (4.1.3 et 4.1.4), avec :

4.1.5 356 >0,tq. supJ Ch, PO L(an)(dP) < + o0
I14(S)

Nx1
et

(4.1.6) Ve>0, EIKEC I14(S), 128 compact, tel que sup [P’(th¢K£)gs.
N>1
En effet : 4.1.5 = 4.1.3 (inégalité de Holder) et (4.1.5€et 4.1.6) = 4.1.4
puisque
iuli { ligenk. - 4;, L) > 5 1
) < sup [Pon €K', Llon) > 1" (Holder)

N>1
) 1
< el (sup (1% Llon) D)

Nx>1

Donc il suffit de montrer que : (4.1.1 et 4.1.2) = (4.1.5 et 4.1.6).
Or4.1.1 = 4.1.5, puisque :

sup J (¢, P Y1 "L (an)(dP) < sup J ('™, P ) L(an)dP)
I4(S) I14(S)

N=>1 Nx>1

= sup (' "% an)
N>1
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Il reste donc a prouver :

@.1.1et4.1.2) = 4.1.6.

Onfixee > 0.(4.1.1et4.1.2)impliquent : 0 < sup {( p,an > = < + ©
Nx>1
et Vj > 1, 3K; < S,K; compact, t.q. sup { lg,p,on > < 27271
Nx1

Alors, comme E({ L@, an ») = { Lk, @, On D -
Vi, Nx>1, P({lggp.oan)>279)<e2771

Donc en posant :

A = {PellyS), {6, P> sz—f}n{Pen¢(S), (P> < 2 }

j=1 €
on obtient :

YN=>1, Plan¢A)< ZP(( sk, ¢, an ) >277)+ P((qb, Ny > 2ﬁ)

&

Jj=1
- sup { ¢, oy >
< E 274 f N=1 =
2 2 B
j=1
on conclut en remarquant que, d’aprés le lemme 4.3, .#" est compact. [
Remarque. — Pour que { (o), N > 1} soit relativement compact

dans IT,[IT4(S)], il est nécessaire que les conditions suivantes soient vérifiées:

sup { P, an > < + ®©
N> 1

et

Ve >0, 3K, c S, K, compact, t.q. sup  lgg,.¢,0n) < €
N>1

C'est une conséquence immédiate du lemme 4.3 et de la continuité de
I'application :

3 [MI4S)] —»  T1,8)

9 - f PO(dP)
Iy (S)
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4 b) La relative compacité de { Py, N > 1}.

De maniére a prouver la relative compacité de { Py, N>1} au lemme 4.4,
nous allons utiliser la proposition 4.2 en prenant : S = C(R™, R?), Y* = x%,
considéré comme variable aléatoire sur C(R*, R™) = C(R*, RN, et

CR*,RY) > R
¢ =drp: x 1+ sup [x(OF

0<t<T

Au cours de la démonstration du lemme 4.4 nous utilisons un critére
de relative compacité pour une suite de &-semi-martingales qui est di a
M. Métivier et que nous rappelons en appendice. Nous nous servons aussi
d’un résultat de non explosion qui est démontré au lemme 4.6. Le lemme

technique 4.5 donne un résultat intermédiaire qui est nécessaire a la preuve
de 4.6.

sssss

(r apparazt dans Phypothése H,), on a
4.4.1) 36 >0, supE(|.[P* XN0)) < + o0
N>1

alors : { Py, N > 1} est relativement compacte dans 2,

Preuve. — Par un raisonnement simple, on obtient que la relative com-
pacit¢ d’une suite de £, est équivalente & sa relative compacité dans
I, [y, (S)], pour tout T > 0.

Compte tenu de la proposition 4.2, nous devons montrer :

(4.4.2) 3'>0, VT >0, sup<{(pr)'*%, L) < + o
et N>1

(4.4.3) {L(xY),N > 1} est tendue uniformément dans IT[C(R*, R?)].
O sup((§r,) 0, £(x})> < C@) sup E( sup | (0) )

0
donc, en prenant &' = —, 4.4.2 se déduit de 4.4.1 et du lemme 4.6. A
p

,,,,,

lemme 4.6, on obtient Al avec : BN(Yn(t7) t, @) = b[x’f(t), XN(t)] et
aNYn(t7), t, o) = oo*[xY(1), XN(6)]. A2 est évident, puisque AN({) =1,
VYN > 1. Par conséquent la proposition A nous donne la tension uniforme
de { Z(xY),N > 1} dans II[D(R*,R?)]. Mais (Al et A2) implique la
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condition d’Aldous, et de ce fait, toute valeur d’adhérence de { #(x}), N>1}
est dans IT[C(R*, R?)] (cf. [JoM], lemme 3.2). On en déduit 4.4.3, par
un argument classique. O

Il nous reste maintenant a prouver le lemme 4.6 a ’aide du lemme 4.5
suivant :

LEMME 4.5. — On considére une suite (Y"),»de Z-semi-martingales
continues a valeurs R™, chacun des Y" étant construit sur (Q", (# )z 0, 7", P")
et vérifiant : Pour toute fonction € CH(R™),

Mz, ") =y(Y"(1)) — y(Y"(0)) — L [P (Y(s)), BCY"(s), 5, o))
+ %tr W (Y™(s))a"(Y"(s), s, 0") s

= L CG™(Y"(s), s, "W (Y"(s)), dW™(s) >

est une martingale localement de carré intégrable, ou :

bn . R™ x R X Q" — Rm’ a.n : Rm X R+ X Qn — L(Rm’ Rm)’ an — 6_!16.”*

et w" est un mouvement brownien d valeurs R™, construit sur
Q" (F )20, Z" P"). S'il existe ky > 0, et une suite de processus adaptés Cy,
tels que :

4.5.1) ¥yn>=1, VyeR" Vo"e" Vt>0,

Cy, bty ™) > + tr (@, 1, ") < ky(Cr+ [y P):

S'il existe p = 4. et ky 1t — Ky(t). tels que

(4.52) Vvn>=1, Yo<s<t E|C] |§ < ky()(X + E(] Y™(s) ),
et
4.5.3) :l:[l) E(1Y"0)|”) < + o0
alors : YT > 0 sup E( sup | Y'() ") < + x
N>1 0<t<T
R™ - R

alors pour tout n > 1, il existe
y =D

Preuve de 4.5. — Soit :{

,|2’
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une suite de temps d’arrét (ti)i»:, tendant P"-presque srement vers
I'infini et telle que :

tATR o
[Y"(t A TR =]Yio)|* + j 2Y"(s), BY™(s), s, @) ) + tr a*(Y"(s), s, w") Jds
0
+My(t A Tk ")

o Mt A Th0") = J " Y, 5, @)Y, dw(s) >

0

est une martingale réelle d’espérance nulle. On note ¢ :‘g

@.5.49) |Y'(tr)

saﬂ-l{w«omako{ j Chaal + 14 8 D [+ M3 2 D
0

t t
<30 { 1 Y"(0) [P+ (k)20 (f |Cire I"ds+j [ Y(s i) |"d5>

0 0
+ | Mt A T 0"

En utilisant I'inégalit¢ de Doob (¢ > 1) on obtient :

Vo<t<T, E(sup |Y'(v~Aw))

O<v<t

<C,E(]Y"0) ")+ CE(|MY(T A i, .)|‘1)+C3(T)j E( sup |Y"(v A T})|P)ds.
0

0<v<s

Daprés le lemme de Gronwald :

Vo<t<T, E(sup |Y(vA )])

O<v<t
< (CLE(] Y"0)I") + CE(| M(T A <, .)|1)) exp (TCH(T)).
Et du lemme de Fatou. en faisant k — 00, on tire :
(4.5.5) VT =0, supE( sup |Y'(t) 17)
T

n>1 0<t<

< C4(M) (:li}i E(1Y"0) ") + kSu>pl E([ MYT A 13, .) |‘1))
Dongc, il nous reste a trouver une estimation de
sup E(|My(t A 3, .) |9
k,n>1

Posons £™K(t) = Mi(t A 1}, @"). Le lemme d’Ito (¢ > 2), nous donne
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P’existence d*une suite de (#7),s o-temps d’arrét : (07, 1, tendant P"-presque
siirement vers I'infini et telle que

|&m4(E A 07|
tATR AOT
= j 2q(q —1)|E™¥(s) |27 25" (Y™(s), 5, @")(Y"(s))|2ds +N" ¢ A 6])
0
ou N"¥z A 0}) est une martingale d’espérance nulle, donc :
(4.5.6) |&™Mt A O7))

tATE AOT
<24(q— I)J | Emk(s) (97 2k, | Y7(5) P(C+ | Y"(5)|2)ds + Nt A 6)
0
tATh AOT
<3kyqlg— 1)[ | £7K(s) 4 2((CI)? + | Y7(s) [#)ds + N"H{z A 6)
0
A Taide de 4.5.4 avec p = 4 et du lemme de Gronwald, on a :

(4.5.7) vt>0, |Y"(tA 7:2)|“gC:-,(t)<|Y['0,|4 J(C;‘Mk)zdw lé"*k(t)|2>
Par conséquent :

E[{" e A O7)° ,
<Ce(0)(1+ supE|Y{o)|*+ sup sup E(C;‘)Z)<1 + J E|&"Ks A 6F) |qu>
n>1 0

n>10<s<t
qui a l'aide des lemmes de Gronwald et Fatou permet d’obtenir :

4.5.8) sup E|&m 2 <C, (supE[Y(0)| sup sup E[(C2)?*]exp(tCq( , ))

1 0<s<t

Compte tenu de 4.5.5 et 4.5.8, il nous reste & prouver :

4.5.9) sup sup E[(C})?] < + 0, Vt=>0

n>1 0<s<1t

En prenant g = 2 dans 4.5.6 et en le combinant avec 4.5.7, on obtient :

E(|Y"(t A 1} A 6])|* < Co()(1+E(| Yioy|*) +C9(t)J (|Y"(s ATk A OF )|*)ds

Par conséquent :

sup E(| Y1) |*) < Cro(1 + sup E(1 Y"(0)*)
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qui avec 4.5.2 nous permet d’écrire 4.5.9 :

sup sup E[(C})?*] < Ci1(0)(1 + sup E(] Yo ) < + o O

n>1 0<s<t

Aulemme 4.6, nous allons appliquer le lemme 4.5 3 la suite de processus

continus a valeurs R? : (x{)n> 1, 0l 'on note pour tout élément N de (R%)N
ou de C(R*, RN :

=(Micjens WeR! ou CR*, RY).

D’apres le lemme d’Ito appliqué & une fonction W € CZ(RdN) de la forme :
P(xN) = h(xY), VxNe RY he CAR?), on a Yhe CHRY) Vi > 0,

h(xlf(t)) = h(xT(O)) + L[(h( (s)) b[x (s), XN(S)] >
+ %tr (" (xX(s)aa*[ xY(s), Xn(s)])]ds + M)

t
ou MJ(t) = j a*[xN(s), Xn(s) 7' (x(s)), dw1(s) > est une martingale locale-
o]

ment de carré intégrable.

Nous sommes donc dans les conditions d’application du lemme 4.5,
avec pour tout N>1 : (QN, (F V)20, F PN =(, (F )iz 0, F, P) YN=xT,
wN=w,, BNYNe), £, ™) =b[xX(0), Xn(®)] et FNYND), £, ™) = o[ xN(t), Xn(®)]:

;;;;;

pour que, pour tout T > 0, sup E sup | x(@0)[F <+ oo (p=4),il suﬁ?t que
N>1 0<t<T

4.6.1) sup E(| xx(0) P) < +
N>1
Preuve. — Pour pouvoir appliquer le lemme 4.5, il reste a vérifier les

conditions 4.5.1 et 4.5.2. On vérifie aisément que : VN > 1, Vye RN

Y by INDD) < <y v(y) ) + Iyil f1(ye) + —Iyl |2 +—Zf2(b

et
N

1
tr(oo* [y, yn)) < N Ztr [oa*(y1, y))]

=
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H,, Hq et Hg nous permettent de prendre : CN=1+ —zlxN(t) &
dans 4.5.1.Or, Vt > 0,Vp > 0, YN > 1,

N P

B(|CY ) < c<1 + E([%ZIx,(t) |2] ))

N

p

E(% z | x3(e) |">) (convexité de x?)
=

= C(1 + E(|xX0)|)) (échangeabilité)

IA

Ce qui donne 4.5.2. O

5. IDENTIFICATION ET UNICITE

5 a) Identification des valeurs d’adhérence

de (Py)ns1-
R4 R*
On note IT,(R?) = II, (R?), ou g,, : { - , p = 0. On définit
x — 1+ |x|?

L : CAR?) x I1,(RY) > R®, par :
Vi e CHRY), Yvell(RY), VxeR’, X
Ly, v)(x) = {blx, v ¥'(x) > + S (o0* [x, vI¥"(x))

Soit pe IT;(R%), on dit que P, e II(C(R*, R?)) est solution du probléme de
martingales non-linéaire (L, p) si :

P,(X(0)e A) = u(A), VAeB(R’
et v e CRRY), Y(X(1)) — w(X(0) — J Ly, X(s) o P)(X,)ds
0
est une P, -martingale.

LEMME 5.1. — Sous les hypothéses du lemme 4.4, si &, est P’ensemble
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des solutions du probléme de martingales non-linéaire (L, ), si Q est une
valeur d’adhérence de (Py)ns 1, €t Si
(5.1.1) Q({meT(CR*,RY), XO)em=p})=1,
alors : Q(&,) = 1.
Preuve. — On consideére la fonction F : 2, — R, définie par Yme 2,

F(m) = <m [t//(X(t)) — W(X(s) — j LGy, X(u) o m)du]G> on:0<s<t

Y e CERY) et GeCy[C(R", RY)] est F-mesurable. Comme en [Szn],
nous allons montrer que : F(m) = 0, Q-presque siirement ce qui avec 5.1.1
démontre le lemme.

F est continue pour p > 1, puisque : Vx € R?, f(x, .) e C,,(R?), (rappelons
que b(x, y) = v(x) + f(x,y)), et : par conséquent
VkeN* (F()? AkQY= lim (F(.)* A kPy)
N- oo
En suivant [Szn] on obtient :

VkeN,0 < lim (F(.)? A k,Py)

N-oo

1
< C(G,y, 1) lim ﬁ(l + sup E sup |x{(s)|*) =0
N>

N—- oo 1 0<s<t

Ce qui donne : Vke N* ( F(.)? A k,Q)> = 0. On conclut avec Beppo-
Levi. O

5 b) Unicité de la valeur d’adhérence
de (Py)ns 1

LEMME 5.2. — Sous les hypothéses (H), pour tout ueTI(R?), avec
p > max (4,2r), &, est un singleton.

Un résultat préliminaire.

W={ffeCR)ISI+ o},
| f()] | f(x) = S
+ sup ———

ou Il /1l = sup p
Yooxmel x| xyers | X — |
x#y
(W, || . |lw) est un espace normé. On note W’ son dual et || . ||w- la norme

de W'. 1l est clair que IT;(R*) = W’. D’autre part si X; et X, sont des varia-
bles aléatoires sur RY, telles que E|X; | + E|X,| < + oo alors :

(6.2.1 | ZXy) — ZXo) llw < E| Xy = Xa 1,
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en effet

IS LX) —L(X2)> | = E(f(X1)— X))
| fx)— S
<sup————

_x;&y x——yl

EIX; =Xz < I fIWEBIX; =X,

Preuve du lemme 5.2. — Puisque { Py, N > 1 } est relativement compact
(lemme 5.1), on a : &, # @. Soit me &,; la solution de I'équation diffé-
rentielle stochastique

x(m), = &y + th[x(m)s, X(s) o m]ds + jta[x(m)s, X(s) o m]dw,
L) =p °

existe et est unique (voir la proposition 3.1). Le probléme de martingales
linéaire (L(.,m), u) admet par conséquent une unique solution. Puisque
me &, cette solution est nécessairement m. Par conséquent, tout €lément m
de &, admet une représentation trajectorielle : x(m).

Soit m; et m, deux ¢léments de &,, et x; = x(m,) et x, = x(m,) : leurs
représentations trajectorielles. Pour prouver le lemme il suffit de montrer :

(5.2.2) ¥Vt >0, E|x,(t)— x5()]>=0.
A Taide du lemme d'Tto et du lemme de Fatou. on obtient
E(]x1(2) — x5(t) 1?)

< 2! Cxa(8) = x5(8), bxa(s), X(s) o my ] — b [xa(s), X(s) o my ] ) ds
0

+ ZJt Cx4(8) = x5(5), blxa(s), X(s) o my ] — bxa(s), X(s) o mz ] ) ds

0
+ Ltr [(o[x1(s), X(s) o m1 ] — 0 [x2(s), X(s) o M3 ])
(0 [x1(s), X(s) o m; ] — a[xys). X(s) m, ])*]ds

Ce qui, a l'aide de H,, H;, Hy et de 5.2.1 donne VO <1 < T
t

E(| x1(8) — x2(0) 1) < 5KJ E(| x1(s) — x5(s) |*)ds

0

t
+ KosupT || Blxa(s), -) II&J [| X(s) o my — X(s) o my |[5ds
<s< 0
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Or: sup [[b(xa(s), ) [ls < sup EI2K + | o(xa(s) | + f1(x2(5))]

<Gyl + sup [xy(5)1*) < + 0
"0<s<T

Compte tenu de 5.2.1, on a :
t

E(| x4(t) — x2(0)]?) < Czj‘ E(| x1(s) — xa(s) [*)ds,

0

ce qui donne 5.2.2, avec le lemme de Gronwald. O

6. QUELQUES RESULTATS SUPPLEMENTAIRES

6 a) En effectuant une démonstration analogue a celle du théoréme 2.2,
en remplagant la proposition 3.1 par celle énoncée a la remarque 3.2
et en obtenant directement la tension de { Z(xY), N > 1}, a laide de la
proposition 2.3 de [JoM], on obtient le théoréme 6.1 suivant, ou les
hypothéses (H) sont renforcées, mais ou les conditions initiales sont dans L2,

THEOREME 6.1. — Les hypothéses (H) sont vérifiées, mais H, est renforcé
par :

Vx,y,2z, |b(x,y) —b(z,y)| <K|x—2z], v=0 et r=1 dans H,

Si pour tout N > 1, L(xN0)) e LA, #, P) alors, I'équation 2.1 admet
une unique solution trajectorielle dans C(R*, R™),
De plus, si pour peTI(RY), L(Xn(0)) - 0, dans TI[TI(RY)], et si pour

N—

Nx>1

p =2, sup Ej | x |P[Xn(0)1(dx) < + oo alors, pour tout 0 < q < p,
R4

LX) 2, 0p dans @q, ou P est l'unique solution de I'équation 2.2.
6 b) La forme particuliére des fonctions :

f R x TI(RY) — Re
{ (o (bl ) p)
[ R x II(RY - S
{ () - Colx, ), p)

n'intervient quen 3.3, 4.6 et 5.2.
On généralise immédiatement les résultats des théorémes 2.2, 6.1, 6.2
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et de la proposition 6.5, au cas ou les systémes finis de diffusions sont de
la forme :

dx}(t) = b[xN@), Xn(0)1de + g[x(t, Xnt) ldwi(t)

ou b[x,u] et a[x,u] vérifient les mémes proprictés que celles que les
hypothéses (H) induisent sur ¢ b(x, .), Xx > et { a(x, .), Xn >, avec Xy = .
En particulier, on peut avoir

b[anN] = J‘ b('xa Vi, - s yn)iN(dyl) ® e ®YN(dyn)

®
et

g [x, Xn] = J (%, Y1, - - Y)Xn@Y1) ® ... ® Xn(dy,)
®IHn

ou b(x, y) et a(x, y) vérifient la généralisation des hypotheses (H) ou 'on
remplace y par (y, - - -, yn) € (R)™

6 ¢) Une généralisation des théorémes 2.2 et 6.1.

THEOREME 6.2. — Si les _hypothe‘se_s du théoréme 2.2 (resp. 6.1) sont
vérifices, si Z(Xn0)) =, Po dans II[TI(RY)], et si pour p > max (4,2r)
(resp.p = 2)

sup EJ | x|P [XN(O) Jdx) < +
Nx>1 R4
alors

6.2.1) ZXy) (=, P =J SpwPoldp) dans TI{ TI[C(R*, R%)]}
II(R4)

ouP(u) e IT[C(R, RY)] est Iunique solution de 2.2, telle que X(0) o P(u) = p.
De plus, si le support de Py est fini, alors la convergence 6.2. 1 a lieu dans 2,
pour tout 0 < g < p.

Preuve. — Le théoréme de représentation de Skorokhod nous permet
de choisir (x¥0))n 1, tel que : Xn(0) 23 X(0), avec Z(X(0)) = Py.

VFeC(#,), (F,Z(Xy)> =EFXy) = E[EFXy)|X(0)]

=j [J F(XNE)2(dE|X(0) = p) [Po(dp)
e LJas

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DIFFUSIONS AVEC INTERACTION 259

Le théoréme 2.2 (resp. 6.1), nous donne :

Vuell(RY), VFe Uc&,p(%), L FXN(&)P(dE | X(0) = p) N F(P(p)

T=0

Si F est bornée ou si P, a un support fini, la famille :

{H - f FXNOPAE 1 X(O0) = p), N > 1 }
o
est Py-équiintégrable et :

(F,2XN) 7 JH(Rd)F(P(u))?o(du) =<(FP) O

6 d) Une autre formulation de la convergence étroite
de Z(Xy).

On suppose que, pour tout N > 1, (xJ(0), .. ., x§(0)) est N-échangeable,
alors d’apres [Ald] :
LX) 2, P (étroitement dans TT { IT[C(R*, RY)] })
équivaut a :
(6.3) Vm=>1, Z(x},...,xn) N L(xP, ..., xy) (dans IT[C(RT, RY)™])

ou (x, x%, ...) est le mélange d’i.i. d. dirigé par P. (Pour cette notion
voir [Ald]).

6 ¢) Propagation du chaos, propagation du mélange.

Kac a introduit dans un contexte différent du nétre ([Kac]), la notion
de propagation du chaos, qui est la suivante : si la condition initiale x™(0)
a pour loi u®N, & un instant t > 0 cette indépendance est détruite, mais
lorsque N = + oo, I'indépendance se conserve tout au long de la trajectoire.
Pour prouver un tel résultat, on peut montrer que :

m

(6.4) Vi>0, lim E(fi(xY(0) ... fulxN©)) = HE[ﬁ(x;”(t))]

i=1
mais 'échangeabilité (McKean utilise dans [McK ] la loi de 0-1 de Hewitt-
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Savage) avec le théoréme de de Finetti (voir [Ald]) et la convergence 6.3,
nous permettent d’¢noncer a la proposition suivante, un résultat plus
fort que 6.4 (voir aussi [Szn] pour un résultat analogue), concernant la

loi des processus (X{°);=1,... €t non seulement la loi des variables aléa-
toires (X{(t)).

PROPOSITION 6.5. — (Propagation du chaos). On suppose que pour tout
N > 1, x™(0) est N-échangeable et que les hypothéses du théoréme 6.2 sont
vérifiées.

Si 2L(Xn0) N Ou dans TI(RY) (en particulier si L(xN0)) = u®N,
VN > 1),alors : Vm > 1, Z(xY, ..., xn) = P()®™ dans T [C(R*, RY)™].

N-oo
Propagation du mélange.
De maniére plus générale, la formule 6.2.1 et le théoréme de de Finetti,
nous disent que si les hypothéses de 6.5 sont vérifiées et si les conditions

initiales x™(0) convergent au sens 6.3 vers un mélange d’i. i. d. dirigé par P,,
alors les trajectoires xy convergent au sens 6.3 vers un mélange d’1. 1. d.

dirigé par P = j SpuwPoldp).

T(R4)
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APPENDICE

2-SEMI-MARTINGALES A VALEURS DANS R™

Les résultats et définitions que nous énongons ci-dessous se trouvent dans [JoM].

DEFINITION. — On appelle 2-semi-martingale, tout processus cadlag adapté Y, défini
sur la base stochastique (<, (#,),» 0, &, P), & valeurs dans R™, tel qu’il existe une fonction
cadlag croissante A(t), un sous-espace vectoriel ¥ < C(R™) et une application L :
% x R" x R* x o — R qui ont les propriétés suivantes :

R™ - R L. . .
(D.1) les fonctions ¢; ;{ et ¢;¢9;; i, j=1,...,m appartiennent a 4.
y = diy) =i
(D.2) i) Pour tout (y,t, w)e R™ x R* x o, ¢ — L(¢, y, t, w) est une forme linéaire sur €
et (o, .,t,w)e®.

ii) Pour tout ¢ € %, (y,t, w) = L(¢, ), t, w) est B(R™) @ ¥ mesurable, ou ¥ est la tribu
des ensembles prévisibles.

(D.3) Pour tout ¢pe%, le processus M? défini par M?t, ) = ¢(Y(w)) — ¢(Yo(w))
- lL(qS, Y,-(s), s, )dA, est une martingale localement de carré intégrable sur
(A F iz,

DEFINITION. — Pour tout i, j = 1, ..., m. on pose
77,-(.1', t,w) = Ligi. v tom)r alyt.o) = Ligidivotom) — (b + ¢ byt o)

b et a sappellent les coefficients locaux.

PROPOSITION A. — S0it (Y,),» 1, une suite de D-semi-martingales, chacun des Y, étant défini
sur son propre espace probabilisé, (4", F )50, F", P"). Si tous les Y" sont associés au méme
sous-espace € = C(R™) et si on appelle L" (resp. A"), Papplication (¢, y, t, w) — LY, y, t, w)
(resp. la fonction croissante) associée a Y,, alors :

Pour que { £(Y,),n > 1} soit une suite relativement compacte de TL[D(R*, R™)], il suffit
que les hypothéses Al et A2 suivantes soient vérifiées.

(A.1) Si b" et a" désignent les coefficients locaux associés a L" :

i) supE sup |n"(Y,(t7).t,.)|< + o0, VI >0
T

nx1 O0<t<

ii) supE sup tr|a"(Y,(t7),t .)| < + o, VI >0

n>1 0<t<T

(A.2) Il existe une fonction o : R* — R™ et une suite décroissante de nombres (y,)ns 1»
telles que : lziH)l oft) = 0, liTm y" = 0 et pour tous 0 < s < tettoutn>1:
nfoo

AMt) — A™s) < ot — 8) + 7,

Ce résultat n’est pas énoncé explicitement dans [JoM ], mais sa démonstration est la
méme que celle de la proposition 2.3 de [JoM].
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