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I. — INTRODUCTION

Depuis que des études trés poussées ont abordé soit la structure fine du
geéne, soit les conditions permettant 1’expression des potentialités d’un
gene, il n’existe plus de « bons génes ». En fait, la notion de géne qui a été
dégagée des résultats des expériences d’hybridation sexuelle est 4 la fois
précise et floue. C’est, en génétique classique, une unité discontinue de fonc-
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2 M. GILLOIS

tion, de duplication, de mutation, de recombinaison. Le mot fonction est
pris dans un sens assez vague, il s’agit de I’ensemble des phénoménes
abouts ant a l’expressxon d’un caractére donné (ailes longues de la droso-

it ple). Au cours des divisions cellulaires indirectes (mitose et
, unité discontinue, donne naissance par « duplication » a
d’autres génes généralement identiques au géne ancétre. Mais parfois la
dupligation est incorrecte puisqu’un géne descendant n’a plus la méme
fonction que le géne ancétre, un tel phénoméne est une mutation. Le géne
est enfin une unité de recombinaison. Les segments des chromosomes peu-
vent étre séparés par le crossing-over, alors que les génes eux-mémes ne
sont pas susceptibles d’étre scindés.

Mais ’augmentation du pouvoir de résolution des expériences d’hybri-
dation sexuelle (et parasexuelle des microorganismes), aprés avoir rendu
une image floue du géne, a fait éclater la notion méme du géne dont les
débris épars sont les cistrons, les recons, les mutons, les polarons et les
opérons.

Pour un critére qualitatif (morphologique ou biochimique) la notion de
« bon géne » dépend en fait du pourcentage minimum de recombinaisons
que les tests statistiques permettent de détecter au cours des expériences
d’hybridation.

Les modéles mathématiques que nous allons exposer reposent exclusi-
vement sur ’analyse des conclusions des expériences d’hybridation sexuelle
qui ont permis de dégager la notion de gene.

II. — L’ANALYSE DE LA MEIOSE
CHEZ UN PYRENOMYCETE

Soient deux souches d’un champignon pyrénomycéte Bombardia lunata
dont I'une sauvage (S) a les ascopores noires a maturité et un mycélium
trés pigmenté, et dont I’autre dite lactea (L) a les ascopores blanches et un
mycélium non pigmenté. Il s’agit de deux « races » pures ne produisant cha-
cune que des gamétophytes d’un seul type. Les asques des péritheces d’un
croisement d’une souche sauvage et d’une souche lactea, les deux souches
ayant des signes sexuels complémentaires, appartiennent a six types, sché-
matisés ci-contre (fig. 1).

Chacun de ces asques est le résultat d’une seule méiose et les généticiens
présentent de la méiose 1’analyse génétique suivante, que nous illustrons dans
le cas de I’asque n° 3 (tableau I).
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Pour expliquer la transmission potentielle des caractéres sauvage et
lactea au travers de la méiose nous supposons 1’existence d’un objet appelé
géne, support de I'information nécessaire & ’expression des caractéres. Cet
objet est discontinu et quasi stable et se repére sur un point du chromosome,
considéré comme un segment de droite orientée appelé carte chromoso-
mique.

Numérotons de 1 a 8 les huit génes de 1’asque final de notre exemple.

Les génes 1, 2, 5, 6 dérivent par duplication du géne S, dont ils sont en
I’absence de mutation la copie biochimique. Ces génes sont par définition
identiques entre eux. Les génes 3, 4, 7, 8 sont pour les mémes raisons iden-
tiques entre eux parce que copie d’un géne L. Il en est de méme des génes, I,
111, et des génes II, IV, appartenant & 1’asque issu de la méiose. Parce que les
geénes I, 11, III, IV s’excluent mutuellement dans les quatre noyaux appar-
tenant & I’asque produit par la méiose, les génes ancétres S et L sont dits
par définition homologues. Les génes I, II, III, IV s’excluent mutuellement
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dans les quatre noyaux produits par cette méiose, aussi les génes ancétres S
et L qui ont des fonctions distinctes sont dits alléles par définition.

Si nous avions observé un asque issu d’un croisement entre deux souches
de signes sexuels complémentaires de Bombardia lunata sauvage, les génes S,
et S_ du dicaryote, puis du zygote, seraient dits isoactifs parce que leurs
descendants s’excluent dans les quatre produits haploides de la méiose et
qu’ils ont méme action sur un méme caractere.

III. — LES OBJETS DE LA THEORIE GENETIQUE
DE L’HEREDITE
ET LEURS RELATIONS

Nous voulons atteindre, au moyen de démonstrations, un certain nombre
de résultats mathématiques applicables & la Génétique. Or, trop souvent,
les démonstrations a 1’usage des physiciens et des biologistes ne sont cons-
tituées que par des calculs qui apportent la conclusion d’une maniére ino-
pinée. Aussi, pour dégager les notions fondamentales dont les propriétés
permettent ces calculs, tenterons-nous un exposé axiomatique de la géné-
tique, c’est-a-dire que nous décrirons les concepts ou objets de la théorie
génétique et chromosomique de 1’hérédité et que nous énoncerons les rela-
tions qui existent entre ces objets.

Les objets sont décrits par le nombre minimum d’attributs nécessaires et
suffisants au développement non contradictoire de la théorie et 4 I’obtention
de résultats mathématiques utilisables dans ’interprétation d’expériences
ou d’observations.

Ces attributs sont choisis indépendants entre eux, non contradictoires et
tels que I’expérience biologique, dans certaines limites de précision, les
assure comme certains.

Puisque les relations qui existent entre ces objets nous sont données par
I’expérience, nous les étudierons systématiquement afin de les identifier aux
relations définies par les mathématiciens.

1. Les notions de génes, de gamétes, de zygotes.

Nous donnons du géne la définition suivante : « quantité d’information
biologique quasi stable (1) dont I’hypothése d’existence est nécessaire (et

(*) Dans I’hypothése de 1’absence de mutations, cette quantité sera dite stable.
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suffisante) pour expliquer la transmission des caractéres qualitatifs repé-
rables qu’elle conditionne au cours de la méiose et de la fécondation ».

Il est, de plus, nécessaire (et suffisant) de supposer que les gamétes contien-
nent chacun un géne — ils sont dits haploides — et les zygotes chacun
deux génes — ils sont dits diploides (2).

2. Les notions de population, de génération.

Nous appelons population la succession ordonnée de générations dis-
jointes (%). Nous désignons par génération le cycle ordonné d’une génération
zygotique, d’une génération zygotique utile, d’une génération gamétique,
d’une génération gamétique utile. La génération zygotique est un ensemble
de zygotes contemporains. La génération zygotique utile est un sous-
ensemble de la génération zygotique, c’est ’ensemble des zygotes qui four-
nissent, a la suite des méioses, les gamétes de la méme génération. La géné-
ration gamétique est un ensemble de gamétes contemporains. La génération
gamétique utile est I’ensemble des gameétes qui, unis deux & deux, parti-
cipent effectivement a la constitution de la génération zygotique suivante,
dont les zygotes sont par définition contemporains. Nous appelons popu-
lation zygotique 1’ensemble des générations zygotiques d’une population.
Nous appelons groupe zygotique un ensemble arbitraire de zygotes. Toute
population et toute génération zygotique sont donc des groupes (%). Il en
est de méme pour les générations et les populations gamétiques.

3. L’homologie des génes.

L’ensemble § de tous les génes présents dans une population zygotique
est le génotype général. L’ensemble G de tous les génes présents dans un
zygote est le génotype particulier ou individuel de ce zygote. 11 est immédiat
que :

GnNnG;=9

ai=s

i et j étant des indices repérant les zygotes.

(2 En excluant le cas des génes liés au sexe, que nous pourrions d’ailleurs intro-
duire.

(®) Dans le cas d’une population quelconque, il est toujours possible de se réduire
4 ce schéma en considérant 1’intervalle moyen entre générations.

() Qualitatif sans rapport avec le « groupe » des mathématiciens.
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Supposons que G soit un ensemble fini. Au cours d’une méiose nous
dirons que deux génes sont liés par la relation d’homologie, de symbole £, si,
et seulement si (°), ils s’excluent dans les quatre produits haploides de cette
méiose.

La relation d’homologie est donc une relation binaire qui posséde les
propriétés suivantes :

Elle est réflexive :
Vxe§ : xAx.
Elle est transitive :

(Vx, Vy, V2) e§ : xty, yhAz = x#z.
Elle est symétrique :
(Vx, Vy) €§ : xAy < yAx.

La relation d’homologie est donc une relation d’équivalence. En consé-
quence, cette relation réalise une partition de 1’ensemble des génes d’un

génotype général en sous-ensembles disjoints chacun appelé classe d’homo-
logues.

Si I’on considére ces sous-ensembles comme les éléments d’un nouvel
ensemble, ce dernier est 1’ensemble des classes d’homologues, ensemble
quotient du génotype général par la relation d’équivalence qu’est la relation
d’homologie. Le symbole d’une classe d’homologues quelconque sera C.
Une classe d’homologues est un ensemble de génes homologues. Deux

N

génes appartenant 4 une méme classe d’homologues sont homologues.

Autrement dit, tout gaméte posséde pour chaque classe d’homologues un
représentant qui est un géne appartenant a cette classe d’homologues.
Chaque zygote posséde pour chaque classe d’homologues deux représen-
tants qui sont deux génes appartenant a cette classe d’homologues.

4. L’isoactivité des génes.

Deux génes sont dits isoactifs ssi ils appartiennent a la méme classe d’homo-
logues et ont une action identique sur un méme caractére. Deux génes non
isoactifs sont hétéroactifs, notons qu’ils peuvent étre homologues ou non.

(%) Nous remplacerons 1’expression « si et seulement si » par ssi.
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Il s’agit encore d’une relation binaire dite relation d’isoaction, de sym-
bole & qui a les propriétés suivantes :

Elle est réflexive :
Vxe Ci_,' : xJCx.
Elle est transitive :

V(x,y,z) e Cy : Ky, y¥z = xXKz.
Elle est symétrique :
V(x,y)eCy : xly < y¥x.

La relation d’isoaction génique est une relation d’équivalence. En consé-
quence, elle assure une partition de ’ensemble des génes d’une méme classe
d’homologues en sous-ensembles disjoints encore dénommés classes d’équi-
valence, classes de génes isoactifs. C’est a ces classes de génes isoactifs que
les généticiens attribuent une nomenclature sous forme de lettres et d’abré-
viations et dont ils se servent pour décrire les génotypes individuels. Nous
écrirons de fagon symbolique :

Ci={Aa,a...a}

A, a, a, ... a; étant les classes de génes isoactifs. Nous appelons série
allélique une suite de classes de génes isoactifs. Les sous-classes de génes
isoactifs d’'une méme classe d’homologues sont alléles. Par extension deux
génes homologues appartenant & des classes de génes isoactifs distinctes
sont alleles.

5. L’allélisme des génes.

Deux génes sont alléles ssi d’une part ils sont homologues et d’autre part
ils ont une action différente sur un méme caractére.

Cette relation n’est pas une relation d’équivalence.

Elle n’est pas réflexive :

Vx e Cy : Axsx.
Elle n’est pas transitive :
V(x,y, 2) € Cy : xAy, phz =% xhz.
Elle est symétrique :

V(x,y) e Cy : xty < yAx.
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6. L’identité des geénes.

Nous introduisons I’identité entre deux génes par la définition suivante :
Deux génes sont identiques ssi ils dérivent par descendance mendélienne et
sans mutation d’un méme géne ancétre. 1l s’agit d’une relation binaire du
symbole I qui posséde les propriétés suivantes :

Elle est réflexive :
Vxe§ : xIx.

Elle est transitive :
V(x,»,2) €S :xly, ylz = xlz
Elle est symétrique :
V(x,») eS8 : xly < ylx.

La relation d’identité est donc une relation d’équivalence. En conséquence,
elle réalise une partition de 1’ensemble des génes du génotype général G en
classes disjointes de génes identiques.

Si nous supposons que deux génes identiques ont des effets identiques, il
est immédiat que deux génes identiques sont isoactifs, mais la réciproque
n’est pas vraie, deux génes isoactifs ne sont pas nécessairement identiques.
Deux geénes identiques sont homologues, mais deux génes homologues ne
sont pas nécessairement identiques.

7. Le groupe de linkage ou groupe de dépendance.

Soit C I’ensemble des classes d’homologues du génotype général G.
G étant un ensemble fini, C est un ensemble fini. Deux classes d’homologues
appartiennent au méme groupe de linkage ssi au cours de la méiose elles sont
dépendantes ou bien si elles sont chacune dépendantes d’au moins une classe
d’homologues d’un ensemble de classes d’homologues appartenant au méme
groupe de linkage. Il s’agit d’une relation binaire, de symbole D, dont les
propriétés sont les suivantes :

Elle est réflexive :
VxeC : xDx.
Elle est transitive :

V(x,y,2)eC: xDy, yDz = xDz.
Elle est symétrique :

V(x,»)€C : xDy < yDx.
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La relation de dépendance est donc une relation d’équivalence. En consé-
quence, elle réalise une partition de 1’ensemble C en sous-ensembles dis-
joints D; appelés groupe de linkage ou groupe de dépendance, dont ’ensemble
a pour symbole D. Le nombre de groupes de dépendance D; est petit, et
I’expérience montre qu’il est fixe pour chaque espéce. D; est un groupe de
dépendance, ensemble de classes d’homologues liées que nous symbolisons
par :

D;={Ci,Ci3,Ci3,C;j ... Ciy} avec 1<j<m

m étant le nombre maximum de classes d’homologues que comprend ce
groupe de dépendance.
Le symbolisme d’une classe d’homologues est :

Cij = { Xij1s Xijos -+ s Xijhs -5 Xyn} avec 1<k <n

x €G étant un géne, n étant le nombre maximum de génes de cette classe
d’homologues, si la population comporte N zygotes, ce nombre est de 2 N.

On appelle groupe de dépendance singulier de symbole D*, tout groupe
de dépendance réalisé dans un gaméte. Donc la connaissance du génotype
individuel d’un gaméte définit D; pour tout 7, ce qui assure une description
correcte du génotype individuel de ce gaméte. Par contre, la connaissance
du génotype individuel d’un zygote permet de décrire 2™ D}, m limite supé-
rieure de i, parmi lesquels nous ne retiendrons comme description du géno-
type individuel du zygote que les deux D; présents dans les gamétes dont la
fusion a créé ce zygote. Nous appelons groupes de dépendance homolo-
gues (°) tous les groupes singuliers D} pour i fixe. Ainsi tout zygote posséde
2h groupes de dépendance singuliers qui se répartissent en A paires de
groupes de dépendance singuliers homologues.

Ce sont dans chaque individu ces groupes de dépendance singuliers D]
que les biologistes, suivant Darlington, associent aux chromosomes pré-
sents dans cet individu. Inversement, un chromosome d’une espéce doit
étre associé 4 un groupe de dépendance D;. Cette différence essentielle
entre les concepts analytiques et synthétiques qu’utilisent les généticiens est
rarement soulignée.

Nous illustrerons cette remarque par un exemple. Considérons quatre
individus haploides w, x, y, z porteurs chacun de deux génes. Ces quatre
individus forment un groupe. Le génotype général de ce groupe est la connais-

(®) 11 s’agit d’un emploi nouveau de 1’adjectif « homologue » dont ’usage est
accepté des généticiens.
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sance des huit génes que nous distinguons les uns des autres en les numé-
rotant de 1 a 8. Les renseignements biologiques que nous possédons sont
les suivants. Ils sont codifiés dans le tableau ci-dessous :

1 2 3 4 5 6 7 8
1 Je 3Is Je > 3Is Je
Jd A A
2 X Js X Is X 3Is ¥
Jd 3d #
3 ¥ Is Je Je
3d A A
4 X 3Is J} 3Is Je
3d £
5 ¥ 3Is X
3d A
6 ¥ s Je
3d £
X Is
7 3d
X Js
8 3d

J : relation d’Homologie.
Js : relation d’Isoaction.
# : relation d’Allélisme.
Jd : relation d’Identité.

Nous aboutissons 4 la partition suivante :

Ire classe d’Homologie, { 1, 3, S, 7 } dans laquelle nous avons les trois
sous-classes d’isoaction { (1,5) (3) (7) }.

2e classe d’Homologie { (2, 4, 6, 8) } dans laquelle nous avons les deux
sous-classes d’isoaction { (2, 4, 6) (8) }.



12 M. GILLOIS

Dans I’ensemble d’isoaction (2, 4, 6) nous avons une partition en 2 sous-
ensembles d’identité ([2, 4] [6]).

OENONNO

2,4 6

FiG. 3.

Prenons comme représentant de la premiére classe d’homologie les
lettres A telles que :
1 — KI
3 A,
5> A,
7 — A,

[A; A; A;] est une série allélique.
Prenons comme représentant de la seconde classe d’homologie les lettres B
telles que :
2 - ﬁl
4 > B,
6 — B,
8 — B,

[B; B.] est une série allélique d’ou le schéma suivant des génotypes singu-
liers, sachant que les classes d’homologues sont liées :

w ==
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5 6

Y ———|
1 1

7 8

2t —|
A, B,

Si nous désirons résumer les renseignements génétiques recueillis pour
le groupe d’individus W, X, Y, Z nous construirons la carte génétique
suivante : '

A B
\

Ay, A} A)  (By BY

8. La carte factorielle.

Soient Cy et Cy» € D;, nous postulons qu’il existe une distance (?) entre Cy
et Cy, fonction numérique d (Cy & Cy), définie sur Dj telle que :

1+d(CyaCy) #0 — Cy # Cy
3 *d(CUZ‘iCU’)Z '—‘d(Cij’éC,j)
4 % d(C,‘jé.Cij‘) + d(c,_,'é.c,]”) == d(CuaCu”)

Ces relations sont nécessaires et suffisantes pour représenter tout groupe
de dépendance sur un segment de droite orientée.
Or d (C; a Cy) peut étre expérimentalement déterminée par la relation :

|d(CyaCy) |=p

p étant la probabilité de recombinaison entre C; et Cy si p < e; ¢ étant un
nombre réel positif et petit. Le signe est choisi arbitrairement pour un pre-
mier couple ordonné. Par approche successive, il est possible d’ordonner
tous les C;; € D;.

11 est utile de définir dans D; un élément C;, € D appelé origine tel que
nous pourrons nommer carte factorielle ou drotie chromosomique du groupe
de dépendance D; I’ensemble des distances d (C;y & Cy) Cio € Dy, VC;5 € Dy
Le choix de C;, est arbitraire, aussi choisissons-nous C;, en fonction du
critére suivant : « I’origine d’une droite chromosomique est 1’élément du

(") Le substantif distance est employé dans son sens commun et non dans son
sens mathématique, synonyme de métrique.
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groupe de dépendance qui est toujours préréduit au cours d’une méiose, cet
élément est dénommé centromére, son symbole est C;, ». L’expérience

montre que cet élément est unique. Ainsi & toute classe d’homologues
C; € D; correspond un seul nombre réel.

9. Les attributs du géne.

Dans le cadre d’une théorie de génétique mathématique, le géne posséde
trois attributs :

1. Son action, simple ou multiple. Pour un seul caractére, cette action
se décrit par une grandeur mesurable.

2. Sa quasi-stabilité de structure ou de nature a laquelle est attachée
une probabilité de mutation.

3. Sa quasi-stabilité¢ de position (!). La position d’un géne est déter-
minée par sa distance au centromeére, c’est un nombre réel, celui qui est
attaché a la classe d’homologues a laquelle il appartient.

10. La notion de locus.

Nous devons formellement considérer le locus comme le représentant
d’une classe d’homologues, mais 1’évolution historique de la pensée géné-
tique en fait implicitement une forme amoindrie du géne, ce que cache la
fonction de réceptable du géne que 1’on attribue au locus.

Considérons un élément a qui serait attaché un nombre réel. Un tel élé-
ment a les attributs d’un point de la droite orientée. Les généticiens appellent
un tel élément un locus (pluriel loci) de symbole L. Il est immédiat qu’a
tout locus L; nous pouvons associer un Cy, c’est-d-dire qu’a un locus ne
correspond qu’une seule classe d’homologues d’un groupe de dépendance
et réciproquement, d’ou P’écriture :

L,-j <> Cif'

Nous ajouterons comme attribut au locus que c’est un élément qui accom-
pagne tout géne, qui est stable et se duplique en méme temps que le géne au
cours de la méiose. Ce nouveau locus de définition plus riche est appelé

(®) Nous supposerons par la suite que la position du géne est stable, éliminant
de notre schéma des exemples comme celui du géne bar de la drosophile qui pré-
sente pourtant un gros intérét dans le cas d’épistasie.
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locus singulier (°). En un locus singulier ne peut étre présent qu’un géne d’une
classe d’homologues.

Deux loci singuliers, auxquels sont attachés les mémes nombres réels, sont
dits homologues ssi ils appartiennent au méme groupe de dépendance.

Echange Annales
11. L’identité des loci.

Soit £ I’ensemble des loci du génotype général G. En 1948, G. Malécot
a défini I’identité de deux loci : « Deux loci sont identiques ssi ils dérivent
d’un méme locus ancétre par descendance mendélienne ». Ce méme auteur
a donné le moyen de calculer la probabilité d’identité de deux loci dans le
cas des populations & pedigrees et des populations panmictiques d’effectif
limité. Cette relation d’identité de symbole J est binaire et posséde les pro-
priétés suivantes :

Elle est réflexive :
wxel : xdx.
Elle est transitive :

v, y,2) el 1 xIy, yIz > xIz.
Elle est symétrique :
vx,») el xIJy < yix.

Remarquons que ces propriétés ont été obtenues en supposant que le
locus est stable, c’est-a-dire que ses attributs ne sont pas susceptibles de
variation, en particulier le réel attaché & tout L est fixe, indépendant des
méioses ou — ce qui revient au méme — du numéro de génération. Autre-
ment dit, ’ordre défini sur la droite chromosomique ne peut pas étre modi-
fié par la méiose. Nous excluons donc de notre schéma les inversions, les
duplications, les échanges réciproques entre groupes de dépendance.

12. Généralisation de la notion de locus.

La notion de locus, telle que nous 1’avons introduite, peut parfois étre
insuffisante. G. Malécot, en 1948, a été le premier & généraliser cette notion
lorsqu’il écrit dans les Mathématiques de I’hérédité (p. 9) : « Supposons

(9) Dans la.suite de notre exposé, et pour ne pas rompre avec 1’usage courant
fautif, nous dirons locus au lieu de locus singulier.
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maintenant que les loci considérés puissent étre affectés par des mutations
de fréquence moyenne u par génération. La probabilité pour qu’un locus
d’un individu reproduise sans modification le locus parental dont il dérive
est alors 1 — u».

Aussi nous attachons au locus deux attributs : 1’un la position définie
par rapport au centromeére par un nombre réel, ’autre la stabilité définie
par I’absence ou non de mutation. Aussi dans tous les cas ’identité des loci
entraine-t-elle celle des génes.

Nous définissons ainsi la mutation d’un locus : « Un locus mute ssi le
géne qui ’accompagne mute. »

La probabilité de cet événement est égale 4 la probabilité moyenne de
mutation d’un géne quelconque de la classe d’homologues correspondant
a ce locus. C’est cette définition plus riche du locus que nous utilisons dans
I’étude des populations a loi de croisement.

IV. — LES DIFFERENTS ASPECTS
DE LA RELATION D’IDENTITE

A la suite d’un cheminement qui va de 1941 a 1948, G. Malécot définit
le coefficient de consanguinité comme la probabilité que deux loci homo-
logues d’un zygote I soient identiques par descendance mendélienne. Soit f
cette probabilité. Cet auteur étend la notion de coefficient de consanguinité
par celle de coefficient de parenté qui est la probabilité que deux loci homo-
logues pris au hasard, 1’un parmi les deux loci homologues d’un zygote I,
I’autre parmi les deux loci homologues d’un zygote J, soient identiques par
descendance mendélienne.

Nous nous proposons de généraliser ces notions par celle de coefficient
d’identité et d’utiliser ensuite ces nouveaux concepts introduits pour mieux
décrire une population tant pour des caractéres mendéliens qualitatifs que
quantitatifs.

— La premiere étape considére simultanément n génes homologues et
non plus deux.

— La seconde étape est 1’analyse de plusieurs classes d’homologues
distinctes telles que dans chacune d’elles le nombre des génes homologues
est quelconque. Une telle étude permettra d’étudier la dépendance suscep-
tible d’exister entre ces classes de génes homologues.

— La troisiéme étape passe du domaine chromosomique discontinu au
domaine chromosomique continu. Pour cela nous considérons sur le chro-
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mosome des segments sur lesquels existe un nombre quelconque, mais fixe,
de classes d’homologues. Le nombre des segments chromosomiques homo-
logues considérés peut étre quelconque. La derniére étape de notre généra-
lisation a pour but de lever I’hypothése restrictive de segments fixés a priori.
Nous rejoignons en ce point les travaux que R. A. Fisher développe dans
The theory of inbreeding de 1949.

Les différents niveaux de généralisation.

La transitivité de ’identité de deux génes entraine que # loci homologues
peuvent étre identiques parce qu’ils dérivent d’un méme géne ancétre.
Nous prendrons I’énoncé suivant comme définition de ’identité : « Des
geénes homologues, en nombre quelconque, sont identiques ssi ils dérivent tous
d’un méme géne ancétre ».

La relation binaire d’identité I réalise une partition d’un ensemble G
de n génes (*°) en sous-ensembles disjoints de génes singuliers. Deux génes
pris au hasard dans deux sous-ensembles distincts ne dérivent pas d’un
ancétre commun, donc il n’y a aucune relation matérielle entre ces génes,
nous dirons qu’ils sont indépendants (1Y). La connaissance de la nature de
I’un ne modifie pas la connaissance de la nature de I’autre. Deux génes pris
au hasard dans un méme sous-ensemble sont identiques car ils sont tous les
deux copies d’un méme modele : le géne ancétre. La connaissance de la
nature de 1’'un nous donne la nature de I’autre.

Tout sous-ensemble de G, quel qu’il soit, est une partie de G, nous le
désignons par 7;. Il y a 27 parties de § qui constituent un ensemble P. Nous
pouvons décrire toute partition de I’ensemble § comme 1’ensemble des J;
qui répondent aux critéres suivants :

1)) FinT;= o

2) U § —G.

Toute partition fixe de facon totale les relations d’identité ou d’indépen-
dance qui sont susceptibles d’exister entre les génes de I’ensemble.

Toute partition d’un ensemble G de génes homologues, suivant la relation
binaire d’équivalence qu’est la relation d’identité entre deux génes, est par

définition une situation d’identité restreinte. Toute probabilité attachée a
une situation d’identité est un coefficient d’identité restreinte. Inversement,

(29) Ces n génes sont singuliers.
(**) C’est une restriction importante que de supposer 1’existence d’une double
implication entre la non-identité et I’indépendance.

ANN. INST. POINCARE, B-11-1 2
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une situation d’identité restreinte définie sur un ensemble G de n génes homo-
logues est une partition de cet ensemble en sous-ensembles disjoints, tels
que deux genes quelconques pris chacun dans ’un de deux sous-ensembles
quelconques sont toujours indépendants, tels que tout sous-ensemble ne
compte qu’un géne ou plusieurs génes tous identiques entre eux.

Si { x;, xj, Xk, X1, Xm } €S(1 < i, J, k, I, m < n quand ’ensemble § compte
n genes homologues), toute situation d’identité restreinte est de la
forme : '

S{xi=xi=..)ola=x=..)o(xXn=...)}%

Deux cas limites sont a concevoir : celui pour lequel tous les génes homo-
logues sont identiques :

S{lxi=xj=xx=x1=Xp,=...)}
et celui pour lequel tous les génes homologues sont indépendants :
S{xDe(x)ox)e(x)o(Xxmo(...)}

Pour un ensemble § de n génes homologues, il existe un nombre x de
situations d’identité restreinte tel que pour n =2, x=2; n =3, x=35;
n=4,x=15.

Soit i un nombre entier tel que 1 << i < x, soit S le symbole d’une situa-
tion d’identité. Nous pouvons désigner chaque situation d’identité res-
treinte par ;. Pr { S;} est la probabilité attachée a la réalisation de la

situation G;, d’ou :
Z Pr{S}=1.
i=1

Nous généralisons les situations d’identité restreinte de la maniére sui-
vante. Considérons deux ensembles non homologues de génes homologues
tels que chacun posséde n génes. Ces deux ensembles peuvent avoir un nom-
bre de génes différents.

Le premier ensemble permet de définir une série de x situations d’identité
restreinte de la forme G}, et le second ensemble permet de définir une autre
série de x situations d’identité de la forme &.

Par définition nous appelons situation d’identité généralisée la situation
S, =G n E}.
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Toute probabilité attachée a une telle situation d’identité généralisée est
un coefficient d’identité généralisée. 11 est immédiat que :

Pr {G}NnE&!}=Pr{ S} }«Pr{ &} }/cond. G}
="Pr{ S} } «Pr { & }/cond. &}

I’écriture Pr { &} }/cond. &} ayant le sens suivant : « probabilité de réalisa-
tion de la situation d’identité restreinte 6}’ sachant que la situation d’iden-
tité restreinte S} a été réalisée, il s’agit d’une probabilité conditionnée ».

Dans le cas ot les deux ensembles de génes seraient indépendants :
Pr{Gn&;}=Pr{GS;}+Pr{ G}

La généralisation & un nombre quelconque d’ensembles distincts de génes
singuliers ne présente pas de difficulté, toute situation d’identité généralisée
étant de la forme :

SinG NG ...ne = e
La probabilité Pr { m cm } est égale A :

m-—1
= Pr { & } Pr { ] }/cond. &}x ... Pr { & }/cond. ()&,

m=k -

= HPr {S}/cond.
m=1

Le terme de rang m étant la probabilité conditionnée de la situation
d’identité restreinte de I’ensemble des génes homologues de rang m, condi-
tionnée par la réalisation des situations d’identité restreinte de rang inférieur
a m. Si tous les ensembles de génes homologues sont indépendants deux

m

a deux, cette expression de Pr z m 6,} devient un produit de coefficient
d’identité restreinte non conditionnée :

Pr3ﬁ6i§=ﬁPr{6;"}.

Considérons le cas ol tous ces ensembles de génes singuliers appartien-
nent au méme groupe de dépendance. Parmi tous les ordres possibles qui
rangent les ensembles de génes homologues il en existe un dont les pro-
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priétés sont remarquables : c’est celui de la droite chromosomique compléte,
car les génes se répartissent a droite et 3 gauche d’une origine le centromére,
leur ordre étant le méme que celui de leur distance au centromére. Toute
carte factorielle compléte est de la forme :
—k -3 -2 -1 0 1 2 3 k
G G G G C G G G G

o o

IRt acalas RIat gt
Pr{c}= Prt Fﬁ Gi g *Pri—ﬁlei 2/cond. g ﬁ@i %

Il apparait utile d’attacher de fagon préférentielle au centromére les
situations d’identité restreinte que nous avons précédemment définies, bien
que cette régle ne soit pas toujours la plus efficace.

Considérons comme objets entre lesquels nous définissons une relation
d’identité non pas des génes, c’est-a-dire des points de la droite chromo-
somique, mais des segments de cette droite.

Deux segments sont dits homologues s’ils appartiennent au méme groupe
de linkage et s’ils ont mémes extrémités.

Deux segments sont identiques si tous leurs génes sont identiques.

Un segment chromosomique n’est donc finalement qu’une suite de génes.

Un segment est défini par les coordonnées de ses extrémités qui peuvent
étre fixées a priori ou en fonction de divers paramétres. Dans le premier
schéma, la longueur du segment est une constante; dans le second schéma,
c’est une variable définie par sa fonction. Il est immédiat que les notions de
situations d’identité et de coefficients d’identité s’appliquent aux segments
chromosomiques, ainsi que les symboles utilisés. Nous appelons situation
d’identité chromosomique fixe toute situation d’identité décrite entre n seg-
ments chromosomiques fixes, et situation d’identité chromosomique variable
toute situation d’identité décrite entre n segments chromosomiques dont les
extrémités sont variables.

V. — LES SITUATIONS ET LES COEFFICIENTS
D’IDENTITE RESTREINTE

Nous avons, jusqu’a présent, considéré des génes singuliers homologues
ou non, sans jamais définir leur appartenance A une série de gamétes ou de
zygotes. Dans ce chapitre nous nous intéressons & des situations d’identité
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restreinte susceptibles d’exister entre des génes homologues répartis dans
un certain nombre de zygotes. Nous appelons ordre d’une situation d’iden-
tité restreinte ou d’un coefficient d’identité restreinte le nombre de génes
homologues considérés, et rang le nombre de zygotes entre lesquels se dis-
tribuent ces génes. Si I’ordre est n, et le rang m, nous avons la double iné-

galité ; < m < n. Remarquons que la limite inférieure de n est 2 puisque,

pour qu’il y ait identité, il faut au moins deux génes homologues, et que
celle de m est 1.

Soient n =2 et m = 1. Nous considérons les deux génes homologues
d’un méme zygote, et définissons les situations et les coefficients d’identité
restreinte d’ordre 2, de rang 1.

Soient n = 2 et m = 2. Nous considérons deux génes homologues dont
I’'un est tiré au hasard parmi les deux génes homologues d’un premier
zygote et dont 1’autre est tiré au hasard parmi les deux génes homologues
du second zygote. Entre ces deux génes homologues nous décrivons et nou$
définissons des situations et des coefficients d’identité restreinte d’ordre 2,
de rang 2.

Soient n =3 et m = 2. Nous considérons trois génes homologues tirés
au hasard parmi les quatre génes homologues de deux zygotes. Autrement
dit, nous nous intéressons aux deux génes homologues d’un zygote et & un
géne pris au hasard parmi les deux génes homologues d’un second zygote.
Entre ces trois génes homologues nous décrivons et nous définissons des
situations et des coefficients d’identité restreinte d’ordre 3, de rang 2.

Soient n = 3 et m = 3. Nous considérons trois génes homologues tirés
au hasard chacun parmi les deux genes homologues de I'un des trois zygotes
considérés. Nous décrivons et définissons entre ces trois génes homologues
des situations et des coeflicients d’identité restreinte d’ordre 3, de rang 3.

Soient n = 4 et m = 2. Nous considérons les quatre génes homologues
appartenant a deux zygotes. Nous décrivons et nous définissons entre ces
quatre génes homologues des situations et des coefficients d’identité res-
treinte d’ordre 4, et de rang 2. Remarquons que ce sont ces situations et ces
coefficients d’identité restreinte qui permettront I’expression de la covariance
entre apparentés quelconques.

Soient n = 4 et m = 3. Nous considérons quatre génes homologues dont
deux appartiennent i un premier zygote et dont les deux autres génes sont
tirés au hasard chacun parmi les deux génes homologues de 1'un des deux
zygotes restant. Nous décrivons et nous définissons entre ces quatre génes

homologues des situations et des coefficients d’identité restreinte d’ordre 4,
de rang 3.
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.Soient n =4 et m = 4. Nous considérons quatre génes homologues
chacun tiré au hasard parmi les deux génes homologues de I'un des quatre
zygotes. Nous décrivons et définissons entre ces quatre génes homologues
des situations et des coefficients d’identité restreinte d’ordre 4, de rang 4.

Nous représentons un gaméte, un spermatozoide ou un ovule, par les
schémas ci-dessous, dans lesquels les groupes de dépendance singuliers
D* sont sous la forme d’un segment de droite, en y repérant le centromeére C
et un geéne singulier G.

Gameéte mile Gaméte femelle
FiG. 5. :

C’est d’une maniére similaire que nous schématisons un zygote I en ajou-
tant, comme convention, que tout élément non indicé par une étoile est
d’origine paternelle et que tout élément indicé par une étoile est d’origine
maternelle.

I

FiG. 6.

Nous symbolisons, comme précédemment, par S (s gothique majuscule)
les situations d’identité; par le signe = une relation d’identité; par le signe o
une relation d’indépendance, ¢’est-a-dire ’exclusion de la relation d’identité;
et par le signe ? la non-définition de 1’'une de ces deux relations.

I

£3

Fic. 7.
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Les situations et les coefficients d’identité restreinte d’ordre 2, de rang 1.

~ Nous considérons les deux génes homologues G et G; d’un zygote L.
Ces deux génes peuvent étre identiques ou indépendants.
Les deux situations d’identité restreinte possibles sont :

G{(G:=G)} et G{(G)+(G)}.

L’expression G { (G, = Gy) } se lit « situation pour laquelle les génes G,
et G; sont identiques »; expression & { (G,) o (Gy) } se lit « situation pour
laquelle les génes G, et G; sont indépendants »; I’expression & { (G, ? G}) }

se lit « situation pour laquelle les génes G, et G; sont ou identiques ou 1ndé-
pendants '», nous avons les deux relations suivantes :

B{(G:=G)}n&{(G)-(C])} =9
& {(Gi=G}) }US{(G)+(G) } =G {(G:2G)) &

Toute probabilité attachée a une situation d’identité restreinte est un
coefficient d’identité restreinte. On reconnait aisément le coefficient de
consanguinité f dans 1’expression du coefficient d’identité restreinte suivante :

Pr{(Gi=G;)} =A

Nous avons aussi :
Pr{(G,)o(G:)}=l ——ﬁ
Pr{(Gl ? G:)}:l.

Pour des raisons d’homogénéité par rapport a une écriture symbolique
que nous introduisons par la suite, nous posons :

S{(Gi=G)}=6() e Pr{(Gi=G)}=17(;)
S{(G)o(G))}=8() et Pr{(G)e(G)}=9()
Les situations et les coefficients d’identité restreinte d’ordre 2, de rang 2.
Soit I I’'un des zygotes, soit J ’autre. Nous sommes en présence de quatre
geénes homologues G, G;, G,, G;. Nous désignons par T(Gl ,) le tirage
de deux geénes homologues, 1'un GI parmi les deux geénes homologues G;

v
et G; de I, ’autre G, parmi les deux génes homologues G, et G; de J. Nous
avons quatre tirages possibles dont chacun a pour probabilité de réalisa-

.1
tion 2’ ce sont :

T(GiG); T(G:G)); T(GiG); T(G;G;).
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v v
Supposons le tirage T(G; G;) réalisé, alors nous avons les situations
d’identité restreinte suivantes :

v v v v v v
S {(Gx =Gy)}; S{(G)-(G) }s 6{(Gl ?7G)}
avec les relations :
v v v v
& {(G; = G,)}f\@{(G,)o(G,)}‘—“— o
v \4 v v v v
S{(G:i=G) ING{(G)e(G)}=C{(G?G)}.
La généralisation aux autres tirages ne présente aucune difficulté :
v v
T(G:G)) = T(G:G;) U T(G: G;) U T(G; G;) U T(G; G;)
d’ou :

S{(Gi=G)}=6{(G=G)} U G {(G:=G])} UG{ (G} =G)) }
UG {(G; =G))}.

NOUS avons encore
Pr{(Gi=G)}= 1 Pr {(Gi=Gy)} + 4 Pr { (Gi=G;) } + zPr { (G} =G) }
+3Pr{(G=G))}

v v
Pr { (G: = G,) } est le coefficient de parenté ¢, de G. Malécot.

v v
Nous avons d’autre part Pr {(G)o(G;) } = 1 — ¢y

Pour des raisons d’homogénéité, par rapport & une écriture symbolique
que nous introduirons par la suite, nous posons :

6{(é,aé,>}=e(§,) et Pr{<élfé:)}=“”(ia)

S{(G)o(G)} =6(%) et Pr{(Gye(Gy)}=9(,).

Les situations et les coefficients d’identité restreinte d’ordre 3, de rang 2.

Il s’agit de situations d’identité restreinte susceptibles d’exister entre
trois génes homologues appartenant & deux zygotes I et J qui en possédent
quatre. Il est immédiat que 1’un des zygotes a fourni deux génes homologues
tandis que 1’autre n’a fourni qu’un seul de ses deux génes homologues.
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Désignons par I le zygote représenté par ses deux génes homologues et
par J celui représenté par un seul de ses deux génes homologues.

T J

¢ I J S5 G.;
Fic. 8.

Nous pouvons réaliser deux tirages distincts, chacun de probabilité
égale & % :

T(G» G, G) et T(G, G}, G))
avece

(G, G;, G)) UT(G, G., G) = T(Gy, G, Gy).

Dans le cas de ces deux tirages, les différentes situations d’identité res-
treinte sont les suivantes :

Tirages Situations d'identité Probabilités
T(Gs, G,,Gi) {(G:=G, =G)} non désignée
{(G:=6) «@ } m
{@ =6) «(G)} 2
{(GI=G) =@ } ™
{(Gy +(G]) «(G») } non désignée
T(Gy, G, Gy) {(G=G; =@G)) } non désignée
{(G:=G}) +(G})} =,
{(G:=6)) (]} m
{(G; =G)) -(@G» } T,
{G» -+ (G]) «(G;) } non désignée
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.Considérons les situations d’identité restreinte :
S{(G:=G=G,)}etS{(G:=G=G])},
nous avons :
C{(G:=G;=G)}UGS{(Gi=G;=G)) }= S{G=¢G = G,)}

Cette nouvelle situation est celle pour laquelle trois génes homologues
pris au hasard dans deux zygotes sont identiques. Nous écrivons plus
brievement :

S { (Gl G = G’) } 6(32)

~ Nous attachons a une telle situation d’identité restreinte une probabilité
ou coefficient d’identité restreinte de symbole T'(%,).

Nous pouvons créer de méme &(3,) situation d’identité restreinte pour
laquelle, parmi trois:génes homologues tirés au hasard dans deux zygotes,
deux génes sont identiques et le troisiéme géne indépendant des deux
premiers. Il est tout aussi ais¢ de créer S(3,) situation d’identité restreinte
pour laquelle trois génes homologues tirés au hasard dans deux zygotes
sont indépendants entre eux. Toute probabilité attachée a ces situations
d’identité restreinte est un coefficient d’identité restreinte. Nous avons les
relations suivantes :

"T(Zz) +‘ﬂ\(§z) + ﬂ‘(gz) =1
%(7‘1 + 7o+ 73 4 wa + T+ Te) = g(:z)-

Nous introduisons aussi deux autres coefficients d’identité restreinte :
Wy et W,

o, est la probabilité que le géne pris au hasard dans un zygote J soit indé-
pendant de deux génes identiques appartenant & un zygote 1.

o, est la probabilité que 1’'un des génes homologues d’un zygote I soit
indépendant de deux génes identiques dont 1’un est son homologue dans I
et I’autre tiré au hasard dans le zygote J. D’oll o, + o, = 9(3,).

Les situations et les coefficients d’identité restreinte d’ordre 3, de rang 3.

11 s’agit de situations d’identité restreinte susceptibles d’exister entre trois
génes homologues chacun tiré au hasard parmi les deux génes homologues
de I"un des trois zygotes K, L, M. Chacun des zygotes est représenté par
un géne.



RELATION D’IDENTITE EN GENETIQUE 27

K L ™M

FiG. 9.

Il n’est pas nécessaire de considérer séparément les différents tirages
possibles au nombre de 23 = 8. Aussi nous introduisons ’'union de tous les

v \4 v
tirages sous la forme T(Gg, G, Gy). Pour un tel tirage il existe trois situa-
tions d’identité restreinte distinctes qui sont :
v v v
1. 6(33)=6{(GK'="GLEGM)},

situation d’identité restreinte pour laquelle les trois génes homologues,
chacun tiré au hasard parmi les deux génes homologues de I’un des trois
zygotes K, L, M, sont identiques.

2. ()= 6{(Gx =G (G }US{(Gx =G *(G1) }

UG{(E}ME‘&L)°(E}K)}'

situation d’identité restreinte pour laquelle parmi trois génes homologues,
chacun tiré au hasard parmi les deux génes homologues de 1'un des trois
zygotes K, L, M, deux génes sont identiques entre eux et le troisiéme indé-
pendant des deux premiers.

3, S(%) = S{(Gy) » (G)» (Gw) },

situation d’identité restreinte pour laquelle les trois génes homologues,
chacun tiré au hasard parmi les deux génes homologues de ’'un des trois
zygotes K, L, M, sont indépendants.

Les probabilités attachées a ces situations sont des coefficients d’identité

restreinte, tels que :
Pr { S(3s) } =T(3,)
Pr{S(,) } =9G,)
Pr { S(3) } =9(,)

TGa) +9Ga) +9Gs) = 1.

avec la relation :
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Les situations et les coefficients d’identité restreinte d’ordre 4, de rang 2.

Nous nous proposons de décrire les situations d’identité restreinte sus-
ceptibles d’exister entre les quatre génes homologues de deux zygotes I et J.

I J

Fic. 10.

Nous avons réuni, dans le tableau ci-apres, les situations et les probabilités
d’identité restreinte possibles.

S, est une situation pour laquelle les quatre génes homologues sont
identiques, ce qui est une conséquence du fait que les deux zygotes sont
consanguins et qu’ils sont apparentés.

G, est une situation pour laquelle les génes homologues G, G;, G, sont
identiques et indépendants du géne G;, ce qui est la conséquence du fait
que le zygote I est consanguin, que le zygote J est ou n’est pas consanguin,
que les deux zygotes sont apparentés.

S, est une situation pour laquelle les génes homologues G; et G; sont
identiques, les génes G; et Gj' sont identiques, et indépendants des deux
précédents, ce qui est la conséquence du fait que les deux zygotes sont
consanguins et sont ou non apparentés.

S, est une situation pour laquelle les génes homologues G, et G; sont
identiques, les génes homologues G, et G; sont identiques, et les génes
homologues appartenant 3 un méme zygote indépendants. Les zygotes I et J
sont apparentés, mais ils peuvent étre ou non consanguins.

Nous pensons avoir montré ainsi toute la richesse de ce nouveau concept
de situation d’identité restreinte. Soulignons qu’il ne faut pas confondre la
consanguinité et la parenté avec la notion d’identité. Deux zygotes sont
parents si et seulement si ils possédent des ancétres communs. Un zygote
est consanguin si et seulement si son pére et sa mére sont parents. Mais ce
zygote consanguin peut avoir ces deux génes homologues identiques ou
indépendants (*?). De fagon générale, 1’absence de consanguinité ou de

(*?) Nous supposons toujours que la non-identité entraine 1’indépendance, ce
qui est une importante restriction que nous léverons dans un autre article.
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parenté entraine 1’indépendance de tous les génes homologues en cause
tandis que ’existence de la consanguinité et de la parenté entraine 1’une
quelconque des situations d’identité possibles avec une certaine probabilité.

Situations d’identité restreinte Probabilités
1 61=6{(G[EG;—=—GJEG:)} 3,
2 S =6 { (G =G, =G) - (G))} %
3 & =G {(Gi =G =G)) + G } 2
4 G =6 {(G: =G =G]) - (G)} 54
5 & =& {(G =G, =G)) o @G} 3
6 G =6 {(G:=G])e (G=G))} %
7 S =S {(Gi= G})o (G) = (G}) } 5
8 68 —_ 6 { (G;) o(G:)o (GJ = G;) } 83
9 s =6 {(Gi=G)o(G] = G))} EX
10 Cw=5S { (Gr=Gyo (G:) o (G:) } 310
1 n=6{ G @Gne (G = G))} S
12 Ge=6{(G= G (G = G)} Sz
13 Guw=6{(Gi= G))o(G)) = (G) } 81
14 Cu=6 { G)e (G;) ° (G: = G:) } 814
15 Gy =6 { (Gpo (G:) o(Gy) ° (G;) } 315

Nous tirons aussi les relations suivantes :

fx=Pr{(GiEG;)}=81+8z+ss+86+87
f:=Pr{(G,EG;)}=81—}—34—[—85—}—83-{—83
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-Pr{(G, G)}+ Pr{(G. G)}+; 1P {(GI=G))}
—}-aPr{(G,EG,')}
Py = }(@NP-*— ®xno T Por 1+ Poq)

Prp> Pros Por» Pog, Gtant les coefficients de parenté des parents N, O, P, Q de 1
etdel :
Pr{(G=G)}=2848+38+38 4+ 3,
Pr{(G:=G]) } = 8+ 8+ 8¢+ 81+ 3
Pr{(G/=G))} =8+ 8+ &+ 3, + 3,
Pr{(G; =G))}=8+8+&+38 + 3,
4o = 43, + 28, + 285 + 28, + 28; + 28 -+ 2815, + 810 + 311+ 813 + 81a

o= Bi 3 (at Bo Dok Bt Bt 31+ Guat Bt B+ B

[ étant le coefficient de consanguinité de I, f; celui de J, et ¢, le coefficient
de parenté de I et J.
Considérons les deux situations d’identité restreinte suivantes :

G =6{(G:=G))-(G:=G)) }
et :

S =6 {(G:=G)°(G)=(G)) }-

La situation d’identité restreinte S, U S, est celle pour laquelle les
relations entre G, et G, ne sont pas définies, ce que symbolise :

B=6{(G:=G;)-(G,;?G;) }.

Toute probabilité attachée a une telle situation est encore un coefficient
d’identité restreinte. Nous donnons de ces situations et probabilités d’iden-
tité restreinte le tableau ci-contre, dont la lecture est immédiate.

Il est possible de définir d’autres situations et coefficients d’identité
restreinte pour lesquels, dans un sous-ensemble donné, nous n’attachons
aucune importance a la provenance des génes homologues qui y sont
réunis.

Ainsi &(§,) est la situation d’identité restreinte pour laquelle les quatre
loci homologues de deux zygotes sont identiques :

S() =6{(G:=G; =G, =G)) }.
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Situations d’identité restreinte Probabilités
1 S{(Gi=G)o (G 7G)} =6, Pr{G,}=25 +3,
2 S{(G:i =G) o (G 7G))}="7, Pr{G,} =28, + 8,
3 S{(Gi=G))o (G, 7G:) } =5, Pr{ Gy} =8y + 845
4 S{(Gf=G) - (G 7G})} =", Pr {6} =8, + 81,
5 S{(G; =G,;)o (G: ?2G)} =T Pr{G;} =38 + 8,
6 G{(G:=G))o (G: 2G])} =G, Pr{6Gs} =25 -+ 5

Nous avons aussi :

Pr{3() } = 3.

S(f,) est la situation d’identité restreinte pour laquelle, parmi les quatre
génes homologues de deux zygotes, trois sont identiques et le quatrieéme
indépendant des trois premiers. Nous avons immédiatement :

Pr{S(,)} =28+ &+ 3 +3.

S(f3) est la situation d’identité restreinte pour laquelle, parmi les quatre
génes homologues de deux zygotes, deux sont identiques et indépendants
des deux autres, identiques entre eux. Nous avons immédiatement :

Pr { G(ﬁ) } = 85 + 89 + 812-

S(%?) est la situation d’identité restreinte pour laquelle, parmi les quatre
génes homologues de deux zygotes, deux sont identiques et indépendants
des deux autres qui sont eux-mémes indépendants entre eux. Nous avons
immédiatement :

Pr { 6(:;1) } = 81 ‘I— 33 + 810 + 811 + 813 + 814
Pr{&(3) } +Pr{S(") } =Pr{S() }

S(3,) est la situation d’identité restreinte pour laquelle les quatre génes

homologues de deux zygotes sont tous indépendants deux 3 deux. Nous
avons :

Pr{S(%)} = du.
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Les situations d’identité et les coefficients d’identité d’ordre 4, de rang 3.

Soient K, L, M, les trois zygotes, désignons par K le zygote dans lequel
sont tirés les deux loci homologues.

K L M
* * *
GK@GK GL@GL GM@M

Fig. 11.

Nous utiliserons les coefficients d’identité suivants :
{I‘(“’a) 5 g.(is) 5 g‘(is) > g(:a) 5 ‘J'(i; s "T(:;l
dont la signification est immédiate.

Les situations d’identité et les coefficients d’identité d’ordre 4, de rang 4.
Soient N, O, P, Q les quatre zygotes.

N o P Q
*

Fic. 12.

Nous utiliserons les coefficients d’identité suivants :

TG s TG TG)s TG s TG) s TG
dont la signification est immédiate.

VI. — LES SITUATIONS ET LES COEFFICIENTS
D’IDENTITE GENERALISEE 2.

Soit un zygote H, dans lequel nous considérons deux classes d’homolo-

gues liées :
H

G2 G*2

Fic. 13.
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Les situations d’identité restreinte sont les suivantes :
G{(Gl =G*1)} =5,
S {(G)(G*])} = Gy
GS{(G2=G*2)} =Gy
S {(G2)(G*2)} = Gy

Les situations d’identité généralisée 2 sont les suivantes :

CuNGy=06
CuNGSy=0C,
SN G, =6,
S N Gy = G,

Les quatre situations d’identité ont pour probabilité respective @,, ®,,
@,, O,. Elles sont utilisées dans 1’étude du linkage.

VII. — LES TIRAGES GAMETIQUES MULTIPLES
DANS UN MEME ZYGOTE

Un zygote quelconque posséde deux états exclusifs : ou bien il posséde
ses deux génes homologues identiques ou bien il les posséde indépendants.
Le raisonnement d’un tirage gamétique multiple est le suivant : supposer
d’abord que le zygote a ses deux geénes dans 1’état d’identité et effectuer
alors les tirages gamétiques, puis supposer que les deux loci homologues
du zygote sont dans I’état d’indépendance et alors effectuer les mémes
tirages gamétiques que précédemment. Nous ne pouvons en aucune fagon
concevoir qu’un zygote puisse changer d’état entre deux tirages gamétiques
successifs.

Tirons au hasard n loci homologues parmi les deux génes homologues
d’un méme zygote. Ce tirage équivaut a constituer des gamétes, nous 1’appe-
lons donc un tirage gamétique multiple.

Ces n génes forment un ensemble qui ne peut étre subdivisé au plus qu’en
deux sous-ensembles et deux seuls (1?) de génes identiques.

Deux genes, I’'un pris dans un sous-ensemble, ’autre dans ’autre sous-
ensemble, sont indépendants. Soit S([1}) le symbole d’une situation d’iden-
tité restreinte définie entre ces n génes et telle que m (m <C n) soit le nombre

(**) Nous ne tenons pas compte dans ce paragraphe des mutations.

ANN, INST. POINCARE, B-11-1 3
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de génes appartenant au premier sous-ensemble, n — m étant celui de ’autre
sous-ensemble. Le chiffre 1 rappelle qu’il s’agit de tirages gamétiques dans
un seul zygote.

Calculons la probabilité de la situation d’identité restreinte S(J;) pour
m = n, autrement dit nous désirons que tous les n génes tirés soient iden-
tiques. ‘

Supposons que le zygote I dans lequel nous effectuons ces tirages soit en
état d’identité, événement de probabilité f;, alors tous les tirages de n génes
fournissent # génes identiques.

Supposons maintenant que le zygote I dans lequel nous effectuons ces
n tirages soit en état d’indépendance, il n’y a que deux types de tirages qui
assurent I’identité des n génes, 1’un étant le tirage de n = m fois successives
du méme gene, ’autre étant le tirage de n = m fois ’autre géne. Chacune
de ces éventualités a la probabilité (1/2)".

D’ou pour m = n :

Pr {S(%,) } = i+ (1 —f)2(1/2)"
Pr{S(;,) } = (/22 + (2" — 2) 1.
Les applications immédiates de cette formule sont les suivantes :

Pr{G()}=/2M2+ @& —2)f]=1/2[1+1]
Pr{G()} =22+ @ —2)fil= /21 +3f]
Pr{ (%)} = (1/20'[2 + (16 — 2) £ = (1/2°[1 + 7.

Calculons la probabilité de la situation d’identité restreinte S(J}) pour
m # n. Supposons que le zygote I dans lequel nous effectuons ces n tirages
soit en état d’identité, événement de probabilité f;, aucune suite de
tirages n’assure S (J3). Supposons que le zygote I dans lequel nous effec-
tuons ces n tirages soit dans 1’état d’indépendance, événement de proba-
bilité¢ 1 — f.

Toute suite de n génes issue d’un tirage multiple de n génes homologues
a une probabilité de (1/2)”. Il y a 2CZ' = C! 4 C.™™ suites de génes qui
conduisent 2 la situation S(J3) quand m # n — met C7 quand m = n — m.

Nous avons donc pourm #n —m :

Pr{ S(z) = (1 —£)(1/2r2C

etpour m =n—m :

Pr{&(n)} =01 —r)arce
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Les applications immédiates de ces formules sont les suivantes :

Pr{G()} = — )1/ +1)=1/2(1 —f)

Pr{S(%) } = (1 —f)1/20°3 + 3) = (1/2)%6(1 — £

Pr{S() } =1 —r)1/2)%6 = (1/2)*6(1 — f").

Pr{ () } = — U/ + 4 = (1/28(1 — f) = 1/2(1 — 1).

Remarquons que :

Pr{&()} +Pr{S()}=1
Pr{&() } +Pr{&()}=1
Pr{&(})} +Pr{c()}+Pr{S()} =1

VIII. — CONCLUSION . .

1
Svbaoge Ancales

L’interprétation génique et chromosomique de I’hérédité posséde une
économie des moyens logiques remarquable : un objet le géne, trois pos-
tulats et quatre relations binaires. La codification des situations d’identité
s’impose car ces écritures symboliques seront utilisées dans d’autres articles
pour établir les corrélations entre apparentés quelconques, pour prédire
I’évolution de la structure génique des populations soumises & des lois
réguliéres d’appariement et pour analyser les ascendances des populations
pedigree.

11 est difficile de réaliser une axiomatique compléte de la génétique.
En fait nous avons choisi un ensemble d’expériences biologiques dont
I’analyse permet de décrire un objet 4 1’aide de postulats et de définir les
relations entre ces objets 4 I’aide d’axiomes. Ainsi, il n’existe d’axiomatique
en biologie que relative & un ensemble d’expériences. Pour étre efficace il
est nécessaire, que dans le cadre de la logique des mathématiques, qui est
une logique binaire, ces postulats et axiomes soient indépendants et non
contradictoires. On peut alors se demander quelles propriétés doivent
posséder les ensembles expérimentaux ainsi choisis pour que les postulats
et les axiomes qui en découlent, soient indépendants et non contradictoires
dans une telle logique ?

Si I’axiomatique apparait en biologie, comme une méthode permettant
d’ordonner les conclusions de certains ensembles d’expériences afin d’exploi-
- ter toutes les conséquences qu’ouvre le raisonnement déductif, elle est aussi



36 M. GILLOIS

la source d’une exigence plus grande dans I’étude des logiques expérimen-
tales et de celles des phénomeénes biologiques.

C’est une restriction importante que de supposer comme nous ’avons
fait qu’il existe en génétique des populations une double implication entre
la non-identité et 1’indépendance d’une part, 1’identité et la dépendance
absolue d’autre part. Il semble qu’il n’y ait plus beaucoup de difficultés a
s’affranchir de cette restriction, de telle sorte que si I’identité entraine la
dépendance absolue, la dépendance absolue n’implique pas obligatoirement
I’identité.

IX. — RESUME

Nous présentons une étude logique des objets de ’interprétation génique
et chromosomique de I’hérédité et des relations susceptibles d’exister entre
ces objets. Nous donnons du géne la définition suivante : « C’est une quan-
tité d’information quasi stable, ayant un support biochimique chromoso-
mique, dont ’hypothése d’existence est nécessaire et suffisante pour expli-
quer la ségrégation mendélienne ». Soit § ’ensemble, supposé fini, des
génes de tous les zygotes d’un groupe. Soit G I’ensemble, supposé fini, de
tous les génes d’un zygote. Le premier ensemble est le génotype général, le
second le génotype particulier. Nous définissons entre deux génes appar-
tenant 4 I’'un de ces ensembles quatre relations binaires.

1. La relation d’homologie : « Deux génes sont homologues ssi leurs des-
cendants s’excluent dans les quatre produits haploides d’une méiose ».
Cette relation binaire est réflexive, symétrique et transitive. C’est donc une
relation d’équivalence, elle induit sur I’ensemble du génotype général une
partition en sous-ensembles disjoints appelés : classes d’homologues.

2. La relation d’isoaction : « Deux génes sont isoactifs ssi ils sont homo-
logues et ssi ils ont la méme action sur un méme caractére ». Cette relation
d’équivalence induit sur chaque classe d’homologues une partition en sous-
ensembles disjoints appelés : classes d’isoaction. La série obtenue, pour une
classe d’homologue, en prenant un représentant dans chacune des sous-
classes d’isoaction, est une série allélique. L’expression « fréquence d’un
all¢le » recouvre en fait la fréquence d’une classe d’isoaction.

3. La relation d’allélisme : « Deux génes sont alléles ssi ils sont homo-
logues et ssi ils ont une action différente sur un méme caractére ». Cette
relation n’est pas une relation d’équivalence.
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4. La relation d’identité : « Deux génes sont identiques ssi ils dérivent
par descendance mendélienne, en I’absence de mutation, d’un méme géne
ancétre ». C’est une relation binaire d’équivalence qui induit sur tout
ensemble de génes une partition en sous-ensembles disjoints appelés : classes
d’identité. Des geénes appartenant & une méme classe sont identiques, la
connaissance de la nature d’un seul permet de déterminer la nature de tous
les autres, car il existe entre eux une relation matérielle : ils sont la copie
non modifiée par les mutations d’un méme modele, le géne ancétre. Deux
génes appartenant i deux classes d’identité distinctes sont indépendants,
si la connaissance de la nature de ’un ne permet pas de déterminer avec
certitude la nature de I’autre. Ces deux génes ne sont pas les copies non
modifiées d’un méme modéle.

Toute partition d’un ensemble de geénes par la relation d’identité est une
situation d’identité, dont nous donnons un mode d’écriture symbolique.
La probabilité¢ de réalisation d’une situation d’identité est un coefficient
d’identité. Si I’ensemble des génes considérés est une classe d’homologues,
la partition de cet ensemble par la relation d’identité est une situation
d’identité restreinte, et la probabilité de sa réalisation un coefficient d’iden-
tité restreinte. Nous donnons des situations d’identité restreinte une des-
cription formelle pour les cas des ensembles de génes dont nous aurons
besoin dans P’étude de la covariance entre apparentés quelconques. Nous
généralisons la notion de situation d’identité restreinte par celles de situation
d’identité généralisée et de situation d’identité chromosomique. Cette derniére
notion rejoint celle des « junctions » de R. A. Fisher.
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I. — INTRODUCTION

Le mécanisme de la transmission des caractéres quantitatifs n’est pas
connu, car les supports héréditaires qui les conditionnent n’ont pas encore
été isolés, décrits, analysés. Pourtant dés le début de ce siécle, F. Galton
avait réuni une remarquable information statistique concernant les carac-
téres quantitatifs et leur transmission héréditaire. Ces résultats semblaient
en contradiction avec la conception de 1’hérédité discontinue ou génique
des caractéres qualitatifs née des expériences de G. Mendel.

Néanmoins, dés 1904, K. Pearson, puis Udny Yule en 1906, Weinberg
en 1908 et 1910 et surtout R. A. Fisher en 1918-1921 postulent que I’hérédité
continue pourrait avoir un mécanisme héréditaire génique. En particulier
R. A. Fisher, utilisant cette hypothése, donne 1’expression du coefficient de
corrélation théorique pour des cas particuliers tels que des couples de plein-
fréres, de demi-fréres, d’oncle-neveu ou de cousins, lorsqu’il s’agit d’un
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caractére avec dominance et que ces individus appartiennent & une popu-
lation d’effectif infini et panmictique.

En 1921-1923 S. Wright introduit le coefficient of inbreeding d’un zygote,
c’est-a-dire la corrélation linéaire entre les deux gamétes chacun porteur
d’un géne, dont ’union a donné ce zygote consanguin. Le calcul de ce coeffi-
cient de corrélation se fait par la seule connaissance des ascendances. Pour
cela S. Wright emploie la notion des « path-coefficients » qui est bien confuse.
L’usage de ce coefficient « of inbreeding » lui permet de généraliser les
expressions de la corrélation théorique entre zygotes apparentés et consan-
guins mais tout én excluant I’hypothése de la dominance.

G. Malécot, a la suite d’'un cheminement allant de 1941 a 1948 présente
dans son livre Les mathématiques de Phérédité 1’aspect fondamental et
aujourd’hui classique de la consanguinité. Cet auteur considére la pro-
babilité que deux loci homologues, pris au hasard parmi tous les couples
de loci homologues d’un zygote I, soient identiques parce que dérivant d’un
méme locus appartenant a un zygote ancétre commun au pére et a la mére
de I. Soit f; cette probabilité attachée au zygote I et que G. Malécot nomme
coefficient de consanguinité. Il ne faut pas confondre le coefficient de consan-
guinité qui est la probabilité d’un événement réalisable dans un zygote avec
le coefficient « of inbreeding » qui est un coefficient de corrélation. L’ana-
logue du coefficient « of inbreeding », dans la théorie de la consanguinité
de G. Malécot, est le coefficient de corrélation gamétique.

G. Malécot étend la notion de coefficient de consanguinité par celle de
coefficient de parenté de deux zygotes. Le coefficient de parenté est la proba-
bilité que deux loci homologues tirés au hasard I’un dans un zygote I,
I’autre dans un zygote J soient identiques parce que dérivant d’un méme
locus ancétre. Ces notions probabilistes ont permis & O. Kempthorne de
donner en 1957 un calcul trés élégant du coefficient de corrélation théorique
entre deux zygotes apparentés non consanguins dans le cas de dominance.
Cette expression avait été établie par G. Malécot dés 1939 par une méthode
trés proche dans son esprit de celles qu’emploie S. Wright.

Ce travail est la démonstration du coefficient de corrélation théorique entre
deux zygotes consanguins et apparentés dans le cas de dominance. Pour
obtenir ce résultat nous utilisons une notion nouvelle : les coefficients
d’identité. Ces coeflicients d’identité sont issus de la généralisation des
coefficients de consanguinité et de parenté. Nous présentons ensuite la
démonstration du coefficient de corrélation théorique entre deux zygotes
consanguins et apparentés dans le cas de dominance et d’effet maternel

génotypique.
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II. — RAPPEL DES SITUATIONS
ET DES COEFFICIENTS D’IDENTITE

Nous avons présenté (Gillois M., 1964) une étude logique des objets de
I'interprétation génétique et chromosomique de I’hérédité et des relations
susceptibles d’exister entre ces objets. Nous donnons du gene la définition
suivante : « C’est une quantité d’information quasi stable, ayant un sup-
port biochimique chromosomique, dont I’hypothése d’existence est néces-
saire et suffisante pour expliquer la ségrégation mendélienne. » Soit G
I’ensemble, supposé fini, des génes de tous les zygotes d’un groupe. Soit G
I’ensemble, supposé fini, de tous les génes d’un zygote. Le premier ensemble
est le génotype général, le second le génotype particulier. Nous définissons
entre deux génes appartenant & 1’'un de ces ensembles quatre relations
binaires.

1. La relation d’homologie

« Deux génes sont homologues si et seulement si leurs descendants
s’excluent dans les quatre produits haploides d’une méiose. » Cette relation
binaire est réflexive, symétrique et transitive. C’est donc une relation d’équi-
valence, elle induit sur ’ensemble du génotype général une partition en
sous-ensembles disjoints appelés classes d’homologues.

2. La relation d’isoaction.

« Deux geénes sont isoactifs si et seulement si ils sont homologues et si ils
ont la méme action sur un méme caractére. » Cette relation d’équivalence
induit sur chaque classe d’homologues une partition en sous-ensembles
disjoints appelés classes d’isoaction. La série obtenue, pour une classe
d’homologues, en prenant un représentant dans chacune des sous-classes
d’isoaction, est une série allélique. L’expression « fréquence d’un alléle »
recouvre en fait la fréquence d’une classe d’isoaction.

3. La relation d’allélisme.

« Deux genes sont alleles si et seulement si ils sont homologues et si ils
ont une action différente sur un méme caractére. » Cette relation n’est pas
une relation d’équivalence.
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4. La relation d’identité.

« Deux génes sont identiques si et seulement si ils dérivent par descen-
dance mendélienne, en I’absence de mutation, d’un méme géne ancétre. »
C’est une relation binaire d’équivalence qui induit sur tout ensemble de
génes une partition en sous-ensembles disjoints appelés classes d’identité.
Des génes appartenant a2 une méme classe sont identiques, la connaissance
de la nature d’un seul permet de déterminer la nature de tous les autres,
car il existe entre eux une relation matérielle : ils sont la copie non modifiée
par les mutations d’un méme modeéle : le géne ancétre. Deux genes appar-
tenant a deux classes distinctes sont indépendants (*4), car la connaissance
de la nature de I’'un ne permet pas de déterminer avec certitude la nature
de I’autre. Ces deux génes ne sont pas les copies non modifiées d’un méme
modele. '

Toute partition d’un ensemble de génes par la relation d’identité est une
situation d’identité, dont nous donnons ci-dessous un mode d’écriture
symbolique. La probabilité de réalisation d’une situation d’identité est un
coefficient d’identité. Si 1’ensemble des génes considérés est une classe
d’homologues, la partition de cet ensemble par la relation d’identité est
une situation d’identité restreinte, et la probabilité de sa réalisation un
coefficient d’identité restreinte. Nous donnons (Gillois, 1964) des situations
d’identité restreinte une description formelle pour les cas des ensembles de
génes dont nous aurons besoin dans 1’étude de la covariance entre appa-
rentés quelconques. Nous généralisons (Gillois, 1964) la notion de situation
d’identité restreinte par celles de situation d’identité généralisée et de situa-
tion d’identité chromosomique. Cette derniére notion rejoint celle des « junc-
tions » de R. A. Fisher.

'Appliquons ces définitions générales au cas de deux zygotes I et H, ce
qui nous permettra de calculer ultérieurement la covariance théorique entre
I et J quels que soient leurs liens de parenté. Le schéma ci-contre, sym-
bolise les deux zygotes I et J dans lesquels nous identifions quatre génes
homologues G; et G,, génes transmis par le pére ; G; et G,, génes
transmis par la meére. Décrivons les situations d’identité restreinte sus-
ceptibles d’exister entre les quatre génes homologues des zygotes I et J.

Nous avons réuni, dans le tableau ci-contre, les situations et les probabilités
d’identité restreinte possibles.

(11) Cet énoncé suppose, ce qui est une restriction importante, I’existence d’une
double implication entre la non-identité et 1’indépendance.
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I
GI G"f GJ' G;
Fic. 14.
Situations d’identité restreinte (de symbole ;) Probabilités
1 61=G{(G,EG:EG] EG;)} 3
2 € =6{ (G =G =G)-(G)} 5
3 & =6 { (G = G = G)e @) } 2
4 G =G{ (G =G =G0 (G)} 8
s | & =6{(C =0 =0)e@ } 2
6 G =6{ (G =G))e (G =G))} 3
7 S =6{ (G = Gj)e (G) » (G)) } 8,
8 G =&{(G) - (G)e (G = G))} 3
9 S =6{(G =G)- (G =G} %
10 610 = 6 { (Gl = G’) ° (G:) ° (G:)} 810
11 Cu=©6 { (G) o (G) o (G: = G:)} 3
12 G = 6{ (G! = G:) ° (G: = G’) } Bz
13 G = 6{ (Gl = G:) ° (G:) ° (G) } B1s
4| Gu=6{© (G- (G = G)) B
15 G =6{ (G o (G)e (G »(G)} 81
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S, est une situation pour laquelle les quatre génes homologues sont
identiques, ce qui est une conséquence du fait que les deux zygotes sont
consanguins et qu’ils sont apparentés.

S, est une situation pour laquelle les génes homologues G, G;, G, sont
identiques et indépendants du géne Gj, ce qui est la conséquence du fait
que le zygote I est consanguin, que le zygote J est ou n’est pas consanguin,
que les deux zygotes sont apparentés.

S, est une situation pour laquelle les génes homologues G; et G; sont
identiques, les génes G; et G; sont identiques et indépendants des deux
précédents, ce qui est la conséquence du fait que les deux zygotes sont
consanguins et sont ou non apparentés.

S,5 est une situation pour laquelle les génes homologues G; et G; sont
identiques, les génes homologues G, et G; sont identiques, et les génes
homologues appartenant & un méme zygote indépendants. Les zygotes I et J
sont apparentés, mais ils peuvent étre ou non consanguins.

Nous pensons avoir montré ainsi toute la richesse de ce nouveau concept
de situation d’identité restreinte. Soulignons qu’il ne faut pas confondre la
consanguinité et la parenté avec la notion d’identité. Deux zygotes sont
parents si et seulement si ils possédent des ancétres communs. Un zygote
est consanguin si et seulement si son pere et sa mére sont parents. Mais ce
zygote consanguin peut avoir ses deux génes homologues identiques ou
indépendants. De fagon générale, I’absence de consanguinité ou de parenté
entraine 1’indépendance de tous les génes homologues en cause, tandis que
P’existence de la consanguinité et de la parenté entraine I’une quelconque
des situations d’identité possibles avec une certaine probabilité.

Le coefficient de parenté de Malécot ne décrit que les états d’identité et
d’indépendance de deux geénes pris au hasard, I’'un parmi les deux génes
homologues d’un zygote, 1’autre parmi les deux génes homologues de 1’autre
zygote. Le concept de situation d’identité que nous avons introduit décrit
tous les états d’identité et d’indépendance existant entre les quatre génes
homologues de deux zygotes. Cette propriété de la situation d’identité
rend possible I’étude génétique des populations consanguines, car les coeffi-
cients d’identité apportent toute l’information génétique nécessaire au
calcul des covariances théoriques entre zygotes apparentés. Ce résultat,
obtenu dans le cas de la dominance entre génes homologues et de multiallé-
lisme, est tout a fait général, si I’on suppose I’existence d’une double impli-
cation entre la non-identité et 1’indépendance.



RELATION D’IDENTITE EN GENETIQUE 45

III. — LES VARIABLES ALEATOIRES GENETIQUES

Nous allons supposer, ce qui est le cas des caractéres quantitatifs, que
la classe d’isoaction du géne présent a un locus singulier donné L est
inconnue. Nous pouvons seulement dire que le géne appartient a 1’une des
classes d’isoaction de sa classe d’homologues. A chacune de ces possi-

bilités nous attachons une probabilité p; telle que Zp,- = 1. Nous ajoutons

que Peffet d’un géne se manifeste par une contribution numérique a I’expres-
sion d’un caractere.

1. Les variables aléatoires gamétiques.

Soit une série biallélique S = { A, a} avec pour A la probabilité p et
pour a la probabilité g d’étre situés a un locus singulier. Chiffrons a s la
contribution numérique de A et a ¢ celle de a. Nous définissons ainsi la
variable aléatoire gamétique simple, d’indicateur X, qui peut prendre I’une
ou l'autre des deux valeurs particuliéres possibles s et £ quand un événement
aléatoire E; de probabilité p; est réalisé. Cet événement aléatoire est 1’état
génique d’un locus singulier, ces états pouvant étre : A avec la probabilité p
et a avec la probabilité g.

.. . Valeurs
Variable Réal{:?g?éilslgggzlbles Probabilité a priori numériques
aléatoire de 1évé P de la réalisation attachées
e 1’événement aléatoire, s Py

. ou présence d’un géne A d’un événement ala 1:éa:hsat10n
indicateur ou z au locus singulier aléatoire de Lleév;ré?:gent

A D s

X
a q t

Calcul de quelques parameétres de X :

E(X) = ps + qt,
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par changement d’origine nous poserons :

EX)=0
E(X?) = ps? + gqt? = VARX).

Cette quantité est la variance gamétique ou additive.
La variable aléatoire gamétique est par définition une somme de variables
aléatoires gamétiques simples.

2. Les variables aléatoires zygotiques.

Un organisme diploide est réalisé par la fusion de deux gamétes, chacun
apportant un des deux génes homologues, qui constitueront un couple ou
« zygote ». On peut supposer que la valeur numérique d’un caractére réalisé
chez ’organisme diploide est la somme des contributions numériques a ce
caractére de chacun des deux genes situés sur le couple de loci homologues.
Or, les contributions numériques de chacun de ces deux génes ont été pré-
cédemment définies comme celles des variables aléatoires attachées a ces
loci. Ceci se traduit par I’écriture symbolique suivante :

Y =X + X*.

Y posséde trois valeurs possibles 2s, s + £, 2¢ correspondant chacune a I’un
des trois états zygotiques possibles : AA, Aa, aa, ayant chacun une certaine
probabilité d’apparition, qu’il s’agit de déterminer. Déterminer ces pro-
babilités, c’est définir complétement une nouvelle variable aléatoire, dite
« variable aléatoire zygotique simple ».

Envisageons deux loci singuliers homologues d’un individu I. Considérés
ensemble, ces deux loci singuliers définissent trois états zygotiques
AA, Aa, aa, ce qui entraine les trois valeurs numériques correspondantes
2s, s + t, 2t pour le caractére envisagé.

La variable aléatoire attachée a I et prenant ces trois valeurs numériques
possibles sera, par définition, la variable aléatoire zygotique simple attachée
a 1, dont le symbole est Y, :

Yl= Xl+ X:

La variable aléatoire gamétique X, prend la valeur numérique s quand le
locus singulier auquel elle est attachée est occupé par un géne de la classe
d’isoaction A, événement qui a une probabilité p. La variable aléatoire
gamétique X, prend la valeur numérique ¢ quand ce locus singulier auquel
elle est attachée est occupé par un géne de la classe d’isoaction a, événement
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' qui a une probabilité g. Ces deux événements sont exclusifs et tels que :
ptqg=1

1l en est de méme pour la variable aléatoire X;.

Les rapports entre les variables aléatoires gamétiques X, et X; sont
illustrés par le schéma suivant :

Variable aléatoire X Variable aléatoire X;
Probabilités Probabilités
des des
E o événements | Valeurs s événements | Valeurs
Evengrtr;glts ou loi de |numériques Eveneéments ou loi de | numériques
géniques | Probabilité | dela O oats | probabilité | dela
gbl marginale | variable 8 gbl marginale variable
s dela aléatoire || POSHIDES dela aléatoire
au locus variable X, au locus variable x*
aléatoire aléatoire !
Xx X;
A P s A p s
a q t a q t

Connaissant les lois des probabilités marginales des variables aléatoires

gamétiques X, et X/, rechercher leur loi de probabilité conjointe fournit la
loi de probabilité de la variable aléatoire zygotique, puisque par hypothése :

Y, =X+ X..

Pour établir la loi de probabilité conjointe des variables aléatoires X, et X/,
il est nécessaire d’introduire leur coefficient de corrélation qui est aussi le
coefficient de consanguinité f; de ’individu 1.

L’identité des états géniques de deux loci homologues de I (X; = X[)
se réalise avec la probabilité f;.

L’indépendance (*%) des états géniques des deux loci homologues de I se
réalise avec la probabilité (1 — f).

(*%) C’est ici qu’apparait avec le plus de netteté I’hypothése de ’existence de la
dox;ble implication entre la non-identité et 1’indépendance. Cette hypothése n’est
vérifi€e que pour des populations panmictiques par exemple.
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Il est alors possible d’introduire la variable aléatoire zygotique :

Y, =X, + X
X1 A a
X; s t
Génotype : AA Génotype : Aa
A s Valeur numérique 2s Valeur numérique : s -+ ¢
Probabilité : p? + fipq Probabilité : pg — fipq
Génotype : Aa Génotype : aa
a t Valeur numérique s - ¢ Valeur numérique : 2t
Probabilité : pq — fipg Probabilité : ¢ 4 fipq

La variable aléatoire zygotique Y, attachée A I’individu I prend les
valeurs numériques 2s, s + ¢, 2¢, quand le génotype de I’individu est AA,
Aa, aa et ceci avec les probabilités correspondantes :

P* + firq, 2(pq — £1r9), 4* — £1pq.

Supposons une population dont tous les génes sont indépendants. Cette
condition sera désignée par p. Elle revient a dire que cette population est
sans consanguinité, sans parenté.

E(Y) = EX + X*) = E(X) + E(X*) =0
E(Y?) = E,(X 4+ X*)? = E(X?) + 2E(XX*) + E(X*?)
E,(Y?) = E(X?) + E(X*2) = 2E(X?).

Supposons une population dont tous les génes sont identiques. Cette
condition sera désignée par c.

E(Y) =p2s +q2t =0
E(Y) = E[(X + X*)] = E(X) + E(X*) =0
E(Y?) = B(X + X*)* = E(X*) + E2(XX*) + E(X*?)
E(Y?) = 4E(X?).
La variable aléatoire zygotique est par définition une somme de variables
aléatoires zygotiques simples.
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3. Les variables aléatoires génotypiques et de dominance.

Nous supposerons que les deux génes homologues réunis dans un orga-
nisme diploide n’additionnent pas leurs effets potentiels dans la réalisation
quantitative d’un caractére. Nous utiliserons les notations de G. Malécot,
pour décrire une telle action, en désignant par 7, j et k les valeurs numériques
ou contributions numériques des génotypes AA, Aa, aa 2 la réalisation d’un
caractére.

De fagon générale, i, j, k ne peuvent pas étre mis sous la forme de i = 2s;
j=s-+t; k=2t (en effet, supposons j de valeur quelconque, et non

i~i+k)
~ 72

. i, j et k étant donnés, nous utilisons la méthode des moindres

carrés pour exprimer s et #, contributions numériques des génes A et @ en
fonction de i, j, k.
Désignons comme « résidus de dominance » les trois différences suivantes :

i—2s, j—(G+1, k-2t

Nous imposons 4 la somme des carrés des résidus de dominance d’étre
minimum.

Autrement dit, nous décomposons la contribution numérique d’un
génotype a la constitution d’un caractére en deux parts additives dont 1’'une
est le résultat de 1’addition des effets de chacun des deux génes, et dont
I’autre est le résultat de ’interaction entre ces deux génes due a leur juxta-
position dans le zygote.

Cet énoncé se traduit symboliquement ainsi :

i =2s + (—29)
j=s+t + (—s—1)
k =2t + (k—21)

contribution résidu
numérique de
additive dominance

Nous voulons que soit minimum en moyenne le carré du résidu de domi-
nance pour les individus d’une population ou d’un groupe. Pour cela, nous
allons désigner au hasard un individu I dans la population ou dans le groupe
et rendre minimum la moyenne du carré de son résidu de dominance.

ANN. INST. POINCARE, B-11-1 4
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L’individu I sera tiré au hasard dans la population ou dans le groupe,
La probabilité a priori est donc de :
P*+ firq pour I, d’appartenir au génotype AA;
2pg — 2fipq pour I, d’appartenir au génotype Aa;
q* + firqg pour I, d’appartenir au génotype aa;
/i est le coefficient de consanguinité dans la population ou dans le groupe
d’un individu I pris au hasard a la génération n. Dans le cas ol f; = 0,
nous retrouvons la formule de Hardy-Weinberg. Dans la suite du calcul des
valeurs de s et t, nous supposerons que f, = 0, ce qui assure I’indépendance
de tous les génes homologues.
Nous voulons rendre minimum 1’expression suivante :

P — 29)* + 2pq(j — s — t)* + q*(k — 21)*
Ce qui est réalisé si les deux dérivées g; et g; sont simultanément nulles :
g&=p(—29+q(j—s—1)=0
&=pJ—s—1)+qk—-2)=0

d’oti les relations classiques :

ps+qt =0
pi+gj=s
p+gk=t

Considérons un individu I pris au hasard dans une population dont tous
les génes sont indépendants.

Le génotype de cet individu posséde trois états possibles AA, Aa, aa et
ceci avec une probabilité p2, 2gp, g% Les contributions numériques de cha-
cun de ces génotypes 2 la réalisation d’un caractére quantitatif sont i, j, k.

Par définition nous appellerons « variable aléatoire génotypique » de
Pindividu I, la variable aléatoire Z; qui prend les valeurs numériques i, j, k
pour les états AA, Aa, aa (réalisés avec les probabilités p2, 2pq, g2).

D’autre part, nous avons décomposé i, j, k chacun en deux éléments
additifs, dont le premier estime 1’action indépendante des génes aux loci
homologues (2s, s + ¢, 2t) et dont le second mesure ’action d’interférence
ou résidu de dominance entre les deux mémes génes (i — 2s5), (j — s — 1),
(k —2t )a
d’ou :

i=254 (— 2s)
J=s+t+(—s5s—1)
k=2t+ (k— 2t).

Pour cela, nous avons imposé a s et A ¢ une condition des moindres carrés.
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Interprétons la variable aléatoire dont les valeurs numériques sont :
25,58 +t, 2t

quand le génotype est AA, Aa, aa avec les probabilités p2, 2pq, ¢2. 1l s’agit
de la « variable aléatoire zygotique », de symbole Y,, de I’individu I. Elle
a été précédemment définie comme somme de deux variables génétiques :

Y, =X, + X;.
Interprétons la variable aléatoire dont les valeurs numériques sont :
(l—— 23)’(.1—. § == t)’ (k - 2!)

quand le génotype de I'individu est AA, Aa, aa avec les probabilités p2, 2pg, g,
comme une nouvelle variable aléatoire que nous appellerons « variable
aléatoire du résidu de dominance » dont le symbole est D,.

De ce qui précéde, nous tirons I’écriture symbolique :

Z, =Y, + D,

Nous prendrons p comme symbole indiciel de la condition d’indépen-
dance totale entre les génes, et ¢ comme symbole indiciel de la condition
d’identité totale entre les geénes.

Ne confondons pas E(Z) et E,(Z) car :

E(Z) = (1 = f)E)(Z) + fELZ)

cette remarque s’étendant sans difficulté aux autres espérances mathéma-
tiques de variables aléatoires génétiques.

Supposons une génération (ou une population ou un groupe) dont les
génes sont tous indépendants :

E)(Z) = p* + 2pgj + q*k =0
E/(Z) = EY) + E,(D) =0
ED)=0 car E(Y) =0
E)(Z?) = p** + 2pgj* + g% # 0
E,(D?) = p*(i — 25)* + 2pq(j — s — t)* + q*(k — 21)*
or :
s+t=pi+qgk+j
donc :
E,(D?) = [E(2)]*
E, (YD) =0
E,(ZD) = 0.
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Supposons une population dont les génes sont tous identiques :

E(Z) = p* + pqi + pgk + g*k = pq(i — 2j + k)
E(D) = p(i — 2s) + q(k — 2t)
E(D) = E(Z) — E(Y)
E(Z?) = pi* + gk*
E(D?) = p(i — 29)* + q(k — 2t)*
E(X?) = psi + gkt
E.(XD) = ps(i — 2s) + qt(k — 2t) = E(XZ) — 2E(X?).

La variable aléatoire génotypique est une somme de variables aléatoires
génotypiques simples et la variable aléatoire de dominance est une somme de
variables aléatoires de dominance simples.

IV. — LES CORRELATIONS GENETIQUES
ENTRE APPARENTES QUELCONQUES

1. Expression de la covariance génotypique entre I et J.

Soient N, O, P, Q les péres et méres de I et de J. Soit ¢ le coefficient de
parenté de 1’un des 6 couples possibles obtenus avec N, O, P, Q. Le croquis
ci-contre schématise les relations de dépendance entre I et J.

Nous attachons a I les variables aléatoires suivantes :

X;aL,
X;al;
Y, =X+X al
Z]=Y1+DI é- I.
Nous attachons de méme 4 J :
X,a L,
X AL
Y, =X,+X aJ
Z;=Y’+D, é J.
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I
L *
'
@
N ~ ! — o
% %
% 9
P « - Q
%
J
*
L )
Fig. 15.

Nous avons pour expression de la corrélation génotypique r, entre I et J @

COVAR (ZZ)
Inn=
4/VAR (Z)-VAR (Z)

avee <
COV (Z.Z;) = E(Z.Z,) — [E(Z)).E(Z))]
VAR (Z) =E(Z}) —E[Z)P
VAR (Z) =E(Z}) —I[E@Z)!
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E(Z Z,) ne peut pas étre calculé directement, mais si I’on connait la proba-
bilité de chacune des situations qui fixent sans ambiguité les relations d’indé-
pendance et d’identité entre les génes G,, G;, G,, G;, il est possible de
calculer ’espérance mathématique, conditionnée par la réalisation de cha-
cune des situations d’identité restreinte, du produit des variables aléatoires
génotypiques de I et de J.

Ces situations d’identité restreinte, et leur probabilité, sont réunies dans
le tableau de la page 43.

Remarquons bien, avant d’entreprendre ce calcul, que nous cherchons 3
nous réduire strictement soit 4 un état d’identité, soit a un état d’indépen-
dance et cela quel que soit 1’état du groupe considéré. Ceci nous permettra
d’exprimer la covariance de Z,Z, ou les variances de Z, et de Z, comme des
fonctions linéaires des moments du second ordre des variables aléatoires
génétiques X et D, moments calculés sous la condition d’indépendance
totale ou de dépendance totale.

En prenant Ci(1 < i < 15) pour symbole d’une condition d’une situa-
tion d’identité restreinte réalisée entre les quatre génes homologues G,, G},
G,, G;, E(Z,Z,) devient par application du théoréme des moyennes condi-
tionnées :

E(ZIZ!) = 81Ec1(ZIZ:) + SzEcz(sz:) + 83EC3(ZIZ:) + 84Ec4(zle)
+ 8Ec(ZiZ;) + 86Eco(ZiZy) + 3:Eci(ZiZs) + 3sEce(ZiZy)
+ 8Ec(ZiZ)) + 310EcrZiZy) + 81:Ecii(ZiZs) + 31:Bcis(ZiZ))
+ SISECIS(ZIZJ) + Schu(ZxZJ) + 815Ec15(Zth)-

Nous remarquons d’autre part que :
E(ZIZJ) = E[(XI + X; -+ Dl) . (XJ + X; + D:)]
E(ZZ)) = E(X.X,)+ E(X,X;) + E(X:X,) + E(X:X” + E(X\D)) + E(X;D))
+ E(X,D) +E(X;D;) + E(D,D)).
Supposons la condition C1 remplie :
S}(G:=Gi =G, =G)){ = &,

La probabilité de cette condition est 8,. La situation d’identité restreinte &,
entraine entre les variables aléatoires gamétiques simples X,, X, X;, X; les
relations d’identité suivantes (1¢) :

3(XlEX:EXJEX:)i'

(1¢) Nous conservons le méme symbolisme, soit = et o, que pour les relations
entre génes homologues.
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Nous avons :
Ea(ZZ) = Ea(XX)) + Ea(XX;) + Ea(XiX;) + Ea(X;X;)
+ Ea(XD)) + Ea(X{D;) 4+ Ea(XiD) + Ea(XD:) + Ec(D:D)).

Les espérances mathématiques, conditionnées par Cl, des produits de
deux variables aléatoires gamétiques simples ne sont pas nulles; car les

variables aléatoires gamétiques étant sous la condition C1 toutes identiques,
nous avons :

Ea(XX)) + Ea(XX;) + Ea(X;X,) + Ea(X;X;) = 4E(X?).

Les espérances mathématiques, conditionnées par Cl, des produits d’une
variable aléatoire gamétique simple et d’une variable aléatoire de dominance
simple ne sont pas nulles.

Calcul de E,(X,D)).
La condition Cl1 entraine D, = D,;, d’ol1 :

ECI(XIDJ) = ECI(XIDI)
ECI(XIDJ) = E,,(XD)

Nous démontrerions de méme que :

Eu(X;D;) = E(XD)
Ea (XJDI) = Ec(XD)
Ea(X.D,) = E(XD).

En conclusion :
Ea(X:D;) + Ea(X;D;) + Ea(X;D) + Ea(X;D;) = 4E(XD).

L’espérance mathématique, conditionnée par Cl, du produit de deux
variables aléatoires de dominance simples n’est pas nulle.
La condition C1 entraine D, = D,, d’ou :

E/(D,D;) = E/(D?%.
En conclusion, I’expression de E.y(Z,Z;) est :
Eci(Z,Z)) = 4E(X?) + 4E(XD) + E(D?).
Supposons la condition C2 remplie :

S{(Gi=G; =G))+(G)) } = G..
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La probabilité de cette condition est 3,. La situation d’identité &, entraine
entre les variables aléatoires gamétiques simples X,, X}, X;, X; les relations
d’identité et d’indépendance suivantes :

{X=X=X)-(X) }.

Les espérances mathématiques Eco(X;X;) etE ¢.(X;X;), conditionnées
par C2, sont nulles car les variables aléatoires gamétiques de chaque pro-
duit sont indépendantes et I’espérance mathématique de chacune nulle, sous
la condition C2.

Les espérances mathématiques des produits Ec(X;X,) et Ecy(X;X;) ne

sont pas nulles, car les deux variables aléatoires de chaque produit sont
identiques entre elles, d’ou :

Ecz(XlXJ) = ECZ(X:XJ) = E(Xz)-

Nous allons démontrer que 1’espérance mathématique, conditionnée
par C2, du produit de la variable aléatoire gamétique simple X, et de la
variable aléatoire de dominance simple D, est nulle.

Quand les variables aléatoires gamétiques X, X;, X, sont fixées, la
variable aléatoire D, ne dépend plus que de la variable aléatoire X;, laquelle
est indépendante des trois autres. En conséquence X et D; sont des variables
aléatoires indépendantes, d’ou :

Ec:(XiD;) = EcyX,). Eco(Dy) = 0 car Eci(X) =0
1l en est de méme pour :
Ec,(X;D;) =0 etpour E(X;D)) =0.

Nous allons démontrer que 1’espérance mathématique E(X,D,) n’est
pas nulle. La condition C2 entraine :

=X =X, dot EgX,D)=EuXD).
Donc les résultats obtenus pour E,(XD) nous permettent d’écrire :
Eca(XxDl) = EC(XD)‘
En conséquence :
Ecz(XJDI) = Ec(XD).

Nous allons démontrer que l’espérance mathématique, conditionnée
par C2, du produit de deux variables aléatoires de dominance simples est
nulle. Quand les variables aléatoires gamétiques X, X}, X, sont fixées, la
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variable aléatoire D, ne dépend plus que de la variable aléatoire X, laquelle
est indépendante des trois autres. En conséquence D, et D, sont des variables
aléatoires indépendantes, d’ou :

Ecy(DiD;) = Ecy(Dy) * Eco(Dy)
or :
Ecx(Dy) = p(i —25) +q(j—s—1)=0
donc :
Ec.(D,D)) =0

I’expression de E, est donc :
Eci(Z,Z,) = 2E(X?) + E(XD).

Remarquons que les conditions C3, C4, C5 sont équivalentes a la condi-
tion C2, & une permutation prés des indices I et J, aussi pouvons-nous
écrire :

Eci(Z:Z,) = 2E(X*) + E(XD)
Eci(Z:Z;) = 2E(X*) + E(XD)
Ecs(ZlZ:) = 2E(X2) + Ec(XD)

Supposons la condition C6 remplie :
S {(G:=G})+(G,=G)} =G,

La probabilité de cette condition est 3. La situation d’identité restreinte S,
entraine entre les variables aléatoires gamétiques simples X,, X, X,, X; les
relations d’identité ou d’indépendance suivantes : ’

{(X=X)e (X=X }-

Les espérances mathématiques, conditionnées par C6, des produits de
deux variables aléatoires gamétiques simples sont toutes nulles puisque
dans chaque produit les deux variables aléatoires gamétiques simples sont
indépendantes. :

Les espérances mathématiques, conditionnées par C6, des produits
d’une variable aléatoire gamétique simple et d’une variable aléatoire de
dominance simple sont aussi nulles; car les deux variables aléatoires de
chaque produit sont indépendantes, et dans tous les cas 1’une d’entre elles
est une variable aléatoire gamétique simple d’espérance mathématique nulle.
Les termes de la forme Eq(XD) sont tous nuls.

L’espérance mathématique, conditionnée par C6, du produit de deux
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variables aléatoires de dominance simple n’est pas nulle. Ces deux variables
aléatoires sont indépendantes, donc :

ECG(DIDJ) = Ecs(Dx)- Ecc(D.v)
or :
Ece(Dy) = Ece(D;) = p(i — 25) + q(k — 2t)
il vient alors :
Ecs(DlD:) = [EC(D)P
Eco(DiD;) = p*(i — 25)* + 2pq(i — 25)(k — 2t) + g*(k — 2t)?

or :
2pq(i — 25)(k — 2t) = 2pq(pi + gk)* = 2pq(j — s — 1)*
car :
s+t=pi+qgk+]j
donc :

Ecs(DIDx) = Ep(Dz)-
En conclusion :
Ecs(zlzl) == Ep(Dz)‘

Ajoutons que la relation E,(D?) = [E.(D)]? sera démontrée de fagon géné-
rale p. 86.
Supposons la condition C7 remplie :

&{(G:=G)<(Gyo(G;) } =G

La probabilité de cette condition est 3,. La situation d’identité S entraine

entre les variables aléatoires gamétiques simples X;, X;, X,, X; les relations
d’identité ou d’indépendance suivantes :

{(X=X) e (X) o (X]) }-

Les espérances mathématiques, conditionnées par la condition C7, des
produits de deux variables aléatoires gamétiques simples sont toutes nulles,
car dans chaque produit les termes sont indépendants et ’espérance mathé-
matique de chacun d’entre eux nulle.

Les espérances mathématiques, conditionnées par C7, des produits d’une
variable aléatoire gamétique simple et d’une variable aléatoire de domi-
nance sont toutes nulles, car les deux variables aléatoires de chaque produit
sont indépendantes, et dans tous les cas I’une d’entre elles est une variable
aléatoire gamétique d’espérance mathématique nulle. Les termes de la
forme E;(XD) sont donc tous nuls.
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L’espérance mathématique conditionnée, par C7, du produit de deux
variables aléatoires de dominance est nulle.
Ces deux variables aléatoires sont indépendantes, donc :
Ecv(DlDl) = Ec7(D1) . Ecv(D:)
or:
E.,(D,) =0
il vient alors :
E,(D,D;) = 0.

En conclusion, nous avons :
EC7(ZIZJ) =0

Remarquons qu’a la permutation prés des indices I et J la condition C8 est
équivalente a la condition C7, aussi avons-nous :

Ew(ZZ;) = 0.
Supposons la condition C9 remplie :
6{(GI =Gj)o (G; EG;)}:G,,

La probabilité de cette condition est 3,. La situation d’identité restreinte &,
entraine entre les variables aléatoires gamétiques simples X, X,’, X, X: les
relations d’identité et d’indépendance suivantes :

{Xi=X)e (X; =X)) }.

Les espérances mathématiques Eco(X;X;) et Ec(X;X,), conditionnées
par C9, sont nulles car les variables aléatoires gamétiques de chaque pro-
duit sont indépendantes et ’espérance mathématique de chacune nulle sous
la condition C9.

Les espérances mathématiques des produits Ec(X:X;) et Eco(X}X;) ne
sont pas nulles, car les deux variables aléatoires de chaque produit sont
identiques entre elles, d’ou :

Eco(XiX;) = ECQ(X:X:) = E(X)z.

Les espérances mathématiques, conditionnées par C9, des produits d’une
variable aléatoire gamétique et d’une variable aléatoire de dominance sont
toutes nulles car dans chaque zygote les variables aléatoires géniques sont

indépendantes, ce qui assure l’indépendance entre variables aléatoires
gamétique et de dominance :

ECD(XID:) = Ecs(X;DJ) == Ecv(XJDx) = ECO(X;DI) =0.
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L’espérance mathématique, conditionnée par C9, du produit de deux
variables aléatoires de dominance n’est pas nulle. Il est immédiat
que D, = D,, d’ou :

Eco(DlDJ = Ep(Dz)-
En conclusion, il vient :
Ecs(ZIZJ) = ZE(Xz) + Ep(Dz)-

A la permutation prés de L, et de L}, la condition C12 est équivalente 2
la condition C9, d’ou il vient :

Ecii(Z,Zy) = 2E(X*) + E,(D?).
Supposons la condition C10 remplie :
S{(Gi=Gy)e(G))-(G)) } =61

La probabilité de cette condition est 3,,. La situation d’identité res-
treinte S,, entraine entre les variables aléatoires gamétiques simples
X, X}, X;, X; les relations d’identité et d’indépendance suivantes :

{Xi=X)o (X)) (X)) }-
La condition C10 entraine X, = X,, d’ou :
ECIO(XIXJ) = Ec:m(xl2 ) = E(Xz)_

Les espérances mathématiques Ec;o(X:X}), Ec1o(X;X,), Ec1o(X;X;), condi-
tionnées par C10, sont nulles car les variables aléatoires gamétiques de
chaque produit sont indépendantes et I’espérance mathématique de chacune
nulle.

Les espérances mathématiques, conditionnées par C10, des produits
d’une variable aléatoire gamétique et d’une variable aléatoire de dominance
sont nulles parce que ces deux variables aléatoires sont indépendantes et
I’une d’entre elles est d’espérance mathématique nulle :

Ecxo(XlDJ) = ECIO(X:DJ) = ECIO(XJDI) = ECIO(X:DI) =0.

L’espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires de
dominance, conditionnée par C10, est nulle, car si I’on fixe 1’état génique
de G; (et par conséquent de G;) la variable aléatoire D, ne dépend plus que
de G et la variable aléatoire D, ne dépend plus que de G;. Or G; et G sont
des geénes indépendants, donc les variables aléatoires D; et D, sont indé-
pendantes. Dans ces conditions 1’espérance mathématique de D; et celle
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de D; sont nulles puisque 2 la fois G; est indépendant de G et G, indépen-
dant de G;. D’ou :

Eco(D,D;) = 0.
En conclusion, il vient :
ECIO(ZIZJ) = E(Xz)

Remarquons que les conditions C11, C13, C14 sont équivalentes a la condi-
tion C10, ce qui permet d’écrire :

ECII(ZIZJ) = E(Xz)
Ec13(Z1ZJ) = E(Xz)
Ecu(ZlZJ) = E(Xz)

Supposons la condition C15 remplie :
S{(G)<(G;)(G)o(G;) } =GCss.

La probabilité de cette condition est 3;;. Elle entraine I’indépendance
entre Z et Z,, si bien que :

ECI5(ZIZJ) = EC15(ZI)' Eas(ZJ) = 0.

Les résultats partiels obtenus sont réunis dans le tableau ci-dessous:

de lgfgcly):&ltlilct); G Espérance mathématique conditionnée de Eci(Z:Zs)
3 Ec1 (ZiZ;) = 4E(X?) + 4E(XD) + Ec(D?)
3, Ec: (ZiZ;) = 2E(X?) + EA(XD)
3y Ecs (ZiZ;) = 2E(X?) 4+ E«(XD)
a Eer (7.2 = 250 & ELXD)
O cs (Zid;) = +
3¢ Ece (Z:Z;) = + Epx(D?)
3, Ecr (ZiZ;) = O
33 cs (ZiZ;) = 0O
3y Eco (Z1Z;) = 2E(X?) + ExD?
310 Ecio(ZiZs) = E(X?)
11 Een(Z:Z,) = E(X®
312 Ec12(Z:Z;) = 2E(X?) + Ex(D?)
813 Ec1s(ZiZ;) = E(X?)
d1a Ecu(Z:Z;) = E(X?)
315 Ecis(ZiZy) = 0
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Il vient alors apres regroupement :

E(ZIZJ) = { 481 + 23, + 283 + 28, + 285 + 289 + 810
4 8 + 28, + 813 + 84 } E(Xz)
+ {48, + & + & + 8 + 3; } E(XD)
+ { 36 + 8 + S } Ep(Dz)"f‘ SlEc(Dz)-

Expression de ’espérance mathématique des variables aléatoires génotypi-
ques de I et de J, et d’un zygote pris au hasard dans une population :

E(Z)), E(Z,), E(Z).
Soit f; le coefficient de consanguinité du zygote I, nous avons :
E(Z) = (1 — HENZ) + fEA(Z)).
Or nous avons posé :
E)Z) =0
donc :

E(Z)) = fEAZ)

ce qui donne aussi :
E(Z,) = fiEAZ,).

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les termes de correction
suivants :

E(Zl) . E(Z:) = f xf J[Ec(zl) . EC(ZJ)]
[E(Z))* = f1[EZY)?
[E(Z.v)]z = f ;2 [EC(Z,)]Z.

Nous remarquerons que :
B(Z) = EY + D) = E(Y) + E(D) = E(D)
car :
E(Y) =0 d’ou  E(Z) E(Z;) = fiiE(Dy)-E«(D,)
or :
E(Dy) = E(D,) d’ot E(Z)-E(Z;) = fifi[E«(D)]* = fifi[E<(D)}*

or, par définition :

E(D) = pi + gk
[E«D))* = (pi + gk)*
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et nous avons de plus :

Ey(D?) = p*(i — 29)* + 2pq(j — s — 1)* + q*(k — 2¢)*
avec .
P — 28)* = q*(pi + gk)*
2pq(j — s — t)* = 2pq(pi + gk)*
q*(k — 2t)* = p*(pi + gqk)*
d’ou il vient :

E,(D?) = (pi + gk)* = [E(D)]*
E,(D?) = [E(D)]*.

Nous pouvons donc écrire que :
E(Z,)-E(Z)) = fifiEx(D?).
Nous démontrons de la méme fagon que :

E(Z)* = f1E,(D?)
E(Z,)* = f}E,(D9.

Nous avons la relation COV (Z,.Z,) = E(Z Z;) — [E(Z,)-E(Z,)] qui peut
étre explicitée comme suit & I’aide des résultats précédents :

Ccov (lel) = {43, + 23, + 23; + 28, + 28; + 23, + 310
+ 8 + 285 + 85 + 84 } E(X?)
+ {43, 4 3 + 8 + 3, + 3, } E(XD)
+ { 86 + 89 -+ 812 ““f;ﬁ } Ep(Dz) + 81}30(])2)
mais :
43, + 28; + 285 + 28, + 285 + 285 + 810 + du + 281 + 35 + 34 = 4oy

donc :

COV (Z,Z,) = 49,E(X?) + {48, + & + 8 + 3, 4+ 3; } E(XD)
+’ { 83 + 89 + 812 _ﬁf; } Ep(Dz) + lec(Dg)-

En posant :

doy = A, 435, + 8, + 8 + 8, + 8, =B,
8,+8,+313—f,f;=C, 8c+89+312=C*, 81=D-

Nous avons :

COV (ZZ,) = A E(X*) + BE(XD) + CE,D? + D E(D?
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lorsque les génes de la population (ou du groupe) sont totalement identiques,
nous avons :

=1, fi=fi=1L

Tous les autres coefficients d’identité restreinte étant nuls, 1’expres-
sion COV (Z,Z;) se modifie ainsi :

COV (Z,Z,) = 4E(X?) + 4E(XD) — E,(D*) + E{(D?.
Le développement de ces différents termes donne :
4E/(X?) = 4ps® 4 4qt*
4E(XD) = — 8ps* — 8qt? + 4psi + 4qtk
— E,(D?) = — (pi + gk)?
E(D?) = 4ps? + 4qt®* — 4psi — 4qtk + pi* + qk?
d’ou :
COV (Z,Z,) = pi* + gk* — (pi + gk)* = E.(Z*) — [E(2)]*
COV (Z,Z;) = VAR(Z).

Résultat qui ne saurait surprendre car sous la condition d’identité entre
tous les loci Z! = Z,, d’ou :

COV (Z, Z) = VAR (2).

Dans le schéma de G. Malécot de 1939, les zygotes I et J sont apparentés
et non consanguins, ce qui entraine que I et J sont non consanguins,
donc f; =/, =0:

3 =0
S =8 =08=23;,=0
36=08,=938;,=0
et que :
812281:5:814:0
si:
89 #* 0, 810 #* 0, 8113'50-

Il est alors évident que :

3 =09"; 8 =01 —9'); n=9'(1 — o)

en considérant ¢ et ¢’ les coefficients de parenté de G. Malécot, définis entre
les parents de I et J, apparentés.
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Le fait que I et J ne soient apparentés que par deux de leurs génes distincts
entraine (en supposant que §, # 0 et que §;, = 0) que la situation :

G{(Gi=Gy)e(G; =G)},
réalisation simultanée de deux événements indépendants, I'un &(G; = G,),
I'autre &(G; = G;), a une probabilité de réalisation 8, non nulle.
En conséquence :

Pr{6,}=PI{G(G,EG,)}*PI{6(G;EG:)}
Pr{S,}= 9o’ = 8.

Nous démontrerions par un méme raisonnement que :

Pr{Gu} =0 —¢) =3,
Pl' { 611 } = (P’(l —_ CP) = 811.

En portant ces valeurs dans 1’expression de la COV (Z,Z)), il vient :
COV (Z,Z)) = E(Z,Z,) = (23, + 33 + 3)E(X?) + 3,E,(D?)

or :

28, 4 80+ 8y =299" +¢(1 — @) +9'(1 —9) =0 + ¢’
et :
3y = 9¢’
COV(ZZ;) = (¢ + ¢)EX?) + ¢9'Ex(D?)
qui est la formule de G. Malécot de 1939.

Dans le cas ol les zygotes I et J ne sont plus apparentés que par un seul
de leurs génes homologues, ce qui entraine, comme condition supplémen-
taire 4 celles du schéma de G. Malécot, si 8, = 0, que 8, = 0 et §,, # O,
Dans un tel schéma, seule peut é&tre réalisée une situation de la forme :

S = 6{(GI =Gyo (G:)° (G;) }

Sy est la réalisation simultanée de deux événements indépendants, 1’un
&(G; = G,), I'autre &(G; o G;). Or, dans ce schéma :

Pr{S(G,=G)}=¢
Pr{G(G;oG:)}zl

d’ou :
Pr{S,,}=¢.

Autrement dit, tout revient a faire ¢’ = 0 dans le schéma de G. Malécot
de 1939.
COV (Z,Z;) = E(Z Z,) = ¢E(X3).

ANN. INST. POINCARE, B-11-1 5
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2. Expression de la variance génotypique de I et de J.

Nous avons :
VAR (Z)=E(Z})) — [E(Z)]".
L’espérance mathématique E(Z3) de la variable aléatoire zygotique Z,se
calcule ainsi :

Soient £; et f; les coefficients de consanguinité de I et J et f le coefficient
de consanguinité moyen d’une population :

E(Z?%) = (1 — f)E(Z*) + fE[(Z?)
or Z=Y + D:
E(Z?) = (1 — NE,I(Y + D)*] + fE[(Y + D)?]
E,[(Y + D)} = E,(Y?) + 2E,(YD) + E,(D?)
E,(Y?) = 2E(X?)
E (YD) =0
E.[(Y + D)?] = E(Y*) + 2E(YD) + E«(D?*)
Ed(Y?) = 4E(X?)
2E(YD) = 2E[(X + X")-D] = 4E(XD)
d’ou :
E(Z%) = (1 + f)2E(X®) + fAE(X?) + 4fE{XD) + fEL(D?) + (1 — /)E,(D?).

Ce qui permet d’€crire :
E(Z}) = 2(1 + f)E(X?) + 4/:ELXD) + (1 — f)E,(D?) + fE(D?)
et :
E(Z]) = 2(1 + f1)E(X?) + 4f:E(XD) + (1 — f1)E,(D?) + f,E(D?).
Le carré de I’espérance mathématique de la variable aléatoire génotypique
a été calculé précédemment :
[E(Z)]* = f1Ex(D?)
et :
[E(Z)]* = fIED?).
De ces résultats nous tirons les expressions des variances de I et de J :
VAR (Z)) = 2(1 + f)E(X?) + 4f:E(XD)
+ (1 — fDE,D?) + fE(D?) — f1ExD?)
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VAR (Z,) = 2(1 + f)E(X?) +4fE(XD)+ (1 — f1 — f})E,(D?) + fiE{D?)

de méme il vient pour la variance de Z7 :

VAR (Z)) =2(1+ f)E(X*) + 4f;E(XD)+ (1 — f; — f})Ex(D? + f/E(D?).

On remarque que si f = 0 :
E(Z?) = 2E(X?) + E,(D?)

qui est I’expression de 1’analyse de la variance donnée par R. A. Fisher en
1918.
Par ailleurs, si f; = f; = 1, il vient :

VAR (Z,) = 4E(X*) + 4E(XD) — E,(D?) + E{(D?* = VAR, (2)
VAR (Z,) = VAR (Z).

Il faut souligner que d’avoir par convention centré toutes nos variables
aléatoires génétiques sur leurs moyennes dans une population dont tous les
génes sont indépendants conduit a une variance a priori non nulle pour une
population dont tous les génes sont identiques.

Car il s’agit de la variance a priori pour le calcul de laquelle nous sup-
posons que les génes de la population, tous identiques, peuvent appartenir
a une classe d’isoaction, avec pour chacune une probabilité qui était celle de
la classe d’isoaction dans la population d’origine, d’ou I’expression en rappe-
lantquep +¢g=1:

VAR, (Z) = pi* + gk* — (pi + gk)*
= pq(i + k).

3. Expression des corrélations génotypique et zygotique
entre I et J.

La corrélation génotypique peut étre obtenue aisément & partir des résul-
tats précédents :

COV (Z.Z;)
Iy = .
4/VAR (Z))- VAR (Z,)

Remarquons que pour une population dont tous les génes sont identiques,
nous avons : ’

ry = 1.
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Si nous supposons que le déterminisme du caractére ne comporte pag
d’effet de dominance, les termes suivants s’annulent :

E(XD), E,(D?, Ed(D?)

ce qui conduit A une nouvelle expression de la corrélation entre I et J appelée
corrélation zygotique :

— 4<p,,E(X2)
AV/2(1 + f)EX?)-2(1 + f)E(X?)

ry = 2¢y .
V(ENATTENS)

1l est remarquable que cette corrélation zygotique ne dépende que des
coefficients d’identité restreinte.

Les formules obtenues dans le cas d’une classe d’homologues peuvent
étre généralisées au cas d’un nombre quelconque de classes d’homologues
en redéfinissant chacune des composantes de la variance ou de la covariance
comme la somme de la composante de chaque classe d’homologues, pourvu
qu’il n’y ait pas d’épistasie et que 1’équilibre asymptotique ait été atteint
dans le cas de linkage.

Ty

V. — LES CORRELATIONS GENETIQUES
ENTRE APPARENTES QUELCONQUES
DANS LE CAS D’EFFET MATERNEL GENETIQUE

La valeur d’un caractére quantitatif chez un individu est la résultante de
son patrimoine héréditaire et du milieu ou il a vécu. Or parmi les effets
d’environnement il peut &tre souhaitable d’estimer I’effet maternel génétique.
C’est le résultat qui est présenté.

Lorsque la dépendance du jeune vis-a-vis de sa mére est aussi étroite que
dans le cas des mammiféres, les qualités maternelles ne manquent pas
d’avoir sur le phénotype du jeune une certaine influence.

Dans les problémes d’élevage ou zootechniques il est souvent nécessaire
d’estimer la potentialité génétique d’un caractére et 1’influence du génotype
de la mére sur ce caractére. C’est le cas, par exemple, de la vitesse de crois-
sance qui dépend en particulier de I’aptitude laitiére de la mére.

Le schéma le plus général consiste & supposer que le caractére mesuré
chez le jeune est sous la dépendance d’un ensemble fini de classes d’homo-
logues, que P’effet génétique maternel est sous la dépendance d’un autre
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ensemble fini de classes d’homologues; les deux ensembles pouvant ne
pas étre disjoints.

Soient L, et L, le premier et le second ensemble de loci. Soient /; < L,
et I, = L, les sous-ensembles de loci communs a L, et L,, avec [, = /.

Si ’on considére ’ensemble produit L, X L,, c’est-a-dire les couples
ordonnés formés de deux classes d’homologues, le premier pris dans L,,
le second dans L,, ils se répartissent en deux sous-ensembles, celui pour
lequel les deux classes d’homologues sont distinctes, celui pour lequel les
deux classes d’homologues ne sont que la méme classe d’homologues
répétée deux fois.

11 est donc plus efficace d’étudier d’abord deux schémas simples :

— le premier consiste A supposer que le caractére en cause est déterminé
par une seule série biallélique L et que ’effet maternel sur ce caractére est
déterminé par une autre et seule série biallélique £ ;

— le second consiste a4 supposer que le caractére en cause est déterminé
par une seule série biallélique L et que I’effet maternel sur ce caractére est
déterminé par la méme série biallélique L;

— puis, nous nous proposons d’exposer une étude du schéma le plus
général en supposant néanmoins que 1’état stationnaire d’indépendance a pu

étre atteint malgré le linkage susceptible d’exister entre les classes d’homo-
logues en cause.

1. Nous supposons que le caractére en cause est déterminé par une série
biallélique L, et que Peffet maternel sur ce caractére est déterminé par une
autre et seule série biallélique §..

Soient deux individus I et J apparentés suivant le schéma général de
I’étude du coefficient de corrélation génotypique dans une population
quelconque. Ajoutons comme convention que N est la mére de I, et que Q
est la mére de J. A propos des individus N et Q il est possible de définir
I’ensemble des coefficients d’identité restreinte, comme nous ’avons défini
pour I et J. En particulier, nous considérons les ensembles des coefficients
d’identité restreinte définis entre les couples de zygotes suivants : 1J, NQ,
IQ, IN, JN, JQ. Nous numérotons ces couples de 1 & 6. Nous avons pré-
cédemment posé les coefficients A, B, C, C*, D égaux a des fonctions linéai-
res de 3;. Nous indiquons ces coefficients de la maniére suivante :

Al, B1, Cl1, C*1, D1 pour le couple IJ;
A2, B2, C2, C*2, D2 pour le couple NQ;
A3*B3, C3, C*3, D3 pour le couple IQ;
A4, B4, C4, C*4, D4 pour le couple IN;



70 : M. GILLOIS

AS, BS, C5, C*5, D5 pour le couple JN;
et A6, B6, C6, C*6, D6 pour le couple JQ.

Nous attachons & L la variable aléatoire gamétique X, et a £ la variable
aléatoire gamétique X. Nous définissons de plus deux variables aléatoires
zygotiques :

Y=X+X* e Y=I+ L*;

deux variables aléatoires génotypiques :
Z=X+X*+D et Z=X+IL*+D
et deux variables aléatoires de dominance :
D et D
Elles satisferont aux relations habituelles que nous rappelons briévement :

EX)=ps+qt=0
E(X?) = ps* 4 qt*
E(Y) = p*s + 2pg(s +- 1) +- ¢t =0
E,(Y?) = 2E(X?) E.(Y?) =4E(X?
EZ) = p* + 2pgj + ¢*k =0
BAZ) = pi+ gk # 0
E)(Z*) = p** + 2pqj* + q*k* # 0
E(Z%) = pi* + qk* # 0
E(XZ) = psi + gkt # 0
EyD) = p*(i — 25) + 2pq(j — s — 1) + ¢*(k — 2t) =0
E(D) = p(i — 2s) + q(k — 2t) = E(Z) # 0
E,(D*) = p*(i — 25)* + q*(k — 21)* + 2pq(j — s — 1)* # 0
E(D?) = p(i — 2s5)* + q(k — 2t)* # 0.

En supposant que les constantes p, ¢, s, ¢, i, j, k prennent d’autres valeurs
quelconques, nous pourrions définir les mémes relations pour les variables
aléatoires X, Z, D en indigant p, q, s, ¢, i, j, kK d’une apostrophe. Nous
introduisons de plus les deux variables aléatoires P; et P, attachées aux
individus I et J et définies par la relation suivante :

P, = Zx + %y
P,=Z,+ %,
Le coefficient de corrélation phénotypique entre I et J en supposant
Pinfluence du milieu réduit 3 ’influence génétique maternelle est :
. COV (PP)
""" A/VAR (P).VAR (P,
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Dans I’hypothése de 1’absence d’épistasie entre les loci de I’individu et
entre les loci maternels qui influent sur le méme caractére, et dans 1’hypo-
thése supplémentaire que 1’équilibre asymptotique ait été atteint entre tous
les couples de loci malgré le linkage susceptible d’exister, nous avons
indépendance entre Z, et Zy, Z, et Z, entre Z; et Z,, Z, et Z, donc :

COV (PP,) = COV (Z,Z,)) + COV (ZZ,).
Or, nous avons :
COV (Z,Z,) = A1 E(X?) + Bl E(XD) + C1 E,(D?) + D1 E(D?)
COV (Z:Zo) = A2 E(X?) + B2 E(XD) + C2 E,(D?) + D2 E(D?).
De méme :

VAR (P;) = VAR (Z;) + VAR (%)
VAR (P,) = VAR (Z,) + VAR ().

Or, nous avons précédemment calculé ces variances, d’ou :
o COV (Z.Z;) + COV (Z:Zy)
n— .
VIVAR (Z) + VAR ()] + [VAR (Z,) + VAR (Z,)]

Une telle expression serait longue & développer. Supposons que 1’effet
génétique du locus L et celui du locus £ soient strictement additifs, nous
avons I’expression suivante de la corrélation phénotypique :

_ Al E(X?) 4 A2 E(L?)
V201 —HEX?) + 2(1 — fEXE)]- [2(1 — fE(X?) +2(1 — fJEXE2)]

avec

Iy

Al=4¢;, et A2=4qy,.

II. Nous supposons maintenant que le caractére en cause est contrélé
génétiquement par une seule série biallélique L, et que I’effet maternel géné-
tique sur ce caractére est dii a cette méme série biallélique. Le schéma conduit
a créer deux variables aléatoires gamétiques X et X attachées 3 un méme

géne, donc non indépendantes. Nous définissons de plus deux variables
aléatoires zygotiques :

Y=X+X* e Y=L} L*
deux variables aléatoires génotypiques :

Z=Y+D et Z=Y4+9D
et deux variab_les aléatoires de dominance :

D et D
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comme nous ’avons fait précédemment. Ces variables aléatoires satisfont
aux relations habituelles que nous avons présentées page 70, et pour les-
quelles p = p’, etc.

Nous introduisons les variables aléatoires P, et P, telles que :

Pl = Zx + ZN
P,=2Z, + %,

Le coefficient de corrélation phénotypique entre I et J, en supposant

P’influence du milieu réduit a 1’effet génétique maternel, est égal & :
N COV (PP,
A/VAR (P, * VAR (P,)

COV (P,P)) = COV (Z,Z,) + COV (£:%,) + COV (ZZ,) + COV (Z,Z).

Le calcul de COV (Z,Z,) et de COV (Z.Z,) a déja été réalisé précédemment.
Le calcul de COV (ZZy) et celui de COV (Z,Zy) peuvent étre conduits en
remarquant que les variables aléatoires génotypiques Z, et Z, dépendent des
états de quatre génes homologues appartenant a deux zygotes distincts I et Q,
et qu’il en est de méme pour Z, et Z. La connaissance des coefficients d’iden-
tité restreinte pour chacun des couples d’individus 1, Q et J, N permet d’attri-
buer & chacune des situations d’identité ou d’indépendance des génes G,, G,
Go, G, ou des loci G,, G;, Gy, Gy, une probabilité, d’ou le calcul suivant :

COV (ZZ)) = E(ZZ,) — E(Z) EE,).
Le calcul de E(ZZ,) est conduit en utilisant le théoréme des moyennes

conditionnées comme dans le cas de E(Z,Z,).
Les résultats sont les suivants :

Probabilité
de la Espérance mathématique conditionnée de Eci(Z:Zo)

condition C;

3, Ea (ZiZo) = 4E(X :I}) +2EB«(XD) + 2E/(XD) + E/(DD)

3, Ece (ZiZo) = E«(XD)

33 Ecs (Z:iZq) = ZE(XZI;) Ec(lBD)

S Ecs (ZiZq) = 2E(XX) + E(XD)

35 Ecs (ZiZq) = 2E(XX) + Ec(XD)

S Ecs (Z1Z£q) = + Ep(DD)

3, Ecr (ZIZQ)

3 Ecs (Z:Zo) =

3 Ecs (ZIZQ) = 2E(XII:) +Ex(DD)

310 Ecm(Zx o) = EXX)

3 Ecu(Zx ) = EB(XX)

% |EcuZiZe) = 2BXT) +EDD)

313 Ecl3(Zx q) = E(XX)

814 014(21 Q) = E(X:I:)

855 Ec1s(ZiZo) =
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Il vient aprés regroupement et en posant :

>
281+82+Sa=B

<
281+84+85=B

<
E(ZZ,) = A3E(XX) + B3E.(XD) + B3E,(ID) + C*3E,(DD) -+ D3E,(DD)

avee

EXX)=pss + qtt’

E(XD) = ps(i’ — 2s") + qt(k’ — 2t")

E(XD) = ps'(i — 25) + qt'(k — 2t)

E,(DD) = p*(i — 29)(i"' — 25) + 2pg(G — s — )(j' — 5" — 1)

+ ¢*(k — 20)(k" — 2¢")

E(DD) = p(i — 25)(i’' — 25") 4+ q(k — 2t)(k" — 2¢t')
E(XX) = p ss’ + g tt’ peut surprendre, il s’agit d’une expression analogue
3 E(X?) = ps® + qr2, c’est-a-dire que I’on considére le méme gene, et les
deux variables qui lui sont attachées.

De méme nous obtenons pour E(Z,Z) ’expression :

E(ZZ,) = ASE(XX)+ BSE(XD) + BSE(XD) + C*5E,(DD)+ D5E(DD)

L’espérance mathématique du produit des deux variables aléatoires P,
et P, est donc :

E(P.P;) = Al E(X?) + B1E.(XD) + C*1E,(D?) + D1E.(D?
+ A2E(X2) + B2E(LD) + C*2E,(D?) + D2E(D?)

+ (A3 + AS)E(XT) + (B3 - BS)E(XD) + (B3 -+ BS)E(LD)
+ (C*3 + C*S)E,(DD) + (D3 + DS)E(DD).

Il nous reste maintenant & calculer le terme de correction E(P)*E(P)).

E(PI) = E(ZI + ZN) = E(Zl) + E(zN)
E(Z) = (1 — HENZ) + fiE(Z) = LELZ)
or :
FEL2) = fELD) L
donc : MO
E(P;) = fiE(D) + fWEc(D)

de méme :
E(P,) = fiEc(D) + foE(D)

‘,,;!*
2o
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E(P)+E(P;) = fiffE«(D)Ed(D) + /ifoEc(D) - E(D)
+ SiIfiE(D) - Eo(D) + fufoEc(D) E(D)

or, nous avons par ailleurs :
E(D)-E«(D) = E(D?*) = E,(D?
E{(D)-E(D) = E(D?) = E(D?)
et il est aisé de montrer que :
E(D)-E(D) = E(DD) = E,(DD)

s étant le symbole de la condition suivante : les deux paires de loci sont
simultanément en état d’identité. D’ou :

E(Py)-E(P,) = £ifilE)(D?) + (fife + A/VEHDD) 4 ASoEn(D?).

La covariance entre les variables aléatoires P;, P; a donc I’expression
suivante :

COV (P,P)) = A1 E(X?) + Bl E(XD) -+ C1E,(D? + D1E(D?
+ A2E(X?) + B2E(XD) + C2E,(D?) + D2E(D?)

+ (A3 + AS)E(XT) + (B3 + BSE(XD) + (B3 + BS)E(TD)
+ (C3 + CS)E,(DD)+ (D3 + DS)EL(DD).

Il nous reste a calculer les variances des variables aléatoires phénotypi-
ques P, et P, :

VAR (P)) = VAR (Z; + %) = VAR(Z) + VAR (Zy) + 2COV (Z:Zy).

Or, nous connaissons déja ’expression de la variance de Z, et de celle
de Z,, de plus ’expression de la covariance entre Z, et Z, est la suivante
puisque les variables aléatoires Z, et Z; dépendent des états de quatre génes
homologues dont deux appartiennent au zygote I et deux au zygote N;
or nous avons précédemment défini pour ces quatre génes homologues des
situations d’identité restreinte et leurs coefficients. Aussi, aprés application
du théoréme des moyennes conditionnées, nous pouvons écrire :

COV (ZZ,) = A4E(XT) + BAE(XD) + BAE(XD) | C*4E,(DD)
+ D4Ec(D£D) "‘foNEp(Dﬂ))
d’ou ’expression de la variance de P; suivante :

VAR (P)) = VAR (Z) + VAR (%) + 2COV (Z£,)
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VAR (P) = 2(1 + f)E(X®) + 4fiEd(XD) + (1 — fi — f7)E,(D?) 4 fiE(D?
+2(1 — fEXL?) + 4/ ELLD) + (1 — fiy — f2)ED?) + fLELD?)

+ 2(A4)E(XE) + 2(B4)E(XD) + 2(B4)E.(XD)
+ 2(C*4)E,(DD) + 2(DHELDD) — 2f, fxE,(DD).

Un raisonnement simple permet de retrouver 1’expression de la variance
dela variable aléatoire P; quand les variables aléatoires génotypiques Z,; et Zy
sont indépendantes (quelle qu’en soit la cause biologique).

Si Z, est indépendante de Z,, nous avons :

< >
A4=B4=B4=D4=0
de plus :

C*¥4 =8, 4+ 8, +3, avec 3,=238,=0

et 8, = fifn, ce qui est immédiat si I’on se reporte aux situations d’iden-
tité restreinte auxquelles sont attachés les coefficients 3,, 3;,, 3.

En conséquence 2(C*4)E,(DD) = 2f; fLE,(DD) ce qui donne pour la
variance de P, I’expression du schéma précédent.

Il est aisé d’obtenir ’expression de la variance de la variable aléatoire
phénotypique P,.

Nous sommes en mesure d’exprimer le coefficient de corrélation phéno-
typique entre les individus I et J en remplacant les termes de 1’expression
ci-dessous par leur valeur analytique que nous avons obtenus :

_ COV(PP)
~ VAR (P,).VAR (P,

Supposons que le déterminisme génétique du caractére soit strictement
additif, il vient alors :

COV (P,P,) = A1 E(X?) + A2E(X2) + (A3 4 AS)E(XX)

VAR (P) = 2(1 + HEX?) + 2(1 + fIE(L?) + 2(A4)E(XL)
VAR (P)) = 2(1 + f)E(X?) + 2(1 + fJE(L?) + 2(A6)E(XX).

Iy

III. Il nous est maintenant facile d’aborder I'étude du schéma le plus
général. Le caractére mesuré chez le jeune est sous la dépendance d’un ensem-
ble fini de classes d’homologues, Ieffet génétique maternel est sous la dépen-
dance d’un autre ensemble fini de classes d’homologues, les deux ensembles
pouvant étre non disjoints. Soient L, et L, le premier et le second ensemble
de classes d’homologues. Soient I, < L, et I, = L, les sous-ensembles de
classes d’homologues communes a L, et L,, avec [, = [,, autrement dit :

Ll =1L =1k
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Si nous considérons 1’ensemble produit L; X L,, c’est-a-dire les couples
ordonnés formés de deux classes d’homologues, le premier pris dans L,, le
second dans L,, ils se répartissent en deux sous-ensembles, celui pour lequel
les deux classes d’homologues sont distinctes, celui pour lequel les deux
classes d’homologues ne sont que la méme répétée deux fois. Pour identifier
les classes d’homologues nous les indicerons de 1 a4 k, en remarquant que
si I’ensemble L, compte m éléments, I’ensemble L, en compte n, les ensem-
bles /j et I, en comptent g, nous avons la relation :

k=m+4n—g.

k est le nombre de classes d’homologues de ’ensemble L, U L,. Ainsi pour
tout couple de classes d’homologues pris dans L, X L,, nous avons deux
indices différents si les deux classes sont distinctes, deux indices égaux s’il
s’agit de la méme répétée deux fois.

Soit « I’indice des classes d’homologues appartenant a L,, donc présents
chez le jeune. Soit B ’indice de celles appartenant a L,, donc présents chez
la mere. « prend m valeurs distinctes et £, n.

Nous introduisons les deux nouvelles variables aléatoires phénotypiques

suivantes : ’l;, attachée a I et ?, attachée a J. Elles satisfont aux relations

suivantes :
~ a )
fi= %= Sh
a <]

-3
Z étant le symbole de la sommation de tous les termes Z, pour toutes les
[ 4
valeurs que peut prendre I’indice o :

~ o g
B, — Zz, + qu.

Posons :

Z= >z
o

/Z\.lv: Z.l
o

. g

Zy = ZN
8
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La covariance phénotypique entre I et J s’obtient de la maniére suivante :
COV (P.P,) = E(P,P,) — E(P)).E(P,)
EPP) = ElZ + 29.Z + 2
E(PP) = EZZ) + EZZ,) + EZ.Z) + E@Z.Z,)

s o] (7). (7)) -5(352).

Le symbole z est celui d’une somme dont les termes sont des produits

.12

o a .

du type Z,Z,, et tels que le premier « est attribuable au geéne présent dans I et
le second « au géne présent dans J, chacun des indices « prenant indépen-
damment toutes les valeurs qui leur sont possibles.

E(ZZ)) — > E@Z)

o [
si « # a, les variables aléatoires génotypiques Z, et Z, sont indépendantes
si ’équilibre asymptotique a été atteint malgré le linkage susceptible d’exis-
ter entre les classes d’homologues en cause :

o€ o o [+ 4
E(Z.Z,) = E(Z,)) .E(Z,)
sia=a,
o o
E(Z:Z;) # 0
¢’est une expression que nous avons étudiée précédemment.

Il en est de méme pour E(QN:’E\Q), d’ou :

EZZ) — ZE(zlz,) + Z[E(zg E(Z)]

u = G a%u
A g B [ <]
BEZ) = D BEE) +  [EZ).E(Z)
BQ—-BB ﬁ[;ﬂﬁ

Il nous reste a étudier les termes E(,Z\fz;q) et E(Z/Z\N) :

w2 =x{(53) (S]] -5 354
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- x(354) +o{374)

B(ZEZ) = ZE(ZI 9+ ZE(Z,ZQ)
a B aaﬁﬁ
de méme :
EZ2) = Z[E(z, I+ Z[E(zx o
a B a:ﬁﬂ

Remarquons que dans ces deux derniéres expressions le premier terme du
second membre est une somme de n termes (si m > n) et que le second terme
est une somme de m (;m — 1) termes.

En conséquence :

BPF) = D [BZZ) + D [BZ)-EZ)]

oo

a=a aFa

- Z[E(z 1+ Z{E(ZN) BZ))
B B B#B

+ DEE + > [BZE)
o «p

+ D E&ZI + D B2
a2 e

Calculons dés a présent le terme correcteur E(?,)-E(’I;,).

L’espérance mathématique de la variable aléatoire phénotypique I/’\x est :
o 8
By = [(22) + (> 2]
o 8
o B8
= DEZ) + > B,
o 8

de méme :

E@) = D EZ)+ > )
L3 g
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d’ou :

BP)E®) = [ DB@) + DEE)] - [ DE@) + SEc)
o ] o 8
=[Dr@)]- [ Sre@)+[Sr] - [Sed)
o o o 8
=[Drdo] - [ D@+ [ Srca] - [SEd)
[} a <] <]

E@)-E() = Z[E(i)-E&,)] + Z[E&o E@Z)]

a=a a;éa

+ Z[E(zx) B(Z] + Z[E(z.) B(Zo)
o= B a#B

+ E[E(zn) BZ) + Z[E(ZN) EQ)]
oc B a?éﬁ

+ DIBEY @) + > [EE)-EE]
B(LBB BSEB

Chaque fois que nous avons ax (« # «), af (x # B)et BB (B # B) les loci
en cause sont indépendants si 1’équilibre asymptotique a été atteint malgré
le linkage susceptible d’exister entre les classes d’homologues, aussi de
fagon générale :

E(Z)-E@Z) = E(ZZ), o+ a etc.
donc :

cov (P, = E(PP,) — [E®)-EP)]
- E[E(ii) — {E(Z)-E@Z) )]

=0

B B B 8
+ D (B — {EEE- (2]
Bﬂaﬂ
+ Z[E(z, 9 — (E@)EE))
am B

+ DE&&) — (BZE-E))]

af
a=f
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cov (PP = Z COV (ZZ) + Z COV (2.2,)

a a ‘3 ‘3
Z COV (ZZ) + Z COV (Z).
a B “ B

Nous avons, dans le schéma I et IT, donné les expressions de ces différentes
covariances génotypiques, aussi aprés mise en facteur commun des coeffi-
cients d’identité restreinte nous obtenons :

cov (PP)

—Al [ZE(x;)] +B2 [ZEC(XaDa ] e [ZE,,(D:)] +DI [ZEC(D:)]
+A2[ZE({IZ )|+ BZ[ZE (X:Dp)] +C [ZE (@3)] +D2[ZE (03)]

(A3 +A5) ZE(X mﬁ)]+(B3+ [ZEC(XJDB)]
a=B a B
+(B3+B5) ZEc(J;aDu)]+(C3+C5)[ZEp(D Dp)]
a B
(D3 +D5) EEC(D,‘:D@].

Il nous reste & généraliser, selon le méme schéma, la variance des variables
aléatoires phénotypiques P, et P,.

VAR (P) = E(P}) — [E@®)]"

Le calcul de E(/l;f) présente quelques difficultés. Nous avons :

P = 2%, + 2;;:%“
(S (3 (3H) ¢ (SE)
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Z(ZIZ.) + Z(ng

ﬁ#ﬁ

+ 22(212,.) + 22(2&)
oz a

+ D@+ D@
ﬁgk 9%6

E(P?) = ZE(ZIZ,) + ZE(ZIZ,)

a a a#a
+2 > B@E) +2 BEd
acfﬁ aigﬂ

+ DEEZ) + D EEL).

8p 8B
B=8 B#B

Le terme correctif s’obtient de méme :

B@)-E@) =[E(D 2+ Z%)]
-4 8
- [ZE(E,) + ZE(%N)]”

ZE(z,) E(Z) + zE(z,) E(Z)

a !3 a#@

+ 2ZE(Z,> E(Z) + ZZE(L) E(Z.)

a B a?':e

ZE(Z VE(Z)+ ZE(ZN) EG.)

B ﬂ ﬂ#ﬂ

or si a # «, il vient :

E(Z.Z) = E(Z) E(Z), etc.

ANN. INST, POINCARE, B-11-1

81
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d’ol ’expression de VAR (P)) :

VAR () = Z[E(ii) — E(Z)EZ)]

+ 2Z[E(z, 3 — BZ)E]
a B
+ D B — BEIEE]
f%
VAR (B) = Z COV (ZZ) + 22 COV (Z2) + Z COV (2.2,
a=a a ﬂ B 9
VAR (B) = Z VAR(Z) + 22 COV (Z2) + Z VAR (Z.).
o= a unﬂ Q ﬂ

Tous les termes du second membre de cette expression de la variance
de P, sont connus, d’ou :

VAR (Z) = 2(1+1) B(X2)+4/:ELXDo)+ (1 —fi—F?) E,(D2)+fEo(D?)
VAR (%) = 201+ E(T3) +-4/ELLDe)+ (1 ——2) Ep(DF)+AEADS)
cov (553) — (ADE(K,Tg)+ (BAEX,Dp) + (BHELLGD,)-+(CAHE,D:Dy).
Rappelons que (C4) = (C*4) — ff. En conséquence :
VAR () = 201+ D E(X2)| + a5 > BxaDa)|

+(~fi— 1) [ZEP(D:)] -I-fx[ZEc(Di)]
2044 [ZE(?I: )|+ 4&[2&(21:@3)]
0= h= )| o) +fN[ZE (@3]

+2(A%) [zs(xama)] +2(34) [ZEcO%fDa)]
ol

o
a=p a=p
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>
+ 2084 D EXaDo) | + 2 > B9
of L
a=0 a=f
+ 204 D ED.D)|.
aofﬂ
Une expression semblable peut étre donnée pour la variance de i’\, en
fonction de (A6), (B6), (B6), (C6), (D6) et de f; et fo.
Nous sommes en mesure d’exprimer le coefficient de corrélation phéno-
typique entre I et J, apparentés quelconques, en remplagant les termes de
I’expression ci-dessous par leur valeur analytique :

B COV (P;P)
" 4/VAR (P).VAR (P,

Iy

Si ’on ‘suppose que le déterminisme génétique du caractére est stricte-
ment additif, I’expression de la covariance entre les variables aléatoires
phénotypiques P; et P, et de leurs variances devient :

COV (P,P,) — AI[ZE(X:)] + Az[zE(ZIig)] + (A3 + AS)[ZE(X«IEB)]
I3 €] B

oza=ﬂ
VAR (P) = 2(1 + f,)[zE(X:)] +231 +f~)[ZE(I§)]
« ]
+ 29| > E(XXo)|
af
=3
VAR(P) =21 + 3] D B(X3)] + 20 + /| D E(%3)]
« B
+2(48)| D BTy
aB
a=p

VI. — GENERALISATION
AU CAS DU MULTIALLELISME

Les formules que nous avons obtenues restent valables dans le cas du
multiallélisme, pourvu que soient définies & nouveau les variables aléatoires
génétiques. Soit n le nombre de classes d’alléles de la série allélique. Soient k
et /les indices (1 << k <<n, 1 << < n) attribués 2 ces classes.
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Un homozygote sera donc de la forme [a; a;] ou [a;a;] tandis qu’un hété-
rozygote sera de la forme [ax a;] ou [a@ ], sans que nous puissions distinguer
[axa;] de [a;ax]. Soit px la probabilité qu’un géne pris au hasard dans la
population (la génération ou le groupe suivant les nécessités) appartienne
a la classe d’alleles d’indice k. Nous avons :

k=n I=n
Zpk =1 oubien Zp, =1.
k=1

=1

Il est alors immédiat que :

I=n

k=n k=n
E,(D?) = zpi(ik —2s)* + Zzpkpl(jkl — Sk —8)?
k=1 k=1
I=1
expression de la variance de dominance d’une génération dont tous les loci
sont indépendants, dont la moyenne E,(D) = 0 et ou i, est la contribution
numérique du couple de génes [ax a;] au caractére considéré, ji; = jx celle
du couple [a; a;] ou [a; ai].

s est la contribution numérique additive du géne a;, que nous allons
fixer par la méthode des moindres carrés, en annulant les dérivées de E,(D?
par rapport a sy, d’oll :

I=n

®5 = Piclix — 256) + Zpl(jkl — Sk —5)=0
I=1

I#k
I=n l=n I=n
0 = prix — 2pisic + zpljkl — ZPISk — ZPISI-
I=1 =1 =1
1%k £k 1£k

Remarquons que :
l=n
szsk = (1 — pu)sk
I=1
1#k
l=n
ZP}SI = — PS5k
1=1
1#k
car @

I=n
Zp,s, =0=E(X)
=1
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d’ou :

I=n

2pisk + (1 — p)sk — PiSk = Piik + D Pijwi
=1

£k
l=n
Sk = Piik + Zpljkl-
=1
I#£k
Cette derniére expression étant la forme générale des n équations qui

traduisent la condition des moindres carrés appliqués au résidu de domi-
nance. Sin =2 :

81 = piy + Pajre
avee
pitp=1
§s=pi+qj
et:
Sp = Pole + P1Jj = t:qk +pj

expressions déja rencontrées.

Nous définissons 3 nouveau les moments du premier ordre et du second
ordre de la population, en conservant les mémes conventions que dans le
cas du biallélisme.

k=n
E(Q) = D pusk =0
k=1

Ex(Y) = 2E(X) =0
E(Y) = 2E(X) = 0

E(X) = > pist ()
k
E,(Y?) = 2E(X?)
Ed(Y?) = 4E(X?)
B2) = > plix+ > 2pepiiia =0
k

kil
k#£l

k=n
(*") Nous remplagons pour des raisons de commodité z par z
k=1 k
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avec jiu = Jju :

E(Z) = Zpkik
E(Z%) = Zpklk + 22Pkpllkz
k#l
ELZ?) = Zpki:

E D) = zpk(lk — 285 + Zzpkpl(.]kl — Sk —s8) =0
oy

E(D) — zpk(ik —25) = E(2)

E,(D?*) = Zpk(lk — 285%)% + ZZPkPI(]kl — S, — 51)2
oy

E/(D? = Zpk(ik — 25;)2
%

Nous avons toujours la relation :
Ep(Dz) = [E(D)J*

L’expression de la corrélation génotypique est donc toujours valable,
car les relations entre les moments sont inchangées et les démonstrations
des expressions de la covariance et de la variance génotypiques sont indé-
pendantes de la fréquence des génes.

VII. — ESTIMATION
DES PARAMETRES GENETIQUES
DANS UNE POPULATION

Nous supposons, dans tout ce qui suit, I’absence d’effet d’environnement.
Les résultats que nous présentons pourront toujours étre modifiés pour
tenir compte de facteurs de variation non génétiques mais contrdlés, que ces
facteurs aient une action additive ou non par rapport au génotype. Nous
considérons un groupe d’individus quelconques, mais tels que nous possédions
pour tout couple d’individus I’ensemble des coefficients d’identité restreinte,



RELATION D’IDENTITE EN GENETIQUE 87

et pour chaque individu du couple la mesure du caractére dont nous nous pro-
posons d’étudier le déterminisme héréditaire. Si nous nous intéressons 4 un
effet maternel génétique, il sera aussi nécessaire de connaitre le pére et la
mére de tout individu, et de pouvoir exprimer tous les coefficients d’identité
restreinte utiles de tous les couples d’individus pris dans I’ensemble commun
des parents et des enfants. La connaissance des paramétres des variables
aléatoires génétiques s’obtient en deux étapes, ’une est 1’estimation des
paramétres du premier ordre, 1’autre 1’estimation des paramétres du second
ordre.

L’étude des moments du deuxiéme ordre nécessite 1’estimation de E,(Z)
et E/(Z). Nous avons :

E(Z) = (1 —/)E,(Z) + fELZ)
E(Z) = (1 — PENZ) + fiEL2).

Nous voulons déduire de ’ensemble des mesures m, effectuées sur tous
les zygotes des estimations m, et m. de E,(Z) et de EL(Z).

Nous appliquons la méthode des moindres carrés en rendant minimum
la fonction :

o= [m— (1 —fdm, — fm]:

Pour cela annulons les dérivées ¢’ par rapport aux inconnues m, et m,
pour obtenir le systéme suivant :

DA—fr DA=RL] |mp| | DA —fom
DaA=nf DS me| | > fim

La solution en est immédiate :

So-sm [S] ~[So-n] [Sso]

:lz(l — £y Zf*] = Z(l — 1. [2(1 —nr]
D a—py] [Dam] —[>a—sfom]. [Z(l —1f]

::za 1| Zf] - :,i(l —for]- [Z(l —nr]
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Pour I’étude des moments de deuxiéme ordre, il suffit de considérer comme
mesure du caractére d’un zygote I I’expression m! — m,. Dans ces conditions
toutes les hypothéses simplificatrices que nous avons introduites sont
satisfaites. ,

Dans le cas ol nous considérons plusieurs facteurs de variation non géné-
tiques, chacun a plusieurs niveaux, 1’établissement de la matrice serait
du méme type et, une fois obtenues les estimations des inconnues, nous
attribuons a chaque individu la valeur m, — m,. C’est cette valeur notre
variable aléatoire Z.

Nous avons établi précédemment 1’expression suivante pour tous les
couples de zygotes de la population :

COV (ZZ) = AZE(xz) + BZEC(XuDa) + CZEP(Di) + DZEc(DZ)

et ceci en supposant le caractére conditionné par n séries alléliques, en
I’absence d’épistasie, et en supposant atteint 1’équilibre asymptotique malgré
le linkage susceptible d’exister entre les classes d’homologues.

Indigons Ay, By, Cy, Dy, les fonctions d’identité restreinte définies par
le couple 1J.

L’application de la méthode des moindres carrés donne le systéme matri-
ciel suivant : A * B = C, avec :

DAL D> AB D AC, D AD, |
1 I pis 1y

D AuBy > B} > BuCu > By Dy
n ja ) o hi)

D ACy OB, C, >C >GD,
jo ) I I n
ZA,, D,,ZBI, D,,ZC,, D,,ZD;

— I n I I

| > E(X2)

D EX.D.)

D E(D2)
D E{D2)
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>'A, cOV @Z)
o4
>'B, COV @Z)

1
ZC,, cov ZZ)
17

ZD,, CoV (ZZ)

L. 1 A

La solution de cette équation matricielle fournit les estimations des diffé-
rents moments du deuxiéme ordre des variables aléatoires génétiques de la
population.

La généralisation au cas d’effet maternel génétique ne présente pas de
difficultés.

VIII. — CONCLUSION

Le coefficient de parenté de G. Malécot ne décrit que les états d’identité
et d’indépendance de deux génes pris au hasard, I’'un parmi les deux génes
homologues d’un zygote, [’autre parmi les deux génes homologues de I’autre
zygote. Le concept de situation d’identité que nous avons introduit décrit
tous les états d’identité et d’indépendance existant entre les quatre génes
homologues de deux zygotes. Cette propriété de la situation d’identité
rend possible 1’étude génétique des populations consanguines. Les coeffi-
cients d’identité apportent toute ’information génétique nécessaire au cal-
cul des covariances théoriques entre zygotes apparentés. Ce résultat, obtenu
dans le cas de multiallélisme et de dominance entre génes homologues, est
tout 2 fait général et les résultats de R. A. Fisher (1918) et de G. Malécot
(1939) n’en représentent que des cas particuliers. Nous avons considéré
par surcroit dans notre étude 1’effet maternel car la plupart des caractéres
quantitatifs des animaux domestiques, du moins chez les jeunes, sont influen-
cés par ce dernier.

Pour établir les expressions théoriques de la covariance entre apparentés
quelconques et de la variance de zygotes consanguins, nous avons intro-
duit une description de la population autre que celle de R. A. Fisher. Ce
dernier considérait une population d’effectif illimité et panmictique, ce qui
avait pour conséquence d’assurer 1’indépendance entre génes homologues
dés la premiére génération et son maintien pour toutes les générations sui-
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vantes, la génération d’origine étant numérotée zéro. Par un changement
d’origine — ce qui annule la moyenne de la population — et en imposant
une condition de moindres carrés A la dominance — ce qui définit I’effet
additif des génes — R. A. Fisher introduisait d’une part la variance additive,
que nous désignons par 2E(X?), et d’autre part la variance de dominance,
que nous désignons par E,(D?). Dans le cas d’une population dont tous les
génes homologues sont indépendants, nous utilisons la méthode de
R. A.Fisher mais en soulignant qu’ils’agit d’une description conditionnée par
la réalisation de I’indépendance entre les génes homologues, sans aucune réfé-
rence au nombre d’individus et au mode de croisement de la population.
Cette définition de ’effet additif des génes est choisie, plutdt que toute autre,
pour sa généralité et son efficacité, car elle est encore valable dans le cas
de populations dont les génes homologues ne sont pas tous indépendants.
Nous écrivons :

E(Z) = (1 — f)E,(Z) + fE«(Z)

pour un zygote tiré au hasard dans une population faisant apparaitre,
pondérées chacune par leur probabilité 1 — fet f, les espérances mathéma-
tiques de la variable aléatoire génotypique calculée sous la condition de
I’indépendance pour la premiére et sous celle de I'identité des génes pour la
seconde. C’est ainsi que pour décrire la variance génotypique d’une popu-
lation, nous introduisons E(X?), E,(D?), E.(XD), E(D?), soit :

VAR (Z) = 2(1 + /)E(X?®) + 4fE«XD) + (1 — f — f*)E,(D?) + fE(D?)
dont les termes E(X?) et E,(D?) étaient déja connus. Le terme E (D?) est le
moment d’ordre deux de la variable aléatoire génotypique, calculée sous la
condition d’identité entre génes; sous la méme condition, apparait ’espé-
rance mathématique du produit des variables aléatoires gamétique et de
dominance E/(XD).

Une telle description vaut pour toutes les populations. Mais 1’identifica-
tion entre I’identité et la dépendance absolue d’une part, entre la non-
identité et I’indépendance d’autre part, n’est possible que pour certaines
populations telles que les populations panmictiques.

IX. — RESUME

Avant d’aborder le calcul de la corrélation génotypique entre deux zygotes
apparentés de fagon quelconque, nous définissons les variables aléatoires
génétiques et nous présentons la description génétique d’un groupe quel-
conque.
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Soit un zygote I désigné au hasard dans le groupe. Considérons une classe
d’homologues tirée au hasard, le zygote I posséde deux génes appartenant
chacun & I’'une des classes d’isoaction. Soit n le nombre de classes d’isoaction
de la classe d’homologues désignée, et soient les deux indices k et / tels
que (1 < k <n, 1 << n) attribuables 2 ces classes d’isoaction. Nous ne
connaissons pas la nature du géne G,, provenant du pére de I, mais nous
pouvons dire qu’il a une probabilité p; d’appartenir 4 la classe d’isoaction a;.
Soit s; la contribution de ce géne A un caractére quantitatif. Nous introdui-
sons la variable aléatoire gamétique X, attachée a G, telle que :

E(X") = Zpks;c, t entier positif.
k

De la méme fagon, pour le géne G; provenant de la mére de I, nous intro-
duisons la variable aléatoire X*, telle que :

E(X") = > pisk-
k

Nous avons de plus :
Zpk = 1.
k

Pour les mémes raisons que précédemment, nous ne connaissons pas le
génotype de ce zygote I, mais nous savons que I peut é&tre homozygote [ax ax],
tandis qu’hétérozygote il aura un génotype de la forme [axa;] ou [a;axl,
sans que nous puissions distinguer 1’ordre des indices. La probabilité que I
soit [arax] est fpr + (1 — f )p,i, et qu’il soit [ay ar] est (1 — f)2pkpy, fétant le
coefficient de consanguinité de I.

Soit i la contribution du couple [a; ax] mesurable, en I’absence d’influence
du milieu, sur le zygote I et soit ji; = jix celle du couple [ax aj] ou [a; ax], nous
introduisons la variable aléatoire génotypique Z = X + X* + D, telle que :

k=n
k=n I=n

E@) = > [fpe+ (1 —Npilis+ > (1 =) 2pipe i
k=1 k=1
I=1
ksl
ce qui permet de définir sans ambiguité la variable aléatoire de dominance D.
SiZ =X + X*, alors Z # Y, variable aléatoire zygotique.



92 M. GILLOIS

Le zygote I étant tiré au hasard dans le groupe, E(Z‘) est attribuable a
Ce groupe, nous avons :

E(Z) = fE(Z) + (1—/)E,(2)

[ étant le coefficient de consanguinité du groupe puisque I est tiré au hasard
dans ce groupe, E/(Z) I’espérance mathématique de Z calculée sous la condi-
tion de I'identité réalisée entre les deux génes homologues en cause, et
E,(Z) I’espérance mathématique de Z calculée sous la condition de I’indé-
pendance réalisée entre les mémes génes. Par changement d’origine, nous
posons E,(Z) = 0, ce qui entraine :

E(Z) = fE«(2).
De méme nous avons :
E(D?) = fE(D? + (1 — f)E,(D?.

Nous pouvons déterminer les valeurs de s; en imposant une condition de
moindres carrés & E,(D?), c’est-a-dire en rendant E,(D?) minimum. Si
¢ = E,(D?), nous avons un systéme de n équations normales de la forme :

I=n I=n l=n
®s, = Pilic — 2PiSkc + Zpljkl — zplsk — ZI’ISI =0
=1 I—1 =1

1k £k Ik
I=n I=n I=n
= pix + Zpkpljkl — 2piSk — zpkplsk — ZPkPISk =0
I=1 I=1 I=1
I£k I£K £k

aprés sommation sur k, et simplification, il vient :
E(2) — 2E(X) = 0

d’ou E(X) = 0, ce qui entraine E,(D) = 0.

Ayant introduit certaines variables aléatoires génétiques et présenté la
description d’un groupe, sans faire aucune hypothése sur ce groupe nous
établissons P’expression de la corrélation génotypique entre deux zygotes I
et J apparentés de fagon quelconque.

B COV (Z.Z)
" 4/VAR (Z) VAR (Z)

Iy

avec :

COV (2.Z) = E(ZZ) — B(Z) E(Z)
VAR (Z) = E(Z?) — [E@Z)]~
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L’application du théoréme des moyennes conditionnées nous permet
d’écrire :
i=15

E@ZZ) = ) 8Ec(ZZ)

expression ou 3; est un coefficient d’identité restreinte, probabilité de réali-
sation de la situation d’identité restreinte Ci réalisée entre les génes G, G,' ,
G,, G,. Toute situation d’identité restreinte définit les relations d’identité
ou d’indépendance entre les variables aléatoires gamétiques et de dominance.
Le résultat du calcul est :

COV (Z,Z;) = 4oy E(X?) + (431 + 33+ 33+ 8, + 3;) E(XD)
+ (86 + 89 + 812 —flf!) Ep(Dz) + 81 Ec(Dz)
VAR (Z) = 2(1 + /) E(X?) + 4/,E(XD) +(1 — f1 —f7) ED?)+/fiE{D?).

Ces résultats généralisent les expressions de R. A. Fisher, de S. Wright et
de G. Malécot. Nous remarquons que dans cette expression la dominance
apparait non seulement avec le moment d’ordre deux centré E,(D?) intro-
duit par R. A. Fisher mais avec les moments E/(D?) et E.(XD). Pour un
caractére avec dominance, un fort niveau de 1’identité des génes augmente
la corrélation génotypique qui atteint 1’unité pour 1’identité complete

@,=1.

Nous avons aussi calculé la corrélation génétique dans le cas d’un carac-
tere avec effet maternel génotypique. Nous donnons finalement une méthode
d’estimation des moments de second ordre, E(X?), E(XD), E.(D?), E,(D?
pour une population réelle. Cette estimation suppose connus les coefficients
d’identité restreinte. Ces résultats sont encore valables si plusieurs classes
d’homologues sont en cause, si d’une part il n’existe pas d’épistasie et si,
d’autre part, en cas de linkage, 1’équilibre asymptotique a été atteint.
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