
ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

JEAN LACROIX
Localisation pour l’opérateur de Schrödinger
aléatoire dans un ruban
Annales de l’I. H. P., section A, tome 40, no 1 (1984), p. 97-116
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1984__40_1_97_0>

© Gauthier-Villars, 1984, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’I. H. P., section A » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1984__40_1_97_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


97

Localisation pour l’opérateur
de Schrödinger aléatoire dans un ruban

Jean LACROIX

IRMAR, Université de Rennes 1,
Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 40, n° 1, 1984, Physique théorique

RÉSUMÉ. - Soit H l’opérateur de Schrôdinger aux différences finies
avec potentiel aléatoire dans un ruban ou un demi-ruban de largeur d.
Il a été prouvé dans [1] ] que H n’a presque sûrement pas de spectre abso-
lument continu. On démontre ici la propriété plus forte attendue c’est-à-dire
que presque sûrement le spectre de H est purement ponctuel, chaque sous-
espace propre (de dimension  d ) contenant au moins un élément à décrois-
sance exponentielle. La méthode utilisée est une généralisation des consi-
dérations de [2 ].

ABSTRACT. - Let H be the finite différence Schrôdinger operator with
a random potential in a strip of width d. We suppose that the séquence of
potentials is a family of indépendant random variables with a common
law. When d = 1, it is known ([7], [2 ]) that under some assumptions
on this law, the spectrum of H is almost surely pure point with exponentialy
decaying eigenvectors.
We establish the same result for all d, using the theory of operators

associated with the action of the symplectic group on some compact
boundary.

INTRODUCTION

On désigne par H, l’opérateur auto-adjoint de l’espace de Hilbert

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique - Vol. 40, 0020-2339/1984/97/$ 5,00/
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98 J. LACROIX

défini par :

est une suite de matrices symétriques réelles d’ordre d, dont le
terme d’ordre (i, j) vaut ~i1 ’~ ; la suite des « potentiels » 
m E [1, ... , d ], n E étant une suite de réels donnée.
En supposant que la suite des potentiels est une suite de variables aléa-

toires indépendantes et de même loi, nous cherchons à établir des pro-
priétés presque sûres du spectre de H.
Dans le cas d =1, on sait que si la loi commune des potentiels a une

densité sur R et un moment d’ordre 2, le spectre est presque sûrement
ponctuel (voir [7] ] et [2 ]).

(Historiquement, le premier résultat de ce type a été prouvé dans le cas
de l’opérateur de Schrôdinger « continu » sur R H == - A + V par Gold’sheid
et al. [8 ], résultat amélioré et simplifié par de nombreux auteurs).
Dans le cas d &#x3E; 1, Gold’sheid annonça dans [77] une conclusion iden-

tique, malheureusement sans démonstration. C’est pourquoi nous nous
proposons de donner une preuve complète de ce résultat en adoptant les
techniques déjà utilisées dans [2 ]. Un résultat plus faible, à savoir que le
spectre n’a presque sûrement pas de partie absolument continue, avait été
obtenu dans [1 ] ; les techniques utilisées ici ne peuvent donner d’indica-
tions pour le même problème (non résolu) en dimension 2, car la plupart
des notions utilisées n’ont plus aucun sens dans ce cas et toutes les majo-
rations écrites tendent vers l’infini avec d...

Pour toutes les notations et propriétés immédiates de l’opérateur H,
nous renvoyons à [1] à la différence près que la démonstration étant faite
ici pour le demi-ruban (elle est identique dans l’autre cas) nous omettrons
l’indice ~ qui figurait dans [1 ].

Les études nécessaires sur le groupe symplectique et ses frontières ainsi
que le calcul des barycentres de mesures spectrales ont été rejetés en annexe
bien que leur lecture soit indispensable à la compréhension de la démonstra-
tion.

1 L’OPÉRATEUR DE SCHRODINGER DÉTERMINISTE

Si Et est la résolution de l’identité de H, on note la mesure de
fonction de répartition t ~  où = 1 ... d est la base
usuelle de l2 ( [ 1; ...,~] ] x ~). 

" ’ , ~

On note ~~r,s~ la matrice carrée d’ordre d correspondant aux termes
ci-dessus.

Soit NH l’opérateur restreint à la boîte [1, .... ~ ] x [0, ... , N] et X une

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



99LOCALISATION POUR L’OPÉRATEUR DE SCHRÔDINGER ALÉATOIRE

matrice symétrique d’ordre d ; on note NHX l’opérateur symétrique défini
sur W = (Wo, ..., par

On vérifie facilement que ~, est valeur propre de si et seulement si
det (PN+ 1 - XPN) = 0 le sous-espace correspondant étant constitué des
vecteurs (Wn)n= 0,...,N avec Wn = PnW0 et XPN).

(Pn(~))n &#x3E; o est la suite de matrices d’ordre d solution de :

Dans toute la suite M’ désigne la transposée d’une matrice M et M*
la transposée de la conjuguée, si V est un vecteur de Vi est sa compo-
sante de rang i.

LEMME 1. - L’ensemble des X pour lesquels il existe une valeur propre

multiple pour NHX et une sous-variété algébrique stricte de 
d(d + 1) .

2

Preuve. - Si 0394(03BB, X) désigne le polynôme caractéristique de NHx, le

résultant est un polynôme par rapport aux coeffi-

cients de X.

Il suffit de vérifier que R n’est pas le polynôme nul ce qui se voit aisément
en considérant des matrices X de la forme X = diag (0, ..., 0, x). Si NHX a
ses valeurs propres simples, on a N

En particulier la matrice NSX des densités de par rapport à sa
trace est donnée par :

Le rang de NSX est égal à 1 et chaque colonne de NSX est le Vo d’un vecteur
propre de NHX pour presque tout ~,.

Ceci nous incite à penser que si S est une matrice de densités de 
par rapport à sa trace ~7 (mesure spectrale) les vecteurs colonnes de S
sont des candidats raisonnables pour être des « Vo » de vecteurs propres de H.

LEMME 2. - Soit N(r,s) une suite de matrices de mesures bornées qui
Vol. 40, n° 1-1984.



100 J. LACROIX

converge étroitement vers ~~r,s~ pour tout r, s &#x3E; 0. Alors si pour tout inter-
valle ouvert borné ’ 1 on a la ’ majoration :

6 est une mesure ponctuelle.

Preuve. 2014 pour 6 presque tout ~,

chaque vecteur colonne de S est le vecteur initial d’un vecteur propre

pour H et 6 presque sûrement ils ne sont pas simultanément nuls puisque
tr (S) = 1 (cr p. s.) et donc (7 est ponctuelle.
De la relation (voir [1 ]) on en déduit

l’application ~u -~ ! ~ ! ( ~) sci ~ 0, étant sci pour la convergence
étroite on obtient le résultat. (Ce critère est inspiré de celui figurant dans [7],
p. 213).
Pour vérifier que la condition du lemme 2 est satisfaite, on pourrait

utiliser pour chaque X la famille qui converge étroitement vers 
mais leur manipulation étant difficile on les remplace par leurs barycentres
N (r,s) =  dm (X) où m est une probabilité sur les matrices symé-

triques. Il se trouve (sans qu’une explication satisfaisante puisse être

avancée), que le choix de la mesure invariante sous l’action du sous-groupe
compact maximal de Sp(d, [R) donnera un résultat très simple (après des
calculs fastidieux), voir annexe B.
En utilisant la dernière formule prouvée dans l’annexe B, on arrive alors

au :

LEMME 3. - 6 est ponctuelle dès que, pour tout intervalle ouvert borné 1

(On a posé A, = P,P, + 
- 1) En posant comme dans [7] on remarque

que A~ = (I,0)(S~)’Sj~( ), ce qui montre que le problème posé se réduit
au comportement asymptotique d’un produit de matrices de [R).

Poincaré - Physique théorique
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2) On obtient la formule « magique » : pour 0  n _ N :

(Cette relation remarquable est valable pour n’importe quelle suite Pn
solution de (*) avec P - 1 == 0, Po = I, An symétrique, mais ne sera pas
utilisée...).

II. L’OPÉRATEUR DE SCHRODINGER ALÉATOIRE

On suppose maintenant que la suite (am,n)m E [1, ... , d ], n E tBJ est une

suite de variables aléatoires indépendantes de même loi ayant une densité
sur [R.

LEMME 4. - 6 est presque sûrement ponctuelle dès que pour tout couple
1, ...~} :

xi est la ’ matrice ’ [d, d -1 obtenue en supprimant la ’ colonne de rang i dans
la matrice , identité d’ordre d et L1n = 

Preuve. , D’après le lemine _ 3, il suffit d’avoir

or pour une matrice symétrique d d’ordre d, régulière :

On sait [voir 1 ] qu’en posant g03BBn = (1 ’ 0 ) la loi de cette

suite de matrices aléatoires indépendantes à valeurs dans G = Sp (d, [R)
a une puissance ~ admettant une densité. Par conséquent si X est une
frontière compacte de G et p un cocycle K invariant sur G x X (voir
annexe A) l’opérateur sur C(X), défini par :

a une puissance compacte.
L’opérateur T~ sur associé à la probabilité p~, et au cocycle

Vol. 40, n° 1-1984.
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de annexe (A) soit ,u(g, xd_ - 1, _ 1(g,xd- 1) 
est compact dès que

xd )
le cocycle ,u et les noyaux de Poisson qui ont servi à le construire vérifient
une condition d’intégrabilité. Or :

g ~ ~ 2 est le rayon spectral de g’g.

Les conditions d’intégrabilité sont donc réalisées dès que la loi des poten-
tiels a un moment d’ordre d(d + 1).
Dans la suite on posera pour t E [0, 

LEMME 5. - Si les potentiels sont indépendants de même loi ayant une
densité et un moment d’ordre d( d + 1), pour tout intervalle 1 borné, il existe
des constantes C1,I, C2,I, PI avec pI  1 et vérifiant:

Preuve. L’application ~, -+ étant continue (pour la topologie de
la norme des opérateurs) il suffit de prouver les énoncés pour l’opérateur 
à la place de Tt,03BB.
En utilisant les remarques faites à la fin de l’annexe A et en remarquant

que l’opérateur f ~ est markovien sur C(Y), on obtient que

la suite ~nrPY~ est bornée, par conséquent il en est de même de 
et donc de . La majoration est uniforme sur un compact en 03BB car
l’opérateur de projection associé aux valeurs propres de module 1 est

continu en ~, [9 ].
Pour obtenir la seconde majoration on note r~,(t) le rayon spectral de T~.

On sait que ~(0) = r~,( 1 ) = 1 et que t -+ Log r~,(t ) est convexe pour te [0,1 ].
Les propriétés de r~,(t ) pour t voisin de zéro sont obtenues par perturbation
des propriétés spectrales de T~. En effet Tutubalin a démontré que 1 est

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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la seule valeur propre de module 1 de TÓ,;. et qu’elle est simple [10 ]. Il en
résulte [9] que pour ~, fixé et t voisin de 0, T~ a une unique probabilité
propre v~ et une unique fonction propre ~t, ~, avec ~,~0~)= i.
En écrivant Tt,~~t,~ = r~(t)~t,~,, la continuité de t  ~t,~, et t ~ 

donne par passage à la limite t ~ 0 :

Mais cette dernière quantité vaut - yd(~,) qui est strictement négative

(voir [1 ]). On en déduit que  1 et donc r03BB(1 2) ::; p  1 p our 03BB

dans un compact (par semi-continuité supérieure du rayon spectral) d’où
le résultat.

THÉORÈME. - Si les potentiels forment une famille de variables aléatoires
indépendantes de même loi possédant une densité sur R et un moment d’ordre
d(d + 1) alors presque sûrement le spectre de H est ponctuel et il existe

une fonction propre à décroissance exponentielle dans chaque sous-espace
propre.

Preuve. Les considérations précédentes permettent d’écrire:

Calculons l’espérance dans le lemme 4 en intégrant d’abord par rapport
aux variables gk d’indice k E (n + 1, ... , N) : en appliquant l’inégalité de
Schwarz ; elle est majorée par :

car

Or cette dernière espérance est majorée par ce qui prouve d’après
le lemme 4 que 6 est presque sûrement ponctuelle. Si 1 est un intervalle
ouvert borné :

On en déduit immédiatement que

Vol. 40, n° 1-1984.
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étant une fonction presque sûrement finie et t n’importe quel nombre
de 1 [.

. Si  + oo et ~, une valeur propre de Hw, on a donc :

Les colonnes de la matrice S n’étant pas simultanément nulles, on en déduit
l’existence d’une fonction propre à décroissance exponentielle pour ce ~,.
Malheureusement les sous-espaces propres étant a priori de dimension

 d, on ne peut affirmer (sauf si d = 1) que toutes les fonctions propres
sont à décroissance exponentielles (Dans le cas où A est valeur propre
simple de ~,, il résulte des considérations précédentes que S est alors de
rang 1 ).

N

Remarques. 1) Soit bN la plus petite valeur propre de est

o

valeur propre de H si et seulement si la suite bN est bornée.
On aurait donc pu tenter de prouver que le spectre est purement ponctuel
en étudiant cette suite bN, mais ceci paraît difficile (sauf bien sûr si d = 1)
car il n’existe pas de relation simple entre bN et bN + 1.

2) Comme dans [2] la méthode utilisée permet d’obtenir le même résul-
tat pour des opérateurs aux différences plus généraux de la forme :

An, Bn étant des matrices symétriques avec Bn  M (0  a  b  + (0).
Le seul problème supplémentaire est l’existence d’une densité pour une

puissance de la loi de g03BBn = Bn 
1 1 03BBI) ’ 

- ) sur S p(d, mais en

particularisant les problèmes on peut toujours faire une démonstration
analogue à celle de [1 ].

3) La méthode utilisée permet sans difficulté supplémentaire de donner
le même résultat sur le ruban entier en introduisant des approximations
sur [1, ...,~] ] x [ - N, ... , N ], et les matrices NPn solutions de (*) avec

== 0 et = 1, ainsi que les produits :

Dans ce cas il est facile de voir qu’une condition suffisante pour que H soit
à spectre ponctuel est :

pour tout m~Z (ou seulement pour m = 0 et m == -1).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique - théorique .
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Il suffit de répéter la preuve précédente avec une intégration de plus.
On montre de la même façon que pour presque tout ~ il existe dans

chaque sous-espace propre une fonction propre à décroissance exponen-
tielle. On peut toutefois ajouter que dans ce cas les sous-espaces propres
qui a priori étaient de dimension ~ 2J sont en fait de dimension ~ J car

si 2 fonctions propres correspondent à deux vecteurs de départ ( 

= J on déduit 
que ( U 0 ) et (V 0 ) appartiennent à un même sous-

espace isotrope de [R .

Vol. 40, n° 1-1984.
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ANNEXE A

FRONTIÈRE ET NOYAUX DE POISSON
POUR LE GROUPE SYMPLECTIQUE Sp(d, ~)

I. ÉTUDE DE S p(d, R)
d

G = Sp(d, IR) est le sous-groupe de Gl (2d, IR) laissant invariante la forme (x~ /B x~ +d).
i=1 1

Un élément g de G est caractérisé par la relation:

On peut remarquer que le sous-groupe K des matrices orthogonales de G est constitué des

éléments (AB) tels que A + ïB soit unitaire, par conséquent IR) n SO(2d) ~

Décomposition d’Iwsawa de G.

L’algèbre de Lie de G est constitué des matrices (Xl X2 ) avec X2 et X3 symétriques.
On peut écrire une décomposition de Cartan g = Jf + &#x26;&#x3E; avec

est une sous-algèbre maximale abélienne de ~.

Si l’on choisit la chambre de Weyl ~ + - 0 - 1 &#x3E; x2 &#x3E; 0 } on obtient
le système de racines positives: 0 - X

où

et

On en déduit la décomposition d’Iwasawa :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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avec K = SO(2d) n ~) ~ U(d)

On peut exhiber un système de racines primitives n

ce qui permettrait grâce à la construction indiquée par Koranyi dans [4] (p. 386 à 391),
de construire algébriquement toutes les frontières de G, mais nous utiliserons ici une

représentation géométrique de ces frontières.

II. FRONTIÈRES DE !R)

Si xk désigne un système libre de k vecteurs de f~2d, .xk est le sous-espace de dimension ~
associé. On dit qu’un sous-espace de et isotrope si pour tout couple u, v de vecteurs
de ce sous-espace, on a  u, = 0.

En notant (a) la matrice des coordonnées des éléments de xk (â et b matrices (d, k)),
est isotrope si et seulement si a’b = b’a et toute autre base de xk s’écrit bc où c est

une matrice (k, k) inversible. 
bc

Lk désignera la variété Lagrangienne des sous-espaces isotropes de de dimension k

et X~ 1 "..d~ l’espace des drapeaux isotropes c’est-à-dire des suites

(~h=i....,2d étant la base usuelle de [R2d, on note e le point de X~l,...,d~ défini par

On vérifie que G est transitif sur X(i ~ et que le stabilisateur de e est le groupe H = MAN
par conséquent XO,...,d) = G/H est la frontière maximale de G.

III. COCYCLES ET NOYAUX DE POISSON

D’après les résultats de [3 ], tout cocycle K invariant p sur G x X~ 1,.__,a~ est défini par
l’exponentielle p(h, e) sur H, or [H, H ] = N par conséquent HI [H, H] ~ ~*, 
Un cocycle p, K invariant G x X(l,...,d) vérifie donc 

"

Or si l’on considère les d cocycles K invariants pk définis par

VoL 40 , n° 1-1984.
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on a

Par conséquent tout cocycle K invariant sur G x X~l,...,d~ s’écrit

Il s’ensuit que les cocycles sur les frontières partielles

sont de la forme :

Si est la probabilité K invariante sur Xil,...,ir le noyau de Poisson est le cocycle P,,.,,
dénni par

et par conséquent, il suffit de déterminer les coefficients associés à ce cocycle pour
connaître le noyau de Poisson.

En suivant la méthode exposée par Furstenberg et Tzkoni, on explicitera le noyau de
Poisson dans les cas où l’on peut trouver une représentation paramétrique simple de
la frontière à savoir Xk et 

1) Noyau de Poisson Xk (1~k~ d)

Si xk = b avec a carrée de dimension k, a inversible.
La trajectoire de x sous H peut être associée au produit de dimension (2d - k, k).
Mais il ne faut considérer que le sous-ensemble de ces matrices correspondant à des

plans isotropes ; en écrivant -

u et w de dimension (d - k, k)
v carrée de dimension k

x est isotrope si et seulement si va -1 + (M~ ~)’wx ~ est symétrique d’où la représentation
paramétrique de Xk (avec a inversible)

X et Y matrices (d - k, k)
M matrice symétrique (k, k)

avec

on en déduit donc que Xk est une variété de dimension

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique ~ théorique 
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Si on considère l’élément ha - (T 1) E H avec T = diag a 1 ,..., 1 ) a &#x3E; 0, onobtient 0 T

Le Jacobien de cette transformation linéaire est égal à 1 .
Par conséquent

D’où le noyau de Poisson de Xk :

Remarques. - Sur Xd cette formule était bien connue, car Xd est la frontière de Berg-
man Silov du domaine Hermitien symétrique borné Q :

qui s’identifie naturellement à ô/g; (G est la forme conjuguée de Sp(J, IR) soit d)
et K Á. ’" U(d); un étément  = (A C opérant sur Q par 
En effet la transformation définie par :

est une bijection de Xd sur les matrices symétriques unitaires qui constituent la frontièrede Bergman Silov de Q soit aS2.
L’action de K sur ôS2 s’écrit

Dans ces conditions, la mesure K invariante sur ôSZ est connue et transportée sur Xd,elle est en fait portée par Xd inversible ~ qui est homéomorphe à l’espace des
matrices symétriques réelles d’ordre d par l’application (’") ---&#x3E; M = et l’on obtient

L’action de G sur les matrices symétriques s’écrivant

il est donc possible d’obtenir directement dg-1md (M) par un calcul de Jacobien.
dmd

Le noyau de Poisson obtenu plus haut (pour k = d) correspond à la formule obtenuedans [5], page 99 écrite sous la forme:

Vol. 40, n° 1-1984.
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Précisons enfin que l’on dispose d’une construction algébrique de Xj car si l’on consi-
dère le sous-ensemble E de racines primitives E = { 03C6i,i+1/i = 1, ...,d- 1 } en posant

tI 0 
~E = f A E ~/~i,i+1(A) = 0 i = 1, ..., d - 1 ~ on obtient j~E=~( 0 
et par conséquent le centralisateur ~lE de ~E dans Jf s’écrit

dans ces conditions

et Matrices unitaires symétriques ~ Xd.
2) De même sur Xi = noyau de Poisson était connu puisque l’on a

par conséquent Pi est identique au noyau calculé sur le groupe Sl(2d, M) c’est-à-dire :

3) Noyau de Poisson de 1  ~  ~

avec a inversible alors xk c: xd ~ u == u, on posera

/ u B
On a alors une représentation paramétrique des k plans de type pour lesquels

uk est inversible en prenant 
lU ) 

) ~ 1 E 
ba lU

On a donc une représentation paramétrique de l’ouvert

en posant

En considérant cette fois l’élément (ex &#x3E; 0, ~3 &#x3E; 0) :

on obtient que

Anncrles de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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le Jacobien de cette transformation est égal à

or

Par conséquent :

IV. OPÉRATEURS ASSOCIÉS AUX COCYCLES

Soit X une frontière de G, /3 un cocycle K invariant sur G x X, /? une probabilité sur G

avec Sup ~  + oo .

On peut alors considérer l’opérateur borné TP sur C(X)

et l’opérateur dual TP sur 
Soit P le noyau de Poisson de (G, X), on a alors le résultat d’entrelacement suivant :

i ) 

(T est l’opérateur associé à ~u).

Preuve. ’ - Soit f E C(X)

en écrivant que P(g-l, x) dgm (x) on obtienten écrivant que P(g-1, x) = 
dm 

(x) on obtient

ü) est une conséquence immédiate de ce que f  fm est injective.

Conséquence importante :

Supposons que p ait une densité sur G, les opérateurs Tp sont alors compacts (ainsi
que Tp).

Par conséquent les deux sous-espaces Ker (Tpp - 1 - ont la même
dimension (finie) pour 

Il s’ensuit que la famille  est bornée si et seulement si la famille est bornée.
En effet les rayons spectraux sont identiques et dans le cas où celui-ci vaut 1, un opé-

rateur compact T dont le rayon spectral est égal à 1 a ses puissances bornées si et seulement
si pour toute valeur propre /! de module 1, on a 

Vol. 40, n° 1-1984. 5
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Soit Y une autre frontière de G image équivariante de X par une application continue -r

(i.e.~.T(~)=ï(~)).
Un cocycle y) se remonte en un cocycle x) en posant x) = T(~-)) et si

03C6 E C(Y), on pose 03C6 E C(X) par 03C6(x) = 03C6(03C4(x)). Il est alors facile de constater que

Par conséquent chaque valeur propre de Ta est une valeur propre de T03C3 et

Application au groupe symplectique.
En prenant X = et Y = Xj-i.
On considérera le cocycle ,u sur X associé aux noyaux de Poisson Px et Py de X et Y par

Les formules précédentes donnent

(On peut remarquer que ce cocycle est celui qui fait apparaître le coefficient de Lyapou-
noff - yd et qu’il est donc négatif dès que yd &#x3E; 0 (voir [1 ])).
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ANNEXE B

CALCUL DE 

Si 03C6 est une fonction continue à support compact dans R

(dans le cas où NHX a ses valeurs propres simples).
En utilisant la transformation de Cayley

QN et Z sont unitaires symétriques et

, 
/ . ~MB

De plus en notant M = - on a la relationB #

(voir par exemple [6 ], p. 156).
D’autre part si 03C8 est une fonction continue à support compact de Rd ~ R et g de classe CI

de Rd dans Cd n’ayant qu’un nombre fini de zéros :

Be est le volume de la boule de rayon ~ de [Rd et J la matrice Jacobienne de g, J(x)| le
aV

module de det J(x). On notera 9 ~ V une représentation paramétrique de et 2014 
la

matrice (d, d -1) Jacobienne de ce changement de variable. ofJ

En prenant ~,) = (QN - Z)(PN - on obtient :

Pour calculer ce Jacobien sur les zéros de g, on peut utiliser la relation

où les Ui et W sont des éléments de ~d et W*Ui = 0 i = 1, ..., d-1.
En effet, en choisissant W = (PN + i PN + 1 )V, on a sur les zéros de g :

Vol.40,n" 1-1984.



114 J. LACROIX

et par conséquent

où l’on a posé ON = PN+iPN+i + PNPN et

d’où la formule :

La probabilité m sur les matrices unitaires symétriques Z = avec GE SO(d),
invariante par les transformations Z --+ UZU’ avec U E SU(d)

est donnée par la formule = étant la mesure de Haar de SO(d) et d d~

la probabilité

(B -A)D’autre part le groupe K = A B avec 
A + fB unitaire est transitif sur Xd par

conséquent il existe une matrice réelle inversible C telle que :

et donc PN + iPN+ 1 = (A + i B)C

On en déduit que

En utilisant l’invariance de m, possède donc une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue d ~, donnée par :

Soit encore en posant Z = par avec

Cette dernière intégrale se calcule facilement en choisissant k E [1, ...,~] et en inté-
grant d’abord par rapport aux variables ( ~k, 8) les autres ~ étant fixés (leurs valeurs pou-
vant toujours être supposées distinctes de 0).
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Alors en posant

De plus, la matrice Jacobienne de gk soit Jk vaut

On en déduit que

(Il n’y a que deux vecteurs kV opposés définis par gk = 0)

avec

il est facile de constater que k03B2d est indépendant de k et sera donc noté (3d.
On peut alors donner une expression de R plus symétrique :

(en tenant compte de la relation ON = C’C).
En particulier pour r = s, i = j

et donc

En utilisant l’inégalité de Schwarz :
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La formule de trace permet de calculer explicitement le coefficient ~. En effet, tous les
calculs effectués sont valables en remplaçant dans l’opérateur de Schrödinger la suite An
par une suite de matrices symétriques quelconques.
En choisissant le cas particulier ~=N=0 et Ao=0, on trouve que (1+~)1 et par

conséquent 1 d J[R = II or puisque est -une matrice dont les termes dia-

gonaux sont des probabilités, on a - - tr = 1 et par conséquent 03B2d d = - d’où
~ J M/ 

’ M il

les formules finales
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