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Localisation pour ’opérateur
de Schrodinger aléatoire dans un ruban

by

Jean LACROIX

IRMAR, Université de Rennes 1,
Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex

RESUME. — Soit H l'opérateur de Schrodinger aux différences finies
avec potentiel aléatoire dans un ruban ou un demi-ruban de largeur d.
Il a ét¢ prouvé dans [/] que H n’a presque siirement pas de spectre abso-
lument continu. On démontre ici la propriété plus forte attendue c’est-a-dire
que presque sirement le spectre de H est purement ponctuel, chaque sous-
espace propre (de dimension < d) contenant au moins un élément 3 décrois-
sance exponentielle. La méthode utilisée est une généralisation des consi-
dérations de [2].

ABSTRACT. — Let H be the finite difference Schrédinger operator with
a random potential in a strip of width d. We suppose that the sequence of
potentials is a family of independant random variables with a common
law. When d = 1, it is known ([7], [2]) that under some assumptions
on this law, the spectrum of H is almost surely pure point with exponentialy
decaying eigenvectors.

We establish the same result for all d, using the theory of operators
associated with the action of the symplectic group on some compact
boundary.

INTRODUCTION

On désigne par H, 'opérateur auto-adjoint de I’espace de Hilbert
H = {W = (Wn)nZO/Wne¢daz ” Wn”2 < 4+ © }
0
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98 J. LACROIX

défini par :
HW), = = W,_;, =W, + AW, (W_; =0).

(An>o est une suite de matrices symétriques réelles d’ordre d, dont le
terme d’ordre (i, j) vaut &fa;, — 6577'; la suite des « potentiels » (a,,,),
me[l,...,d], neN, étant une suite de réels donnée.

En supposant que la suite des potentiels est une suite de variables aléa-
toires indépendantes et de méme loi, nous cherchons a établir des pro-
priétés presque stres du spectre de H.

Dans le cas d=1, on sait que si la loi commune des potentiels a une
densité sur R et un moment d’ordre 2, le spectre est presque siirement
ponctuel (voir [7] et [2]).

(Historiquement, le premier résultat de ce type a été prouvé dans le cas
de 'opérateur de Schrodinger « continu » sur RH= —A+V par Gold’sheid
et al. [8], résultat amélioré et simplifié par de nombreux auteurs).

Dans le cas d > 1, Gold’sheid annonga dans [//] une conclusion iden-
tique, malheureusement sans démonstration. C’est pourquoi nous nous
proposons de donner une preuve compléte de ce résultat en adoptant les
techniques déja utilisées dans [2]. Un résultat plus faible, a savoir que le
spectre n’a presque siirement pas de partie absolument continue, avait été
obtenu dans [/]; les techniques utilisées ici ne peuvent donner d’indica-
tions pour le méme probléme (non résolu) en dimension 2, car la plupart
des notions utilisées n’ont plus aucun sens dans ce cas et toutes les majo-
rations écrites tendent vers l'infini avec d...

Pour toutes les notations et propriétés immédiates de I'opérateur H,
nous renvoyons a [/] a la différence prés que la démonstration étant faite
ici pour le demi-ruban (elle est identique dans l'autre cas) nous omettrons
I'indice ~ qui figurait dans [/].

Les études nécessaires sur le groupe symplectique et ses frontiéres ainsi
que le calcul des barycentres de mesures spectrales ont été rejetés en annexe
bien que leur lecture soit indispensable a la compréhension de la démonstra-
tion.

I. L’OPERATEUR DE SCHRODINGER DETERMINISTE

Si E, est la résolution de lidentité de H, on note O 1@ mesure de
fonction de répartition t - {Eg;,, ¢;,> OU gg,i = 1 . d est la base
usuelle de I%([1, ...,d] x N).

On note ¢ la matrice carrée d’ordre d correspondant aux termes
ci-dessus.

Soit NH I'opérateur restreint a la boite [1, ..., d] x [0,...,N]et X une
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LOCALISATION POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE 99

matrice symétrique d’ordre d ; on note NHX I'opérateur symétrique défini
sur W = (Wy, ..., Wy)e(€)N*! par

NHXW), = (HW), 0<n<N-—1

(NHXW)n =—-W,_; +(Ay - X)Wy
On vérifie facilement que A est valeur propre de NHX si et seulement si
det (Py;; — XPy) = 0 le sous-espace correspondant étant constitué des

vecteurs (W,),-o, .~ avec W, = P,W, et W, e Ker (Py,; — XPy).
(P A)ns o est la suite de matrices d’ordre d solution de :

(*) - Pn+1 - anl + AnPn = le P—l = 09 PO =1.

Dans toute la suite M’ désigne la transposée d’une matrice M et M*
la transposée de la conjuguée, si V est un vecteur de R? V' est sa compo-
sante de rang i.

LEMME 1. — L’ensemble des X pour lesquels il existe une valeur propre

dd + 1
multiple pour NH* et une sous-variété algébrique stricte de R(——).

Preuve. — Si A(4, X) désigne le polyndme caractéristique de NHX, le
AL X)=0
¢sultant R(X) de ¢ ¢ est un polyndme par rapport aux coeffi-
r (X) 9 A X) = o 5t un polyndme par rapport aux

cients de X. 0

Il suffit de vérifier que R n’est pas le polyndme nul ce qui se voit aisément
en considérant des matrices X de la forme X = diag (0, .. ., 0, x). Si N\HX a
ses valeurs propres simples, on a pour n < N

wx 1 Vi(P, VY
O(i,n)(j,0) = 5 —~ &
2€R,VeS4_1/(P - XPN)V=0
(2eR,VeSgq - 1/(Pn+1 N) E V'P,:PkV
k=0

En particulier la matrice NS* des densités de N¢X, par rapport a sa
trace NoX est donnée par :

NSX = VV’ pour No* presque tout 1.

Le rang de NS* est égal a 1 et chaque colonne de NSX est le V,, d’un vecteur
propre de NH* pour NoX presque tout A.

Ceci nous incite & penser que si S est une matrice de densités de ¢,

par rapport a sa trace o (mesure spectrale) les vecteurs colonnes de S

sont des candidats raisonnables pour étre des « V,, » de vecteurs propres de H.

LEMME 2. — Soit N, une suite de matrices de mesures bornées qui

Vol. 40, n° 1-1984.



100 J. LACROIX

converge étroitement vers ¢, 5 pour tout r,s > 0. Alors si pour tout inter-
valle ouvert borné 1 on a la majoration :

Z Z 1le| NG im0 | (D) < +

ij n=0

o est une mesure ponctuelle.

Preuve. — Si z Zj|(PnS)ij|dG < + o0, pour ¢ presque tout A
i,j n=20 '
chaque vecteur colonne de S est le vecteur initial d’un vecteur propre
pour H et ¢ presque slirement ils ne sont pas simultanément nuls puisque
tr(S) = 1 (¢ p. s.) et donc o est ponctuelle.
De la relation ¢, ;=P,SPjo (voir [/]) on en déduit

JI (Pns)ij |do = | O (i,n)(j,0) [ (D)
1

l'application 4 — | u|(¢) avec ¢ sci > 0, étant sci pour la convergence
étroite on obtient le résultat. (Ce critére est inspiré de celui figurant dans [7],
p. 213).

Pour vérifier que la condition du lemme 2 est satisfaite, on pourrait
utiliser pour chaque X la famille g7 ) qui converge étroitement vers o,
mais leur manipulation étant difficile on les remplace par leurs barycentres

NG = JNw‘(’f,s, dm (X) o m est une probabilité sur les matrices symé-

triques. Il se trouve (sans qu'une explication satisfaisante puisse étre
avancée), que le choix de la mesure invariante sous I’action du sous-groupe
compact maximal de S,(d, R) donnera un résultat trés simple (aprés des
calculs fastidieux), voir annexe B.

En utilisant la derniére formule prouvée dans I'annexe B, on arrive alors
au :

LEMME 3. — o est ponctuelle dés que, pour tout intervalle ouvert borné 1

: -1 -1 1/2
El[l_an'l(trAN tr (A 'A,)2dA < +

n>0

(On a pos¢ A, = PP, + PPy y).

Remarques. — 1) En posant comme dans [/] Sy=gy. . . g, on remarque
que A, = (I, O)(Sk)’Sk((I)>, ce qui montre que le probléme posé se réduit
au comportement asymptotique d’un produit de matrices de S,(d, R).

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Physique théorique



LOCALISATION POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE 101

2) On obtient la formule « magique » : pour 0 <n < N :
1
—J tr (A 'P,P,)dA =11
d Jr
(Cette relation remarquable est valable pour n’importe quelle suite P,

solution de (x) avec P_; =0, P, = I, A, symétrique, mais ne sera pas
utilisée...).

II. 'OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE

On suppose maintenant que la suite (a,,)me [1,...,d], ne N est une
suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi ayant une densité
sur R.

LEMME 4. — o est presque sirement ponctuelle dés que pour tout couple
ije{l,...,d}:
det A)Y 2
ZJ [( ) (det xiAnxi det x}T,{‘lANT,,_lxj)”z}dl < + .
N

X; est la matrice [d, d—1] obtenue en supprimant la colonne de rang i dans
la matrice identité d’ordre d et A, = T, T,.

Preuve. — D’aprés le lemme 3, il suffit d’avoir

Zjhm E[(tr AR tr AJ'A,)V?]dA < + 0,
1

or pour une rnatr1ce symétrique A d’ordre d, réguliére :

1

trA™!' = —— ) det (x/Ax;).

det A (xifx)

i=1
A,—21
I

suite de matrices aléatoires indépendantes a valeurs dans G=Sp(d, R)
a une puissance p’; admettant une densité. Par conséquent si X est une
frontiére compacte de G et p un cocycle K invariant sur G x X (voir
annexe A) lopérateur T, , sur C(X), défini par :

s _I .
On sait [voir 1] quen posant gt = | la loi p, de cette
0 p

T, .f(x) = L p(g, x)f(g - x)dp,(g) avec JSgp p(g, x)dp; < +©

a une puissance T, ; compacte.
L’opérateur T, , sur C(X,-; 4)) associé a la probabilité p; et au cocycle u

Vol. 40, n° 1-1984.



102 J. LACROIX

Pa—-1(8 X4-1)

PA& Xa) ' ) )
le cocycle u et les noyaux de Poisson qui ont servi a le construire vérifient

une condition d’intégrabilité. Or :

de l'annexe (A) soit u(g, Xs—1, X4) = est compact dés que

d+2

Px, (& X4-1) = [pa-1(8 Xa- N
d

P(xd,xd, ,)(ga Xa—1,%a) = [Pa-1(8 Xa- 1)]77[,04(& X1 !

etsixeX;, ona: .
pdgx) < |l gll

(g, ®)] <[l g " IIP*

ou || g ||* est le rayon spectral de g’g.

° (A= - A I
S L W | 1) 8 T\l oa—a)

Les conditions d’intégrabilité sont donc réalisées dés que la loi des poten-
tiels a un moment d’ordre d(d + 1).
Dans la suite on posera pour te [0,1], fe C(X,-, ,)

T, f(x) = Jﬂ‘(g, x)f(gx)dp;(g)

LEMME 5. — Si les potentiels sont indépendants de méme loi ayant une
densité et un moment d’ordre d(d + 1), pour tout intervalle 1 borné, il existe
des constantes Cy ;, C,, py avec p; < 1 et vérifiant :

VneN, Viel [|TT 11 <Cyy
VnelN, Viel 11T 01 < Coupp

Preuve. — L’application 4 — T, ; étant continue (pour la topologie de
la norme des opérateurs) il suffit de prouver les énoncés pour 'opérateur T;
ala place de T, ;. ’

En utilisant les remarques faites a la fin de 'annexe A et en remarquant

que lopérateur f — J f(gy)dp(g) est markovien sur C(Y), on obtient que

la suite || Tﬁ'Y || est bornée, par conséquent il en est de méme de || T%’Y [|
et donc de || T;"||. La majoration est uniforme sur un compact en A car
I'opérateur de projection associé aux valeurs propres de module 1 est
continu en A [9].

Pour obtenir la seconde majoration on note r,(t) le rayon spectral de T; ;.
Onsait quer,(0) = r,(1) = letquet — Logr,(t)estconvexe pourte[0,1].
Les propriétés de r;(t) pour ¢ voisin de zéro sont obtenues par perturbation
des propriétés spectrales de Tj ;. En effet Tutubalin a démontré que 1 est
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LOCALISATION POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE 103

la seule valeur propre de module 1 de Tj ; et qu’elle est simple [/0]. Il en
résulte [9] que pour A fixé et ¢ voisin de 0, T/, a une unique probabilite
propre v, ; et une unique fonction propre ®@, ; avec v, yw, ,)=1 -

En écrivant T, @, = r;(t)®,;, la continuité¢ de ¢t —» @, ; et t — v, ;
donne par passage a la limite t — 0 :

d
i rat) =0 = vo,, ® p (Log p).

Mais cette derniére quantité vaut — y,4) qui est strictement négative
1 1
(voir [I]). On en déduit que “(5) <1 et donc rl<§> < p <1 pour A

dans un compact (par semi-continuité supérieure du rayon spectral) d’ou
le résultat.

THEOREME. — Si les potentiels forment une famille de variables aléatoires
indépendantes de méme loi possédant une densité sur R et un moment d’ordre
d(d + 1) alors presque siirement le spectre de H est ponctuel et il existe
une fonction propre d décroissance exponentielle dans chaque sous-espace

propre.

Preuve. — Les considérations précédentes permettent d’écrire :
_ - det (x5 1(S£)Isllclxd— 1):|
VkeN, Viel V(X _{,x%3) € X - E
( d—1 d) (d—1,d) I: det (xé(sl%)lsl%xd)

< det (xg-1X4-1)
= 7B det (x)xy)

Calculons I'espérance dans le lemme 4 en intégrant d’abord par rapport
aux variables g, d’indice ke (n+1, ...,N) : en appliquant l'inégalit¢ de
Schwarz ; elle est majorée par :

det x/A,x;\'?
Cui fl\—7
’ det A,
car det (XTI, *A, T, 'x;)) = 1.

Or cette derniére espérance est majorée par C,,pf, ce qui prouve d’apres
le lemme 4 que o est presque sirement ponctuelle. Si I est un intervalle
ouvert borné :

[E(J Z | (P"S)ij|do> < Cjzpf avec py<l1.
1
i,Jj

On en déduit immédiatement que
| 0 mi.o | (D = J| (P"S);; | do,, < C(w)t".
1

Vol. 40, n° 1-1984.



104 J. LACROIX

C(w) étant une fonction presque siirement finie et ¢t n’importe quel nombre

de ]pb 1 [
. Si C(w) < + oo et A une valeur propre de H,,, on a donc :
| (P"S)ifA) | < —— @)
Y w(/l)

Les colonnes de la matrice S n’étant pas simultanément nulles, on en déduit
'existence d’une fonction propre a décroissance exponentielle pour ce A.

Malheureusement les sous-espaces propres étant a priori de dimension
< d, on ne peut affirmer (sauf si d = 1) que toutes les fonctions propres
sont a décroissance exponentielles (Dans le cas ou A est valeur propre
simple de 4, il résulte des considérations précédentes que S est alors de
rang 1).

N

Remarques. — 1) Soit by la plus petite valeur propre de Z P,P,; A est
0

valeur propre de H si et seulement si la suite by est bornée.
On aurait donc pu tenter de prouver que le spectre est purement ponctuel
en étudiant cette suite by, mais ceci parait difficile (sauf bien siir si d = 1)
car il n’existe pas de relation simple entre by et by, .

2) Comme dans [2] la méthode utilisée permet d’obtenir le méme résul-
tat pour des opérateurs aux différences plus généraux de la forme :

(Hw)n = - Ban—l + Anwn - ann+1

A,, B, étant des matrices symétriques avec al < B, < bl (0<a<b< + ).
Le seul probléme supplémentaire est I’existence d’une densité pour une
B, '(A,—A) , -1 .

[ 0 ) sur S,(d, R), mais en
particularisant les problémes on peut toujours faire une démonstration
analogue a celle de [/].

3) La méthode utilisée permet sans difficulté supplémentaire de donner
le méme résultat sur le ruban entier en introduisant des approximations

puissance de la loi de g} = <

sur [1,...,d] x [— N, ...,N], et les matrices NP, solutions de () avec
NP_y_; =0 et NP_y = I, ainsi que les produits :
NSy =gn... 868k ... ghs

Dans ce cas il est facile de voir qu’une condition suffisante pour que H soit
a spectre ponctuel est :

Zjllm (tr (NAR ' NA,) tr (VAR NA)2dA < + oo

1

pour tout me Z (ou seulement pour m=0et m = — 1).
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LOCALISATION POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE 105

11 suffit de répéter la preuve précédente avec une intégration de plus.
On montre de la méme fagon que pour presque tout w il existe dans
chaque sous-espace propre une fonction propre & décroissance exponen-
tielle. On peut toutefois ajouter que dans ce cas les sous-espaces propres
qui a priori étaient de dimension < 2d sont en fait de dimension < d car

\Y U, U v, V,
<V401> ona: ( U:1> _ S"<U_Ol>’ < V:1> - S"(V_(i ) et de la relation

U v
S;JS, = J on déduit que <U 0 ) et (V 0 > appartiennent a un méme sous-
1 -1

i i ) U
si 2 fonctions propres correspondent a deux vecteurs de départ < 0 ) et
1

espace isotrope de R4,

Vol. 40, n° 1-1984.



106 J. LACROIX

ANNEXE A

FRONTIERE ET NOYAUX DE POISSON
POUR LE GROUPE SYMPLECTIQUE S,(d, R)

I. ETUDE DE S,(d, R)

G = S,(d, R) est le sous-groupe de Gl (24, R) laissant invariante la forme Z (¢ A Xi40)-

i=1
Un élément g de G est caractérisé par la relation :

0 1
glg=1] (ouglg’=1J) avec J= < I O>'

On peut remarquer que le sous-groupe K des matrices orthogonales de G est constitué des

B
éléments < A> tels que A + i B soit unitaire, par conséquent S (d, R) n SO(2d) ~ U(d).

Décomposition d’Iwasawa de G.

X X
L’algebre de Lie de G est constitué des matrices (Xl ;,
3 — A
On peut écrire une décomposition de Cartan ¥ = A4 + 2 avec

> avec X, et X3 symétriques.

Xl XZ SR . o]
A = /X, symétrique, X; antisymétrique
-X, X ’

Xy X, o s
P = /X, symétrique, X; symétrique
X, =X

(G Som-s |
o = (O —X/ = diag (xy, ..., Xxg)

est une sous-algébre maximale abélienne de 2.

X 0 .
Si I’on choisit la chambre de Weyl o/ " = { < )/xl > X, > x>0 } on obtient
le systéme de racines positives : 0 -X

A ={0yfi>itu{y,li=zi}

. X 0 X 0
ou d)ijo X =X; — X; \PUO X = X; + X;

X, X, X, symétrique
et N = Y, = . .
0 —Xj// X, triang. sup. avec termes diagonaux nuls.

acA*

On en déduit la décomposition d’Iwasawa :
G = KAN

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



LOCALISATION POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER ALEATOIRE 107

avec K = SO(2d) n S,(d, R) ~ U(d)

s
= 0 X’l/ = 1ag(x1,...,x,,)x,»>0}

N—{<X Y) XY =YX ) }
0 Xty X triang. sup. avec des 1 dans la diagonale.

we {5 s
= 0 X/ = 1ag(sl,...,s,,)e,~=i1}

H=MAN={<X Y )/XY =YX }
0 (X~1'y// X triang. sup.

On peut exhiber un systéme de racines primitives IT
n= { (Di,i+1 }i:1 ,,,,, a-1Y { lPd,d}

ce qui permettrait grace a la construction indiquée par Koranyi dans [4] (p. 386 a 391),
de construire algébriquement toutes les frontiéres de G, mais nous utiliserons ici une
représentation géométrique de ces frontiéres.

11. FRONTIERES DE S,(d, R)

Si x, désigne un systéme libre de k vecteurs de R?%, X, est le sous-espace de dimension k
associé. On dit qu’un sous-espace de R?? et isotrope si pour tout couple u, v de vecteurs
de ce sous-espace, on a {u,Jv ) =0.

a .
En notant <b) la matrice des coordonnées des éléments de x, (a et b matrices (d, k)),

— ’ . ac A
X, est isotrope si et seulement si a’b = b’a et toute autre base de x, s’écrit (b ou ¢ est
i . . . 4
une matrice (k, k) inversible.

L, désignera la variété Lagrangienne des sous-espaces isotropes de R*¢ de dimension k
et X(;.. a4 l'espace des drapeaux isotropes c’est-d-dire des suites
X =(xy,...,xs) avec xeL, et }k < Xpa1

o défini par

e=(e, (e ), ....(e1, .- €)).
On vérifie que G est transitif sur X, 4 et que le stabilisateur de e est le groupe H=MAN
par conséquent X ; = G/H est la frontiére maximale de G.

III. COCYCLES ET NOYAUX DE POISSON

Draprés les résultats de [3], tout cocycle K invariant p sur G x X, _, est défini par
I'exponentielle p(h, ¢) sur H, or [H, H] = N par conséquent H/[H, H] ~ { R* x }"
Un cocycle p, K invariant G x X, 4 vérifie donc

d
p(h, e) ﬂ( H si h <X Y ) avec X = diag ( )
€)= x? = C = diag (xq, ..., Xx,)-
0 (X~ 8
i=1
Or si I'on considére les d cocycles K invariants p, définis par
det x;g'gxy

Pg X)) =plg X)) =——— k=1....d
det x;x;

Vol. 40, n° 1-1984.



108 J. LACROIX

k

ona pi(h, €) = ﬂ x?.

i=1

Par conséquent tout cocycle K invariant sur G x X, s’écrit

d
o(g, x) = n [ou(g x)]*.
k=1

Il s’ensuit que les cocycles sur les frontiéres partielles

Xipin ={x =&, ... %)%, €Ly, Xy, < X, }

e+ 1

sont de la forme :

r

pg, x) = H pi (8 X))

k=1
Sim;,, . ; estla probabilité K invariante sur X;, _; le noyau de Poisson est le cocycle P;, ;.
défini par
dg~ lmil“.i,
P i(gx) = ——(x)
dm

i,y

et par conséquent, il suffit de déterminer les coefficients A; associés a ce cocycle pour
connaitre le noyau de Poisson.

En suivant la méthode exposée par Furstenberg et Tzkoni, on explicitera le noyau de
Poisson dans les cas ou I'on peut trouver une représentation paramétrique simple de
la frontiére a savoir X, et X 4).

1) Noyau de Poisson X, (1 < k < d)

. a , . . . .
Six), = (b) avec a carrée de dimension k, a inversible.

La trajectoire de x sous H peut étre associée au produit ba~* de dimension (2d —k, k).
Mais il ne faut considérer que le sous-ensemble de ces matrices correspondant a des
plans isotropes ; en écrivant

u et w de dimension (d — k, k)

b= v carrée de dimension k
w

x est isotrope si et seulement si va™* + (ua”!)'wa! est symétrique d’oul la représentation
paramétrique de X, (avec a inversible)

X
e M X et Y matrices (d — k, k)
X M matrice symétrique (k, k)
Y
avec X=ua"', Y=wa!, M—-XY =va"?)

k(k+1
<on en déduit donc que X, est une variété de dimension 2k(d —k)+ —(2—)>
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T 0
Si on considére I'élément h, = ( _1>eH avec T =diag(a, 1,...,1) >0, on
obtient 0T

X T
n(hy '%;) = T MT avec T = diag (o, 1 ... 1) carrée de dimension k)

Y T

Le Jacobien de cette transformation linéaire est égal a a24~%*+1 |

conséquen
Par conséquent rdek1

1 _2d-k+1
Pih,, €) = o2d-k+1 = [pulha, €)] z

D’ou le noyau de Poisson de X, :
2d-k+1

det x}x; ] 2
det x,g’gx,

P(g X)) = [

Remarques. — Sur X, cette formule était bien connue, car X, est la frontiére de Berg-
man Silov du domaine Hermitien symétrique borné Q :

Q={ZeM,;,C)Z symétrique et I — Z*Z > 0}
qui s’identifie naturellement & G/K (G est la forme conjuguée de Sp(d, R) soit SU(d, d)
et K ~ U(d); un élément g = (2 f;) de G opérant sur Q par 8Z=(AZ+B)CZ+D) 1.
En effet la transformation définie par :
Xa= <Z> %, - (a + iba — ib)~*

est une bijection de X, sur les matrices symétriques unitaires qui constituent la frontiére
de Bergman Silov de Q soit dQ.
L’action de K sur 0Q s’écrit

Z - UZU’ avec UeU(d).

Dans ces conditions, la mesure K invariante sur 0Q est connue et transportée sur X,
elle est en fait portée par X, = { X,/a inversible } qui est homéomorphe a I'espace des

a
matrices symétriques réelles d’ordre d par I'application (b) — M = ba"! et 'on obtient

d+1
dmyM) = constante [det (I + M?)] 2 ndm,,

izj
L’action de G sur les matrices symétriques s’écrivant

A B
= M =(AM + B -1
g (C D) g (AM + B)(CM + D)
. . L. dg™'my
il est donc possible d’obtenir directement

(M) par un calcul de Jacobien.

Le noyau de Poisson obtenu plus haut (pour k = d) correspond & la formule obtenue
dans [5], page 99 écrite sous la forme :
d+1
1 (det(I—2Z) %
Py(Z,U) = ( et ( __)) avec ZeQ et UedQ.
Vol (Q) | det (1—ZTU) |*+!
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Précisons enfin que I'on dispose d’une construction algébrique de X, car si ’on consi-

dére le sous-ensemble E de racines primitives E = { ¢;,,,/i=1,...,d — 1} en posant
tI 0

Ay ={Aed/p;+1(A)=0i=1,...,d — 1} on obtient o/ = { <O I)’ teR }
—t

et par conséquent le centralisateur .#y de /¢ dans " s’écrit

M { <X‘ 0 )/X tisymétri }
= antisymetrique
E 0 X, 1 y q

dans ces conditions

A B . _
K = avec A + iB unitaire
-B A

M; = { <I(; E) avec L e SO(d) }

et K/Mg ~ Matrices unitaires symétriques ~ X
2) De méme sur X; = P?¢"! le noyau de Poisson était connu puisque l'on a

Spd, R) = SI2d, R) et K < SO(2d)

par conséquent P; est identique au noyau calculé sur le groupe SI(2d, R) c’est-a-dire :

el >“‘
_ - |
P,(g v) = [pi(g v)] <”gv 1

3) Noyau de Poisson de Xy 41 < k < d
Xy = (Vi Xg)/Xie © Xy -

u a
81 Xy = < >, Xg = <b) avec a inversible alors X, = X, <> v = ba”'u, on posera
v

v = Uy w, matrice (k, k)
" gy uy -, matrice (d —k, k).
u
On a alors une représentation paramétrique des k plans de type (b - ) pour lesquels
a”lu

: H u -1 k(d—k
u,, est inversible en prenant ba- — Uy e RKETR),
a

1
u
On a donc une représentation paramétrique de l'ouvert

Xty = { (%o %) € X/t €t a inversibles }
en posant

dd+1
Xk Xg) = (Ug—_ ity 1, ba™ ) e R0 x R —(—)

En considérant cette fois I’¢lement (o > 0, f > 0) :

X 0
hyp = avec X = diag(oa, 1,...,1,
8 <0 X‘1> g ( B)

on obtient que
n[hyj (o, X0)] = S it | o | XbaT!X

1 T
(d~k, d—k) (k, k)
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le Jacobien de cette transformation est égal a
ad—kﬂ—k X (Zd+1ﬁd+l — aZd—k+ lﬂd—k+1
or Pilbag @5 8) = o

pd(ha,[b e ) = “zﬂz
Par conséquent :

d+1—k

_4 _d+1-k
P (g (X Xa) = [pulg X)] 2 [pule X4)] 2

IV. OPERATEURS ASSOCIES AUX COCYCLES
Soit X une frontiére de G, p un cocycle K invariant sur G x X, p une probabilité sur G

avec JSup p(g, x)dp(g) < + oo.

On peut alors considérer I'opérateur borné T, sur C(X)

T, f(x) = L p(g, x)f(gx)dp(g)

et opérateur dual T; sur .#(X).

Soit P le noyau de Poisson de (G, X), on a alors le résultat d’entrelacement suivant :

i) Si ¢ € C(X), R

(¢m)T¥, . = (T, $)m

(T est I'opérateur associé a ).

ii) (Ker (T, — Aym = Ker (T§,_; — A,

Preuve. — Soit f e C(X)

I=(emTe,- . f>=Com T, f

Plg"hx) |
= | === f(g" 'x) p(x)dm(x)dp(g)
p(g™ ", x)

. . dgm .
en écrivant que P(g™!, x) = T(x) on obtient
m

I= f(i)f(ﬁ dm(x)dp(g) = Jf (x)p(g, x)Pp(gx)dm(x)dp(g)
p(g™", gx)

=T, ¢)m, >

ii) est une conséquence immédiate de ce que f — fin est injective.

Conséquence importante :

Supposons que p ait une densité sur G, les opérateurs T, sont alors compacts (ainsi
que T,).

Par conséquent les deux sous-espaces Ker (T,, — ADk, Ker (Top—y — AD* ont la méme
dimension (finie) pour 2e ¢ — {0} et ke N.

Il s’ensuit que la famille || T; || est bornée si et seulement si la famille || po—1 || €st bornée.

En effet les rayons spectraux sont identiques et dans le cas ou celui-ci vaut 1, un opé-
rateur compact T dont le rayon spectral est égal 4 1 a ses puissances bornées si et seulement
si pour toute valeur propre A de module 1, on a Ker (T —Al)=Ker (T —AI)%
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Soit Y une autre frontiére de G image équivariante de X par une application continue t
(i. e. g.1(x) = 1(gx)).
Un cocycle (g, y) se remonte en un cocycle (g, x) en posant a(g, x) = a(g, t©(x)) et si
¢ e C(Y), on pose ¢ € C(X) par ¢(x) = ¢(t(x)). Il est alors facile de constater que
T+9) =T, 6.

Par conséquent chaque valeur propre de T, est une valeur propre de T; et || T7 || = || Tz||.

Application au groupe symplectique.
En prenant X = X ;4 €t Y = X,;_;.
On considérera le cocycle p sur X associé aux noyaux de Poisson Py et Py de X et Y par
u=PyP," L
Les formules précédentes donnent
(g Xao1: Xa) = [pa-1(8 Xa-1)1lpdg )17}

(On peut remarquer que ce cocycle est celui qui fait apparaitre le coefficient de Lyapou-
noff — y, et qu’il est donc négatif dés que y, > 0 (voir [/])).
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ANNEXE B

CALCUL DE M6, .0

Si ¢ est une fonction continue a support compact dans R

1 P,V)(P.V)
Nl i @) =3 Z (%) (B VYEVY

n

{4eR,VeSq - 1/(PN+ 1 — XPN)V=0} Z VPPV
ktk

k=0
(dans le cas ou NHX a ses valeurs propres simples).

En utilisant la transformation de Cayley
Qn = (Py + iPy4 )(Py — iPyy )"
Z=(1+iX)I-iX)"!
Qn et Z sont unitaires symétriques et

(Py+1 — XPY)V =0 < (Qn — Z)(Py — iPy, )V = 0.

o oM
De plus <en notant M = H) on a la relation

Qn = 2i(P} — iP,;H)-‘(z P;Pk>(PN — iPyyy) 7!

)
(voir par exemple [6], p. 156).

Drautre part si y est une fonction continue a support compact de R* — Ret g de classe C!
de R? dans C? n’ayant qu’un nombre fini de zéros :

o1
Z Y(x) = lim — Y(x) | J(x) | dx
«10 B, Jpam )il <o)
tx/g(x) = 0}
B, est le volume de la boule de rayon ¢ de R’ et J la matrice Jacobienne de g, | J(x) | le
ov
module de det J(x). On notera § — V une représentation paramétrique de S,_, et — la
matrice (d,d—1) Jacobienne de ce changement de variable. 90
En prenant g(0, 1) = (Qn — Z)(Py — iPy+)V on obtient :

ov . . .
= { (QN—Z)(PN_iPN+ 1) % > [(QN_Z)(PN—iPN+1)+QN(PN_iPN+1)]V }
Pour calculer ce Jacobien sur les zéros de g, on peut utiliser la relation
W*U,
W*wW

ou les U; et W sont des éléments de ¢? et W*U; =0i=1,...,d—1.
En effet, en choisissant W=(Py+iPy)V, on a sur les zéros de g :

W¥Qn —Z) =0  (car Qy — Z est symétrique)

det (Uy, ..., U, = det (U, ..., Us_y, W)

N
W*[(Qn—2Z)(Py—iPyiq) + Qu(Py — iPyi )]V = 2iV'<Z P,:Pk)v

k=0
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et par conséquent

=l —c—
ou 'on a posé Ay = Pl Py + PiPy et

ov
Jo = <(QN - Z)(PN - iPN+1) %, (PN + iPN+1)V>

d’ou la formule :
(P V)(P,Vy

1
0(! LIV S)( ¢') = lim — l JO | dido

10 B, Jijl@n-2)Pn—iPns V] <o) VA A%

La probabilité m sur les matrices unitaires symétriques Z = G’¢'®G avec G e SO(d),
® = diag (¢, ..., ¢,) invariante par les transformations Z — UZU’ avec U e SU(d)
est donnée par la formule dm(Z) = d® ® dG, dG étant la mesure de Haar de SO(d) et d®

la probabilité d® = azh(d, ..., d4) nd¢k sur [— m, ] avec

Wby, oo bd) = Lig,24200 H|el¢'— 95 |

B

A
conséquent il existe une matrice réelle inversible C telle que :

()= 36)
P/ \A B /\o
et donc Py + iPy,; = (A + iB)C

Qn = (A + iB)YA + iBy

—A
D’autre part le groupe K = ( B > avec A + iB unitaire est transitif sur X, par

On en déduit que
(Qn = Z)(Py — iPyyy) = (A +iB)[I — (A" — iB)Z(A - iB)]C
En utilisant I'invariance de m, NG; ,; ;) posséde donc une densité par rapport 4 la mesure
de Lebesgue d A donnée par :
1 ov (PV)(RVY

lim — |det (1-2)C —,CV| x
210 B, Juia-2eviiss a0 VAWV

Soit encore en posant Z = G’¢'®G, par fR(,-,,,(jvs,(G)dG avec

1 av (P,V)(P,V)/
Ris(G) = lim | det (01 = €)GC =, GCV) | = d@d

€l0 B HI(1=ei$)GC V|| &) N

Cette derniére intégrale se calcule facilement en choisissant ke [1, ...,d] et en inté-
grant d’abord par rapport aux variables (¢, 0) les autres ¢ étant fixés (leurs valeurs pou-
vant toujours étre supposées distinctes de 0).
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Alors en posant

&l b, 0) = (I — €)GCV

r

0

(GCHVyt
{8e=0}=4¢,=0 et V="V telque GC'V =

\

De plus, la matrice Jacobienne de g soit J, vaut

0
av , :
Jo=| (0 = ¢€%GC Pl ie'®x (GCV)t
’ 0
On en déduit que ) )
Riinis(G) = (EVVEVY #a
o VANV

(I i’y a que deux vecteurs *V opposés définis par g, = 0)

jh(d’l’ NS d)k—lvo’ ¢k+lv ¢'d) l_ld¢]

J*k
J"“d’ls ) ¢d)nd¢1

il est facile de constater que *B, est indépendant de k et sera donc noté Ba-
On peut alors donner une expression de R plus symétrique :

avec kB, =2

d
dRin () = By Z (P.C™1G’¢,)/(P,C~'G’e,)’
k=1
(en tenant compte de la relation Ay = C'C).
En particulier pour r =5, i =
d
Bd
Z Rinin(G) = i tr (A5 'P;P,)

i=1

et donc 8

d R d o
= tr NG, = n tr (A5 ')P.P,)

En utilisant I'inégalité de Schwarz :

d. -
4 <Z [ NG imio | > <’d [tr (AR 'P/P,) tr (Ag 'P;P,)]'/2

iJj
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La formule de trace permet de calculer explicitement le coefficient §,. En effet, tous les
calculs effectués sont valables en remplagant dans I'opérateur de Schrédinger la suite A,
par une suite de matrices symétriques quelconques.

En choisissant le cas particulier r=N=0 et A;=0, on trouve que Ao=(1+ A% et par

1 _ . . - . .
conséquent 7 '[ tr(Ag )di = II or puisque “F o) est une matrice dont les termes dia-

R
bd

L 1(d 1
gonaux sont des probabilités, on a 7 jﬁ tr Ngo.0d A = 1 et par conséquent ) = o d’ou

les formules finales

d 1
ﬂ tr Nﬁ(r'k) = ﬁ tr (AQIP:P,)

d R d _ _
E Z | Nﬂ'(i,r)(j,s)! < ‘1_’[ [tr (AN IP:Pr) tr (AN lngs)]uz

LJ
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