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SUR LE THEOREME DE POISSON,

Par M. Hesxry BOURGET,

Maitre de Conférences a I’Université et Astronome adjoint 4 I’Observatoire.

—

1. On sait qu’en rapportant les planétes aux axes habitucllement employés,
ayant pour origine le Soleil, la démonstration du théoréme de Poisson exige
quelques transformations de calcul assez délicates. Les difficultés proviennent de
ce que la fonction perturbatrice n’est pas la méme pour toutes les planétes en
présence. Il en résulte que, si I'on montre assez facilement que les variations des
éléments d’une planéte ne produisent pas de perturbalion séculaire dans le grand
axe de cette planéte, il est plus malaisé de faire voir qu’il en est de méme pour
I'effet des variations des éléments des autres planétes.

(’est pour lever ces difficultés que Tisserand a fait usage des coordonnées
Jacobi-Radau. Dans ce systéme, les fonctions perturbatrices des diverses planétes
sont les mémes a un facteur prés.

M. Poincaré a proposé, en 1897 (Bulletin astronomique, . X1V, p. 53), un
systéme de coordonnées qui posséde la méme propriété.

Jai pensé qu’on pourrait utiliser avantageusement pour simplifier la démon-
stration du théoréme de Poisson. C’est I'objet du présent travail. Houél a indiqué,
jadis, dans sa Thése, une démonstration de ’invariabilité des moyens mouve-
ments basée sur une idée analogue.

J’ai fait usage d’un mode particulier d’exposition de la méthode de la variation
des constantes arbitraires. J’ai montré ailleurs (') que ce mode d’exposition dd
a Cauchy (Comptes rendus, 12 octobre 1840) pouvait étre rattaché simplement
a la belle méthode des approximations successives de M. Picard.

2. Désignons par m, la masse du Soleil; m,, m,, ..., m, les masses des diverses
planétes. Soient z, y, 5 les coordonnées par rapporl a des axes fixes quelconques
de la masse m, et z;, Yi, 5; les coordonnées de la masse m; par rapport a des axes
paralléles aux premiers, menés par m.

(') Bulletin astronomique, t. XXI, 1894, p. 219.
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La force vive et la fonction des forces du systéme sont
\
2T = my (22 y 24 5) + X mi(&' -+ 20) 4 (' i)+ (s + 50)°) (
I3

mym; m;m;
V) AL N
i T dd ;D)

(& /=1,2,.0,9),

ot les lettres accentuées désignent des dérivées par rapport au temps, /i la
distance des masses m, et m; et A;j celle des masses m; et m;.
En supposant, ce qui est permis, que le centre de gravité du systéme est immo-

bile, nous obtenons
1
— = —Z m; )
- i
I 1 ! .
—Y =7 myy; (l:I’Zr-'-y")’
e i

3
— 5 == E m;s
I i /

=My My Iy

en posant

La force vive devient

Posons
JT JT aT .
9 - = Pis —d,,:q,-, ——d”,:r,- (i=1,2,...,v),
Z; Y =<3
nous en tirons
mx;=p;+ il Z p
Ly — Pi o i
my i
g m; O . .
my;=¢qi+ — qi | ({=1,2,...,Y);
m, i
14
m,:,:rﬁ——E r; ‘
() i I

5T s’exprime alors en fonction des p;, ¢, 7 et devient

T=N L (a4 r)+— N (pipj~+ qiqi+1ir;
21_Zinl;(pl+qz+u)+mozﬁ(mpﬁ—qzqﬁrm)

en posant

~~
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On sait que les équations du mouvement ont alors la forme canonique

de, 0K dp__ 0K |
dt _,0/7;', E_ d.l‘i
dyl__dK dq,__ JK . s
gt—_d—q;, 7{_—(—73’-1 (i=1,2,...,v)
ds; 0K~ dri_ 0K
dt _d"[, dt — ()Zi
ou
K=T-0U.

Cela étant, posons

H=N — (pr+qi+r)— Y, T

I
am;

) (L )=1,2,...,v);
RN T LN
R=X, 5~ X, e g |

les équations du mouvement deviennent

dz; _oH  JR dp; _ oH oR

@ T op op. At — 9w T om
dy, o0H IR dg; _ oH OR o .
de ~oq " og) w oy o UTRmeoY
ds O _OR | dr, __OH _OR
dt ~— or; or;’ dt ~ 03, 03;
ou
de; _pi OR - dpr | memiz_ OR
dt —m, " dps i 3 o
dy; _ q JR d9t+ mom;y; IR .
= = 5 - =3 = v).
d m) 0q: dt r;_:; 9. (i=1,2,...,v)
ds, _re OR - dry  memz  OR
dt — ml  or; dt r% T 03y

Si I'on fait R=o0 dans ces équations, on obtient les équations différentielles de
I'orbite elliptique intermédiaire et en posant

S \
Ei= 5
I3
_ 9
ni_;/' (i=rt, 2, » V),
I
".
(=2t
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on obtient, pour les équations de cette orbite,

de,_ o oM dy __ 1 oM
dt — m, 08, dt — m} ox;
dy,_ oM dn_ oM [
dt — m} dn; dt — m dy; (2215250005 9)
de —— m) z; d_t———;?ib?i
et pour les équations du mouvement troublé
dz; 1 d(H—R) d, 1 o(H—R)
dt — m) 0&; ’ dt —  my ox;
dy; 1 d(H—=R) dn; 1 J(H—R) .
H?_E___()m R W_—-E——dyi (f==1,2,..., V).
ds; 1 J(R—R) dg; L()(H—R)
dt m' PP de — m) 03, |
Il en résulte qu’en désignant par
q g P
al, ab, o
; B j( (I=1,2,...,9)
B, gL AL

un systéme d’éléments canoniques conjugués, on aura pour les équations aux

variations de ces éléments

day _ 1 OR . dg_ 1 OR

dt — mj 0Bl dr — nT;.oaga

det, 1 JR dpgi 1 JR .
—%—772‘/[6:37‘,, T[t‘-——'—;)—lz(—)‘l—;‘/ (L_I,Q, ,J).
day _ 1 OR By 1 OR

di — m} 03y’ dt — mj dal |

. . R . ¢ . . .
Il est & remarquer que |’orbite intermédiaire n’est pas tangente a lorbite réelle,
comme dans la méthode usuelle; mais que, par contre, il n’existe qu’une seule

fonction perturbatrice R que 'on doit multiplier par la constante — pour écrire
i

les équations du mouvement de la planéte de masse m;. C’est donc pour le grand
axe de cette orbite elliptique que nous démontrerons le théoréme de Poisson.

3. Désignons par

a le demi grand axe;

¢ 'excentricité;
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Q la longitude du nceud ascendant;

o I'inclinaison ;

w la longitude du périhélie;

= I'époque du passage au périhélie;

T = n(t— <) 'anomalie moyenne a I’époque ¢;

k= na* = Vfw la constante de Gauss;

p = a(1 — e?) le paramétre;

n le moyen mouvement diurne;

w=m -+ m, la somme des masses de la planéte et du Soleil;
E la base des logarithmes népériens;

pour une quelconque des v planétes en présence. Introduisons également pour
chaque planéte m; les éléments canoniques suivants :

L S S Y S

! 2 2a; 1 v
oy = ky/p;cosg,, Bi=21,
0113:14\/[71', ﬁ;:m’,— Ql‘.

Nous supposerons la fonction R développée sous la forme

R g B

v désignant \/—1;
le 2 indiquant des sommations a faire pour toutes les valeurs positives, négatives
ou nulles des entiers ¢, ¢’ pour chaque planéte.

Nous désignerons, de plus, par & ce que devient R quand on y fait ¢t =10, et
nous poserons
G)l': Ill'(e - ‘Z'l‘).

Nous supposerons enfin qu’il n’y a entre les moyens mouvements aucune rela-
tion de commensurabilité.

4. Dans la Note que nous avons citée au début, Cauchy montre que la variation
totale d’une fonction s des éléments canoniques des planétes est donnée par la

formule
As=d +c"+0"+...

dans laquelle on a posé

(] N . 6
o":———f O b, 0'”:—/ Oo' d5, a’”:—f 0o df
t t t
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el

Oo = [Ry, oL+ [Rey 51at [Ryy ol o+ [Ryy 0]y 0 &= &,
5 désignant la valeur de s pour £ =10 et le crochet [P, QJ; ayant la signification
habituelle
(p,Ql— 9P 99 9P 0Q 0P 0Q 0P 0Q 0P 09 IP 00
PR gl 0BL 0BY dal  dal OBL 0B dah - dwh 0BL 9B O
s/, ¢, " sont alors les variations d’ordre 1, 2, 3, ... par rapport aux masses.
Rappelons que [P, Q] obéit aux lois de calcul suivantes :

[Pa Q]:"—[Q’ P]y [P’_Q]:_‘[P) Q]’
[P+R,Q+S8]=[P, Q]+ [P, S]1+[R, Q]+ [R, 8],
[PR, QS]=[P, Q1RS -+ [P, STRQ +[R, Q1PS + [R, STPQ.

5. Reprenons rapidement avec ces notations la variation du premier ordre de
P
Y1z ]
I’élément o}.
On a, dans ce cas
) )

1 OR .
[Sii,a}L:—m—,l 3(3_;’ [R; al];=0 (i=2, ...,¥);
d’ol

1 OR,

0
7]
Oo—=— — —+ = LI .
‘ m}y dB} et o ) d@}[ Ry df

Or, &, considérée comme fonction de § contient deux sortes de termes :
a. Des termes indépendants de 0, de forme (mi, m;)oo, caractérisés par la

relation
gni+q'nj=h=o.

b. Des termes contenant 0, pour lesquels 2 £ o, qui peavent s’écrire
(mi’ ,nj )(],f]' E——u Ehet,

en posant
u=1(qn;t;+q'n;t;).

0
Il en résulte que f &, df contient aussi deux sortes de termes :
t

a. Des termes séculaires de type (mi, m;j)o,o (6 —1).
b. Des termes périodiques de type

Uy 7)0 g (gt Bty ko
vh ’
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On doit observer que le coefficient (m;, m;), 4 ne contient pas les éléments 3¢,
[31, qui n’entrent que dans u par %, 3.
En posant, pour abréger,

(myy mj)gq — R0 At
Ajj=—g =k, Py =EM—EM,

les termes périodiques prennent la forme
A, P
On en conclut immédialement que Aa! ne contient aucun terme séculaire,

puisque (m;, mj)y o est indépendant de B!.
¢'= Aa] est donc une somme de termes périodiques de la forme

JA;;
T)BTJ Pij=qun;A; P,

0
6. Arrivons maintenant au calcul de c”:f 05 d.
t

On a
Uo'=[Ry, o' 1+ [Ry, ' Lh+ [Ry, 6" s+ .. [Ry, &' ]y
ou bhien
! ! ! I ! I /
= —|d —|J 9 ... é ve
Ue m,l[l,a],—i-m,?[ﬁ,a]_ a +m$[ﬁ’g]"
d’oul

v 0 N 6
" I , - 1 .
o= 21;’”2[ [ﬁ’a]ﬁde_zkm;“/t‘ [O'., '-R]],d@.
1 1

0
Il suffit, pour démontrer le théoréme de Poisson, de faire voir que f [o', R ]xdb

t
ne contient aucun terme séculaire pour un indice & déterminé ¢.

[, &]; est une somme de crochets analogues obtenus en associant de toules
les maniéres possibles un terme de ¢’ avec un terme de K.
¢’ ne contient que des termes périodiques de la forme
gen; Ay Py
d’autre part, & peut s’écrire
R= 2 Bil Qi/’

Fac.de T., 2¢ S., V1. 23
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en.posant

B“:(lnl‘, m,)‘m', E”V Q”:EkOL,

v=1(sn;7; + s n;), k=sn;+s"n,

en appelant, pour éviter toute confusion, s et s’ les entiers que contient &.
Nous aurons donc a intégrer des crochets de deux types, & savoir :

(a) [gvr;A; Py, Byl h # o, k=o,
(0) [gvniAii Pijy B Qi h#o, k F#o.
Ceux de type (@) peuvent s’écrire
[fl‘ LR Aij, Bz‘/]i Pij -+ [Pi/, Bz’[]i qgLvn; Az’j,
la premiére partie donne le terme

0
Lgvn: Ay, Bil]if P;;df
t

qui est périodique, Pintégrale I'étant; la seconde partie donne, sans peine,

()Pi{' ‘)R__”_ =—1¢g%sn} ggj B (9EM — ¢Ert)
1

i[Pijs Buli= i -
qv.n[ J ./] qwn dall 0511

dont I'intégrale ne contient que des termes périodiques et des termes périodiques
multipliés par le temps, mais aucun lerme séculaire, comme on le voit en remar-

quant que I'on a

]
f GEMO 4 — L/z (R — (Ert) 4 % (b — Rty h#o.
. 2
t

]
Les crochets du premier type ne peuvent donc amener dansf [¢/, &]:db
12

aucun terme séculaire.
Restent les crochets du second type qui peuvent se développer sous la forme

[gvn:A;Py, B.;Qul:
=[qwn;Ay;, BuliPii Qu+ [qrniAijy Qu1iPi;Bu
+ [P, BuliqeniAiy Qu+[Pijs QuligeniAyyBu.
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Mais on a immédiatement
[Pij Qi!]i: o,

0Ai; 0Qu _ 2@1;.. "
ldﬁi dai _‘!’q sn; dall l]QlI ’

[gvriAi, Quli=—qn

JdP;; 0B, dn;
B = L Y — ——L By (R — g Ehuy,
[P, Bitls Jo, 0B qsn; o 1 )
d’ou 'on conclut
dﬂi
fgen:A;;iPy, B, Quli=[qvn:Ay, By 1P Qu—1g®sn}A;;By o E* (0 — ¢)Qy
]
]
et, dans f [¢/, &]: db, une série de termes de la forme
4
d’li
[(]llliAl'j, B,‘/]iK— Lq2sn?A,~jB“ 7 Eh“KI,
do,
les intégrales K et K’ ayant les valeurs
K = [Et+h_ Erhn] _ Ene [EA0: — Eket]
v(h =+ k) vk ’
A0 g ! EA0  Rke
[ A— — . O A
K=" 0=+ 5l b

avec les conditions
h #o, kZo.

Ces conditions et la forme de ces intégrales nous montrent que les termes qui en
proviennent ne pourront étre séculaires que si 'on a

h+ k= 0,
auquel cas le terme correspondant deviendra
[gvr:Ay, Byli(6—¢).
Or, la condition & + k = o développée donne
(g+s)ni+q'n;+s'n=o,
qui implique, d’aprés nos restrictions,

q -+ s=o, q'=o, §'=o, si J &L

g +s=o, g+ s =o, si Jj=1L.



176 H. BOURGET.

Dans le premier cas, j £ /, ¢, s ne peuvent étre nuls, mais & un terme
[geniAiyy By li=[(my, my)g 0 E—%, (myy, my)_y o E*],,
correspondra le terme
[—qvnriAy, Byli=[(miy, my)_y B (myy my), JE—*];,

égal et de signe contraire, en vertu des propriétés des crochets. Done, dans ce
cas, les termes séculaires s’annuleront deux a deux.

Dans-le second cas, si ¢ ou ¢’ est nul, s ou s’ sera nul. Si ¢ est nul, le terme
séculaire est aussi manifestement nul. Si g est le différent de zéro, & un terme

n; _ ’
q ["/7 (mis m;) g, B4, (myy my) g, E+"J _
4
correspondra le terme

n;
q [f (myy m;)_q g B0, (myy my),. quAu] ,

i

ou bien, en posant

(mim;)g o Bt =M, (mim;)_q g Br* =N,

n; '
q [FM,M ]i

n; ’
ql:—/Z‘M ,M]i.

La somme de ces deux termes est nulle, car on a

au terme

correspondra le terme

n; ’ . / . d Zl_L ! _’_l_l
[TM’M];— Ml\lqm,dai<h>—f—[M,M], W

TR . M’ J n; ’ n;
- = ni— | & M, M]-
[ m| =g, o () + D
Donc les seuls termes séculaires qui pourraient, a priori, exister, s’annulent
deux a deux.
Donc il n'y a pas dans ¢” de termes séculaires. C'est le théoréme de Poisson.



