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INTRODUCTION AU CHAOS CLASSIQUE
ET AU CHAOS QUANTIQUE

par

Frédéric Faure

Résumé. Depuis les travaux de Henri Poincaré (1892) et ensuite Bir-
khoff, Anosov (1967), Ruelle etc. il est apparu que les trajectoires
issues de lois déterministes mais possédant une « forte sensibilité
aux conditions initiales » semblent imprévisibles et qu’il y a des
propriétés aléatoires émergeantes. On parle de « chaos déterministe
en mécanique classique ». On présentera un modèle assez concret de
dynamique chaotique que sont les « billards dispersifs ». On établira
les propriétés mathématiques du chaos (mélange et ergodicité) sur
un modèle similaire mais plus simple appelé « application du chat
d’Arnold ».

La problématique du chaos quantique est d’étudier la dynamique
des ondes quantiques dans un système dont la dynamique classique
associée est chaotique comme décrite plus haut. Plus précisément on
souhaite comprendre l’évolution des ondes mais aussi la structure et
la répartition spatiale des ondes stationnaires. On posera ces ques-
tions en montrant quelques exemples numériques intrigants qui ser-
viront à introduire les exposés suivants. Par exemple le « théorème
d’ergodicité quantique » (1974) établit que lorsque la dynamique
classique est ergodique alors presque toutes les ondes quantiques
stationnaires sont équi-réparties sur l’espace.
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Introduction

La théorie de la mécanique quantique a été découverte par
Heisenberg, Schrödinger et d’autres au début du xxe siècle. Elle
décrit la matière par des ondes de matière qui évoluent selon
l’équation de Schrödinger. Ces ondes ont une signification probabi-
liste en physique. Auparavant, les constituants de la matière étaient
décrit par les équations de la mécanique classique (Newton 1686,
Hamilton 1833) qui sont des lois déterministes pour les trajectoires
des particules. Dans la partie 1 nous proposons une brève introduc-
tion aux idées et au formalisme de la mécanique classique et de la
mécanique quantique. Nous expliquerons le passage entre les descrip-
tions classique et quantique en terme de paquet d’onde, assimilable
à une particule et avec le principe de correspondance qui se formalise
avec le théorème d’Egorov. Nous présenterons des exemples simples
de dynamique qui serviront dans les textes suivants de ce volume,
que sont la particule libre sur le cercle, sur le tore T2, dans un billard
et sur une surface à courbure négative. Dans tous ces cas, l’opérateur
de Schrödinger est le laplacien.

Dans la partie 2, nous présentons la problématique du chaos déter-
ministe et l’approche mathématique pour l’aborder. Depuis les tra-
vaux d’Henri Poincaré (1892) et ensuite Birkhoff, puis Anosov (1967),
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Ruelle, etc., il est apparu que les trajectoires issues de lois détermi-
nistes mais possédant une forte sensibilité aux conditions initiales
semblent imprévisibles et qu’il y a des propriétés aléatoires émer-
gentes. On parle de chaos déterministe en mécanique classique. Nous
présenterons un modèle assez concret de dynamique chaotique que
sont les billards dispersifs. Nous établirons les propriétés mathéma-
tiques du chaos (mélange et ergodicité) sur un modèle similaire mais
plus simple, appelé application du chat d’Arnold.

Finalement la partie 3 porte sur la problématique du chaos quan-
tique, qui est d’étudier la dynamique des ondes quantiques dans un
système dont la dynamique classique associée est chaotique comme
décrit précédemment. Plus précisément on souhaite comprendre l’évo-
lution des ondes mais aussi la structure et la répartition spatiale
des ondes stationnaires. Nous poserons ces questions en montrant
quelques exemples numériques intrigants qui serviront à introduire
les textes suivants de ce volume. Par exemple le théorème d’ergo-
dicité quantique (1974) établit que, lorsque la dynamique classique
est ergodique, presque toutes les ondes quantiques stationnaires sont
équi-réparties sur l’espace. De façon conjecturale mais très utile en
physique, la conjecture des matrices aléatoires stipule que les valeurs
propres de l’opérateur de Schrödinger (c’est-à-dire les niveaux d’éner-
gie) sont disposés à petite échelle comme aléatoirement et satisfont
aux mêmes statistiques que les valeurs propres d’une matrice symé-
trique aléatoire.

Quelques articles de présentation du sujet
� Sur les systèmes dynamiques : [BS02, KH95, Bal00, Cou12].
� Sur l’analyse semi-classique : [Tay11b, Zwo12, Mar02, GS94].

Le texte de Clotilde Fermanian Kammerer (ce volume, [FK14]) pré-
sente et discute en détails la quantification de Weyl et le théorème
d’Egorov.
� Sur le chaos quantique : [Gut90] [Non08]. Le texte de Nalini

Anantharaman (ce volume, [Ana14]) présente et discute en détail le
théorème d’ergodicité quantique.
� Des simulations numériques peuvent être observées sur [Fau]. Des

programmes avec explications des modèles peuvent être téléchargés.
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1. Mécanique classique et mécanique quantique

1.1. Mécanique classique. On appelle mécanique classique l’en-
semble des lois fondamentales de la physique en général antérieures
à la mécanique quantique mais plus précisément les lois non quan-
tiques. On discutera cette distinction plus précisément au paragraphe
1.2.b. En mécanique classique les lois fondamentales sont :
� les loi de Newton et de Hamilton : elles définissent les équations

du mouvement pour les éléments de matière ou particules élémen-
taires soumises à différentes forces ;
� les lois de Maxwell : elles décrivent l’évolution des champs élec-

tromagnétiques et les forces qu’ils exercent sur la matière chargée.
Ensuite, avec la physique statistique (qui contient la thermodyna-
mique), à partir de ces lois fondamentales, on peut décrire les milieux
continus comme les gaz, les fluides, les matériaux, les plasmas etc.

La théorie de la relativité d’Einstein (relativité restreinte en 1906
puis relativité générale 1916) est considérée aussi comme une théo-
rie de la mécanique classique (car non quantique). Elle propose un
nouveau cadre théorique plus géométrique dans l’espace-temps pour
formuler les équations de mouvement de la matière et des champs
électromagnétiques.

1.1.a. Équations de mouvement. Notons x(t) 2 Rd la position d’une
particule à l’instant t 2 R (il est habituel de considérer les dimensions
d’espaces d = 1; 2; 3). La fonction t 2 R 7! x(t) 2 Rd s’appelle la
trajectoire de la particule.

Définition 1.1 (loi de Newton 1687). La trajectoire d’une particule de
masse m > 0 et soumise à une force F (x; t) 2 Rd est déterminée par
l’équation différentielle ordinaire :

(1.1) m
d2x

dt2
= F (x; t);

avec la donnée des conditions initiales de position x(0), et vitesse
dx=dt(0).

Remarque 1.2. D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz [Tay11a],
il existe une solution unique à (1.1) si F est une fonction lipschit-
zienne.
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Il est préférable de transformer l'équation du deuxième ordre en
un système d'équations du premier ordre. Cela donne les équations
de Hamilton ci-dessous.

Dé�nition 1.3. On supposera dans tout cet exposé queF (x; t ) est
une force potentielle c'est-à-dire qu'elle peut s'écrire sous la forme
particulière(1) :

(1.2) F = �
� @V

@x1
; : : : ;

@V
@xd

�
=: �

@V
@x

;

où V(x; t ) est une fonction à valeurs réelles appeléeénergie potentielle.
Considérons l'impulsion :

(1.3) � := m
dx
dt

2 Rd

et introduisons la fonction réelle suivante, appeléehamiltonien (ou
énergie totale)

(1.4) H (x; �; t ) :=
1

2m
j� j2 + V(x; t ) 2 R

(le premier terme 1
2m j� j2 = 1

2m jdx=dtj2 s'appelle l'énergie cinétique).

Proposition 1.4(équations de Hamilton, 1833).
Les équations de Newton(1.1) peuvent s'écrire sous la forme(2) :

(1.5)
dx(t)

dt
=

@H
@�

;
d� (t)

dt
= �

@H
@x

;

déterminant un champ de vecteursV := ( @H=@�;� @H=@x) sur
l' espace des phases(x; � ) 2 Rd � Rd (�gure 1).

Démonstration. On calcule :
@H
@�

=
(1.4)

1
m

� =
(1.3)

dx
dt

;

�
@H
@x

=
(1.4)

�
@V
@x

=
(1.2)

F =
(1.1)

m
d2x
dt2 =

(1.3)

d�
dt

: �

(1)Localement il est nécessaire et su�sant que rot( F ) = 0 .
(2)La notation vectorielle @H=@xdésigne le vecteur(@H=@x1 ; : : : ; @H=@xd ), et

@H=@�le vecteur (@H=@�1 ; : : : ; @H=@�d ).
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(x(t); � (t)) = � t (x0 ; � 0)

x

�
(x0 ; � 0)

V

Champ de vecteurs

Flot au temps t

Figure 1 . Champ de vecteurs de HamiltonV et �ot ha-
miltonien � t dans l'espace des phases.

Remarque 1.5.Nous ferons un commentaire dans la remarque 1.17
sur l'aspect antisymétrique assez particulier des équations de Hamil-
ton (1.5) qui, d'une certaine façon, laisse déjà entrevoir la mécanique
quantique ondulatoire. En 1833 Hamilton a utilisé au départ ces
équations pour exprimer l'optique géométrique des rayons, qui n'est
qu'une approximation de l'optique ondulatoire [GS77]. Nous verrons
de façon analogue que la mécanique classique est une approximation
de la mécanique quantique ondulatoire.

1.1.b. Exemples. Il faut savoir que pour les problèmes à un degré
de liberté, d = 1 (donc l'espace des phases est(x; � ) 2 R2 de dimen-
sion 2), et H (x; � ) indépendant de t, alors les équations du mouve-
ment sont solubles. En dimension plus grande elles ne le sont pas en
général, sauf exceptions comme le problème à deux corps qui est so-
luble car il se ramène en fait à un problème à un degré de liberté. Plus
généralement ces problèmes solubles sont appeléssystèmes intégrables
[Arn76]. L'étude du chaos à la section suivante sera au contraire
consacrée à l'étude des problèmes parmi les � plus simples � qui ne
sont pas solubles.
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Exemple 1.6(le problème à deux corps). C'est un système intégrable
d'importance historique car c'est par lui que Newton a écrit l'équa-
tion (1.1) en 1687. À l'échelle du système solaire, on peut considérer
la Terre comme un point de massem = 6 �1024kg à la position x 2 R3

soumise à la force d'attraction gravitationnelle de la part du Soleil
(situé en x = 0 ) :

F (x) = � C
u

jxj2

avec u = x=jxj vecteur unitaire et C = G � m � mS avec la masse
du Soleil mS = 2 � 1030kg et la constante de gravitation universelle
G = 6 ; 67� 10� 11N:m2:kg� 2. Cette force dérive de l'énergie potentielle

(1.6) V (x) = � C
1

jxj
:

L'équation du mouvement obtenue est

d2x
dt2 =

1
m

F (x) = �G � mS
u

jxj2
:

Remarquer que curieusement la masse de la Terre n'y intervient pas.
Cela signi�e que par exemple une poussière (ayant une autre masse)
qui serait à la place de la Terre (même position et même vitesse)
aurait la même trajectoire autour du Soleil. Cette remarque, appelée
principe d'équivalence, a conduit Einstein à la théorie de la relativité
où la gravitation n'est plus une force mais découle de la géométrie de
l'espace temps.

De façon analogue mais à une toute autre échelle, dans un atome
d'hydrogène, un électron de massem = 9 ; 31 � 10� 31kg est soumis à
la force de Coulombde la part du proton

F (x) = � C0 u

jxj2
; V (x) = � C0 1

jxj

avec C0 = kC q � q où q = 1 ; 6 � 10� 19C est la charge élémentaire de
l'électron et du proton et kC = 9 � 109Nm2C� 2 est la constante de
Coulomb.

Dans ces deux problèmes, grâce à la forme particulière deV(x),
on peut résoudre exactement les équations du mouvement et obtenir
que les trajectoires de la planète (respectivement de l'électron) sont
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des ellipses (ou paraboles ou hyperboles selon la condition initiale)
[Arn76].

Exemple 1.7(puits de potentiel, oscillateur harmonique)
À une dimension d = 1 on s'intéresse à une particule près d'un

minimum local de l'énergie potentielleV (x) que l'on suppose enx = 0
avecV(0) = 0 . Par développement de Taylor, on écrit :

V (x) =
1
2

kx2 + O(x3)

avec k = d2V
dx2 (0) > 0. En ne gardant que ce premier terme (comme

première approximation) le hamiltonien s'écrit :

(1.7) H (x; � ) =
1

2m
� 2 +

1
2

kx2

et s'appelle le modèle de l'oscil lateur harmonique. Les trajectoires
sont des ellipses dans l'espace des phases(3) , voir �gure 2.

x

�

Figure 2 . Une trajectoire de l'oscillateur harmonique
dans l'espace des phases. La positionx(t) et la vitesse
v(t) = 1

m � (t) oscillent en quadrature.

Exemple 1.8(particule libre sur le cercle S1 ou le toreTd)
La position d'une particule sur le cercle estx 2 S1 := R=Z (c'est-

à-dire dé�nie modulo les entiers). L'espace des phases(x; � ) 2 S1 � R
est un cylindre. On dit qu'une particule est libre si V = 0 , car il

(3)Avec le changement de variables X :=
p

(k=2) x, Y := �=
p

2m et posant
! :=

p
k=m, Z = X + iY , (1.5) se traduit par dZ=dt = � i!Z , qui donne le

mouvement de rotation Z (t) = Z (0)e� i!t .
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n'y a pas de force. Ainsi (en prenantm = 1 ) on a le hamiltonien
H (x; � ) = 1

2 j� j2. Les équations de Hamilton (1.5) donnent

(1.8)
dx
dt

=
@H
@�

= �;
d�
dt

= �
@H
@x

= 0 :

La solution est

� (t) = � 0 = cste; x(t) = � 0 � t + x0:

Ainsi la particule se déplace sur le cercleS1 à vitesse constante� 0

qui dépend de la condition initiale.
Le tore Td = S1 � � � � � S1 = Rd=Zd est un produit de d cercles,

avec des coordonnées(x1; : : : ; xd) 2 Rd=Zd. On obtient de même le
mouvement à vitesse constantex(t) = � 0 � t + x0 avec � 0 2 Rd. Voir
�gure 3. En dimension d = 1 , il est clair que si � 0 6= 0 , la trajectoire
recouvre tout le cercleS1 de façon uniforme. En dimensiond > 2 on
peut se demander quelle partie de l'espaceTd occupe une trajectoire.
Voici un résultat. Avant cela, on dit que � 0 2 Rd est un vecteur
irrationnel si, pour k 2 Zd, � 0 � k = 0 ) k = 0 . En dimension d = 2 ,
cela signi�e que (� 0)1=(� 0)0 =2 Q (pente irrationnelle). En dimension
quelconque cela signi�e que l'hyperplan� ?

0 := f k 2 Zd j � 0 � k = 0g
n'intersecte le réseauZd qu'en k = 0 .

Théorème 1.9(d'équidistribution de Kronecker-Weyl, 1910)
Si � 0 2 Rd est un vecteur irrationnel alors la trajectoire x(t) =

� 0 � t + x0 est dense sur le toreTd = Rd=Zd et même uniquement
ergodique, c'est-à-dire que pour toute fonction a 2 C0(Td) et tout
point initial x0 2 Td,

(1.9) lim
T !1

1
T

Z T

0
a(� 0 � t + x0)dt =

Z

Td
a(x)dx;

c'est-à-dire la moyenne temporelle dea sur une trajectoire très longue
devient égale à sa moyenne spatiale.

Démonstration. Pour k 2 Zd on considère la fonction ' k (x) :=
exp(i2�k � x) appeléemode de Fourier. D'après la théorie de Fourier
on peut décomposer la fonctiona en série de Fouriera =

P
k ak ' k

avec les coe�cients de Fourier ak =
R

Td ' k (x)a(x)dx. Si k 6= 0 alors
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k � � 0 6= 0 et

1
T

Z T

0
' k (� 0 � t + x0)dt =

1
T

Z T

0
exp(i2�k � (� 0 � t + x0))dt

= ei 2�k �x0
1
T

1
i2�k � � 0

[exp(i2�k � � 0t)]T
0 �!

T !1
0:

Par ailleurs pour le modek = 0 , on a 1
T

RT
0 ' 0(� 0 � t + x0)dt = 1 . Ainsi

lim
T !1

1
T

Z T

0
a(� 0 � t + x0)dt = lim

T !1

X

k

ak
1
T

Z T

0
' k (� 0 � t + x0)dt

= a0 =
Z

Td
a(x)dx: �

3

0 2 4

1

3

1

2 4

x1

x2

� 0

Figure 3 . Une trajectoire sur le tore T2 = R2=Z2 illus-
trant le théorème 1.9. Les numéros successifs représentent
les points identi�és par les conditions périodiques. Si la
pente de � 0 est irrationnelle alors la trajectoire est dense
et même ergodique, sinon la trajectoire est périodique. Ce-
pendant un nuage de points (ici un disque) garde sa forme
en se translatant : la dynamique n'est pas mélangeante.

Voici une application de l'unique ergodicité.

Corollaire 1.10(loi de Benford). Soit kn 2f 1; 2: : : 9g le premier chi�re
de un = 2 n en base10. On a un = 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; : : :
donc

kn = 1 ; 2; 4; 8; 1; 3; 6; 1; 2; 5; : : :

Alors dans cette suite(kn )n , un chi�re donné k 2 f 1; : : : ; 9g apparaît
avec la probabilité pk = log(1 + 1 =k)=log(10), soit p1 = 30%, p2 =
17%; : : : ; p9 = 4 :5%, avec la dé�nition

pk := lim
N !1

1
N

cardf n 6 N j kn = kg:
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Démonstration. Dans un premier temps, comme dans le théorème 1.9,
on montre que si� =2 Q et x0 2 R alors la suitexn = n� + x0 mod 1 2
[0; 1[, n 2 N, est uniquement ergodiquec'est-à-dire que pour toute
fonction a 2 C0([0; 1[),

(1.10) lim
N !1

1
N

NX

n=1

a(xn ) =
Z

a(x)dx:

En considérant un intervalle I � [0; 1] de longueur jI j, et la fonction
caractéristique a(x) = 1 si x 2 I , a(x) = 0 sinon (en fait on considère
une suite de fonctions continues qui approchenta), on a

NX

n=1

a(xn ) = card f n 6 N j xn 2 I g et
Z

a(x)dx = jI j ;

donc (1.10) s'écrit simplement

proba(I ) :=
1
N

cardf n 6 N j xn 2 I g = jI j:

Dans un deuxième temps, on considère la suiteun = 2 n = 2 � un� 1

avecu0 = 1 . Par dé�nition de kn , on a kn10r 6 un < (kn +1)10 r avec
r 2 N. Soit xn := log un=log 10 mod 1. Alors xn+1 = xn + � mod 1
avec(4)

� =
log 2
log 10

=2 Q et
log(kn )
log 10

6 xn <
log(kn + 1)

log 10
;

soit xn 2 I kn :=
� log(kn )

log 10 ; log(kn +1)
log 10

�
. Comme la suitexn est ergodique

on déduit que

pk = proba(I k ) = jI k j =

�
�
�
�
log(k + 1)

log 10
�

log(k)
log 10

�
�
�
� =

log(1 + 1=k)
log(10)

: �

Exemple 1.11(particule libre sur une surface, géodésiques)
Si S � R3 est une surface lisse, une particule de positionx(t) 2 S

est dite libre de se déplacer sur la surface si la force qu'elle subit est

(4)En e�et si log 2=log 10 = p=q 2 Q alors 2q = 10 p = 2 p5p ce qui implique
p = q = 0 , donc impossible.
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normale à sa surface (cette force est telle qu'elle impose à la particule
de rester sur la surface). Cela s'écrit donc :

(1.11) Px
dv
dt

= 0

avec la vitessev = dx=dt 2 R3 et Px : R3 ! TxS le projecteur ortho-
gonal sur le plan tangent à la surface au pointx. Voir �gure 4(a).
En terme géométriques on noteDv=dt = 0 , et D := Pd s'appelle

x

x0v

S

Tx S

v

v0
dvv0

Tx 0S

Tx S

Figure 4 . (a) Géodésique sur une surfaceS : le vecteur
vitessev(t) = dx=dt est solution dePx dv=dt = 0 où Px est
le projecteur orthogonal sur le plan tangentTx S au point
x. (b) En pratique une géodésique est obtenue en collant
un ruban de scotch � de façon la plus plate possible �, ici
sur un vase ayant de la courbure de Gauss positive et né-
gative.

la dérivée covarianteou connexion de Levi-Civita. L'absence de force
tangentielle fait que la particule va � le plus droit possible � en restant
sur la surface. Par dé�nition, on dit que sa trajectoire est unegéodé-
sique(5) . Par exemple sur la sphèreS2 � R3 les géodésiques sont les
grands cercles. Sur une surface plate (ou dans l'espace euclidienRd),
les géodésiques sont des droites. On peut montrer [Tay11a, Tay11b]
que

(5)Essayer de se convaincre et de démontrer que si l'on colle sans pli un ruban
de scotch (étroit) sur une surface alors il suit une géodésique.
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� [Tay11a, p. 52] L'équation (1.11) a une unique solutionx(t) 2 S
qui de plus est solution des équations de Hamilton (1.5) avec le hamil-
tonien H (x; � ) = 1

2 k� k2
T � S d'une particule libre, qui fait apparaître

la norme du vecteur cotangent � 2 T �
x S. Comme cette formulation

est intrinsèque et géométrique (c'est-à-dire invariante par changement
de coordonnées) elle s'adapte au cas des variétés riemanniennes, pour
lesquelles chaque espace (co-)tangent est muni d'un produit scalaire.
L'espace des phases est ici le �bré cotangentT � S, qui est une variété
de dimension2 dim S = 4 .

� [Tay11a, p. 47] Si A = x(0) et B = x(t) sont deux points
de la même géodésique, alors parmi tous les chemins paramétrés

 : t 7! x(t) qui joignent A et B au temps t, la géodésique est un
extremum local pour la fonctionnelle énergie E(
 ) :=

Rt
0

1
2




 dx

dt




 2

dt
et pour la fonctionnelle longueur l(
 ) :=

Rt
0




 dx

dt




 dt (noter que l(
 )

est indépendant du paramétrage).

1.1.c. Flot hamiltonien et crochets de Poisson

Nous précisons quelques aspects de la dynamique hamiltonienne
qui seront utiles plus tard. Pour simpli�er l'exposé, nous supposerons
que pour toutes conditions initiales données(x(0); � (0)) 2 Rd � Rd la
solution (x(t); � (t)) 2 Rd � Rd de (1.5) existe et est unique pour tout
t 2 R (le théorème de Cauchy-Lipschitz garantit cela localement en
temps si V est lipschitzienne).

Dé�nition 1.12. Avec les notations précédentes le�ot hamiltonien est
la famille d'applications pour t 2 R :

(1.12) � t :
�

R2d �! R2d

(x(0); � (0)) 7�! (x(t); � (t))

(c'est un groupe à un paramètre). Voir �gure 1.

Théorème 1.13(de Liouville). Le �ot hamiltonien � t préserve le vo-
lume dx d� dans l'espace des phasesR2d.
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Démonstration. Autrement dit, il faut montrer que le champ de vec-
teur V = ( @H

@� ; � @H
@x) dé�ni en (1.5) est de divergence nulle :

div(V) =
@

@x

� @H
@�

�
+

@
@�

�
�

@H
@x

�
=

(1.5)
0: �

Proposition 1.14(conservation de l'énergie). Si la fonction H est indé-
pendante det (c'est-à-dire H est seulement fonction de(x; � )) alors
la valeur E = H (x(t); � (t)) appeléeénergieest constante le long d'une
trajectoire.

Démonstration. On écrit :
dH (x(t); � (t))

dt
=

� @H
@x

� dx
dt

+
� @H

@�

� d�
dt

=
(1.5)

�
�

d�
dt

� dx
dt

+
� dx

dt

� d�
dt

= 0 :

�

Au lieu de considérer l'évolution d'un point (x(t); � (t)) sur l'espace
des phases, nous verrons qu'il est naturel et instructif de considérer
plus généralement l'évolution d'un nuage de points ou d'une distri-
bution lisse de points, que l'on modélise par une distribution de pro-
babilité f (x; � )dx d� sur l'espace des phases, oùf est une fonction
lisse appelée densité de probabilité. L'hypothèse quef est lisse re-
vient à s'intéresser à presque tous les points, c'est-à-dire sauf à un
sous-ensemble de mesure nulle.

Dé�nition 1.15. L' opérateur de Liouvilleexprime l'évolution d'une dis-
tribution de probabilité sur l'espace des phases au tempst 2 R :

(1.13) L t :
�

C1 (R2d) �! C1 (R2d)
f 7�! L t f := f � � � t :

Remarquons qu'en utilisant le théorème de Liouville 1.13, la pro-
babilité totale est conservée :

Z
(L t f )dx d� =

Z
(f � � � t )dx d� =

Z
fdx d�:

Proposition 1.16.Pour toute fonction f 2 C1 (R2d), l'évolution in�-
nitésimale est donnée par

(1.14)
d(L t f )

dt
= f H; f g ;
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où

(1.15) f H; f g :=
@H
@x

@f
@�

�
@H
@�

@f
@x

;

s'appelle lecrochet de Poissondes fonctionsH; f .

Démonstration. On calcule :

d(L t f )
dt

=
(1.13))

d(f � � � t )
dt

=
@f
@x

d(� � t )x

dt
+

@f
@�

d(� � t ) �

dt

=
(1.12))

@f
@x

�
�

dx
dt

�
+

@f
@�

�
�

d�
dt

�

=
(1.5)

@f
@x

�
�

@H
@�

�
+

@f
@�

�
�

�
�

@H
@x

��
= f H; f g : �

Remarque 1.17.Le formalisme de la mécanique classique hamilto-
nienne qui vient d'être esquissé possède une formulation en géométrie
di�érentielle très intéressante et très utile appeléegéométrie symplec-
tique. Nous renvoyons à [Arn76] [Tay11a, Sec1.14] pour une introduc-
tion proche de la physique et [Can01, MS98, GS90, GS77] pour plus
d'approfondissements. Le point de départ de cette approche est que
les équations de Hamilton (1.5) surR2d peuvent s'exprimer de façon
géométrique, c'est-à-dire indépendamment du système de coordon-
nées, de la façon suivante. On introduit la2-forme ! :=

P d
j =1 dxj ^ d� j

sur R2d appeléeforme symplectique. Alors le champ de vecteur de
Hamilton V est déterminé par l'équation

(1.16) ! (V; � ) = dH;

où dH est la di�érentielle de la fonction H (x; � ).

Démonstration. En coordonnées on note

V =
dX

j =1

Vx;j
@

@xj
+ V�;j

@
@�j

:

Alors d'une part

! (V; � ) =
X

j

Vx;j d� j � V �;j dxj
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et d'autre part

dH =
X

j

@H
@�j

d� j +
@H
@xj

dxj :

L'identité (1.16)) donne bien Vx;j = @H=@�j et �V �;j = @H=@xj qui
sont les équations de Hamilton (1.5). �

Cette formulation faisant intervenir la géométrie symplectique peut
paraître surprenante. Elle laisse en fait soupçonner que la mécanique
quantique ondulatoire est � cachée � derrière la mécanique classique.
Nous verrons dans la section suivante avec le théorème d'Egorov que
la mécanique classique s'obtient à partir de la mécanique quantique
ondulatoire à la limite des petites longueurs d'ondes(~ ! 0). Par
ailleurs il y a une formulation géométrique de cette limite dans le
cadre de laquanti�cation géométrique [Woo92] qui montre explicite-
ment que la forme symplectique! classique provient directement de
la forme symplectique canonique sur le projectifP(H) de l'espace de
Hilbert quantique H.

1.2. Mécanique quantique.

1.2.a. Équation de Schrödinger. Il est apparu dès lexix e siècle que
de nombreux phénomènes de la physique ne trouvaient pas d'expli-
cations avec la mécanique classique. De nouvelles idées apparaissent
progressivement (loi du corps noir par Planck 1900,e�et photo élec-
trique par Einstein 1905) et en 1925 Schrödinger propose unethéorie
ondulatoire pour desondes de matière, que l'on appelle lamécanique
quantique. Dans cette théorie, une particule élémentaire est modéli-
sée par unefonction d'onde  t (x) 2 C1 (R3) qui est une fonction à
valeur complexes sur l'espace desx 2 R3 qui évolue en tempst 2 R
selon l'équation de Schrödinger.

Dé�nition 1.18. L'équation de Schrödinger est l'analogue de l'équation
de Newton (ou de Hamilton) en mécanique classique et s'écrit :

(1.17) i~
@ t
@t

= Op ~(H ) t
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avec ~ = 1 ; 05 � 10� 34J:s: appeléeconstante de Planck(6) et Op~(H )
est un opérateur linéaire(7) appeléopérateur hamiltonien dé�ni par

(1.18) Op~(H ) :=
1

2m
jOp~(� )j2 + V(x);

avec

(1.19) Op~(� ) = � i~
� @

@x1
; : : : ;

@
@xd

�
=: � i~

@
@x

;

qui s'appelle l'opérateur impulsion et V (x) qui est l'opérateur de mul-
tiplication  (x) 7! V (x) (x).

Dans (1.18), on a utilisé la notation deproduit scalaire d'opérateurs
vectoriels :

jOp~(� )j2 :=
dX

j =1

(Op~(� ))2
j = ( � i~)2

� dX

i =1

@2:
@x2i

�
= � ~2� :

Ainsi Op~(H ) est la fonction :
(1.20)

(Op~(H ) )(x)=
1

2m
(� ~2�  )(x) + V (x) (x); �  :=

dX

i =1

@2 
@x2i

:

Noter que Op~(H ) se déduit du hamiltonien classiqueH dé�ni par
l'équation (1.4) en substituant la variable impulsion � par l'opérateur
impulsion Op~(� ). Cela s'appelle leprincipe de correspondanceque
l'on discutera par la suite.

Remarque 1.19.L' espace de HilbertH = L 2(Rd) est muni du produit
scalaireL 2 dé�ni pour  ; ' 2 C1

0 (Rd) par :

h j' i L 2 :=
Z

Rd
 (x)' (x)dx

donnant la norme (carré)

k k2
L 2 := h j i =

Z

Rd
j (x)j2 dx:

(6)Attention, en physique on pose h = 2 � ~ alors que dans les ouvrages de
mathématiques il est habituel de noter h cette même constante ~.

(7)Dans les ouvrages de physique il est habituel de noter bH = Op ~(H ).
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Pour la suite, il sera important de remarquer que (pour certaines
fonctions V ) sur cet espace fonctionnelL 2(R3), l'opérateur Op~(H )
est essentiellement auto-adjoint [RS78, HS96] et que l'équation de
Schrödinger (1.17) admet une solution que l'on peut écrire(8) :

(1.21)  t = U(t) 0; U(t) = exp
�

�
i
~

tOp~(H )
�

:

où plus précisémentU(t), t 2 R, est un groupe d'opérateurs unitaires
sur L 2(R3) qui est la solution unique de :

U(0) = Id ;
dU
dt

=
�

�
i
~

Op~(H )
�

U:

Présenté ainsi, le principe de correspondance parait être un � jeu
d'écriture � et on ne comprends pas quel rapport il peut y avoir
entre la mécanique classique et la mécanique quantique à part ce
� jeu d'écriture �. Pour justi�er plus cela, nous montrerons plus
loin avec la quanti�cation de Weyl et le théorème d'Egorov que les
ondes quantiques régies par l'équation de Schrödinger se déplacent
approximativement comme des particules régies par les équations
de Hamilton classiques. Cette approximation est d'autant plus vala-
ble que l'on observe les ondes à grande échelle (par rapport aux
échelles atomiques où~ ' 1). En physique, la petite valeur de ~
à l'échelle humaine explique qu'il ait fallu attendre le xx e siècle
pour découvrir les e�ets subtils de la mécanique quantique qui se
manifestent à l'échelle des atomes. En mathématique cette corres-
pondance classique-quantique s'appelle l'analyse semi-classiqueou
analyse micro-locale[Zwo12, Tay11b, chap. 7]. Voir la page web [Fau]
pour des animations commentées d'ondes quantiques.

1.2.b. Signi�cation physique et probabiliste de la fonction d'onde
 (x) [BJ89]. En physique, la fonction d'onde (x) a une signi�cation
probabiliste : si une même expérience est répétée un grand nombre
de fois et produit une particule toujours dans le même état décrit
par la fonction  (x) alors cela signi�e que la probabilité de détecter
expérimentalement la particule dans le domaineU � R3 de l'espace

(8)En e�et en dérivant (1.21) par rapport à t, on retrouve (1.17).
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est :

(1.22) P(U) =
1

k kL 2 (R3 )

Z

U
j (x)j2 dx;

avec la constante de normalisationk kL 2 (R3 ) := (
R

R3 j (x)j2 dx)1=2.

Autrement dit la densité de probabilité est 1
k kL 2 ( R3 )

j (x)j2 dx. Noter

que grâce au préfacteur1=k kL 2 (R3 ) , et comme attendu, la probabilité
sur tout l'espace estP(R3) = 1 . Notons aussi que le résultatP(U) est
inchangé si on modi�e  ! � avec� 2 Cr f 0g. Cette invariance est
aussi vraie pour l'équation d'évolution (1.17) qui est linéaire. Donc
il est plus pratique de supposer que les fonctions d'ondes sont nor-
malisées, c'est-à-direk k2

L 2 = h j i = 1 , ce que l'on fera dans la
suite.

Ce résultat étonnant (1.22) (appeléprincipe de la mesure) montre
que pour une unique expérience, la théorie quantique ne prédit rien.
Elle ne peut prédire que des moyennes sur des grands nombres.
En physique, on parle dehasard quantique intrinsèque. Par exemple,
la position moyenne de la particulehxi 2 R3 est donnée par

(1.23) hxi :=
Z

x j (x)j2 dx = h jx i :

Dans ce principe de la mesure il est aussi postulé qu'après une mesure
où la particule a été détectée dans un domaineU � R3, alors la nou-
velle fonction d'onde est supportée surU. Cela s'appelle lecollapse
de la fonction d'ondeou réduction du paquet d'onde.

La relation (1.23) est en fait plus générale. Par exemple, pour une
mesure de l'énergie, lavaleur moyenneprédite est donnée par

hH i = h jOp~(H ) i

et il est postulé en physique que cela est valable pour toutes lesob-
servablesde la forme Op~(a) (voir (1.32)). Ce postulat de la mesure
est en accord remarquable avec toutes les expériences de physique
menées jusqu'à ce jour.

1.2.c. L'expérience des doubles fentes de Young.Voir �gure 5.
Il s'agit d'une des expériences les plus intrigantes de mécanique
quantique mettant en valeur la dualité onde-corpuscule, très simple
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en principe mais suscitant des questions d'interprétation qui n'ont
pas vraiment de réponse. En rapport avec cette expérience qu'il
commente dans son chapitre 1, Richard Feynman [Fey63] (physi-
cien notoire dans l'élaboration de la mécanique quantique) a écrit
� Personne ne comprends la mécanique quantique �.

Figure 5 . Expérience faite en 2012 [BPLB13], interfé-
rences et détection de l'onde quantique d'un électron après
le passage dans une double fente. Après un petit nombre de
détections les résultats semblent aléatoires, mais après un
grand nombre d'expériences identiques on observe la den-
sité de probabilité j (x)j2 prédite par la théorie quantique.
Voir la video des impacts sur la page web du journal.

1.2.d. Équation de Schrödinger stationnaire. Comme l'opérateur
hamiltonien Op~(H ) dé�ni par (1.20) est linéaire, il est naturel,
dans le cas où il est indépendant du tempst, de considérer ses
vecteurs propres. Pour cela on met en ÷uvre lathéorie spectrale
des opérateurs, et il faut préciser un espace fonctionnel [Dav07],
[Dav95], [RS72], [HS96], [GS11]. Dans le cas présent il est naturel
de considérer l'espace de HilbertL 2(R3) dans lequel Op~(H ) est
auto-adjoint (moyennant des hypothèses sur le potentielV ). Suppo-
sons que 0 2 L 2(R3) soit vecteur propre deOp~(H ) avec la valeur
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propre E :

(1.24) Op~(H ) 0 = E 0; E 2 R:

On appelleE l' énergiede l'état  0. Il est facile de résoudre l'équation
d'évolution (1.17) partant de l'état  0(x) et cela donne

(1.25)  t (x) = e� iEt= ~ 0(x):

Ainsi la densité de probabilité associéej t (x)j2 = j 0(x)j2 ne dépend
pas du temps, on dit que t (x) est uneonde stationnaire.

Dans le cas d'un électron gravitant autour d'un proton (atome
d'hydrogène), on peut calculer les valeurs propres deOp~(H ), qui
sont négatives et prennent des valeurs discrètes [BJ89] :

En = �R
1
n2 ; n 2 N� ;

avec la constante de RydbergR = 1
2 � 2mc2 et la constante de struc-

ture �ne � = kce2=~c. Historiquement ce spectre discret a permis
d'expliquer les raies de �uorescence des atomes, observées dès 1752
par T. Melvill. Voir �gure 6.

Figure 6 . On éclaire un gaz d'hydrogène avec un laser
pour lui fournir de l'énergie. Les électrons des atomes ré-
émettent l'énergie h� sous forme lumineuse (appelée �uo-
rescence) après une transition entre des niveauxEn ! Em ,
avec Em < E n . Par exemple les raies de Balmer (1885)
ont des longueurs d'ondes� n dans le visible données par
h� n = 2 � ~=� n = En � E2, n > 3.
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Modèle très simple. C'est celui à une dimensiond = 1 d'une particule
libre dans l'intervalle x 2 [0; L ]. On a

H (x; � ) =
1

2m
� 2; Op(H ) = �

1
2m

~2 d2

dx2

et (1.24) s'écrit
 00(x) +

2mE
~2  (x) = 0

avec les conditions (0) =  (L ) = 0 . Les ondes stationnaires sont
donc  n (x) = sin( n�x=L ), n > 1 et les niveaux d'énergie sontEn =

1
2m (n� ~=L)2.

1.2.e. Explication du principe de correspondance sur un modèle
simple. Avant d'introduire la quanti�cation de Weyl, considérons la
fonction de Hamilton classique linéaire suivante(9)

(1.26) H (x; � ) = v � � + w � (� x);

où V = ( v; w) 2 Rd � Rd = R2d est un vecteur (constant) �xé. Les
équations de Hamilton (1.5) donnent alors

dx
dt

=
@H
@�

= v;
d�
dt

= �
@H
@x

= w

qui signi�ent que le point (x(t); � (t)) se déplace à vitesse constante
V = ( v; w) sur l'espace des phases. Voir �gure 7.

x

�

j t (x)j

j(F ~  t )( � )j

v

w
V = ( v; w)

Figure 7 . Champ de vecteurs de Hamilton V = ( v; w)
du modèle simple (1.26)). On montre qu'avec l'équation de
Schrödinger, une onde (respectivement sa transformée de
Fourier) se déplace aussi à la vitessev en x (respectivement
w en � ).

(9)Attention ce modèle ne correspond pas directement à un modèle de physique.
Il peut cependant être considéré (par linéarisation) comme le comportement local
d'une fonction H (x; � ) quelconque.
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Au niveau de la mécanique quantique, avec le principe de corres-
pondance on obtient l'opérateur :

(1.27) Op~(H ) = v � Op~(� ) + w � (� x);

où Op~(� ) est dé�ni par (1.19), et l'équation de Schrödinger (1.17)
peut se résoudre pour donner explicitement pour toute fonction
 0 2 C1

0 (Rd)(10) :

 t (x) = ( e� it Op~(H )=~ 0)(x) = eiw (xt � 1
2 vt 2 )=~ 0(x � vt):(1.28)

Ainsi la fonction j t j(x) = j 0(x � vt)j se déplace à la vitessev
selonx, comme en mécanique classique. Voir �gure 7. Ensuite, pour
comprendre l'e�et de w, considérons la~-transformée de Fourier(11)

de  t :

(F~ t )( � ) :=
1

(
p

2� ~)d

Z

Rd
e� i�x= ~ t (x)dx:

L'équation (1.28) donne :

(1.29) (F~ t )( � ) = e� iv (�t � 1
2 wt 2 )=~(F~ 0)( � � wt)

qui montre que la fonction jF ~ t j (� ) = j(F~ 0)( � � wt)j se déplace à
la vitessew selon � . Voir �gure 7.

Ce petit modèle justi�e à posteriori le principe de correspondance
car avec le hamiltonien (1.26), l'onde se déplace comme une par-
ticule avec la vitesseV = ( v; w) sur l'espace des phases (en fait
vitessev en x et vitesse w en � après transformée de Fourier). De
plus il montre la signi�cation de l'impulsion � : elle intervient dans
l'expression e� i�x= ~ = e� i! x x et on peut donc dire que! x = 1

~ � est
une fréquence spatiale(12). Pour un hamiltonien quelconqueH (x; � ),
le champ de vecteurV n'est pas uniforme mais l'idée du calcul semi-
classique est de montrer qu'à la limite~ ! 0, on peut considérer

(10)En e�et

i~
d t

dt
= � w(x � vt) t (x) + i~(� v)eiw ( xt � 1

2 vt 2 ) =~(@x  0) = Op ~(H ) t

car @x  t = i
wt
~

 t + eiw ( xt � 1
2 vt 2 ) =~@x  0 .

(11) Inversement,  t (x) =
1

(
p

2� ~)d

Z

Rd
ei�x= ~(F ~  t )( � )d� .

(12)en langage de la géométrie di�érentielle, l'impulsion � est un vecteur
cotangent.
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que V est localement constantdans l'espace des phases(x; � ) (on dit
micro-localement) ; on se ramène à ce modèle simple où le principe de
correspondance est valide. Dans le calcul semi-classique, on calcule les
corrections à cette approximation sous la forme d'un développement
en ~.

1.2.f. Paquet d'onde gaussien et principe d'incertitude.Les équa-
tions (1.28) et (1.29) montrent dans un modèle simple que les ondes
se déplacent comme une particule. Cependant une particule classique
est localisée en espacex et en vitesse (c'est-à-dire que sa vitesse a une
valeur précise) alors que l'onde t (x) décrite ci-dessus est arbitraire
et peut être � très délocalisée �. Un paquet d'onde gaussien est une
forme d'onde la plus localisée possible enx et en � . Soit (x0; � 0) 2 R2d

point de l'espace des phases et� > 0. On considère lepaquet d'onde
gaussien

(1.30)  x0 ;� 0 (x) := aei� 0 �x=~e� 1
2� 2 jx � x0 j2

avec a := 1=(2� )d=2(�� 2)d=4 de sorte que k x0 ;� 0 kL 2 = 1 . On a

j x0 ;� 0 j2 (x) := a2e� 1
� 2 jx � x0 j2 qui est une gaussienne de largeur� x = �

et centrée enx0. Sa transformée de Fourier est(13)

(F~' x0 ;� 0 )( � ) = a~� d=2e� ix 0 ��= ~e�j � � � 0 j2=(
p

2=� )2

= a� d 1
~d=2

e� ix 0 �(� � � 0 )=~e�j � � � 0 j2=2(~=� )2
;

donnant jF ~' x0 ;� 0 j2 (� ) = a2� 2d~� de�j � � � 0 j2=(~=� )2
qui est une gaus-

sienne de largeur� � = ~=� et centrée en� 0. On observe que le produit
des largeurs est(14)

(1.31) � x � � � = ~

indépendant de� .
Interprétation physique : ainsi diminuer � x augmente � � et réci-

proquement. Rappelons que dans le cas d'une particule libre (1.8)
on a � = mv = m dx

dt qui est la vitesse. L'équation (1.31) donne
� x � � v = ~=m qui s'appelle le principe d'incertitude . Par exemple

(13)Pour le calcul on utilise l'intégrale gaussienne
R

Rd e�j y j 2
dy = � d= 2 .

(14) Il est plus naturel d'écrire � x � �( �=~) = 1 puisque ! = �=~ est la fréquence
spatiale.
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pour un électron, m = 9 �10� 31kg donc ~=m = 102cm2=s est assez im-
portant et les e�ets ondulatoires sont perceptibles à l'échelle humaine
sauf que ladécohérenceperturbe cela (pour la Lune m = 7 � 1022kg
donnant ~=m = 10 � 56m2=s, qui est imperceptible). Voir aussi remar-
que 2.1.e.

Interprétation mathématique : le principe d'incertitude montre que
dans l'espace des phases,� x � � � = ~ est comme une surface élé-
mentaire appeléequantum d'action. On peut considérer les variables
(x; � ) de l'espace des phases commeindépendantessur des échelles
de surface S � ~. C'est cette idée qui est formulée et exploitée
rigoureusement dans les théorèmes de l'analyse semi-classique comme
les théorèmes de composition et commutateur d'observables (1.35)
et (1.41).

1.2.g. Quanti�cation de Weyl, voir le texte de Clotilde Fermanian
Kammerer (ce volume). Pour une fonction a(x; � ) 2 S(R2d) quel-
conque, que l'on appellesymbole(15), sur l'espace des phases, on asso-
cie un opérateur Op~(a) : S(Rd) ! S (Rd) appelé opérateur pseudo-
di�érentiel (16) obtenu par la règle de quanti�cation de Weyl suivante
[Zwo12, lemme 4.10] [Tay11b] :

(1.32) Op~(a) :=
1

(
p

2� )2d

Z
(F a)( ! x ; ! � )ei (! x x+ ! � Op~(� )) d! xd! � ;

où F a est la transformée de Fourier dea :

(1.33) (F a)( ! x ; ! � ) =
1

(
p

2� )2d

Z
a(z; � )e� i (! x z+ ! � � )dzd�;

de sorte que, par transformation de Fourier inverse,

a(x; � ) =
1

(
p

2� )2d

Z
(F a)( ! x ; ! � )ei (! x x+ ! � � )d! xd! � ;

(15)S(R2d ) � C1 (R2d ) désigne l'espace de Schwartzformé par les fonctions
lisses qui décroissent très vite (et de même pour leurs dérivées). Il n'a pas une
grande importance pour la compréhension de cet exposé.

(16)En physique les opérateursOp~(a) sont appelésobservables. Par exemple,
la position Op~(x), l'impulsion Op~(� ), l'énergie Op~(H (x; � )) sont des obser-
vables.
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et où (1.32) fait apparaître des opérateurs que l'on a vus dans (1.28) :

(ei (! x x+ ! � Op~(� ))  )(x) = ei! x x+ 1
2 ~! � ! x  (x + ~! � ):(1.34)

On peut en déduire une expression équivalente et plus habituelle pour
la quanti�cation de Weyl (17)

(Op~(a) )(x) =
1

(2� ~)d

Z
a
� x + y

2
; �

�
ei� �(x � y)=~ (y)dyd�:

Remarque 1.20.Véri�ons que la règle de quanti�cation (1.32) donne
bien (1.18) : en e�et pour une fonction V (x) (fonction de x seulement)
on véri�e que Op~(V (x)) = V (x), opérateur multiplication par V
(on a (F V)( ! x ; ! � ) = ( F V (! x )) � � (! � ), d'où Op~(V (x)) = V (x)). De
même Op~(V (� )) = V (Op~(� )) donc Op~(� 2) = (Op ~(� ))2 = � ~2� .
On déduit (1.17). A partir de (1.32)) on véri�e aussi que Op~(a) =
(Op~(a)) � (adjoint).

Voici trois propriétés générales de la procédure de quanti�cation
qui seront utiles dans la suite.

Proposition 1.21([Zwo12]).

� Composition d'opérateurs et produit de symboles :Pour tout
a; b2 S(R2d) on a pour ~ � 1 (le reste est en norme opérateur)

(1.35) Op~(a) � Op~(a) = Op ~(a � b) + O(~):

(17)On utilise la transformée de Fourier (1.33), on fait le changement de variable
! � 7! y = x + ~! � et

R
Rd d! x ei! x ( 1

2 ( x + y ) � z ) = (2 � )d � ( 1
2 (x + y) � z),

(Op~(a) )( x)

=
(1.32)

1
(2� )2d

Z � Z
a(z; � )e� i ( ! x z+ ! � � ) dzd�

�
(ei ( ! x x + ! � Op ~ ( � ))  )( x)d! x d! �

=
(1.34)

1
(2� )2d

Z � Z
a(z; � )e� i ( ! x z+ ! � � ) dzd�

�
ei! x x + 1

2 ~! � ! x  (x + ~! � )d! x d! �

=
~� d

(2� )d

Z � Z
a(

1
2

(x + y); � )e� i (( y � x ) �= ~) d�
�

 (y)dy
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� Commutateurs d'opérateurs et crochets de Poisson de sym-
boles (1.15) :

(1.36)
�
(�

i
~

)Op~(a); (�
i
~

)Op~(a)
�

= ( �
i
~

)Op~(f a; bg) (1 + O(~)) :

� Trace d'opérateurs :

(1.37) Tr(Op ~(a)) =
1

(2� ~)d

Z

R2d
a(x; � )dx d�:

Comme exemple très simple mais important de (1.36), on calcule
que x(� i~ d

dx ) � (� i~ d
dx )(x ) = i~ et par ailleurs f x; � g = 1 . Cela

s'écrit :
�
(� i

~)Op~(x); (� i
~)Op~(� )

�
= ( � i

~)Op~(f x; � g).

1.2.h. Théorème d'Egorov, voir le texte de Clotilde Fermanian Kam-
merer (ce volume). Nous allons voir maintenant avec le théorème
d'Egorov, l'intérêt de la quanti�cation de Weyl : à la limite semi-
classique~ ! 0, pour un hamiltonien H (x; � ) assez général et pour un
intervalle de temps t borné, les ondes quantiques régies par l'équation
de Schrödinger se déplacent approximativement comme des particules
régies par les équations de Hamilton classiques. Cette approximation
est d'autant plus valable que ~ � 1, c'est-à-dire que! x = �=~ � 1.
En physique, la petite valeur de~ à l'échelle humaine explique qu'il
ait fallu attendre le xx e siècle pour découvrir les e�ets subtils de la
mécanique quantique car se manifestant à l'échelle des atomes.

A�n de motiver le résultat d'Egorov qui va suivre, considérons
en mécanique classique une fonctiona(x; � ) sur l'espace des phases,
considérée commeobservable. On note M a : f (x; � ) 7! a(x; � )f (x; � )
l'opérateur de multiplication associé. Utilisant l'opérateur d'évolution
de Liouville (1.13) dé�ni par L t f = f � � � t , on a la relation simple
suivante(18) :

(1.38) L t � M a � L � t = M L t a:

(18)Pour f 2 C1 (R2d ),

(L t � M a � L � t f )( x) = L t (a(x)f (� t (x))) = a(� � t (x)) f (x) = ( M a� � � t f )( x):
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On comprend (1.38) comme uneéquation d'évolution classique
des observables. Rappelons que l'équation d'évolution in�nitésimale
correspondante (1.14) estd(L t a)=dt = f H; ag.

Le théorème d'Egorov suivant montre qu'en mécanique quantique
(analyse semi-classique) on a une relation analogue mais approxima-
tive (avec une erreurO(~) avec~ � 1). L'opérateur d'évolution clas-
sique L t est remplacé par l'opérateur unitaire U(t) dé�ni par (1.21),
et l'opérateur M a est remplacé parOp~(a). Plus important à remar-
quer, l'espace fonctionnel classiqueL 2(R2n

x;� ) classique est remplacé
par l'espace quantiqueL 2(Rn

x ).

Théorème 1.22(d'Egorov, [Zwo12, Th. 11.1]). Pour tout a 2 S(R2d),
tout t 2 R, on a la relation

(1.39) U(t) � Op~(a) � U(� t) = Op ~(at )

avecat 2 S(R2d) sous la forme

(1.40) at = L t a + Ot (~):

Au niveau in�nitésimal cette relation s'écrit :

(1.41) i~
dOp~(at )

dt
= [Op ~(H ); Op~(at )] = i~Op~(f H; a t g) + O(~2):

Remarque 1.23.On comprend (1.39) comme uneéquation d'évolution
quantique des observables. La notation Ot (~) dans (1.40) signi�e que
les constantes peuvent dépendre det. Ici ce reste est donc négligeable
à t �xé et ~ ! 0. On peut améliorer cela et avoir un reste négligeable
pour jt j 6 " log(1=~) et ~ ! 0 à condition que " soit assez petit. On
appelle cette limite tmax = " log(1=~) le temps d'Ehrenfest. On verra
qu'il joue un rôle important en chaos quantique.

Idée de preuve du théorème d'Egorov.La relation (1.41) se déduit
de (1.36). Ensuite (1.39) se déduit par intégration. En e�et se rappe-
lant U(t) = exp( � it Op~(H )=~) en (1.21) et d(L t a)=dt = f H; ag en
(1.14) on obtient en dérivant (1.39)) et faisant t = 0 que :
�

�
i
~

Op~(H )
�

Op~(a) + Op ~(a)
� i

~
Op~(H )

�
= Op ~(f H; ag + O(~))

() [Op~(H ); Op~(a)] = i~Op~(f H; ag) + O(~2): �
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2. Chaos en mécanique classique

Dans cette partie on revient à la mécanique classique de Hamil-
ton pour s'intéresser à un type de dynamique que l'on appelleforte-
ment chaotiquecar ayant une fortesensibilité aux conditions initiales.
Le terme technique seraAnosov ou uniformément hyperbolique.

La découverte de telles dynamiques chaotiques a commencé au
xix e siècle avec Hadamard et Poincaré, puis leur étude a progressé
au xx e siècle avec Birkho�, Anosov, Smale, Bowen, Ruelle etc. et fait
toujours l'objet de recherches en physique et en mathématiques.

Commençons par l'exemple simple à expliquer (mais un peu dif-
�cile à étudier) que sont les billards dispersifs. Nous verrons ensuite
qu'en régularisant les rebonds sur les bords on obtient un modèle
mieux compris qui est le �ot géodésique sur une variété à cour-
bure négative. Pour mettre en évidence les techniques qui permettent
de démontrer les propriétés de chaos, nous étudierons �nalement
l' application du chat d'Arnold ou cat map, qui est un modèle jouet
particulier mais où les propriétés de chaos sont vraiment plus simples
à démontrer. L'étude des systèmes dynamiques est plus générale que
celle des dynamiques hamiltonienne (c'est-à-dire de la forme particu-
lière (1.5)). On peut ainsi parler de dynamique chaotique pour des
�ots engendrés par des champs de vecteurs quelconques, pour des
automates cellulaires etc.

2.1. Billard dispersif de Sinaï et instabilité d'Anosov

Le billard de Sinaï est un carré avec conditions périodiques au bord
(c'est donc un tore T2) et contenant des disques. Une bille évolue en
ligne droite à vitesse constante et rebondit parfaitement sur le bord
des disques. Voir �gure 8. Elle a donc un comportement déterministe.
Mais on observe que le comportement est imprévisible,chaotique.
Pourquoi ?

L'explication heuristique est que les bords du billard sont convexes,
ce qui implique une dispersion des trajectoiresaprès chaque rebond
(on caractérisera cela par la sensibilité aux conditions initiales d'Ano-
sov). Voir �gure 9(a).
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Le mouvement sur le plan
semble être

une marche aléatoire

Figure 8 . (a) Premiers rebonds d'une trajectoire dans le
billard de Sinaï. (b) Une trajectoire avec de nombreux re-
bonds. (c) Cette même trajectoire représentée surR2 qui
est le recouvrement deT2 (c'est-à-dire conditions de pério-
dicité enlevées).

L
R

1

4
5

2
3

Figure 9 . (a) Billard dispersif. (b) Nuage de billes indé-
pendantes avec une incertitude initiale en position de� y =
10� 4. Dans cet exemple, les di�érentes trajectoires de-
viennent totalement décorréléesaprès le 6e rebond.

Après quelques rebonds seulement, deux trajectoires initialement
très proches peuvent avoir des évolutions très di�érentes (décorré-
lées). Sur la �gure 9(b), on observe une bille (ou nuage de billes in-
dépendantes) avec une incertitude initiale en position de� y = 10 � 4.
Cette incertitude croît exponentiellement et le comportement peut
di�érer notablement après un temps très court (ici 6 rebonds).
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La dynamique déterministe engendre donc du hasard. Cela est à
l'origine du chaos déterministeet de la complexité dans les systèmes
dynamiques, et plus généralement de la complexité en physique et
dans la nature. Voir [Rue91] [Rue95] et les vidéos de É. Ghys et al.
sur le chaos [LGA].

Question (très actuelle). Est-il possible de faire des prédictions sur
l'évolution malgré ce hasard ? de comprendre les lois de ce hasard ?

2.1.a. Approche probabiliste. Pour répondre à la question ci-dessus,
il est nécessaire d'adopter une approche probabiliste. Voici l'idée.

t=0 t=1 :8 t=2 :4 t=5 di�usion
dans le réseau

Figure 10 . Évolution d'un ensemble très localisé de condi-
tions initiales ( � y = 10 � 4). La distribution s'équidistribue
sur le billard. Dans le réseau, elle di�use (le rayon croît
commer (t) ' C �

p
t).

Sur la �gure 10 observonsN = 104 billes indépendantes avec des
conditions initiales très proches� y = 10 � 4. La distribution des billes
peut s'interpréter comme une distribution de probabilité d'une bille
initiale. Cette distribution converge vers l'équilibre et di�use sur le
réseau (le billard périodisé sur le plan). Pour cette distribution, on
observe un comportementprédictible mais irréversible. Il y a donc
une évolution e�ective prédictible(19) pour la distribution de proba-
bilité. On introduit la notion d' entropie pour caractériser cette perte
d'information sur la position de la particule au cours du temps.

(19)Le travail va donc porter à trouver les lois d'évolution pour cette distribu-
tion de probabilité. C'est un sujet actuel de recherche.
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Remarque 2.1.

(1) Plus généralement, unbillard dispersif est un ensemble d'obs-
tacles lisses et convexes surTd placés de sorte que les trajectoires ont
uniformément un horizon �ni.

(2) La dynamique en ligne droite dans un billard dispersif peut être
considérée comme la dynamique des trajectoires géodésiques sur une
surface à courbure négative (cela signi�e que les courbures principales
sont opposées). Voir la �gure 11.

� �

zone à

géodésique
courbure
négative

sur la surface vue du haut billard dispersif

"

"

cas limite " ! 0 :

Figure 11 . Le �ot dans un billard dispersif est un cas
limite de �ot sur une surface à courbure négative concentrée
sur la ligne de rebond.

(3) En 1898, Hadamard a initié la théorie du chaos avec l'étude des
géodésiques sur les surfaces à courbure négative constante (surfaces
hyperboliques).

2.1.b. Espace des phases et couche d'énergie

Cas du �ot géodésique sur une surface lisse.Nous avons vu dans
l'exemple 1.11 que le �ot géodésique sur une surfaceS est un �ot
hamiltonien. L'espace des phases est(x; � ) 2 T � S, c'est-à-dire qu'en
chaque point x 2 S il faut aussi considérer la variable impulsion
� 2 T �

x S � R2. On a dim T � S = 4 . L'énergie H (x; � ) = 1
2 k� k2

x est
conservée. Par conséquent la particule évolue dans une sous-variété
(selon son énergie de départE > 0) qui est dé�nie par

� E :=
�

(x; � ) 2 T � S
�
� E =

1
2

k� k2
x

�
;
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appeléecouche d'énergie. La variété � E est compacte siS est com-
pacte et on adim � E = 3 .

Cas d'un billard dispersif. Le domaine est aussi notéS. L'énergie
E = H (x; � ) = 1

2 j� j2 est indépendante dex. On déduit que v =
dx=dt = @H=@�= � et E = 1

2 jvj2, en particulier la norme de la
vitesse est conservée. Un point de la couche d'énergie� E est donc
caractérisé par x 2 S et la direction de la vitesse v. La di�culté
cependant dans un billard dispersif est que la variété� E et le �ot � t

sur � E ne sont pasC1 partout. Sur une sous-variété de� E corres-
pondant aux rebonds rasantsils sont seulement continus et cela rend
leur étude mathématique plus di�cile [CM06]. (On observe en e�et
des singularités dans la �gure 10 àt = 2 :4).

2.1.c. Instabilité hyperbolique d'Anosov. La dé�nition suivante due
à Anosov caractérise précisément la propriété desensibilité aux condi-
tions initiales . Cette dé�nition est très utile car elle montre une ma-
nifestation de chaosappeléemélange(voir paragraphe 2.2) et d'autre
part cette propriété se véri�e dans certains modèles comme le �ot géo-
désique sur une variété compacte à courbure strictement négative ou
les billards dispersifs (à ceci près que le �ot du billard n'est pasC1 ).

Pour appliquer la dé�nition suivante au cas du �ot géodésique dis-
cuté plus haut, penser queM = � E est la couche d'énergie de dimen-
sion 3 et quex = ( x; � ).

Dé�nition 2.2. Un �ot � t , t 2 R, engendré par un champ de vecteursv
sur une variété di�érentiable compacte M est un �ot d'Anosov si en
tout point x 2 M , l'espace tangent se décompose en

(2.1) Tx M = E0(x ) � Eu(x ) � Es(x )

qui est une décomposition continue enx et invariante par le �ot, avec
E0(x ) := Rv(x ) (c'est-à-dire espace engendré parv(x )), et il existe
une métrique k� k sur TM , un coe�cient d' instabilité � > 1, C > 0,
tels que

8w 2 Eu(x ); 8t > 0; k(D� t )wk > C� t kwk ;

8w 2 Es(x ); 8t > 0; k(D� t )wk 6 C� � t kwk :
(2.2)
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Autrement dit, E0 est la direction du �ot appelée direction neutre,
Eu est la direction vers des trajectoires voisines qui divergent dans
le futur, appeléedirection instable et Es est la direction vers des tra-
jectoires voisines qui convergent dans le futur (donc divergent dans
le passé),direction stable. Voir �gure 12. Alors (2.2) signi�e en gros
qu'un petit écart à une trajectoire de référence sera ampli�é expo-
nentiellement avec le tempst comme

(2.3) � x (t) ' � t � x (0) = et=� � x (0)

avec le temps caractéristique� = 1=log � > 0.

v

Eu (x)

Es (x)
Es

x

� t (x)

Eu

E0(x)
v

Figure 12 . Flot d'Anosov près d'une trajectoire quel-
conque. Une distribution de points (nuage gris) est étirée
dans la direction transverseEu , contractée dans la direc-
tion Es et pas déformée dans la direction neutre du �otE0.

Théorème 2.3(Anosov 1967). Le �ot géodésique sur une variété à cour-
bure sectionnelle< 0 est Anosov. (Précisément il s'agit du �ot sur la
couche d'énergie� E , E > 0).

2.1.d. Mécanisme de l'instabilité d'Anosov pour un billard dispersif.
Il n'est pas évident à priori de relier l'image 11 (�ot représenté enx) et
l'image 12 (�ot représenté en x = ( x; � )). Nous allons expliquer cette
relation et donner une idée de la preuve (ou plutôt du mécanisme)
du théorème 2.3 en discutant le cas d'un billard dispersif (bien que le
�ot de celui-ci ne soit pas lisse). Remarquons que la dynamique dans
un billard plan est une succession de propagations en ligne droite et
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traject.

traject.
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p�

p+
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p+

i 1
L + A

A

x

Figure 13 . (a) Section de Poincaré pour une propagation
et (b) pour un rebond sur une paroi de rayonR. Une tra-
jectoire voisine est repérée par la positionx transverse et
l'angle i . (c) dynamique hyperbolique dep0 = [ M R;�;L ] (p)
sur les directionsp = i=x 2 P(R2).

de ré�exions sur des obstacles. Concernant la propagation, voir �gure
13(a), on considère une trajectoire de référence (c'est l'axez) et on
note x l'axe orthogonal, qui sert de section de Poincaré: une trajec-
toire voisine coupe cet axe à la positionx et avec un anglei . Après
une longueur parcourueL donnée, et au premier ordre enx; i � 1,
les nouvelles valeurs(x0; i 0) sont

�
x0

i 0

�
=

�
1 L
0 1

� �
x
i

�
+ O((x; i )2):

On considère maintenant la ré�exion avec un angle d'incidence�
sur une paroi ayant un rayon de courbureR au point de ré�exion,
voir �gure 13(b). Avec les même dé�nitions de (x; i ) que précédem-
ment, au point de ré�exion, au premier ordre, on trouve que

�
x0

i 0

�
=�

1 0
A 1

�� x
i
�

avec A := 2=Rcos� . Par composition des deux résultats,
pour une propagation de longueurL suivie d'une ré�exion (comme
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sur la �gure 9), on déduit que la matrice de passage est le produit

(2.4) M R;�;L :=
�

1 0
A 1

� �
1 L
0 1

�
=

�
1 L
A LA + 1

�
:

Lors de l'évolution on a un produit de telles matrices mais avec des
paramètres R; �; L qui changent : on a des intervalles de variations
possiblesL min 6 L 6 L max , Rmin 6 R 6 Rmax , � 2

�
� �

2 ; �
2

�
donc

Amin = 2=Rmax 6 A 6 Amax = 1 . On a

det M R;�;L = 1 ; Tr M R;�;L = 2 + LA > 2 + L min Amin > 2:

Par conséquent(20), M R;�;L a deux valeurs propres réelles̀; ` � 1 avec
` > 1 appelécoe�cient d'instabilité de Lyapounov . On dit que M R;�;L

est unematrice hyperbolique.
Pour un vecteur

� x
i
�

2 R2, notons sa pentep = i=x 2 R � P(R2)

qui représente sa direction et notonsp0 = [ M R;�;L ] (p) = A+( LA +1) p
1+ Lp

l'action de M R;�;L sur les directions. L'observation importante est que
l'intervalle p 2 [0; + 1 ] est envoyé sur l'intervalle p0 2 [Amin ; + 1 ] et

d [M R;�;L ] (p)
dp

=
1

(1 + Lp)2 < 1;

autrement dit cet intervalle est strictement contracté, voir �gure
13(c).

Considérons maintenant une suite de pointsx k = ( xk ; yk ; � k ) 2 M ,
k 2 Z, sur une même trajectoire, telle quex k+1 = � tk (x k ) soit une
propagation suivit d'une ré�exion comme précédemment. Alors la
direction instable Eu(x 0) � Tx 0 M au point x 0 est donnée par l'opé-
ration suivante. Tout d'abord Eu(x 0) est orthogonale à la direction
de propagationE0(x 0), et en confondantEu(x 0) avec la pentep dans
le plan (x; i ) précédent, en utilisant la trajectoire dans le passé, on a

(2.5) Eu(x 0)

= lim
N ! + 1

(M R;�;L )(x � 1) � (M R;�;L )(x � 2) � � � (M R;�;L )(x � N )p0;

(20)Si M =
�

a b
c d

�
est une matrice avec T = Tr( M ) > 2 et det(M ) = 1 alors

ses valeurs propres sont� � = 1
2 (T +

p
T 2 � 4) véri�ant 0 < � � = � � 1

+ < 1 < � + .
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où p0 2 (0; + 1 ) est une direction initiale quelconque. Du fait de
la contraction stricte, la convergence est exponentielle. De même,
en utilisant les points x k futurs on obtient

(2.6) Es(x 0)= lim
N ! + 1

(M � 1
R;�;L )(x 1)�(M � 1

R;�;L )(x 2) � � � (M � 1
R;�;L )(x N )p0

partant d'une direction initiale p0 2 (�1 ; 0) quelconque. De plus on
a l'estimation

� L >
1
2

L min > 1 +
1
2

L min Amin ;

soit � > (1 + 1
2L min Amin )1=Lmax > 1.

On a ainsi identi�é les directions stables et instablesEs; Es qui
entrent dans la décomposition (2.1).

Remarque 2.4.

� On aperçoit la di�culté dans le cas du billard dispersif qui est
que pour � = �= 2 (rebond rasant), on a A = Amax = 1 .

� Dans le cas du �ot géodésique sur une variété lisse à courbure
négative, il n'y a pas cette singularité (Amax < 1 ) et des expressions
(2.5) et (2.6) on peut déduire quex 0 ! Eu;s(x 0) sont des fonctions
Hölder continues (maisC2 en aucun point), tout comme la fonction
de Weierstrass [Fal03, chap. 11].

2.1.e. Principe d'incertitude quantique et instabilités. Reprenons
la discussion qualitative (et physique) liée au principe d'incertitude
(1.31). Considérons unobjet quantiquedans un billard dispersif (par
exemple une boule de loto qui rebondit dans la machine). Sim ' 10g:
alors � x � � v = ~=m ' 10� 36m2=s est très petit. Un compromis
pour minimiser chaque terme du produit est � x ' 10� 18m et
� v ' 10� 18m=s. Pour simpli�er la discussion, supposons une ampli-
�cation exponentielle des incertitudes avec le temps, comme (2.3),
par le facteur � x(t) ' 10t=� � x(0) avec un temps caractéristique
� � 1s. Alors la taille de l'incertitude quantique devient � x(t) ' 1m
après t ' 1s seulement ! Cela montre que pour les phénomènes
chaotiques, lehasard quantiquebien que d'origine microscopique, a
une in�uence à notre échelle macroscopique(21).

(21)Cependant l'onde quantique n'apparaît pas à notre échelle, car la décohé-
rence (processus de mesure avec l'environnement) intervient bien avant.
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2.2. Un �ot géodésique Anosov est mélangeant (et ergodi-
que). On a vu l'instabilité des trajectoires qui s'exprime par des ma-
trices hyperboliques comme (2.4). Il faut aussi noter que la couche
d'énergie � E est compacte. La dynamique a donc pour e�et d'� éti-
rer � et � replier � les données initiales. Cette succession de processus
est le plus e�cace pour mélanger les données initiales comme le ferait
un boulanger pour mélanger le beurre dans une pâte feuilletée. Avec
ce mélange, tout ensemble de données initiales (su�samment lisse)
va s'équidistribuer et converger (au sens des distributions) vers une
mesure d'équilibre. C'est cette propriété appeléemélangequi exprime
le mieux les propriétés chaotiques de la dynamique comme le montre
le théorème suivant et la �gure 14.

Théorème 2.5(Anosov). Un �ot géodésique Anosov estmélangeant :
8u; v 2 C1 (M ), pour t ! 1 on a

(2.7)

�
�
�
�

Z

M
v � (u � � � t )dx �

Z

M
vdx �

Z

M
udx

�
�
�
� �! 0:

Cela implique la propriété d'ergodicité : 8u; v 2 C1 (M ),

(2.8) lim
T !1

1
T

Z T

0

� Z

M
v � (u � � � t )dx

�
dt =

Z

M
vdx �

Z

M
udx:

La preuve du mélange est ancienne (Anosov 1967 [Ano69]). Sinaï
l'a montré pour les billards dispersifs. La preuve du mélange à taux
exponentiel est récente [Dol98, Liv04, Tsu10]. En prenant la moyenne
temporelle de la propriété de mélange (2.7) on déduit l'ergodicité (2.8)
(avec le théorème de Cesàro).

Remarque 2.6.

� Le terme

Cv;u (t) :=
Z

M
v � (u � � � t )dx = hvjL t ui L 2 (M )

dans (2.7) s'appellefonction de corrélation. C'est simplement un élé-
ment de matrice de l'opérateur d'évolution L t qui correspond à la
fonction u évoluée par le �ot : L t u = u � � � t et testée sur une autre
fonction (observable) v. (Dans certains ouvrages, on appelle fonction
de corrélation toute l'expression

R
M v � (u � � � t )dx �

R
vdx �

R
udx.)
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x

u
...

v

� t � t (x)

u � � � t

t � 1

u � � � t

� t (x)

"observable"

Figure 14 . Fonction de corrélation

Cv;u (t) =
Z

M
v � (u � � � t )dx

et mélange :Cv;u (t) !
t ! + 1

R
M vdx �

R
M udx.

� La propriété de mélange (2.7) signi�e perte d'information car
pour t ! 1 , u � � � t normalisé par (

R
udx) � 1 converge (au sens des

distributions) vers la mesuredx. L'ergodicité signi�e que la moyenne
temporelledeu, i.e., 1

T

RT
0 u� � � t dt normalisée par(

R
udx) � 1 converge

(au sens des distributions) vers la mesuredx. On dit que dx est la
mesure d'équilibre.

� Comparer la dé�nition d' ergodique (2.8) à uniquement ergo-
dique (1.9) : dans (1.9) on peut �xer n'importe quelle condition
initiale x0 (cela revient à prendre une distribution de Dirac v = � x0

dans (2.8)). L'unique ergodicité implique l'ergodicité.

mélange =) ergodique ( = uniquement ergodique

� On a vu que la propriété de mélange n'est pas vraie pour les
translations irrationnelles sur le tore.

� L'unique ergodicité n'est pas vraie pour les �ots géodésiques Ano-
sov, car il y a des orbites périodiques.

La propriété suivante est en fait une dé�nition plus standard
d'ergodique.

Proposition 2.7.Le �ot � t préservant la mesuredx est ergodiquesi et
seulement si toute fonctionL 2 stationnaire est constante (c'est-à-dire
(u 2 L 2(M ) et 8t; u = L t u) ) u = cste). De façon équivalente si
et seulement si tout ensemble mesurableA � M tel que L t (A) = A
(c'est-à-dire invariant) véri�e Vol(A) = 0 ou Vol(A) = Vol( M ).
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Démonstration. Considérons le sous-espace des fonctionsL 2 station-
naires :

Inv :=
�

u 2 L 2(M ) j 8t 2 R; L t u = u
	

� L 2(M ):

Von Neumann (1932) a montré que [Cou12, p. 10] :

P = lim
T !1

1
T

Z T

0
L t dt

converge fortement et que la limiteP est le projecteur orthogonal sur
Inv (c'est aussi le projecteur spectral deL t sur la valeur propre 1,
pour tout t 2 R). Ainsi

Flot ergodique ()
(2.8)

P = h� ; 1i h1; � i () Inv = f u = csteg: �

2.3. Modèle simple du cat map qui est mélangeant (et ergo-
dique). Le modèle simpli�é suivant consiste à étudier la dynamique
dé�nie par une unique matrice hyperbolique et agissant sur le tore
(qui est compact) a�n d'avoir les processus � étirement � et � replie-
ment � évoqués plus haut. Considérons la matrice

(2.9) M =
�

2 1
1 1

�
;

qui est hyperboliquecar ses valeurs propres sont de module di�érent
de 1 :

� = � u =
3 +

p
5

2
' 2:6 > 1; � s = � � 1 < 1:

Les directions propres associées sontEu ; Es introduites en (2.1).
La matrice M dé�nit une dynamique sur R2 par x 7! Mx . Elle

dé�nit (22) aussi une dynamique sur le toreT2 = ( R=Z)2 :

(2.10) f :
�

T2 := R2=Z2 �! T2

x 7�! Mx mod Z2:

(22)Du fait que la matrice M est à coe�cient entiers, l'application f est bien
dé�nie : car si n 2 Z2 , x 2 R2 alors

M (x + n) = Mx + Mn|{z}
2 Z2

= Mx mod Z2 :

De plus le fait que det(M ) = 1 implique que f est inversible sur T2 et f � 1(x) =
M � 1x avec M � 1 2 SL2(Z).
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Voir �gure 15.

x1
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23 41
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5

0 1 x1

x2

1 4

2 3
5

1

� �
� � � 1

Es
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Figure 15 . (a) Trajectoire du point initial (� 0:3; 0:6) sous
l'application f du cat map, sur R2 (la trajectoire est sur
une hyperbole). (b) Après la restriction modulo 1 sur T2,
presque toute trajectoire semble imprévisible,chaotique.
(c) Les pentes des directions stablesEs et instablesEu sont
irrationnelles et ainsi ces droites sont denses surT2.

Le théorème suivant montre que la dynamique ducat map (2.10)
est très chaotique :

Théorème 2.8.Le cat map f : T2 ! T2 est mélangeant à taux super-
exponentiel : 8� > 0, 8u; v 2 C1 (M ), 9C > 0, pour n ! + 1 ,

(2.11)

�
�
�
�

Z

T2
v � (u � f � n )dx �

Z
vdx

Z
udx

�
�
�
� 6 Ce� �n :

Démonstration. Soit � > 0 et k; ` 2 Z2. Soit ' k (x) := exp( i2�k � x)
un mode de Fourier. Alors

Z

T2
' ` � (' k � f � n )dx =

Z
exp

�
i2� (k � M � nx � ` � x)

�
dx

=
Z

exp
�
i2� (tM � nk � `) � x

�
dx = � tM � n k= ` :

(2.12)

Si k 6= 0 alors
�
� tM � nk

�
� ! 1 lorsque n ! + 1 car M est hyperbo-

lique. Donc (2.12) devient nul pour n assez grand. Finalement une
fonction lisse u 2 C1 (T2) a des coe�cients de Fourier (uk )k qui
décroissent très vite : siu =

P
k uk ' k alors

8N; 9CN ; 8k; juk j 6
CN

(jkj + 1) N :
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De même pourv 2 C1 (T2). En utilisant (2.12) on a
Z

M
v � (u � f � n )dx =

X

k

v`uk � tM � n k= ` :

Or
�
� tM � nk

�
� > C� n croît exponentiellement donc avec̀ = tM � nk et k

�xé on a

jv` j 6
CN

(j` j + 1) N 6
C0

N

� nN = C0
N e� n(N log � )

pour tout N . On déduit (2.11). Le terme constant
R

vdx
R

udx = v0u0

provient des composantesk = ` = 0 qui ne fuient pas à l'in�ni. �

Figure 16 . Mélange, chaosdans le modèle du cat map
classique : une distribution de points initialement concen-
trée près du point �xe instable (0; 0) se disperse selon la
direction instable Eu et converge vers ladistribution d'équi-
libre.

Remarque 2.9.La preuve ci-dessus (son idée) s'adapte bien au cas des
�ots Anosov mais en utilisant une décomposition de Fourier locale sur
la variété. Pour cela on utilise l'analyse semi-classique [FRS08, FS11,
Tsu12].

3. Chaos quantique

De façon un peu imprécise, unmodèle de chaos quantiqueest une
dynamique quantique dé�nie par l'équation de Schrödinger (1.17)
avec un hamiltonienH tel que le �ot classique � t (dé�ni par les équa-
tion de mouvement de Hamilton (1.5)) est chaotique sur la couche
d'énergie � E (au sens dé�ni en Section 2, c'est-à-dire �ot ergodique
ou même mélangeant).

Nous avons vu que le paradigme (c'est-à-dire modèle privilégié) de
chaos classique hamiltonien est le �ot dans un billard dispersif ou
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le �ot géodésique sur une variété à courbure négative. Dans ces cas,
nous avons vu que le hamiltonien classique est seulement l'énergie
cinétique H (x; � ) = 1

2 k� k2
x . On a Op~(H ) = � 1

2~2� donc l'équation
de Schrödinger s'écrit :

� i~
@ 
@t

= � ~2 1
2

�  ;

où ~ > 0 est un paramètre équivalent à la longueur d'onde, qui nous
servira à �xer l'échelle d'étude. Nous serrons intéressé par la limite
~ ! 0.

Remarque 3.1.

� Dans le cas du �ot géodésique sur une variété riemannienne
(M ; g), le laplacien est celui de Hodge :� := � d� d (où d est ladérivée
extérieure) [Tay11a, Sec.2.4]. L'espace de Hilbert estL 2(M ; C).

� Dans le cas d'un billard la condition de ré�exion sur le bord des
obstacles se traduit par exemple par la condition que (x) = 0 pour
tout point x sur le bord, appeléecondition de Dirichlet .

Un autre modèle aussi très étudié en chaos quantique est le modèle
du quantum cat mapc'est-à-dire la version quantique de (2.10). Voir
[BDB96] [FNDB03].

Dans cette section, on soulève quelques questions que l'on se pose
en chaos quantique puis on mentionne certains résultats et conjectures
sur les modèles précédents avec des illustrations. Les preuves dé-
taillées sont données dans les textes de Clotilde Fermanian Kammerer
(ce volume) et Nalini Anantharaman (ce volume).

3.1. Représentation d'un état quantique sur l'espace des
phases. Pour discuter de la dynamique quantique d'un point de vue
dynamique classique il faut une formulation dans l'espace des phases
(x; � ). Nous avons évoqué une façon de le faire qui est d'utiliser les
opérateurs pseudo-di�érentiels Op~(a), où a(x; � ) 2 S(R2d) est un
symbole. Alors la valeur moyenneh jOp~(a) i 2 R apporte une in-
formation sur l'état  concernant l'observablea.

Pour détecter la présence d'un état quantique au point (x0; � 0) 2
R2d de l'espace des phases, � le plus précis � est de considérer le
paquet d'onde gaussien x0 ;� 0 dé�ni en (1.30) et d'associer l'opérateur
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bax0 ;� 0 := j x0 ;� 0 ih x0 ;� 0 j qui est le projecteur orthogonal de rang 1 sur
cet état. Alors

(3.1) Hus (x0; � 0) := h jbax0 ;� 0  i = jh x0 ;� 0 j ij 2

est une distribution positive de probabilité(23) sur l'espace des phases
associée à l'état appelée distribution de Husimi de l'état  . Le
problème mathématique est que l'opérateurbax0 ;� 0 ainsi dé�ni n'est
pas un opérateur pseudo-di�érentiel (c'est-à-dire quebax0 ;� 0 ne peut
pas s'écrire sous la formeOp~(a) avec un symbolea acceptable car
ce serait une distribution de Dirac a = � (x0 ;� 0 ) en (x0; � 0), trop sin-
gulière), par conséquent les théorèmes d'Egorov etc. ne sont pas va-
lables. Néanmoins la distribution de Husimi renseigne précisément sur
l'état  et on l'utilisera dans les illustrations. On retrouve la trans-
formée de Husimi en théorie du signal sous le nomtransformée par
ondelettes. Cependant pour pouvoir énoncer les résultats de l'analyse
semi-classique dans la suite, on va considérer des valeurs moyennes
h j jOp~(a) j i où a est un symbole acceptable, c'est-à-dire qui varie
lentement à l'échelle

p
~ du paquet d'onde. Cela masquera justement

les �uctuations à l'échelle
p

~ que l'on peut observer sur la �gure 17.

3.2. Deux questions mathématiques de base en chaos quan-
tique.

(1) Question d'évolution. Étant donné un état initial  0, décrire
son évolution  t au temps t, solution de l'équation de Schrödinger
(1.17). En particulier si  0 est un paquet d'ondelocalisé en (x0; � 0)
est-ce que t se délocalise et s'équidistribue comme le ferait une distri-
bution classique de probabilité d'après la propriété de mélange (2.7) ?
Voir �gure 18(b).

(23) Il existe une formule de reconstruction d'un vecteur  quelconque comme
superposition de paquets d'ondes x 0 ;� 0 :

 =
Z

R2d
h x 0 ;� 0 j i  x 0 ;� 0

dx0d� 0

(2� ~)d
:

Ainsi une valeur importante de Hus (x0 ; � 0) = jh x 0 ;� 0 j ij 2 signi�e que l'état  
a une forte composante sur le paquet d'onde x 0 ;� 0 .
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