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Introduction

L’étude qui suit est une étude locale au voisinage d’un point Xg
de C que, sauf précision contraire, nous placerons toujours a I’origine

(X0 = 0). Les systemes di [&rentiels considérés sont de la forme

dy
A — = AX)Y
[A] 5 =AM
ou d=dx est la dérivation usuelle par rapport a la variable complexe X,
ou A(X) = [a¢j:;-y(X)]16j;:6n €St une matrice n N a coe Lciehts méro-
morphes en Xg = 0 et ou

2 3
Y1
vy =9 £
Yn
est le vecteur inconnu. Ainsi le vgcteur dééivée de Y s’écrit
dy=dx
dv _ yll
dx
dyn=dx

Les équations di [&rkentielles considérées sont des équations di[&ren-
tielles linéaires analytiques en xg = 0 c’est-a-dire de la forme
n n 1

d d
(D) an(X)ﬁy +an 1(X)Wy +  +a(X)y=0
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ou les coe Lciehts a;(x) sont analytiques en 0 et ou dy=dxJ désigne
la dérivée j*™M€ de I'inconnue y. Quitte a diviser ces équations par
une puissance convenable de x nous supposerons en outre que les
coe [ciehts a; ne s’annulent pas simultanément en 0.

Dans une premiere partie nous décrivons les solutions formelles
en Xo = 0 des systémes di[érkntiels. Celles-ci sont calculables par
des algorithmes explicites qui reposent de fagon essentielle sur la no-
tion de polygone de Newton. Le polygone de Newton d’un systéme
étant di [cilé a définir nous passerons ici par I'intermédiaire de po-
lygones de Newton d’équations di[érkntielles associées au systéme
étudié. Bien que disposant d’algorithmes, les calculs sont en général
longs et di [cil#s a mener jusqu’a leur terme. lls contiennent entre
autres la résolution d’équations algébriques quelconques. Ceci n’ex-
clut pas le traitement a la main d’exemples « simples » mais justifie de
I'utilisation d’un systéme de calcul formel ; les codes desir et desir2
bientdt opérationnels feront de tels calculs. Nous indiguons I’origine
de chacun des facteurs des solutions formelles et succinctement com-
ment les calculer. Nous indiquons en outre dans quels cas ces solutions
contiennent des séries convergentes (cas ou 0 est un point ordinaire
ou singulier régulier) et dans quel cas elles peuvent contenir des séries
divergentes (cas ou 0 est un point singulier irrégulier).

La deuxieme partie traite de la sommation de celles des séries obte-
nues qui sont divergentes. Une série sommable sur tout un voisinage
de 0 est une série convergente par définition. Il s’agit donc de sommer
ces séries divergentes sur des secteurs de sommet 0. La position de
ces secteurs est a peu pres indi [érkente mais leur ouverture est impor-
tante : sur des secteurs trop petits une telle série divergente admet
une infinité de sommes possibles; sur des secteurs trop gros elle n’en
n’admet aucune. Et dans les cas compliqués dits a plusieurs niveaux
il N’y a pas de bonne taille intermédiaire assurant I’existence d’une
somme unique. Il faut faire intervenir d’autres critéres de choix que
nous n’aborderons pas ici. Disons simplement que d’une part, toutes
les sommes possibles sont faciles a décrire a partir de I'une d’elles
et que d’autre part le consensus sur le choix a faire est actuellement
général. Nous indiquons les outils, transformations de Borel et de
Laplace, ramification, accélération d’Ecalle et les formules intégrales
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construites avec ces outils qui définissent « les » sommes de ces séries
divergentes.

Enfin en appendice, nous démontrons dans un cas simple mais si-
gnificatif, dit cas de niveau un, que les formules proposées donnent
bien des sommes des séries divergentes associées au systeme di[é-l
rentiel. La démonstration proposée suit la méthode d’Ecalle [5] qui
repose sur des arguments de perturbation et de séries majorantes.
Elle a I’'avantage d’étre courte tout en n’utilisant que des résultats
élémentaires sur les systéemes di [érkntiels et le produit de convolu-
tion. Une autre démonstration due a Martinet et Ramis repose sur
des arguments de type asymptotique. Mentionnons enfin que I’exis-
tence de ces sommes mais sans formules de définition a été établie
préalablement par Ramis par des arguments cohomologiques [15].

Premiere partie

1. Systeme dilérentiel ou équation dilénentielle? L’étude
des systémes dilérkntiels linéaires a coe Lciehts méromorphes est
équivalente a celle des équations di[érentielles linéaires analytiques.
Nous choisissons de travailler avec des systémes plutét qu’avec
des équations parce que Iécriture matricielle se préte mieux a la
description des espaces de solutions.

Rappelons qu’on passe facilement d’une équation a son systéme
compagnon

dy
[Ap] &:ADY
2 3
0 1 0 0
0 0 1 :
avec Ap = : 0
0 0 0 1

dp=an QAi=an dn 2=a4n an 17an
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en prenant pour inconnue
2 3

Y1
. d dnl
YZQEE ou Y1ZYiYZ:£;111;yn:anyll

Yn

Réciproquement, on peut passer d’un systéme & une équation en
ramenant le systéme a la forme compagnon. Et ceci peut se faire
par un changement linéaire d’'inconnue Y = P Z a coe [ciehts méro-
morphes (il s’agit des coe [ciehts de la matrice P ). Ce changement est
algorithmique mais si lourd qu’il reste plus théorique que pratique.

Nous notons (A;) I'equation di[erentielle associée au systeme [A]
par élimination de toutes les inconnues sauf la j*™¢ y;.

2. Point ordinaire et point singulier. Le point xo = 0 est un
point singulier d’un systéme [A] : dY=dx = A(X)Y si c’est un pole
de I'un au moins des coe [ciehts de la matrice A. Dans le cas d’une
équation

n n 1

d d
(D) an(X)ﬁy +an 1(X)Wy +  +a(X)y=0

le point Xg = 0 est un point singulier si c’est un zéro du coe [cieht
an(X). Lorsque xo = 0 n’est pas singulier on dit qu’il est ordinaire.

3. Polygone de Newton. Le polygone de Newton d’une équa-
tion (D) est facile a construire et il est I’outil essentiel pour le calcul
des solutions formelles. Dans le cas d’un systéme [A] on utilise le po-
lygone de Newton de I'une quelconque des équations (A;) associee au
systeme par élimination de toutes les inconnues sauf une, yj.

On opére comme suit : on détermine la partie principale des coef-
ficients de (D)

8j(x) = ajgyx P +0(x V™)
et on marque dans le demi-plan R* R les points de coordonnées
(;°G) J). Le polygone de Newton de (D) est I’enveloppe convexe
de la famille des deuxiémes quadrants f(u;V)ju & jetv = “(j) ijg

de sommets chacun des points marqués (voir exemples et dessins en
encadré).
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4. Point singulier régulier et point singulier irrégulier

Lorsque le point Xo = 0 est singulier on distingue deux cas dits
singulier régulier ou singulier irrégulier suivant que le polygone de
Newton est réduit ou non a un seul c6té horizontal. Nous allons voir
que la forme et le comportement des solutions sont tout a fait di[&-]
rents suivant que I’on est dans I’'un ou I'autre cas.

5. Etude locale au point ordinaire xo = 0. Les résultats sont
classiques, connus depuis le xixe siecle ([3, chap. VII], [4], [8, Th.9.3.c
et d, p.94]). Nous énongons les résultats sous une forme qui prépare
la suite et dans le contexte des systémes di[érkntiels; une solution
est alors un vecteur de dimensign n, la dimension du systéme.

Les solutions séries formelles 5\ CpxP forment un espace vecto-
riel sur C et elles sont en « nombre su [Sant » pour que la dimension
de cet espace soit égale a n. En outre, elles sont convergentes et leur
domaine de convergence contient au moins un disque commun de
centre 0, en fait n’'importe quel disque qui ne contient aucun point
singulier autre que 0. Sur ce disque commun les sommes de ces séries
formelles (sommes au sens usuel de la sommation des séries conver-
gentes) forment un espace vectoriel de dimension n de vraies solutions
du systéeme.

On appelle matrice fondamentale de solutions du systéme ou plus
simplement, solution fondamentale du systéme toute matrice dont les
vecteurs colonnes sont n solutions linéairement indépendantes. Pour
étre preécis on parlera de solution fondamentale formelle ou analytique
suivant le contexte choisi. Etant donné deux solutions fondamentales
F et H, toutes deux soit formelles soit analytiques sur un méme
domaine de définition, il existe une matrice constante inversible C
faisant passer de I’'une a I'autre :

H=FC; C2GL(nC):

6. Etude locale au point singulier régulier xo = 0. Ces résul-
tats sont eux aussi classiques depuis le xixe siécle. Les solutions séries
formelles, s’il en existe, ne sont en général pas assez nombreuses pour
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Exemples commentés dans le texte et dessins de polygones
de Newton

Exemple 0 : La singularité xo = 0 est réguliére.

(Eo) xy? ay=0

ot on note y' =dy=dx etonaa2C

Les solutions sont proportionnelles a y(x) = x2. Lorsque le coe [Cieht a est
un entier positif la singularité du systéme en 0 ne se répercute pas sur les
solutions. On dit dans ce cas que 0 est un point singulier apparent au sens
de « qui a I’apparence d’un point singulier ».

Exemple 1 : Equation d’Euler; la singularité xo = 0 est irréguliére
de niveau 1.

x2y! +y =x V6,

Elle n’est pas de la forme étudiée ici mais elle le de- F
vient si on la dérive apres I'avoir écrite xy’+1y = 1. ;
On obtient I’équation F
|

|

(E1) Xyl + (x2+x)y’ y=0

qui admet pour solutions celles de I’équation d’Euler s !l 's 1=
et celles de I’équation sans second membre associée
x?y" +y = 0. Son systéme compagnon s’écrit

dy _ 0 1 y

[Ea] dx 1= (1=x+1=x?) ou Y=

Exemple 2 : Equation d’Euler-bis; la singularité xo = 0 est irréguliére
de niveau 2.

Elle est obtenue a partir de I’équation d’Euler par le

3 )
Yy =22 ‘B
2 ;
. |
changement de variable x @ x2. Sous forme homo- :

|

|

|

|

géne elle s’écrit 2 :
(E2) Xy + G + 2y 4y =0 oy
et sous forme de systéme 1 [
vy o0 1 v ! 3

dx ~ 4=x* (I=x+2=x%) 0 1 2 u
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constituer une solution fondamentale : elles forment toujours un espa-
ce vectoriel mais celui-ci est en général de dimension inférieurerg
voire nulle.

Mais on obtient le résultat espéré en leur adjoignant simplement
des puissances de et des logarithmes. De facon précise le systeme dif-
férentiel admet une solution fondamentale de la formey (x) = F (x)x"
ol F(x) est une matrice inversible a coe cients séries formelles ou
séries méromorphes formelles et oll est une matrice constante. On
note xb := e-'09(x),

On peut imposer, si on le désire, que la matricd , appeléematrice
des exposants de monodromie formellsoit sous forme de Jordan.
Nous notons désormais par la méme lettreY aussi bien le vecteur
inconnu qu'une matrice fondamentale de solutions, le contexte ne
prétant jamais a confusion.

Une propriété remarquable de ces solutions est que toutes les sé-
ries formelles contenues dan$ sont convergentes. Ici encore, elles
convergent dans un méme disque de centr® des que celui-ci ne
contient pas d'autre point singulier que 0. Par ailleurs, I'expression
formelle x- est une vraie fonction multivaluée c'est-a-dire une fonc-
tion dé nie non pas sur C mais sur la surface de Riemann du loga-
rithme au voisinage de0. Ainsi, I'expression

Y (x) = F(x)x-

dé nit une solution fondamentale analytique au voisinage de0O (0
exclu) sur la surface de Riemann du logarithme. Les autres solutions
fondamentales sont toutes les matrices de la form&(x) = Y (x)C
avec C matrice constante inversible.

7. Etude locale au point singulier irrégulier Xo = 0. La situa-
tion dans ce cas est beaucoup plus compliquée. Elle fait apparaitre des
phénoménes nouveaux désignés globalement sous le hom meeno-
meéne de Stoke®t qui se traduisent dans la réalité par des dilatations
ou des compressions brutales alors méme que les quantités étudiées
sont trés réguliéres puisqu'analytiques. Les avatars techniques de ce
phénoméne sont d'une part que la variablex ne sut plus toujours

aux calculs il faut en prendre une racine t = x¥ | d'autre

part que les séries entieres qui apparaissent dans les calculs sont en
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Exemples commentés dans le texte et dessins de polygones
de Newton (suite)

Exemple 3 : Equation de Ramis-Sibuya ;

P
- Gppppp s s
Dy =4x +2x?+10x® 3x* ppppppppp
ou 6 ppppppppppp S
5 o PP P orPLPp
D=x2 X)o— P PP PPp A
d 5 PpPoPp PoPp PH®
p p P
+x2@+5x% 2L w22 x+x)  PPolpPoPpoPe
dx 4P ppp pppp pppp S
Sous forme homogéne elle s'écrit ppppgp pppzppppg
(Ea) Day=0  avec 3 ngppngppgpgp s
6 8 9 10y & 2 pppgppppgppppp
D3 =(8x°+18x° 16x” +3x )@ pppppppppppp
3 oy @2 1 Bppppppppps
+(16x°+  +12x )F ppp pppp
X PoPpP
gy d 5 s P Ps [ p
+(16x + +6x)&+( 16+ +12x°): 0 1 > 3 U

Exemple 4 : Equation d'Airy ; la singularité xo = 0 est irréguliére de

niveau 3=2.
00 6pppppppp
y"~ zy=0 p Pppp Po
L T L s Ppp.P
Traditionnellement son point singulier est placé a 3 pppp pppp S
I'in ni. On le raméne a l'origine par le changement pppppppp
de variablez = 1=x. Elle s'écrit alors 2P pppp
poPoP
(E4) x°y®+2x%y° y=0: PP
1 ppp
s p p
0 1 2 u

Les niveaux, contrairement aux apparences ici, ne sont pas les pentes non
nulles du polygone de Newton de I'équation ou du systéme lui-méme. Ce
sont exactement les pentes du polygone de Newton d'un systéme associé dit
systeme des endomorphismes. Mais on peut déja les deviner sur le
polygone de Newton de I'équation elle-méme.
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général divergentes. Mentionnons que le degré de rami cation est
facile a lire sur le polygone de Newton : c'est le p.p.c.m. des dé-
nominateurs des pentes non nulles des di érents cotés du polygone
de Newton. En particulier, il divise nl. Lorsque =1 on dit qu'on
est dansle cas sans rami cation et lorsque 6 1 dansle cas avec
rami cation .

Ce phénoméne s'accompagne d'une grande instabilité numérique
au voisinage du point singulier qui exclut toute approche numérique
de tels points singuliers de I'extérieur. C'est pourquoi, sil'on veut ana-
lyser en détail ce qui se passe a proximité de ces points on est amené a
la démarche opposée qui consiste & commencer par une étude formelle
c'est-a-dire une étude au point singulier lui-méme puis a concrétiser
les solutions formelles en de vraies fonctions solutions qui nous per-
mettent de nous éloigner du point singulier. C'est ainsi que nous avons
présenté I'étude dans le cas o est un point ordinaire ou singulier
régulier, la concrétisation des solutions formelles se faisant alors na-
turellement et globalement sur tout un voisinage deO en remplagant
les séries formelles obtenues par leur somme au sens usuel du terme.
Dans le cas d'un point singulier irrégulier celles des séries a sommer
qui sont divergentes n‘admettent pas, par dé nition, de somme sur
un vrai voisinage deO. Il faut introduire une sommation direction-
nelle c'est-a-dire sur des secteurs de sommeétet de bissectrice une
direction donnée. Dans le cas de séries convergentes la série apparait
comme le développement de Taylor de sa somme. Il est naturel de
demander aux séries divergentes a sommer d'étre de méme le déve-
loppement de Taylor de leur somme : on dit alors développement
asymptotique

Dans le cas de séries convergentes la somme est unique et veri-
e automatiqguement les mémes équations di érentielles que la série.
Dans le cas de séries divergentes l'unicité n'est jamais assurée et les
contraintes di érentielles ne sont pas automatiquement transmises.

Il est Iégitime de vouloir imposer aux sommes de satisfaire aux mémes
équations di érentielles que les séries qu'elles sont supposées concre-
tiser. Ce faisant on n'acquiert pas nécessairement l'unicité méme par
des choix adaptés des secteurs d'asymptoticité et on perd I'existence
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dés lors que les secteurs deviennent trop gros. Mais comme toujours,
le plus génant dans la théorie est le défaut d'unicité qui contraint a
d'autres criteres de choix, mais quels critéres ? Nous décrivons dans
la deuxiéme partie une solution possible et depuis peu unanimement
privilégiée a ce probléme de sommation pour les séries divergentes
provenant de systémes di érentiels linéaires méromorphes. Ce pro-
bléme qui doit de facon substantielle son avancement a divers au-
teurs, J.-P.Ramis, B.Malgrange, J. Martinet, Y. Sibuya, pour n'en
citer que quelques uns, a atteint la n d'une étape avec la théorie de
la résurgence et de l'accélération de J. Ecalle dans les années 1985-90.
Ce sont les formules intégrales qui résultent de cette théorie dans le
cas linéaire que nous décrivons dans cette deuxiéme partie. Mais au-
paravant, nous terminons la premiére partie avec la description des
solutions formelles et des formes particulieres qu'on peut leur donner
pour faciliter la démonstration de leur sommabilité.

Un résultat classique, connu depuis le début du siécle (Poincaré,
Fabry) a rme qu'un systéme di érentiel linéaire admet une solution
fondamentale de la forme

b= b LeRus
ol est le degré de ramication dé ni ci-dessus(t = x), Q =
diag(o; ap;:::;n) est une matrice diagonale dont les termes diago-

naux sont des polyndmes de la variabld=t sans terme constant, ot
est la matrice constante des exposants de monodromie formelle et
ot1 P est une matrice inversible a coe cients séries formelles et.

Une amélioration relativement récente de ce résultat [1] permet de
supprimer la rami cation dans le facteur série formelle b par un choix
adéquat de la matricelL.

La détermination des solutions formelles est algorithmique : pour

les équations caractéristiques du systéme. Ces équations associées a
chaque cété oblique du polygone de Newton généralisent les classiques
éguations caractéristiques des équations di érentielles a coe cients
constants. Les exposants de monodromie formelle s'obtiennent par la
méthode de Frobenius [7] : les valeurs propres sont les racines des
éguations indicielles associées au c6té horizontal de divers polygones
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Le systéme compagnon de I'équation d'Euler admet pour solution

fondamentale formelle . "

_ 0. ~_ 1= 0 I R
b=B00e Q= Tt o 0= e
avecfd = P s ol DXt et £ |a série dérivée defd.
La série 1"1 est la série d'Euler c'est-a-dire l'unique solution formelle de
I'‘équation d'Euler x2y°+ y = x qui vérie y(0)=0.
Cet exemple appartient au cas sans rami cation : il n'est pas nécessaire
d'introduire une variable t, racine dex ( =1).

Exemple 1 . Equation d'Euler

de Newton; les logarithmes qui peuvent apparaitre lorsque certaines
de ces valeurs propres di érent d'un entier sont plus diciles a dé-
terminer. Par identi cation on obtient en n les coe cients des séries
formelles comme solutions d'équations de récurrence linéaires.

8. Forme normale. Supposons que® = DB(x)xteR@=Y soit une
solution fondamentale formelle dans laquelle le facteunb(x) Soit non
rami €. Alors le systéme

A — = AgY
[Ao] dx 0

qui admet la matrice Yg = x-e*=) pour solution fondamentale est &
coe cients méromorphes. On l'appelle une forme normaledu systeme
considéré. Et le facteurb(x) est une solution du systéme di érentiel
linéaire méromorphe de dimensiom?

(Ao Al % - AKF  FAo(x)

dx
9. Forme préparée. Un changement linéaire d'inconnueX = PY
a coe cients méromorphes n'a ecte ni la convergence ni la somma-
bilité des séries apparaissant dans les solutions formelles. Et un tel
changement permet de modi er arbitrairement un nombre arbitraire-
ment grand de termes dansb(x). En particulier, on peut toujours se
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Le systeme compagnon de I'équation d'Airy admet pour solution
fondamentale formelle
A B
¥= pogo
ol A et B sont les séries d'Airy, A%et BCleur dérivée par rapport ax,
c'est-a-dire, en notant t = x72 :

X
A= ( D)"a,t> t ¥2exp 2=3t3

n>0

B

a t® t 2exp 2=3t3
n>0
avecap =1 et pourn > 1,
a, = (2n+1)(2n +3) (6n 1)
144 n!

%(3:4)”%!( n+5=6) ( n+1=6):

Cet exemple appartient au cas avec rami cation avec pour ordre de
rami cation =2.

—2t3
OnaL=0etQ= 2=t 0

0 2=3t3°

Exemple 4 . Equation d'Airy

ramener au cas olP s'écrit b(x) = | + O(xP) avecp entier quelconque
xé & l'avance. Nous notons P le facteur P ainsi normalisé.

Il est en outre possible de normaliser la forme normalAg] de telle
sorte que le systemegAp; A] admette une solution série formelle®
déterminée de maniére unique par la condition initialer(O) = 1.
L'idée consiste a réduire les valeurs propres de modulo les entiers
(06 Re 6 1) parunchangement linéaire d'inconnue qui multiplie Yy
a gauche par des puissances convenablesxdéAinsi, le contre-exemple
ci-dessus n'a plus cours.

10. Phénomeéne de Stokes. Notons (x)x-e® une solution fonda-
mentale formelle du systémdAg; A] de dimensionn?. Les polyndmesy
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Le systeme compagnon de I'équation d'Airy admet pour solution
fondamentale formelle

b = Bx)x’Ue
ou Q est comme précédemment, ou

" #
U_11_J_1:4o_Fb_rblrif”2
1 01 YT 0 =T BB
avec X
Fb]_: a2nx3”
%°
|b2 = oner X3
n>0
1 X
P, = = azn+1 +(3n+1=4)ay, x>
Xn>0
1 X
|b4: X3 ap + ansz2 (BN +7=A)ag.y x>

n>0

Seul le facteure® contient la variable rami ée t: les séries sont de vraies
séries formelles enx.

Exemple 4 . Equation d'Airy

non nuls de la diagonale de&Q sont exactement les polyndbmesy o
pour tous les couples(q; ), g 6 g extraits de la diagonale deQ.
Ce sont ces polynémes qui jouent le r6le fondamental dans le phéno-
méne de Stokes. Leurs degrés sont appeléss niveaux du systéme.
Les directions pour lesquelles l'une des exponentiellesS au moins est

a décroissance maximale (le terme dominant dg(1=x) est réel néga-
tif) sont appelées lesdirections anti-Stokes du systéeme. Celles pour
lesquelles le terme dominant est purement imaginaire sont appelées
les directions de Stokesdu systéme.

Les directions anti-Stokes sont celles qui régissent le phénoméne
de Stokes : nous verrons que les sommes & déterminées suivant
deux directions voisines se recollent analytiguement sur leur domaine
commun de dé nition, sauf éventuellement quand ces deux directions
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Sans précautions particuliéres le facteurP qui relie le systeme[Ag] au
systeme[A] n'est pas unique méme si on lui impose une valeur initiale
en 0. Ainsi le systeme

dy _ ] _ k=x 0 | .
d—X—AY, A= 0 o k 2 N;
qui a pour solution fondamentale
k 0
Yo = L. L =
0= X 0 0

peut étre choisi comme forme normale. Le systéme de passage est alors
[A;A]l:dY=dx= FA AF et il admet les deux solutions linéairement
indépendantes

b: " ité b: 0 0
I (lidentité) et | + Wk 0

qui toutes deux véri ent la condition initiale b(O) = 1.

Contre-exemple d'unicité

sont situées de part et d'autre d'une direction anti-Stokes ; on dit alors
gue cette direction anti-Stokes est unedirection singuliére pour b,

L'équation di érentielle

x2y% y=0
admet la série nulleib(x) =0 comme solution formelle.
La fonction nulle f1(x) 0 et la fonction f,(x) = exp( 1=x) sont toutes
deux des solutions de cette équation asymptotiquesl*&sur le demi-plan
Rex > 0. Mais lorsqu'on franchit I'un ou l'autre des demi-axes
imaginaires, alors quef; reste asymptotique a0, la fonction f, devient
fortement non bornée puisqu'a croissance exponentielle. Numériqguement,
pour x proche de l'origine dans le demi-planRex > 0 les deux fonctionsf ;
et f, sont indiscernables mais leurs prolongements analytiques
apparaissent comme fort di érents.
Ceci explique les di cultés rencontrées lors de la résolution numérique des
équations di érentielles : des erreurs exponentiellement petites se
transforment tout naturellement en des erreurs exponentiellement grandes!
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Les directions de Stokes sont les directions en lesquelles se mani-
feste le phénomeéne de Stokes : c'est en franchissant ces directions
gu'une solution F(x) asymptotique a B, donc parfaitement bor-
née, peut présenter brutalement une forte croissance exponentielle qui
sera instantanément signalée par un over ow sur votre ordinateur!

La raison en est la possible présence d'exponentiell& asymptoti-

guement indiscernables tant que celles-ci sont plates (asymptotiques
a la série nulle) et qui apparaissent brutalement lorsqu'elles cessent
d'étre plates, précisément lorsqu'on traverse une direction de Stokes.

Deuxiéme partie

Nous nous proposons maintenant de décrire des formules de som-
mation pour les séries formelled® gui apparaissent dans la résolution
formelle en O de systemes di érentiels linéaires méromorphes. Seul
pose probléme le cas des séries divergentes. Nous avons vu qu'aldrs
est nécessairement un point singulier irrégulier du systéme di éren-
tiel considéré et que la sommation est nécessairement polarisée : dans
chaque direction sauf un nombre ni de directions singuliéres qui
sont des directions anti-Stokes on dé nit un opérateur de somma-
tion S . Ceci signi e que la fonction S () est dé nie sur un secteur
contenant , gqu'elle y est asymptotique am et gue substituée amp
dans la solution formelle elle en fait une vraie solution du systéme.
Ces opérateurs sont en outre des homomorphismes d'algébres di é-
rentielles (cf. [16]).

Dans une direction singuliére, on peut considérer deux opérateurs
naturels, un opérateur a gaucheS dé ni par la sommation S ;-

a gauche de et arbitrairement proche de et un opérateur
a droite S* dé ni par la sommation S - & droite de et arbitrai-
rement proche de .La matrice faisant passer de la solution obtenue
par sommation a gauche a celle obtenue par sommation a droite est
appelée unematrice de Stokes Plus précisément, si? = By, est une
solution fondamentale formelle et une direction singuliére, on a une
relation du type

S'(®)Yy, =S (P)Yo, C
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ou Yp. est la vraie fonction associée a la solution formellery de
la forme normale par le choix d'un argument (on choisit en général
argument principal 06 < 2 ). La matrice constante inversible C
est la matrice de Stokes (principale) de® dans la direction

L'équation d'Euler admet pour solution formelle la série d'Euler
fix)=  ( D"nix"*:
n>0

Cette série est divergente et ses coe cients ont une croissance de type
n!A" (avec ici A = 1) : on dit que cette série estGevrey de niveaul.
Nous allons voir qu'elle est mémel-sommable

Exemple 1 . Equation d'Euler

On montre que pour une forme normale donnée la famille des ma-
trices de Stokes en les di érentes directions singuliéres caractérise la
singularité a changement d'inconnueY = P X linéaire méromorphe
prés. Nous n'abordons pas dans ce qui suit ces questions de classi-
cation des singularités. Nous nous bornons a décrire les opérateurs
de sommationS . Ces opérateurs dépendent des niveaux du systéme
gue nous supposons entiers (cas sans rami cation). En e et, le chan-
gement de variablet = x= multiplie les niveaux par ; on peut donc
toujours se ramener au cas sans rami cation.

L'équation d'Euler-bis admet pour solution formelle la série d'Euler-bis
B(x)= ( 1)"nx>*?
n>0
Cette série est divergente meB's ses coe cients ont une croissance beaucoup
moins rapide puisque de type n!A" (avec A = 1) : on dit que cette série
est Gevrey de niveau2. Elle nest pas 1-sommable mais elle est
2-sommable

Exemple 2 . Equation d'Euler-bis
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Avant d'expliciter ces opérateurs nous introduisons les outils sur
lesquels ils reposent.

L'équation de Ramis-Sibuya admet pour solution formelle la série
=1+
somme de la série d'Euler et de la série d'Euler-bis. Comm@_ et 1’02 elle

est Gevrey de niveaul mais elle n'est pas de niveal2. Elle n'est ni
1-sommable ni2-sommable mais elle es{1; 2)-sommable.

Exemple 3 . Equation de Ramis-Sibuya

11. Transformeée de Borel formelle d'une série o= p>0fpxIO+1
sans terme constant.  On pose
Bh = e
X)= (p+1)=p

>0 (P*1)
12. Transformée de Borel dans la direction d'une fonc-
tion f dé nie prés de 0O sur un secteur de sommet 0 bissecté
par et douverture !> . On_pose (voir la gure 1)

1 _, dx
B f = — f ==
()= 5 Fe™ 3

Figure 1 .

On notera aussiB = Bj. pour indiquer le niveau 1. Pour f (x) =
xP*t onaBf( )=(1=(p+1)) P(cestlaformule de Hankel).
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La transformée de Borel d'une constante nécessite une dé nition
particuliere : on est conduit a prendre pour transformée de Borel,
formelle ou non, de 1 la distribution de Dirac a l'origine. On fait
ainsi correspondre a I'élément neutre 1 de la multiplication, I'élément
neutre du produit de convolution. Mais on peut toujours si on le
désire éliminer les constantes.

Sous de bonnes hypothéses qui seront réalisées pour les séries pro-
venant de systémes de nivead, la sérieBfYx) est convergente (i.e., .
P est Gevrey de niveaul) et elle peut étre prolongée analytiquement
jusqu'a I'in ni dans certaines directions , plus précisément a certains
secteurs de somme® contenant la direction . On peut de méme pro-
longer la transformée de BorelB f (x) de certaines fonctionsf . Par
abus, nous noterons encor& f ou f€ cette fonction prolongée et nous
la désignerons encore par transformée de Borel d8ou def dans la
direction

13. Transformée de Laplace dans la direction d'une fonc-
tion f dé nie sur la demi-droite d issue de 0 et de direction

On pose (voir la gure 2) 2

L ()00:= f()e =g :

if ()j6 Cexp(@@j j) Disque d'analyticité de L f (x)
(Plan des ) (Plan desx)

Figure 2 .

Lorsque f est a croissance exponentielle d'ordre 1 sur la demi-
droite d la fonction L (f )(x) est dé nie sur au moins un disque de
diameétre porté pard et contenant O sur son bord. Plus précisément
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sijf ( )j 6 C'®exp(aj j) ce disque a un diamétre de longueut=a. On
I'appelle un disque de Boreldans la direction

14. Opérateurs de rami cation k et 1=k, K 2 N. Notons C,

un exemplaire deC dont la variable est appeléex et (f.‘,x son reveé-
tement par les coordonnées polaires ou surface de Riemann b x.
L'application

€, x = ti¥k
€, t= xk

est un changement de variable analytique. L'opérateur de rami cation
k est l'action de ce changement de variable sur les séries ou les
fonctions de x. Ainsi on a

(B)) = f(x) avec x =tk

L'opérateur réciproque - agit sur les séries ou les fonctions deet
il est dé ni par 1o (" )(X) = ' (XX).

15. Opérateurs d'accélération (kko; - Pour a> 1 on denitle
noyau d'accélération G, de puissancea par
1 -a
G()= =— €& U du
2y

ou H désigne un contour de Hankel autour de R (voirla gure 3).

Figure 3 .
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Les noyaux G, ont dans toute direction vériant jarg j < (1
1=a) = 2, une croissance a l'in ni du type

b= lg b=a b L 1 1 .
eb oubvérie —+ —=1:
() 2t h

Le noyau G est le seul a étre une fonction classique :

G( )= zp=e #=4

Dans le cas oua est rationnel, qui est le seul cas que nous rencon-
trerons, les noyauxG, sont des fonctionsG de Meijer. En particulier,
ils véri ent des équations di érentielles linéaires.

Les opérateurs d'accélération sont dé nis par
z

ko ()= 2 ; Gox = ¥ ()d (k <k9:

Onalke ek Bk = (kkok - Mais alors que l'opérateur écrit
au premier membre ne s'applique qu'aux fonctions a croissance au
plus exponentielle d'ordre 1 a I'in ni, I'opérateur d'accélération au
second membre est applicable aux fonctions a croissance exponentielle
d'ordre k%(k® k) > 1 (cf. formule ( ) ci-dessus). C'est la son intérét
majeur.

On préfere parfois utiliser lesopérateurs d'accelération redressés
dé nis par

Ak = 1=k (kkOk K
Ceux-ci sont applicables aux fonctions a croissance exponentielle a
I'in ni d'ordre avec1= = 1=k 1=kO La justi cation du quali-
catif redressé apparaitra dans les diagrammes qui suivent : ils

correspondent a des eches horizontales alors que les opérateurs
correspondent a des éches obliques.

16. Quelques propriétés de la transformation de Borel

Il s'agit de propriétés communes a la transformation formelle ou
fonctionnelle ainsi qu'au prolongement analytique.
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Fonction ou sérief (x) Transformée de Borelf( )
xP*1, (p2 N) P=p
1 (distribution de Dirac)
x ( 2C, 62N) .-,1:( )
f g £ g()= , Mgl
x2(d=dx)f (x) &)
g(x) = f(x)=x avecg(0) = ap ao +(d=d)M& )

17. Quelques propriétés de la transformation de Laplace

Fonction ' (x) | Transformée de Laplacel (" )(x)

- (0) L( ) L))

U (u)du (1=X)L (" )(x)
(d=d )" () () + (1 =X)L )(x)
() x2(d=dx)L (" )(x)

Nous xons désormais une forme normaldAg] du systeme[A] étu-
dié et une solution fondamentale normaleYy = xLe? de celui-ci.
Il s'agit de sommer le facteur série formellelb(x) d'une solution for-
melle BY, de [A]. Nous avons vu quelb est une solution du systéme
de passage
dF _
o

et qu'on peut imposer B(0) = I .

[Ao; A] AF  FAp

18. Sommation dans le cas d'un systéme de niveau unique
k=1
Supposons que le systémpA] n‘admette qu'un seul niveau k=1.
Alors la série P est sommable par le procédé de sommation de ni-
veau 1 :

by B eyt Fo
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dans toute direction sauf un nombre ni de directions singuliéres
gui sont des directions anti-Stokes du systéeme. On dit alors queﬂj
est 1-sommable Domaines de dé nition de , B et F :

B (Plan desx)  (Plan des ) F (Plan des x)
Figure 4 .

Cet énoncé a le sens suivant :

(a) la transformée de Borel formelleB(B) de B est convergente ;

(b) dans une direction quelconque qui n'est pas une direction
anti-Stokes, la somme de la séri@(Fb) admet un prolongement ana-
lytigue complexe jusqu'a I'in ni. Nous le notons B (Ib) = [,

(c) F est a croissance exponentielle d'ordre 1 a I'in ni au voisinage

de la direction , i.e., . il existe des constantesC et > 0 et des
arguments ; et ,avec 16 6 ,telsque
jB()i6 Cexp j ]

pour tout dont I'argument vérie 16 arg( )6 »;

(d) La transformée de LaplaceF (x) = L o(F)(x) de F existe dans
toutes les directions ¢ 1 6 26 5 et elle est analytique sur la
réunion D |. , des disques de Borel de diamétre de longueu dirigé
par 9

(e) la fonction F est asymptotique am en0surD .., etelle est
solution du systéme[Ao; A]. C'est donc une somme dé® surD . ,.

Nous donnons en appendice les détails d'une démonstration de ce

résultat dans le cas ou la monodromie formell = el est triviale
i.e., . @ = 1. La démonstration du cas général est trés voisine.
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La série d'Euler est un exemple de série sommable de nivedu On pourra
remarquer que la classique méthode de variation de la constante appliquée
a I'équation d'Euler correspond exactement a ce procédé. Prenons par
exemple la direction =0 ou demi-axe réel positif. Les solutions de
I'équation homogénex?y®+ y = 0 sont de la formey = C*®e'™. La
méthode de variation de la constfnte donne directement la solution

X

- - dt
fi(x) = el¥e 1 —
0 t
et aprés le changement de variable7! déni par 1=t 1=x= =x
Z ., 1
f = > d:
1(X) . 1+ e d

On obtient donc exactementf;(x) = Lo(Bo(f3))(X) puisque

BM) )= ,.o,( 1" " et que cette série a pour somma@=(1+ ).
Observer en outre que, bien que la séri@(i’q) ait un rayon de convergence
égal al, sa somme peut étre prolongée analytiquement jusqu'a I'in ni au
voisinage de la direction = 0. Cette propriété vaut pour toute direction

sauf = qui est la seule direction singuliére de la série d'Euler.
Exemple 1 .
19. Sommation dans le cas d'un systéme de niveau unigue k

guelconque. Supposons que le system@A] n'admette qu'un seul
niveau k. Alors la série ® est sommable par le procédé de sommation
de niveauk

x = ti=k B(x) F )

1=k

k
t=xk ) ——IR() ————I (1)
dans toute direction sauf un nombre ni de directions singulieres
qui sont des directions anti-Stokes du systéme. On dit alors quéf’
est k-sommable
On af(t) = (B)(x) = P ) et F(x) = f(xK). On peut si

on le préfére rester dans les plans des variables< et . En notant
Bx.: = 1=k Bk «ketLx. := 1o« Lk konaalorslediagramme
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La série d'Euler-bis est une série2-sommable. Ses directions singulieres
sont les deux demi-axes imaginaires. On véri e aisément qu'on ne peut lui
appliquer le procédé de sommation de niveali dans aucune des directions

2] 3=4; =4[ ]1=4;3=4[ Elle nest donc pasl-sommable[9]. Dans
les autres directions on peut lui appliquer a la fois le procédé de nivead
et le procédé de niveal2. La somme de niveaul est dé nie sur un
demi-plan, celle de niveaw2 sur un quart de plan tous deux bissectés par.
Mais naturellement, sur la partie commune de leur domaine de dé nition,
les deux sommes coincident. Ce phénoméne est général : lorsque dans une
direction  on peut appliquer plusieurs des opérateurs de sommatidd les
sommes obtenues coincident sur la partie commune de leur domaine de
dé nition.

Exemple 2 .
de sommation
By Ly
b(x) —— ') ——IF(x)
k 1=k k 1=k
Bk / Lk /
(onax = t¥ket = 17 La méthode consiste donc & se ramener au

cas de niveaul par l'intermédiaire des opérateurs de rami cation
et 1-. Domaines de dé nition correspondants : voir la gure 5.

20. Sommation dans le cas d'un systéeme a deux niveaux k1
et ko (k1 < k3). Supposons que le systemfA] admette les deux
niveaux ki et ko. Alors la série® est sommable par le procédé suivant :

P(x) F )

(ty) BL/fel( 1) / 1=k,

(kl:lfz);kl

HR( 5) —2 It (ty)
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B (Plan desx) B (Plan des ) F (Plan desx)
0 (Plan dest) € (Plan des ) f (Plan dest)
Figure 5 .

(on commence par le niveau le plus bas). On dit qu@ est multisom-
mable ou accéléro-sommableet si on veut préciser les niveaux qu'elle
est (k1; k2)-sommable

L'opérateur (,.,).k, €st I'opérateur d'accélération dé ni au de-
but de cette deuxiéme partie. C'est la forme intégrale de la composée
des trois eches en pointillés [9].

Cet énoncé a le sens suivant :

(@) la série @kl 1*3( 1) est convergente;

(b) sa somme peut étre prolongée a un sectel; 1 <kj; <k 1 2
voisinage du rayondy, en une fonctionf€® a croissance exponentielle
d'ordre k2:(k2 kl) X

(c) la fonction € déduite def€! par accélération de puissanc&,=k;
dans la directionk; est dé nie et a croissance exponentielle d'ordre 1
sur un secteur]lks 1;kz 2[;

(d) sa transformée de Laplace est la somme cherchée a condition
de I'exprimer en fonction dex via l'opérateur de rami cation ;..
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