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XVITII-I

FORMULES D°MOMOTOPIE LOCALES POUR LE SYSTENE

BE CAUCHY-RIEMANN TANSENTIEL

Frangois Treves, Untversité Rutgers

On considére une hypersurface réelle S dans €' (ol les coordon-
nées complexes seront notées ZynZyW =8+ 1t). On supposera que l'ori-

gine appartient a S et qu'une équation de S preés de T'origine est t = ¢(z,9),
ou ¢ est une fonction C* avaleurs réelles, dans un voisinage ouvert U de O

dans RZ™ ! on supposera que 9(0,0) = O et que grad ¢(0,0) = O . Dans le
systéme de coordonéees locales Xy Y (1 €1<n),s, les champs vecto-

riels de Cauchy-Riemann tangents a S sont des combinaisons linéaires des
champs

L. =49/ ,5)8/0S ,
i azj+yj(z $)3/9

ouy,=- )i;)zj/(l + % /) et §=1,.n. Soit une fonction u de classe C*

dans U ;ona

du = Z}: ' ,“.,n LjU dZ} moa(dz’,.,azn,OW) .

Soit maintenant une forme différentieile f de bidegré (n+1,g) avec0 < q €
n, c'est-a-dire
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ou J est une suite croissante d'entlers j, <..< j,, dz, = dz’jl/\../\d}'}q etw =

dz,A..Adz Adw . On supposera que les coefficients sont de classe C™°

dans la fermeture 8@ d'un ouvert @ cc U ; on écrit f € C°@A™'"Y) oOna

alors

df = ZUI:q Zk:!,...,n kaJ dzk/\dzd/\w .

On peut dire qu'au niveau des formes de bidegrée (n+1,q) le systeme de
Cauchy-Riemann tangentiel a S est "réalisé” par la dérivée extérieure .

Les formules d'homotopie auxquelles il est fait allusion dans le titre
seront du genre

(1 =%+ k¥ Tgr« R9r,
ou
K9 c®@A™M) 5 @A)
et ou
RI: C¥@GA™) » @A™ ")
représente une obstruction a I' exactitude du complexe différentiel

d: C>GA™ M) o C(GAM Yy
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On va construire 1'opérateur Kq_sous la forme suivante: K% = (- 1)% ,0UK a

une expression qui est indépendante du degré q . On définit d'abord

o AN O[St p(z,8) - s - Ap(Z',S) - Toe(z-2))
Kgl2s0=207" |ge

f(z',s')/\Eo((z,s,z',s',o)/\dw .

Posons I'Y =(0€C;limol<yReal} (O<y< 1. lcix=wxzs,2,5,0)

est une application C™ de UxeFy dans Cn qui est holomorphe par rapport

a 0 . Nous supposerons que toutes les dérivées de o sont bornées dans

Uxeer .Quant a Eo((z,s,z',s',o) c'est une forme différentielle dans UxU

dont les coefficients dépendent de o, de fagcon holomorphe dans Fy . Nous la

décrivons de fagon plus détaillée ci-dessous . Mais disons tout de suite
que AT est l'intégrale d'une forme différentielle dans I'espace de (z',s') ,
dont les coefficients sont des formes différentielles en (z,s) (qui
dépendent en plus de 0), sur 1a (2n+1)-chaine 9. |1 n'y a que la partie
homogéne de degré 2n+1, par rapport a (z,Z,5), de I'intégrand qui puisse
fournir une contribution non nulle; tous les autres termes donnent lieu a
des intégrales nulles.

Venons-en maintenant a 1'expression de E o On introduit tout

d'abord les distributions suivantes dans c" oula variable complexe sera
notée A = (xl,...,xn) :

Mo = COY-v- DR/ (v =0.1.0-1)

£y j
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Notons que

(2) n'n2j=1 R (a/aij) EJ.(O) = 8(\) (mesure de Dirac en 0).

On forme les courants suivants:

3 £ - e\ £

_ (v),.

J
Nous devons expliquer les notations dans (3): £(j(J\])) est le signe de la

permutation qui ordonne 1'ensemble (jJUJ\]) . Si W5y sont des
1-formes différentielles et siK = [k] <...<kp] , K* = {1,..,n)\K, nous

écrivons

(4) Wy = wk‘/\.../\ukp ;

(5) = (-)1t*KpmP

WK) K*

D'autre part, EJ(V)(M D—X( J)on est le pull-back a lenlezn de 1a forme

£j(V)(>\) d'i(d)/\dk sur IR2n , sous l'application(z,2) > A=z -2 . AinsiD

= dZ g* dz. g On continuera a donner le méme sens & cette notation dans

ce qui suit. On pose enfin:

(3) E.=2

Wv+1)/2 v (V)
" \):O,...,n-] (-1) g E(x .

La formule suivante vaut dans Uxery :
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6) X MpeX an) = (M"OUDA - (=M 1726006000

Onrappelle que A =z - Z' . Posons

Pf(z,5,0) = I_ba e fo[s+ Ap(z,8) - 8 - Ap(z,8)] f(z,5)Adw ,

ou I'intégration s'effectue par rapport a s’ seulement :

f(z,s') = ZLJI=q fJ(z,s‘) dzJ/\dz/\[l + /'lps(z,s')]ds' .
On définit aussi
Rof(z,s,o) =

(_1)n(n+l)/2onj e fols+ Ap(z,s) - s' - Ap(Z',s")]

©
£(2',5)ADXADAAdW/(2 N" .

On déduit de (6) :

-4 _yatd - - (-1
(7) di¢-1 /(ef]+( 1) K(‘)df' Pt A’Gf (-N"K 0,

00

ou K 3o’ @ lameme signification que /(Gf sauf que I'intégration par

rapport a (z',s') s'effectue sur le bord 89 de I'ouvert @ .
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L'étape suivante consiste a intégrer par rapport a 0 sur P+ , plus

précisément a former

2

Ko 129 =207 [ 70 Kizs,000,

I(I>O ¢

2
2 _ iom-! -€0
Rg,f(zs) =20 [ e Af(zs,00do,

2
€ _ -1 -£0
P fzs) = [ e Pf(zs,00do.

On tire de (7) 1a formule évidente qui lie ces opérateurs. La question est de
savoir si 1'on peut choisir 1'application o« de maniére a ce qu'on puisse
faire tendre € > O vers O . En réalité cela est toujours possible si on ignore

les autres contraintes . Ce que nous recherchons c'est aussi d'avoir

(8) Rf=0,

quelle que soit f € (:°°((‘J;/\n+ ! 9) . La condition (8) est vérifiée sous I'une
ou l'autre des deux hypothéses suivantes:

(9) dét(Lj“k)jeJ,keK =0 dans\U, pour tous I, K, Ml =Kl =q;

(10) dét(Lj'(xk)jeJ,keK =0 agansV, pourtous I, K, =Kl=n-q,

ouL J' est le champ de vecteur L i agissant en les variables (z',s') . Lorsque

(9) est vérifiée on a
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(rn dz,s“i1A"'Adz,s°(ipAdZAdw =0 désquer 2 q.

Lorsque (10) est vérifiée on a

(12) d o<,,/\.../\dz. S.o<,r/\dz'/\dw' =0 désquer2n-q.

z,s
Dans les deux cas I'intégrale de f(z',s)A DoXkADNAdw sur O est nulle.

Example 1.- Prenons ¢(z,s) = ¢(2) = Iz.‘l2 - Iz..lz, ol Z, = (z],...,zv) , Zax =

( ), 2. =(z

® Wv.”,...,zn),avecv,v 20,v+v g<n.Silon

ENYS PERENN

prend & = (- 2Z,',2Zs,Z.

® z®)onaura

9(2) - 9(2) + Ré[oe(z - 2)] = Iz - 212

et donc on pourra faire tendre € vers zéro. On voit que 1a condition (9) est
satisfaite si g > n - v tandis que la condition (10) l'est siq< V' .»

En fait on aussi le droit de déformer le domaine d'intégration par

rapport a o, de lR+ a l'image de lR+ Sous une application ¢ - y(z,s,2',s',0)0
avec p lipschitzienne dans UxeIR+ . En profitant de cette possibilité le

résultat de I'example 1 se généralize aisément : on peut choisir 1'appli-
cation o« chaque fois qu'il y a suffisamment de valeurs propres > O de 1a
forme de Levi de 1a structure CR a 1'étude (c'est-a-dire de la fonction ¢),
ou bien lorsqu'il y a assez de valeurs propres < O . Pour un bon choix de &
on pourra faire tendre ¢ vers zéro, et 1'on aboutira a une formule
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1K e (e8! _ (1)
(13) P, =d(-1)Kg, 1+ DV K df - (1)K 1

L'opérateur P+ est une sorte de projecteur associé a la partie o > O de

I'ensemble charactéristique . On a, bien entendu, une formule analogue a

(13) avec I'indice - au lieu de + : il suffit d'intégrer par rapport d o sur R _

au lieu de IR+ .On vérifie immédiatement que
(14) P +P_=1Id,

de sorte que lorsque les deux formules (13), avec les indices + et -, sont

valables on obtient des formules d'homotopie (avec erreur!)

= di(-1) Y (o (-
(15 f=d[( I)Kef] (-1 Kedf (')Kaef-

X 213w d A q (e q
Il reste a éliminer les termes - (-1) Ka(%f et -(-1) Kag-T

Ony parvient en se basant sur une formule du genre de (6) et sur une tran-
sformation CR de 1'ouvert @ . Ceci, ainsi que ce qui précede, sera exposeé,

avec démonstrations a 1'appui, dans un article a paraitre.

REFERENCES

Les formules d'homotopie décrites ci-dessus (ainsi que celles
obtenues en éliminant les termes provenant de 1'intégration sur le bord de
@) sont inspirées de celles, classiques, de Bochner-Martinelli et de
Coleman-Leray . Parmi les résultats récents de résolubilité pour les

equations de CR tangentielles il faut citer ceux de I'article



XVIII-9

G. M. Henkin, 7he H Lewy equation and analysis on pseudoconvex manifolas,
Uspehi Mat. Nauk. 32 (1977), No 3 ; English transl. in Russian Math.
Surveys 32 (1977).

Voir aussi

R. Harvey - J. Polking, Fundamental solutions in complex analysis, 11, Duke
Math. J. 46 (1979), 301-340,

ou I'on trouvera une bonne bibliographie. Les résultats précédents sont

globaux - sur le bord d'un ouvert pseudoconvexe de (En . On trouvera des
résultats de résolubilité microlocale (dans un cadre bien plus général que
celui traité ici) dans

M. Kashiwara - P. Schapifa, A vanishing theorem ror a class of systems
with simple characteristics , Inventiones Math. 82 (1985),
579-592.

En ce qui concerne des résultats /ocaux il convient de citer des résultats
de J. - P. Rosay valables pour des calottes sphériques et des résultats

complets pour des régions géométriguements réguliéres de 1'hyperquadri-

2 2 2 2
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