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Résumé. En toutes dimensions n = 3, on introduit un opérateur différentiel d’ordre 4 qui, sur les variétés
d’Einstein, transforme les (champs de) deux tenseurs symétriques de trace nulle en tenseurs TT. Une large
classe de tenseurs TT est obtenue ainsi, la restriction de notre opérateur a ces tenseurs étant la composée de
deux Laplaciens de Lichnerowicz translatés.

Abstract. In all dimensions n = 3, we introduce a differential operator of order 4 which, on Einstein manifolds,
transforms the (fields of) trace free symmetric two tensors into TT-tensors. A large class of TT-tensors are
obtained in this way, the restriction of our operator to these tensors being the composition of two shifted
Lichnerowicz Laplacians.
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1. Introduction

En géométrie Riemannienne, comme en relativité générale, les champs de tenseurs symétriques
de trace nulle et a divergence nulle, dit tenseurs TT (transverse traceless tensors), sont d'une
importance fondamentale puisqu’ils correspondent aux variations de métriques qui sont trans-
verses aux directions conformes ou par difféomorphisme. Les tenseurs TT apparaissent aussi
dans la méthode conforme de construction de données initiales relativistes. Il est donc naturel de
s'intéresser a leur existence et si possible d’en construire explicitement. Une construction simple
sera particulierement utile pour tester numériquement des problémes de stabilité de métriques
d’Einstein Riemanniennes mais aussi pour la relativité numérique.

En dimension trois, Robert Beig a étudié cette question sur les variétés conformément
plates [1], il exhibe un opérateur différentiel d’ordre 3 transformant les tenseurs sans trace en ten-
seurs TT. Si de surcroit la variété est simplement connexe a seconde cohomologie de De Rham
triviale, tous les tenseurs TT peuvent étre obtenus ainsi (voir aussi [2] pour d’autres espaces a
courbure constante). De méme, toujours en dimension trois, des constructions de tenseurs TT
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https://doi.org/10.5802/crmath.404
mailto:erwann.delay@univ-avignon.fr
https://comptes-rendus.academie-sciences.fr/mathematique/

496 Erwann Delay

a support compact sont données dans [6] en utilisant la dualité de Hodge et dans [8] grace aux
harmoniques sphériques.

En dimensions supérieures paires, les adjoints des linéarisés des tenseurs de Bach ou d’Obs-
truction, pris en une métrique d’Einstein, auront la méme propriété de transformation des ten-
seurs sans trace en tenseurs TT, mais leur ordre sera égal a la dimension, ce qui rend difficile les
calculs en grandes dimensions.

Dans [11], Romain Gicquaud prouve I'existence de tenseurs TT lisses (a support compact)
sur I'espace Euclidien en toutes dimensions n = 3. Inspiré par la transposition du probléme via
la transformée de Fourier, il met en évidence un opérateur d’ordre 4 transformant les tenseurs
symétriques sans trace sur R”, en tenseurs TT.

11 a aussi été prouvé dans [9] que sur tout ouvert de toute variété riemannienne lisse, I'espace
des tenseurs TT lisses a support compact est de dimension infinie, étendant ainsi un résultat
de [5]. La preuve est completement différente, et la construction utilisée purement théorique est
difficile a mettre en oeuvre pour une construction explicite.

Le but de cette note est de donner, grace a un opérateur linéaire d’ordre 4, une machinerie
simple pour construire, en toutes dimensions, une large classe de tenseurs TT sur les variétés
d’Einstein. La propriété TT étant covariante conforme, on en déduit facilement une construction
pour toute métrique conformément Einstein.

Afin de décrire notre résultat, quelques définitions s'imposent. Tout d’abord, A; désignera
le Laplacien de Lichnerowicz, & l'opérateur de Killing conforme, div la divergence sur les 2-
tenseurs, enfin d et d* la différentielle extérieure et la divergence sur les formes différentielles (les
définitions précises des opérateurs sont données en section 2, notamment les normalisations et
conventions de signe). Le résultat principal est le suivant :

Théoreme 1. Sur une variété riemannienne lisse (M, g) de dimension n = 3 et d’Einstein ou
Ric(g) = Ag, l'opérateur autoadjoint
n . n n
P=r-22) (A - —=2)- 2 (d* d+ ——dd* - —/1) div
n—1 2(n-1) n—-1
envoie tout tenseur symétrique de trace nulle sur un tenseur TT. On a ainsi
TrP=0, divP=0 e PZ=0.

De plus, si M est compacte sans bord, l'image de P est de codimension finie, dans le sens ot dans
C>° 1
: . N
ImP = (ker(AL —20)|,, +ker (AL - —/1) ) ,
n—1 Jipr
l'orthogonal L? étant pris dans TT := ker Tr n ker div.

Nous verrons que notre opérateur P est en faitla composée de '’adjoint du linéarisé du tenseur
de Schouten avec 'adjoint de la linéarisation du tenseur de Ricci sans trace (agissant sur les
tenseurs de trace nulle) :

P =4DSch(g)* DRic(g)*.

Une variété d’Einstein est dite stable (resp. strictement stable) sil’opérateur A — 21 est positif
(resp. strictement positif), au sens L? sur les tenseurs TT. Cette stabilité sur les variétés compactes
sans bord a été étudiée par de nombreux auteurs, en commencant par [13] (voir [7] pour un
résultat plus récent ou [14] pour un survey). Il semble qu’il n'y ait aucun exemple d’instabilité
si A =0 (ce n'est pas le cas sila variété est non compacte ou si A est strictement positif). Comme
sur de telles variétés, tout tenseur TT propre de Ay, pour une valeur propre différente de 21 et

1La somme étant Lz—orthogonale sidA#0.
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-2 A est clairement dans 'image de P par orthogonalité L2, le test de stabilité peut ainsi se faire
en premier lieu sur des tenseurs TT construits via P.

Au cours de cette note on présentera aussi un opérateur bien connu d’ordre deux, permettant
de construire une grande partie des tenseurs symétriques a divergence nulle a partir de tenseurs
symétriques. Ces tenseurs ayant aussi leur importance, comme pour la contrainte hamiltonienne
des données initiales relativistes.

Remerciements

Je remercie le rapporteur pour sa lecture attentive et ses remarques constructives.

2. Définitions, notations et conventions

Nous décrivons ici certains objets utilisés dans cette note. Tout d’abord, (M, g) désignera une
variété riemannienne, et V sa connexion de Levi-Civita.

On notera 7,7 'ensemble des tenseurs covariants de rang r et contravariants de rang ¢. Si g =
0, on notera .%; le sous-ensemble des tenseurs symétriques et .%; le sous-ensemble des tenseurs
symétriques de trace nulle (relativement a g). On appliquera la convention de sommation, en
utilisant g;; et son inverse g'/ afin d’abaisser ou de remonter les indices.

L? est 'espace de Hilbert usuel de fonctions ou tenseurs muni du produit (resp. norme)

)

1
2
(U, V)2 = fM(u, v)gdVy (resp. [ulp2 = (fMIuli,dVg)

ou {u, v)g (resp. |ulg) estle produit usuel (resp. norme) de fonctions ou tenseurs relatif a g, etla
mesure dV celle induite par g.

On note d la différentielle extérieure agissant sur les formes différentielles, d* son adjoint
formel (pour L? (dVg)). Le Laplacien sur les fonctions est défini par

A=V*V=-TrvV*=d*d,
o1 V* est 'adjoint formel de V. Pour les 1-formes on notera de plus
Ag=d*d+dd* =V*V+Ric(g), (1)

le Laplacien de Hodge correspondant (la deuxieme égalité étant une identité de Weitzenbdck
classique sur les 1-formes).
La divergence d'un 2-tenseur symétrique est donnée par :

(divh); = —V/ hy;
On considére aussi pour « € R la famille d’opérateurs suivants :
(C£X)ij=ViXj+V;X;—aViX g, “Z*=2div+adTr.
Pour a = 0, on reconnait 'opérateur de Killing
(£X)ij=V;Xj+V;X;, £*=2div,
On peut ainsi écrire
L =L+ad"(-)g.

s _2 7 z 11 L
Si a = £, 'opérateur de Ahlfors ou de Killing conforme apparait :

o 2 n o 2
L=L+—-d*()g=2%, ZL*=2div+—dTr,
n n
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ce dernier donnant lieu au Laplacien dit vectoriel (en utilisant I'identité de Weitzenbéck (1)) :
o -2
div & = V'V - Ric(g) + = dd*
n
-2
= Ay - 2Ric(g) + 2= dd* ©
n

-1
- d*d+2n7dd* —2Ric(g).

Lopérateur de Bianchi et son adjoint ressortiront aussi (@ = 1) :
B =2div+dTr

B =L+d*(Ng=1L.
Le Laplacien de Lichnerowicz est défini en coordonnées locales par
ALhij = —Vkvkhij + Rikh}c + Rjk]’l;-C —ZRikjlhkl,

ol R;; est la courbure de Ricci de g et R;ji; sa courbure de Riemann. On rappelle que la
linéarisation des opérateurs de Ricci et de courbure scalaire sont (voir [4] par exemple) :

1 1
DRi ==-A;—-%L%B,
ic(g) ZAL=

DR(g) =d* div+ATr—(Ric(g),) = %d*(zf)* —(Ric(g),").
Ainsi sil’on pose pour x, A € R,
Ein(g) =Ric(g) +kR(g)g + Ag,
alors
DEin(g)h = %ALh - ;16%98 h+x(d*divh+ATrh—(Ric(g), h))g + (kR(g) + A h.
SiRic(g) = 1g, ce dernier vaut alors
DEin(g)h = %ALh— ix%h+K(d* divh+ATrh-ATrh)g + (A+«xnA)h.
Les adjoints respectifs étant

1
DRic(g)* = E(AL—QB*diV),

DR(g)* =VV+A(-)g—Ric(g) = %Z,Yd—Ric(g),

et
1 1
DEin(g) h=JArh— - B" div h+x(VWIrh+ATrhg = TrhRic(g) + (kR(g) + A)h.

SiRic(g) = Ag, on a ainsi
1 1
DEin(g)*h = EALh_ E%’* divh+x(VVTrh+ATrh—-ATrh)g + (A+xnA)h,
et on peut réécrire

DR(g)* =Oba(g) — [Tr Oba(g)(-)]lg avec Oba(g) =VV+ %(')g.

Deux tenseurs particuliers ressortiront, correspondants respectivement a (x,A) = (—+,0) et

n
(x,A) = (- 2(n_1—1)’0)' le tenseur de Ricci sans trace

o 1
Ric(g) = Ric(g) - —R(g)g,

et le tenseur de Schouten

Sch(g) =Ric(g) - R(g)g.

1
2(n-1)
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3. Composition et commutation

Nous étudions ici la composition de certains opérateurs définis précédemment, notamment
d’éventuelles commutations.

Lemme 2. Pourtousréelsa etffona
b @)= P2 =2(d"d+ (2-a-p+ gaﬁ) dd* —2Ric(g)).
Démonstration. On a déja, grace a (1),
div(*#£) = V"V, —Ric(g) + (-a + 1)dd”

= Ay —2Ric(g) + (—a+1)dd*

=d*d+ (2 -a)dd* - 2Ric(g).
Ensuite comme

Tr(*#) = (na-2)d*,
on en déduit

Pp*@py=2(d*d+2-a)dd* - 2Ric(g)) + B(na—2)dd". O
Remarque 3. Pour tout @ dans R,
“r (@) =2(d"d+ (gaz ~2¢+2)dd" ~2Ric(g) ),
en particulier pour a =0:
div ¥ =V*Vg +dd* —Ric(g) =d"d+2dd* - 2Ric(g).
Nous aurons aussi besoin de la variante suivante d'un résultat de André Lichnerowicz.
Proposition 4. Si (M, g) est Ricci parallele (c-a-d VRic(g) = 0) alors pour tout a € R,
(D AL=A L), (CLDAu=AL("D),
en particulier
diVAL ZAH diV, AL$=$AL, ALj ngAL

Démonstration. Pour a = 0, c’est un résultat bien connu de A. Lichnerowicz [15]. Ainsi par
linéarité, pour la premiere égalité il suffit de vérifier que

dTI‘AL = AHdTI‘.

Or cette égalité découle du fait que sur toute variété riemannienne (pas forcément Ricci paralléle)
ona

TrA;=ATr et Agd=dA.

La deuxieme égalité de la proposition a simplement lieu par dualité de la premiére, et les autres
2

correspondenta @ =0oua = <. O
Rappelons la proposition classique suivante.
Proposition 5. Si (M, g) est a courbure scalaire constante,
DR(g) % =0 et divDR(g)" =0.
Si de plus g est d’Einstein (Ric(g) = Ag),

(DRic(g) —M)£ =0 er div(DRic(g)* —1)=0.
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Démonstration. Pour tout champ X lisse sur M, on considere le flot a un parametre associé ¢y,
avec ¢ = 1d. Si g est a courbure scalaire constante

d .
DR(®)<£x(8) = 1, R$:8)1- =0,
ol Zx(g) est la dérivée de Lie de g dans la direction de X, la premiére égalité de la proposition
est prouvée. La deuxieéme égalité est simplement la duale de la premiere. Si g est d’Einstein, on
procede de méme en dérivant I’équation
Ric(¢;8) ~A¢p;g=0

O

Remarque 6. Comme utilisé dans la preuve précédente, on rappelle qu'un opérateur L linéaire

a valeur dans les tenseurs symétriques vérifie divL = 0 ssi L* £ = 0. Par la suite nous utiliserons
aussi souvent le fait que Tr L=0ssi ¥V ue C*®°(M), L*(ug) =0.

Enfin rappelons le calcul bien connu suivant de transformation conforme, qui prouve que
la propriété TT est covariante conforme et que I'opérateur de Schouten varie agréablement par
transformation conforme (voir [4] par exemple).

Lemme7. Sig'=elg, pourune fonction f sur M, alors pour tout 2-tenseur symétrique h
n n—. 1
divg h = e divie’ /) + e/ (Trg hydf

et pour toute 1 —forme w,

o

.Efgrw = efﬁg(effw).
On a aussi ne2 n—2 ne2
Sch(g’)zSch(g)—TVVf+ I df@df—Tmf@g.

4. Tenseurs symétriques a divergence nulle

Sil'on désire simplement construire des tenseurs symétriques a divergence nulle, un opérateur
naturel d’ordre deux suffit.

Proposition 8. Sur une variété d’Einstein telle que Ric(g) = A g, pour tout x € R, l'opérateur
P=A;— B div-21+2x(VV+A(-)g-A(-)@Tr(-) =2(DEin(g)"),
avec A = —(1+ nx)A, envoie tout tenseur symétrique sur un tenseur symétrique a divergence nulle :
dive? =0.
Si de plus M est compacte sans bord, on a dans C*, six # —% :
Im% = TTn (ker(AL —2A),,) > ®ImDR(g)",
ot TT =kerdivnkerTr. Six = —%, l'image est :
Im% = TTn (ker(A; —2A),,, )" @ Im DR(g)*d*.

Démonstration. Pour simplifier commencons par le cas ou k¥ = 0. On peut alors utiliser la
proposition 5 directement ou le calcul suivant (qui découle de la proposition 4) :

div®? =divAp —divB* div-2A div= Ay div—(Ay —2A) div—-2A div=0.
Sur une variété riemannienne compacte sans bord et lisse, d’apres [3], tout tenseur symétrique

lisse h se décompose en i
h= hTT+$lU+ ug,
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avec hrr tenseur TT, la décomposition étant Lz-orthogonale. Ona
Phrr=Q@L-20)hrr,
et comme par la proposition 4, A; £ = £ Ay et que (d*)? = 0 on trouve
PLw=-Ldd"w-2Ad"wg+2Ad*wg=-2(VVd*w+Ad* wg-Ad*wg).
Par ailleurs pour toute fonction u, on a
P(ug)=2(VVu+Aug-2Aug) =2DR(g)"u,
on remarque ainsi que 2% = % (—-d*(-)g) en particulier
PL = (% - 1)9?)(d*(-)g) =2 (% - I)DR(g)* d*.
Si maintenant kx est quelconque, la courbure scalaire étant constante, on a DR(g)% = 0 on
retrouve ainsi divDR(g)* = 0. Pour toute constante k € R, on aura donc aussi
div(£?) = 0.

Ensuite par des calculs similaires a ceux qui précédent on obtient

PL =-22x+1)DR*(g)d",
et

P(ug)=2(1+xn)DR* (g u,
il en résulte

PEL=-2(1-a+(2-na)x)DR*(g)d",

en particulier

PP =-2(1- %)DR*(g)d*.
Ainsi 'image de 22 est la méme pour toute valeur de k # —% (on ne produit pas d’autres tenseurs

a divergence nulle par changement de x). Si x = —,ll, pour toute fonction u, on trouve 2 (ug) =0,
et 'image de notre opérateur devient celle annoncée. Il reste a vérifier que

Im(AL—2A),, NImDR(g)* = {0}.

On considere donc un tenseur k = (A, —2A)h = DR(g)" f pour un tenseur h € T'T et une fonction
f.Comme (A —2A) respecte le scindage TT #Im %, k est un TT-tenseur, en particulier DR(g)* f
est égal a sa partie sans trace qui est %ffd f. Ainsi k est un TT-tenseur dans Im.%, il est donc
trivial. g

Remarque 9. On pourrait aussi linéariser I'identité de Bianchi
A(Ric(g)) =0,

grace au linéarisé de 2 et de Ric (voir par exemple [10]) et ainsi obtenir un opérateur P du méme
type mais dont I'image est dans le noyau de 98. Pour avoir un opérateur a image dans kerdiv il
faudra alors prendre P — %TI'P( -)g.

Remarque 10.

o Sik# —%, Limage de PP estlaméme que celle de 22 * £ pour toute valeur de a # lliflz,
s 142k
etsia =150

PrL=0.
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e Sixk= —%, comme £ (ug) =0, on en déduit que pour tout a € R, PL=PLYL.
Comme 2, avec Kk = —%, sera un des opérateurs utilisés pour la construction des

tenseurs TT, nous allons décrire aussi ici son noyau. On a déja
ker? =ker [P, ... | ® C°(M)g =ker [(Ap—2A - B* div),,, ] ® CC(M)g

Soith=hrr+ Pw dansle noyau de &, avec hrt tenseur TT. On a
2
Ph=(AL-2N)hrt —2(1 - —)DR* (@)d*w=0,
n

La trace de cette équation implique (A — %)d*w = 0, qui une fois réinsérée dans
I'équation donne

AT
(AL—ZA)hTT—Z(l - ;)Hessd* w =0.

Ensuite Ay — 21 respectant la décomposition TT & Im.% (voir proposition 4), on a aussi
Hessd* w = 0, finalement d* w est dans le noyau de (VV+ % g). Or ce noyau est trivial
sid<0ouAl>0et(M,g) nest pas la sphere cannonique [16], égal a R si A = 0, enfin un
espace de dimension 7 + 1 (engendré par la restriction a la sphére unité des fonctions
coordonnées de R"*!) si (M, g) est la sphére cannonique [16]. Ainsi dans le premier cas
d* w =0, dans le deuxieme d* w est constant or étant d'intégrale nulle, on aaussid*w =0,
enfin dans le dernier cas, on a d*w = f, avec VVf + %g = 0. Or dans cette situation
d*w= %d*df, ainsi w = ’fl—_nldf+ w avec d*w = 0, par conséquent

o n—-1 . o o
Lw=—-"2Ldf+ZLov=ZLow.
An
En conclusion sur toute variété compacte sans bord on aura
ker2 =ker[(AL —20) ;] & P (kerd*)® C*(M)g.
Il peut aussi étre utile de construire des tenseurs dans le noyau de certains * #* comme pour
la contrainte hamiltonienne des données initiales relativistes, correspondant a @ = 2 (voir [2] par

exemple en dimension 3) ou I'opérateur de Bianchi (a = 1). Pour cela, il suffit de décaler notre
opérateur & via sa trace comme suit.

Corollaire 11. Pour a # 2, l'opérateur

tgp_gpy 2

Tr 22(-
2—-na 1208

envoie tout tenseur symétrique sur un tenseur symétrique dans le noyau de (* £)* = 2div+ad Tr) :

(a L) * a'@ =0
Démonstration. Un calcul direct permet de vérifier que div i = 0 si et seuleument si
a
“L* | h+ Tr hg|=0. O
( 2-na g)

Remarque 12.

o Lacomposition de la trace et de &2 peut se réécrire simplement
Tr2=[2x(n—-1)+1DA-2(1+xmA] Tr+(n—2)d" div.

e Comme précédemment avec a = 0, si I'on désire caractériser I'image de *% sur une
variété compacte sans bord, il sera pratique ici de décomposer un tenseur symétrique
en une partie dans 'image de *% et une dans le noyau de son adjoint.

e Lorsque a =2 et n = 3 un opérateur similaire a 227 est introduit dans [2]
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5. Tenseurs TT

En dimension 3, sur les variétés conformément plates, le linéarisé du 2-tenseur de Cotton-York
est un opérateur différentiel d’ordre 3 qui transforme les tenseurs symétriques sans trace en
tenseurs TT. Si M est simplement connexe a seconde cohomologie de De Rahm nulle, tous les
tenseurs TT sont obtenus ainsi [1]. En dimension 4, 'opérateur d’ordre 4, adjoint du linéarisé
du tenseur de Bach joue un réle similaire, de méme que l'adjoint du linéarisé du tenseur
d’Obstruction en dimension paire n = 2m = 4, 'opérateur sera alors d’ordre 7.

Le théoreme 1 montre que sur toute variéte d’Einstein de dimension n = 3, il existe un opéra-
teur linéaire d’ordre 4 constructeur d’'une grande partie des tenseurs TT. Passons maintenant a la
preuve de cette affirmation.

Démonstration du théoréme 1. On pose ¢ = ;5. Par la proposition 4 on a la propriété de
commutation

div AL = AH diV,
et par ’équation (2), on a la composition
o 2
div.Z =|dd* + =d*d-21{,

c
ainsi

2 c

divP = |(Ag-20)(Ag—cA)—(dd* + Ed*d—Z/l)(dd* + Ed*d_ cA) | div

or comme Ay = dd* +d*d et que d? = (d*)? = 0 on obtient immédiatement que le terme entre
crochet est nul, ainsi divP = 0. De méme par un calcul similaire ou simplement par dualité, on
obtient P.Z =0.

Sur une variété riemannienne compacte sans bord et lisse, d’apres [3], tout tenseur symétrique
lisse sans trace h se décompose en

il = ilTT + ,?j”w,
avec hrr a divergence (et trace) nulle, la décomposition étant L?-orthogonale. On a clairement
o o n o
Ph=Phrr=(Ar-20) (A, - ——2] hirr
n-1
ainsi par l'alternative de Fredholm,

TT:=kerdivnkerTr=ImP),, @ ker(Ay —2A) (AL - n’j 1 A) ’

lrr

la somme directe étant L? orthogonale, ou encore

TT=ImPeaker

(AL—2A) (AL—%A)W].

Orona

ker

n n
(Ar-22) (AL - ma)m] = ker(A —2A) ., +ker (AL - ma]m,

en effet 'inclusion de droite a gauche est directe, pour I'autre sens il faut distinguer deux cas :
SiA=0etheker(Ap)? alors |ALhI?, = (Ar)*h, by 2 =0, etsiA #0, et h e ker(Ar —2) (AL —
45 A) alors
n-1

R |aL-20h—(a, - #A) h eker(a, - %A) eker(Ap —21) O

2
Remarque 13. Comme pour a # %, ona

c+2a—4

L
d*d+§dd* _2Ric(g) = div(‘F &) = ST 2 2),
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on peut aussi écrire notre opérateur par exemple sous la forme
n 1 o (.. 3n-4 n o
P=(AL-20) (AL - ——A) - > 2 (div(D 2) + [2- —— ]2 2",
n-1 2 n-1
Remarque 14. Sur une variété riemannienne compacte sans bord et lisse, on vérifie facilement
que dans C* par exemple

Ker P =ker(Ar —2A),, +ker (AL - Ll/l) &Im.%.

- IrT
Remarque 15. Si g est Ricci plate, alors en restriction aux tenseurs TT, on a
P=(V*V)
Sur une variété compacte sans bord, le noyau de ce dernier est réduit aux tenseurs paralléles.
Dans certains cas comme sur les variétés a courbure constante, les 2-tenseurs symétriques
paralléles sont les multiples de g donc nuls si leur trace I'est, ainsi le noyau est trivial et tous

les tenseurs TT sont dans I'image de P, on peut ainsi traiter les cas exclus par [1] en dimension 3
mais aussi les dimensions supérieures.

Lorsque P agit sur les tenseurs TT, on remarque que c’est (4 fois) la composée des versions
linéaires des tenseurs de Schouten et de Ricci sans trace. Nous allons vérifier que c’est aussi le
cas lorsqu’il agit sur tous les tenseurs sans trace (modulo adjoint).

Proposition 16. Sur une variété d’Einstein telle queRic(g) = 1g, ona

P =4DSch(g)* DRic(g)*.

Démonstration. On rappelle que siRic(g) = Ag alors

1 ni 1 DR(g)h
DSch(g)h== A h- h|--%Bh- ,
chig) 2( L -1 ) 4 2n-1 ¢
a pour adjoint
1 ni 1 1
DSch(g)*h=—[Arh- h|--%*divh- ———DR(g)* Trh,
ch(g) 2(L n—l) % dvh- S Ty PR
et

o 1 1 DR
DRiC(g)h:E(ALh—Z/lh)—degBh— r(lg)hg,

a pour adjoint
o 1 1 1
DRic(g)*h= 3 (ALh—-2Ah) - 5%* divh— —DR(g)*Trh
n
La composée, agissant sur les tenseurs sans trace est, en posant ¢ = -5, et puisque
div DRic(g)* =0:
4DSch(g)* DRDic(g)* =[(AL—cA)— EDR(g)* Tr1[(Ar —21) — BB div].
n
Cette derniére quantité est égale a la somme des termes suivants :
M =AL-c)(AL-2A),
(D) =—(AL—cA)B* div=-B* (A - cA) div,
c % 4 *
(III) = ——=DR(g)" Tr(AL —21) =——DR(g)" (A-21)Tr=0
n n
c(n-2)
n

) = %DR(g)* Tra8* div=

- C(Z;Z) (B*d + (A —22) () gld* div.

DR(g)*d* div
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Orona

=2 44+ ca | dive S =2
2n 2n

Comme B* = L +(1 - %)d*(-)g et
c(n-2) n ni

dd* —cA=d*d+ dd* - ,
2n 2(n-1) n—1

(ID+ (V) =-B* |Ag—

[(A-22)(-)gld" div.

Ag—

dont la divergence vaut

A

T ad - g _a-and,
2(n-1) n-1 2(n-1)

il en résulte

o n ni
11 V) =—- * * - iv.
(ID + av) £ d+2(n_1)dd n_l)dlv
Finalement, on a bien (I) + (II) + (III) + (IV) = P. O

Comme £ envoie les 2-tenseurs symétriques sans trace (ou avec) en tenseurs a divergence
nulle, on peut aussi chercher un opérateur £ envoyant les tenseurs symétriques a divergence
nulle en tenseurs TT, la composée 227 aura les propriétés recherchées. Lopérateur suivant
répond a cette problématique :

1 o
)— ZLdTrh
2(n-1)

1 1 o
_(AL—mA)(h—;Trhg)— _lHessTrh,
Hess désignant la partie sans trace de la hessienne. On peut vérifier que

‘Qlkerdi" =D SCh(g) rllerdiv :

Proposition 17. Sur une variété d’Einstein telle queRic(g) =g, ona
2 (kerdiv) c kerdivnkerTr,

de plus
P=22.

6. Détours non-linéaires

Lopérateur P étant (4 fois) la composée des adjoints des linéarisés de Sch et Ric en une métrique
d’Einstein, on aimerait le retrouver par linéarisation d’'un opérateur non-linéaire « naturel ». On
peut commencer par I'opérateur hautement non-linéaire

RicSch := RicoSch,

qui a bien un sens au voisinage d’'une métrique d’Einstein avec Ric(g) = 1g si A # 0 ce que nous
supposerons désormais. D'une part pour tout difféomorphisme ¢, on a

RicSch(¢* g) = Ric(¢p* Sch(g)) = ¢*RicSch(g) =0,
g est d’Einstein, ce qui implique

DRicSch(g) £ =0,

_ (n=2)A
~ 2(n-1)

puisque Sch(g)

ou la version duale :
div[DRicSch(g)]* = 0.

D’autre part comme pour tout ¢ réel et toute fonction f, par le lemme 7, on a

2 2 2
Sch(e'’ g) = Sch(g) - nTtVVf+ nTtdedf— ”Tmf@tzg,
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alors
tf oy — _n-2 9 :(n—2)/1 _(n-1) 9
Sch(e'’ g) = Sch(g) — tVVf+0(t9) 2= g 1 tVVf+0(t7)].

Sil’on note ¢, le flot local associé au champ de vecteur X = —@V f,ilen découle

Sch(e'/ g) = ¢ Sch(g) + O(r%),

ainsi

RicSch(e'/ g) = 0(1%),
finalement la dérivée relativement a ¢ en ¢ = 0, donne pour toute fonction f

DRicSch(g)(fg) =0.
La version duale de cette derniére égalité étant :

Tr [DRicSch(g)]* =0.
En conclusion, I'opérateur RicSch ayant les propriétés recherchées des tenseurs de Bach ou
d’Obstruction, mais en version infinitésimale, on comprend que I'adjoint de son linéarisé envoie
aussi les tenseurs symétriques sans trace sur des tenseurs TT.
Remarque 18. Des opérateurs d’ordres 4 semblables a P apparaissent aussi dans les problemes
de stabilité de points critiques de fonctionnelles quadratiques en la courbure. Compte tenu du
théoreme 3.10 de [12] (avec convention opposée de signe pour Ap) on peut remarquer que P*

et la variation seconde de 2% ; de [12] avec T = n“(;i’i) coincident sur les tenseurs TT, mais nous
n’avons pas poussé plus loin la comparaison.
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