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POINTS ALGEBRIQUES DE HAUTEUR BORNEE
SUR UNE SURFACE

PAR CECILE LE RUDULIER

RiESUME. — Nous étudions dans cet article le probléme du comptage du nombre
de points algébriques, de degré donné m et de hauteur bornée, sur une surface X
définie sur un corps de nombres et le relions a la conjecture de Batyrev-Manin-Peyre,
concernant les points rationnels de hauteur bornée, sur le schéma de Hilbert de m
points sur X. Nous montrons alors que ces schémas de Hilbert ponctuels fournissent,
sous certaines conditions, de nouveaux contre-exemples a la conjecture de Batyrev-
Manin-Peyre et étudions plus précisément les cas des points quadratiques sur Q des
surfaces P1 x P! et P2. Dans ces deux cas, nous montrons que le schéma de Hilbert
associé vérifie néanmoins une version légerement affaiblie de la conjecture.

ABSTRACT (Algebraic points of bounded height on a surface). — In this article, we
study the asymptotic cardinality of the set of algebraic points of fixed degree and
bounded height of a surface defined over a number field, when the bound on the height
tends to infinity. In particular, we show that this can be connected to the Batyrev-
Manin-Peyre conjecture, i.e. the case of rational points, on some punctual Hilbert
scheme. Our study shows that these associated Hilbert schemes provide, under certain
conditions, new counterexamples to the Batyrev-Manin-Peyre conjecture. However, in
the cases of P! x P! and P2 detailed in this article, the associated Hilbert schemes
satisfy a slightly weaker version of the Batyrev-Manin-Peyre conjecture.
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706 C. LE RUDULIER

1. Introduction

Un des problemes majeurs de la géométrie diophantienne est ’étude de la ré-
partition, selon leur hauteur, des points rationnels d’une variété projective lisse
X définie sur un corps de nombres K. Il existe notamment de nombreux travaux
visant & étudier la conjecture de Batyrev-Manin [2] qui propose une formule
asymptotique pour le nombre de points rationnels de hauteur bornée. Récem-
ment, cette étude s’est élargie au cas des points algébriques de degré donné, en
particulier sur lespace projectif P™ (voir les travaux de [9, 14, 21, 25]). Nous
souhaiterions ici examiner ce probléeme sous un nouvel angle et le mettre en
relation avec la conjecture de Batyrev-Manin sur une variété auxiliaire. Nous
considérerons ici, plus précisément, une variante des conjectures énoncées dans
(2] et [17] et qui peut étre formulée de la maniére suivante.

CONJECTURE 1.1. — Soit V une variété projective lisse définie sur un corps

de nombres K et dont le fibré anticanonique w;l est gros. On se donne une

métrique adélique sur le fibré en droites w‘;l et on notera H -1 - la hauteur
v

exponentielle sur V(K) associée. Alors pour une extension assez grande L de
K, il existe un ensemble mince Z C V(L) tels que

_ ~ rg Pic(V)—1
#le V(D) = 2| Hop @) < BY o~ eu_, 1 (V) BllogB) ,

otcy _, L’L(V) est la constante définie par Peyre.
Wy

Un ensemble mince, au sens de [22], est défini de la maniére suivante.

DEFINITION 1.2. — Soit V une variété définie sur K. Un ensemble mince de
V(K) est une réunion finie d’ensembles de la forme f(Y(K)), ou Y est une
variété integre sur K et f: Y — V est un morphisme génériquement fini sans
section rationnelle sur K.

Dans la conjecture originelle de Batyrev-Manin [2], il était supposé que 1’en-
semble exceptionnel Z était 'ensemble des points rationnels d’une sous-variété
fermée stricte de V', qui est un cas particulier d’ensemble mince. Dans la suite,
nous parlerons de la Conjecture 1.1 forte lorsque I’ensemble Z sera supposé de
cette forme. La Conjecture 1.1 forte a été démontrée pour de nombreuses varié-
tés de Fano, ’ensemble Z étant éventuellement vide (c’est le cas, par exemple,
lorsque la variété V est I’espace projectif P™ [17, Corollaire 6.2.18 p. 169]). Cette
conjecture forte est cependant trop restrictive, comme 1’a montré le contre-
exemple de Batyrev et Tschinkel [3]. C’est pourquoi nous avons ici formulé une
conjecture légérement plus faible, en suivant une suggestion de Peyre [18, fin
du paragraphe 6]. De plus, si la conjecture a d’abord été énoncée dans le cas
des variétés de Fano, pour lesquelles le fibré anticanonique est ample, elle est ici
généralisée au cas ou ce fibré est seulement supposé gros, puisque c’est ce cas
qui va nous intérésser dans cet article. Dans cet article, nous donnerons toute
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une famille de nouveaux contre-exemples, a fibrés anticanoniques gros mais pas
amples, a la conjecture forte (voir le Paragraphe 2.4.1) et démontrerons, dans
certains cas particuliers, que la Conjecture 1.1 est néanmoins vraie.

Revenons maintenant a notre probleme initial, qui est d’étudier le nombre
de points de degré m sur K et de hauteur bornée d’une variété algébrique X
définie sur K. Ce probleme nous amene naturellement a étudier le nombre de
points rationnels du m-iéme produit symétrique de X, variété algébrique définie
sur K, notée Sym™ X. Dans le cas ou X est la droite projective P!, la variété
Sym™ P! n’est autre que P™, variété pour laquelle la Conjecture 1.1 forte
est vérifiée ([17]). Nous avons traité ce cas dans [12], avec P1(Q) muni d’une
hauteur adélique admissible quelconque relative & Op1(1). Ceci a permis de
généraliser le résultat de [14] valable pour la hauteur usuelle sur P*(Q). Nous
souhaiterions employer la méme méthode dans le cas des points algébriques
sur une variété de dimension supérieure. Cependant, lorsque 'entier m et la
dimension de la variété X sont supérieurs ou égaux a 2, la variété Sym™ X
est singuliére. Dans ce cas, la méthode générale pour étudier la conjecture de
Batyrev-Manin sur cette variété consiste a passer par une désingularisation. Si
la variété X est une surface projective lisse, le morphisme de Hilbert-Chow,
défini sur le schéma de Hilbert de m points sur X, noté Hilb™ X, et a valeurs
dans Sym™ X, remplit cette fonction.

Le premier objectif de cet article sera donc d’expliquer précisément le lien
entre le probléme de la répartition des points algébriques sur une surface pro-
jective lisse X et la Conjecture 1.1 sur le schéma de Hilbert ponctuel de cette
surface. L’étude de celle-ci fait intervenir le fibré anticanonique, le groupe de
Picard et, dans la constante de Peyre, le cone effectif de Hilb™ X, que nous
déterminerons, au moins dans des cas particuliers.

Le second objectif est de démontrer la Conjecture 1.1 dans les cas de Hilb® P2
et de Hilb?(P* x P1), sur le corps Q. Le premier cas est en fait une conséquence
directe du travail de Schmidt [21] sur les points quadratiques de PQQ. Nous
montrons que la Conjecture 1.1 est vraie pour Hilb? P2,, pour une certaine
hauteur, si on enleve un ensemble mince dense dont la contribution est du
méme ordre de grandeur. Notre travail ne permet pas encore de déterminer s’il
est nécessaire d’écarter cet ensemble dense pour obtenir ’équivalent proposé
par Batyrev, Manin et Peyre, mais nous pensons que c’est effectivement le cas.
Pour Hilb?(P! x P')q, nous obtiendrons un contre-exemple plus flagrant & la
Conjecture 1.1 forte. En effet, nous allons montrer la Conjecture 1.1 avec Z un
ensemble mince et dense de Hilb? (P! x P1)(Q) strictement accumulateur, dont
nous déterminerons précisément la contribution. L’ensemble Z sera une union
disjointe Z = Zy U Z; U E(Q), avec E(Q) le fermé strict de Hilb*(P' x P')q
au-dessus du lieu singulier de Sym?(P! x P'), Z, c Hilb*(P' x P1)(Q) un
ensemble mince et dense et Z; C Hilb?(P' x P1)(Q) un ensemble mince inclus,
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708 C. LE RUDULIER

lui, dans une sous-variété stricte de Hilb?(P! x P'). Ces ensembles sont définis
dans le Théoreme 4.3.

Nous montrerons alors, pour une certaine hauteur anticanonique H,,-1 g sur
Hilb*(P! x P')(Q), le théoréme suivant.

THEOREME 1.3. — 1. Pour tout ouvert non vide U de Hilb?*(P' x P1),

#zUQ@NZ | Hooq) B} | zomBlos’ B

2. Pour tout nombre réel B,

~ 8Zpi(q),u(6)

#z2 € 21(Q) | Homrq(2) < BY = =55 B2 + O(Blog B);

3. Pour tout nombre réel B,
#{z € HIb*(P' x P)(Q) — Z | H, -1 q(2) < B}
= ¢3Blog? B + O(Blog*? B)

et c3 est la constante définie par Peyre pour la hauteur H,—1 q.

REMARQUE 1. — Le contre-exemple d la conjecture forte est donné par l’en-
semble mince et dense Zy et porte sur la puissance du log B, comme dans le
contre-exemple de Batyrev-Tschinkel.

Quelques notations. — Nous noterons My ’ensemble des places du corps de
nombres K et O 'anneau des entiers algébriques de K. De plus, rx désignera
le nombre de plongements réels de K, sk le nombre de paires de plongements
complexes (non réels) conjugués de K, Ak le discriminant de K, hx le nombre
de classes d’idéaux de K, wg le nombre de racines de l'unité de K, Rk le
régulateur de K et (i la fonction zéta du corps de nombres K.

L’ensemble Mgq sera identifié a ’ensemble {p | p = 0o ou p nombre premier} ;
nous noterons |-|  la restriction & Q de la valeur absolue usuelle de R et, si p est
un nombre premier, ||, la valeur absolue p-adique vérifiant |p[, = %. Lorsque
K est un corps de nombres quelconque, nous noterons ||, le représentant de la
place v € My dont la restriction a Q est I'une des valeurs absolues sur Q défi-
nies ci-dessus et nous noterons p,, la place de Q correspondante. Nous noterons
K, le complété de K pour la topologie induite par la valeur absolue |-|, et C,
le complété de la cléture algébrique de K. Le nombre d, de plongements de
K dans C,, est alors égal au degré [K, : Q,,].

Nous appellerons hauteur usuelle sur P*(K), la hauteur Hg définie, pour

tout © € P"(K) de coordonnées homogenes [zg : - - - : x,], par
Hy(x) = H max{|zol, .-, |[Tnl,}%
vEMg
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et nous appellerons hauteur absolue usuelle sur P"(Q), la hauteur H donnée,

pour tout x € P"(Q), par
H(zx) = HK(x)l/[K:QL

ot K est un corps de nombres quelconque tel que x € P™(K).

2. Points algébriques et schéma de Hilbert

Soit X une variété projective lisse définie sur un corps de nombre K de
degré d = [K : QJ. Nous supposerons de plus que son fibré anticanonique est
ample (X est alors dite de Fano). On munit le fibré anticanonique wy' d'une
métrique adélique admissible (||-||,)venr, - Pour les définitions et les propriétés
de ces métriques, nous renvoyons & [12]. Nous noterons Hw}—(l la hauteur absolue

(exponentielle) sur X (Q) associée & cette métrique. Intéressons-nous aux points

algébriques de X. Le degré d’un point € X (K) est par définition le degré sur
K du corps résiduel K(z) de z. Puisque le fibré w;(l est ample, I’ensemble

{re X(K) | [K(z): K] =m, Hw;{l(x) < B}

est fini pour tout m > 1 et tout réel B > 0. Il est donc légitime d’étudier son
cardinal.

Le but de cette partie est d’établir le lien entre I’ensemble des points algé-
briques de degré m de X et I’ensemble des points rationnels sur le m-ieme pro-
duit symétrique de X. Nous préciserons ensuite la Conjecture 1.1 sur Sym™ X,
lorsque X est une surface.

2.1. Produit symétrique et points algébriques. — Pour tout entier m > 1, le
m-iéme produit symétrique de X est la variété projective quotient

Sym™ X = X™ /G,

ou G, est le groupe symétrique d’ordre m, agissant sur X™ par permutation
des facteurs. Nous noterons 7: X™ — Sym™ X la projection canonique.
Considérons un point z € X(K) de degré m > 1. Alors l'orbite de z
sous I'action du groupe de Galois Gal(K/K) contient exactement m points,
notés x1,...,x,;, et appelés conjugués de x. Nous pouvons alors définir un

point & = 7(z1,...,2Zm) de Sym™ X (K). Celui-ci est invariant sous I'action de
Gal(K/K), donc est rationnel sur K, ou encore de degré 1.

DEFINITION 2.1. — Les points de Sym™ X (K) de la forme 7 , provenant d'un

point x de degré m de X (K), seront dits irréductibles; les autres seront dits
réductibles.
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710 C. LE RUDULIER

Il nous reste maintenant & définir une hauteur sur Sym™ X (K) s’exprimant

facilement & partir de la hauteur absolue H -1 sur X(Q). Le fibré en droites
X
anticanonique de X" est le fibré

(1) Wym =Piwy' @+ @ phwy

ou p;: X™ — X est la i-ieme projection. Celui-ci est &,,-linéarisé, donc il
existe un unique fibré en droites £ sur Sym™ X tel que

(2) L = Wy

PROPOSITION 2.2. — Soit (||-||,)verrx une métrique adélique admissible sur

w;(l définissant une hauteur absolue H -1 sur X (Q). On considére l'application
X

Hp g: Sym™ X(K) — [0; 400 définie, pour tout o = (v, ..., ) élément

de Sym™ X (K), par

(3) HL‘,,K(O() = Hw)—(l (Ozl)d~ . -Hw;1 (am)d.

Alors il existe une métrique adélique admissible sur L dont la hauteur associée
sur Sym™ X (K) est He k.

Démonstration. —  Notons toujours (|||, )verr, la métrique donnée par 1. On
définit alors la métrique (||-||) )penr, sur £ par

Is(@)[l, = I(7*s)(ar,...,am)ll,
pour tout a = 7(aq,...,qy,) € Sym™ X (C,) et toute section s de £ ne s’annu-
lant pas en . Cette métrique est continue puisque, comme 7 est un morphisme
fini, 'application 7: X™(C,) — Sym™ X (C,) est fermée pour la topologie v-
adique (voir [15, Proposition 2.2.1]). Cette métrique est alors bien adélique
admissible et la hauteur associée est donnée par la formule (3). |

Par conséquent, si le point z € X (K) est de degré m et z1,...x, € X(K)
sont ses conjugués, par invariance de la hauteur par conjugaison, la hauteur du
point & = w(xy,...,2,) de Sym™ X (K) vérifie

~\ d
Hﬁ,K(,'E) = Hw)—(l (SL’) m,

PROPOSITION 2.3. — Les fibres de l'application qui a

x € {x e X(K) | degy(z) =m, Hw;l(x) < B}
associe
z € {y € Sym™ X(K) | He x(y) < B}
sont soit vides (au-dessus d’un point réductible), soit de cardinal exactement m.
Nous nous retrouvons donc face au probleme de déterminer le nombre de
points rationnels de hauteur bornée de la variété Sym™ Xg . Puisque le mor-

phisme 7 est surjectif et que 7*L est ample, le fibré en droites £ est également
ample. La hauteur H. i définie ci-dessus vérifie donc la propriété de finitude.
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PROPOSITION 2.4. — Pour tout réel B > 0, l’ensemble
{y € Sym™ X(K) | He,k (y) < B}
est fini.

Nous souhaitons maintenant étudier la Conjecture 1.1 pour Sym™ X muni
de cette hauteur. Le cas ott X = P! a été traité dans un précédent article [12].
Remarquons qu’alors, la variété Sym™ X est simplement ’espace projectif P™.
Dans le cas général, si m = 1, alors il s’agit d’étudier la conjecture de Batyrev-
Manin sur la variété initiale X. Nous ne développerons pas ce cas. Supposons
a présent m > 2. Alors, dés que dim X > 2 la variété Sym™ X est singulicre.
Son lieu singulier est D = w(A), ot

A= |J A{(a,...,am) € X7 | a; = a;}.

1<i<j<m

La Conjecture 1.1 ne portant que sur des variétés lisses, il est nécessaire de pas-
ser par une désingularisation. Lorsque X est une surface, le schéma de Hilbert
de m points sur X, noté Hilb™ X, est une variété projective lisse de dimen-
sion 2m et le morphisme birationnel de Hilbert-Chow e: Hilb™ X — Sym™ X
(voir [7, 16]) est une résolution des singularités de Sym™ X. En dimension su-
périeure, aucune désingularisation de Sym™ X n’est connue. Ainsi, a partir de
maintenant, nous supposerons que X est une surface projective lisse, dont le
fibré anticanonique w;(l est ample, et nous étudierons la Conjecture 1.1 sur
Hilb™ X. Celle-ci faisant intervenir le fibré anticanonique, le groupe de Picard
et le cone effectif, nous commencerons par étudier ces propriétés géométriques
du schéma de Hilbert ponctuel.

2.2. Schéma de Hilbert ponctuel d’une surface. — Soit X une surface pro-
jective lisse définie sur un corps de nombres K. Le schéma de Hilbert de m
points sur X parametre les sous-schémas fermés de dimension nulle de X et
de longueur m. Le morphisme ¢ de Hilbert-Chow induit un isomorphisme de
Hilb™ X — e~ }(D) sur Sym™ X — D. De plus, E = ¢~ 1(D) est un diviseur
irréductible de Hilb™ X (voir [7, 16] et [4, Section 6 (c)]).

Nous noterons

(4) Uy =Hilb" X — E et Vy = Sym™ X — D.

2.2.1. Groupe de Picard et fibré canonique. — Nous reprenons ici des éléments
de [8] et [4] concernant le groupe de Picard et le fibré canonique de Hilb™ X.

Notons Sym”" X 1’ensemble des 0-cycles effectifs de degré m sur X dont le
support contient au moins m — 1 points et Hilb]* X = ¢~!(Sym}" X). Alors le
complémentaire de Hilb}" X dans Hilb™ X est de codimension 2 (][4, Section 6
(d)]). Soient enfin X" = 7~ *(Sym}" X) et

D, ={n(a1,a1,a9,...,am-1) € Sym™ X | a; € X distincts} C D.
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712 C. LE RUDULIER

Alors Hilb]* X s’identifie & 1’éclatement )/(?L de A dans X" quotienté par l'ac-
tion de &,,, ou encore & 'éclatement de D, dans Sym." X. Nous obtenons le
diagramme commutatif suivant ([4, Section 6 (f)])

n
m
Xt Xi

Hilb" X ———— Sym™ X

ou 1 est ’éclatement de A N X"*. Considérons alors les isomorphismes
A: Pic (Hilb™ X)) — Pic (Hilb]" X)
et

p: (Pic X™)Sm x Z — (Pic X1)Sm,
induit par n (voir [8, Preuve du Théoréme 6.2 p. 679]).
groupes

Alors le morphisme de

7= (" xid) " op o p*oA: Pic(Hilb™ X)— Pic (X™)°" x Z
est une bijection ([8]). Il envoie le diviseur E sur un générateur du facteur Z.
Ceci permet de déterminer le groupe de Picard de Hilb™ X.
PROPOSITION 2.5 ([8, Corollaire 6.3] ). — Soit X une surface projective lisse
de Fano définie sur une corps de nombres K. Alors, pour m > 2,
Pic(Hilb™ X) ~ Pic(X) & ZE.
Démonstration. — D’apres ce qui précede, le groupe de Picard Pic (Hilbm X )

est isomorphe & Pic (X m) Em @ZE. Or, en caractéristique nulle, la variété d’Al-
banese d’une variété de Fano est de dimension nulle (par le théoréme d’annu-

lation de Kodaira ou [6, p. 79]), donc triviale. On en déduit que Pic (Xm)Gm
est isomorphe & Pic X ([8, (6”) p. 678]).

Intéressons-nous maintenant au fibré canonique de Hilb™ X.
PROPOSITION 2.6. — La résolution € est crépante, ce qui signifie que
WHilb™ X = € WSym™ X

0l wgymm x est le faisceau dualisant de Sym™ X. De plus, le fibré en droites L
est l'inverse du faisceau wsymm x .

REMARQUE 2. — Le fibré en droites L = ws_ylmmx est ample. Ainsi, le fibré
anticanonique de Hilb™ X, Wﬁillbm x = €*L, est le tiré en arriere d’un diviseur
ample par un morphisme birationnel. Nous en déduisons que wﬁillbm x est gros.
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Démonstration. — Soit w une 2-forme sur X. Elle induit une 2m-forme w,,
sur X" donnée par
wm = (Piw + -+ + ppw)™,

ou p;: X™ — X désigne la i-ieme projection. Les formes n*w,, sur X7 et
wy, sur X sont invariantes sous l'action du groupe &,, donc proviennent
respectivement d'une 2m-forme wy,,) sur Hilb]" X et d'une 2m-forme w,,) sur
Sym[" X . Par ailleurs, localement w s’exprime de la forme w = fs, ol s est une
2-forme locale non nulle et f une fonction rationnelle. Comme précédemment,
on en déduit des 2m-formes locales s, S(m) et sy, sur X", Sym™ X, et
Hilb™ X, respectivement, ainsi que des fonctions rationnelles f., fm) €t fim
vérifiant localement

Wi = fmSmy  Wm) = fm)S(m) € Wim] = fim)Sim]-
D’apres [4, Proposition 5 p. 766], div(spy,)) = 0. Puisque sp,,) = £*5(,), nous
en déduisons que div(s(,,)) = 0. Ainsi, nous obtenons

€*d1V(W(m)) = E*div(f(m)) = diV({-:*f("L)) = dlv(f[m]) = div(w[m])
et
T div(wim)) = div(T* fm)) = div(fm) = div(wm).
Par conséquent,
€' Wsymm X = WHilbm x et T Wsymm X = wWxm.

Cette derniere relation et la relation 2 entrainent la deuxiéme partie de la
proposition. U

2.3. Conjecture pour le schéma de Hilbert. — Revenons maintenant a la Con-
jecture 1.1, que nous souhaitons formuler pour le schéma de Hilbert ponctuel
d’une surface.

Rappelons que X est une surface projective lisse de Fano. On munit X (Q)
d’une hauteur absolue Hw)—(l définie par une métrique adélique admissible sur le

fibré en droites wy'. Nous avons déja défini une hauteur H g sur Sym™ X (K)
relative au fibré en droites £ = ws_ylmm « (Proposition 2.2, relation (3)). Celle-ci
induit naturellement, via le morphisme ¢: Hilb™ X — Sym™ X, une hauteur
sur Hilb™ X (K), relative au fibré en droites e*L£ = wiyj,m x et vérifiant
H -

Hilb™ X’
2.3.1. Propriété de finitude. — Tout d’abord, puisque le morphisme ¢ est bi-
rationnel et que £ est ample, le fibré en droites Wﬁillbm « est gros. Celui-ci n’est
pas ample car le morphisme € n’est pas fini. La propriété de finitude sera cepen-
dant vérifiée sur un ouvert non vide de Hilb™ X, éventuellement strict. Nous
déterminons ici 'ouvert maximal sur lequel nous avons la propriété de finitude.
Nous rappelons que E désigne toujours le diviseur irréductible de Hilb"™ X au
dessus du lieu singulier de Sym™ X. L’ensemble Uy a été défini en (4).

K:HL,Koe.
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PROPOSITION 2.7. — 1. Pour tout réel B, l’ensemble
-1 <
(€ UoB) | Hypy - x(2) < B)
est fini.

2. Pour tout ouvert non vide U de E, il existe un réel B tel que ’ensemble
{zeU(K) | ngillbmw[((z) < B}

soit infini.

Ceci signifie donc que ouvert Uy = Hilb™ X — FE est le plus grand ouvert

de Hilb™ X sur lequel la hauteur H -1 i Vérifie la propriété de finitude.
Hilb™ X’

Démonstration. — Comme le schéma de Hilbert est I’éclatement du produit
symétrique le long de la diagonale, le diviseur exceptionnel E est tel que O(—FE)
est relativement ample. Autrement dit, si un fibré en droites £ sur le produit
symétrique est ample, il existe un entier N tel que M = LY ® O(—E) soit
ample sur le schéma de Hilbert — donc vérifiera la propriété de Northcott.
D’autre part, la hauteur associée & O(—FE) est majorée sur le complémentaire
de E. Par suite, la hauteur associée a €*L est minorée par la hauteur de M
(puissance 1/N) hors de E, donc y vérifie encore la propriété de Northeott. Le
fibré £ induit par le fibré anticanonique de X™ est ample, et M est le fibré
anticanonique du schéma de Hilbert (car la résolution e est crépante). Ceci
démontre la premiere partie.

Montrons maintenant la deuxiéme partie. Soit U un ouvert non vide de E.
Puisque E, = ¢71(D,) est ouvert non vide de E, U N E, est également un
ouvert non vide de E; soit zp € (U N E,)(K). Notons yo = €(z0) € D.(K).
D’apres [8, lemme 4.3], la fibre Wy = e 7! ({yo}) est isomorphe & P} et, de plus,
U N Wy est un ouvert non vide de Wy. Ainsi, (U N Wp)(K) est un ensemble
infini et tous ses points ont méme hauteur, égale & H. i (yo). Il suffit alors de
prendre B = H. k(o). |

2.3.2. Enoncé de la conjecture. — D’aprés la Proposition 2.5, le rang du groupe
de Picard de Hilb™ X est égal a rg(Pic X) + 1. Ainsi, la Conjecture 1.1 se for-
mule, pour cette variété, de la manieére suivante.

CONJECTURE 2.8. — Il existe une extension assez grande L de K et un en-
semble mince Z de Hilb™ X (L) tels que
#{z € Hib" X(L) -~ Z | H,-» ,(2)<B} ~ c¢B(logB)&FicX)

Hilb™ X B—s+o00

ouc=cyg _, .1 est la constante définie par Peyre.

“Hilb™ X’

Remarquons tout d’abord que, d’apres la Proposition 2.7, I’ensemble mince
exceptionnel Z doit contenir au moins I'ensemble des points rationnels de
E = (D). Nous développerons dans la suite les cas de Hilb”P% et
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Hilb?(P! x P')q. Pour chacun d’eux, nous montrerons la Conjecture 2.8 avec
pour Z un ensemble mince et dense.

Comme précédemment, nous parlerons de la Conjecture 2.8 forte lorsqu’il
sera supposé que ’ensemble Z est I’ensemble des points rationnels d’un fermé
strict de Hilb™ X.

Définissons maintenant ce que nous entendons par ensemble accumulateur.

DEFINITION 2.9. — Supposons que Hilb™ X vérifie la Conjecture 2.8, sur le
corps K. Un sous-ensemble F' de Hilb™ X (K) est dit accumulateur pour la hau-
teur H - x si, pour tout ensemble mince Z de Hilb™ X (K) ne contenant
Hilb™ X’
pas F,
— - <
#{Z €F-2 | HwHillme’K(Z) = B} — +00.

ch, xBlog Bys%)  pii
“Hilb™ X

Puisque nous nous sommes d’abord intéressés au nombre de points ration-
nels de hauteur bornée sur le produit symétrique, voici la traduction de cette
conjecture sur Sym™ X.

CONJECTURE 2.10. — i existe une extension assez grande L de K et un en-
semble mince Y de Sym™ X (L) tels que

#{y € Sym™ X(L) =Y [ Hy -, (y) < B} . ¢ B(log B)8FicX),
oﬂc:cHw_1 L

Hilb™ X’

2.4. Premiéres études de la conjecture. — Dans cette partie, nous donnons les
premiers résultats relatifs a la Conjecture 2.8. Nous montrerons tout d’abord
que cette conjecture dans sa version forte est, sous certaines conditions, incom-
patible avec la Conjecture 1.1 forte sur la surface X. Nous verrons ensuite que
les points du schéma de Hilbert Hilb™ X provenant d’un m-uplet de points de
X situés sur une droite rationnelle de X forment en général un fermé strict de
Hilb™ X contenant un ensemble accumulateur, c’est-a-dire qui contient plus de
points rationnels que ce la Conjecture 2.8 prédit.

2.4.1. Incompatibilités avec la Conjecture 1.1 forte. — Parmi les points ra-
tionnels de Hilb™ Xk se trouvent les points de I’ensemble

Zy = e~ (n(X™(K)))

qui proviennent des points rationnels de X7?. C’est un ensemble mince de
Hilb™ Xk qui est dense pour la topologie de Zariski, si X(K) est dense dans
X. Or, puisque le rang du groupe de Picard de X7 est en général plus grand
que celui de Hilb™ X, si la conjecture forte est vraie sur X3, cet ensemble
devrait contenir un ensemble accumulateur. Ces ensembles fournissent donc de
nouveaux contre-exemples & la conjecture de Batyrev-Manin (Conjecture 1.1
forte). Plus précisément, nous allons montrer ceci.
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PRrROPOSITION 2.11. — Soit X une surface de Fano définie sur K, munie d’une
hauteur adélique H,,—1 o relative au fibré anticanonique w)_(l. Supposons que

1. X vérifie la Conjecture 1.1 forte pour cette hauteur, sur un ouvert non
vide W de X et sur le corps de nombres K ;
2. pour tout fermé strict F' de W™,

#{r € F(K) [ H, x(r) < B}

w

xm> N 0
#{x e Wn(K) | Hw;mK(m) < B} B+

Notons Zw = e (r(W™(K))) NUo(K) et t le rang du groupe de Picard de X .
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout ouvert non vide U de
Hilb™ X,
tm—1
#{ze€ ZwNU(K) | Hwﬁillbmx»K(z) < B} 5 c¢B(log B) .
Rappelons que le rang du groupe de Picard de Hilb™ X, pour m > 2, est
égal a t + 1. Cette proposition implique donc directement le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.12. — Sous les hypothéses de la Proposition 2.11, la Conjec-
ture 2.8 forte est fausse si m >3 ou (m =2 et rgPic X > 2).

Par exemple, les variétés toriques vérifient les hypotheses de la Proposi-
tion 2.11 (voir [5, 3.10], donc leurs schémas de Hilbert ponctuels fournissent
toute une famille de nouveaux contre-exemples a la conjecture de Batyrev-
Manin forte. Jusqu’a présent, trés peu de contre-exemples étaient connus.

En particulier, la variété X = P2 vérifie ces hypothéses, donc nous pouvons
dire que la conjecture de Batyrev-Manin est fausse sur Hilb™ P2 pour tout
entier m > 3. Lorsque m = 2 la contribution de ’ensemble Z; est du méme
ordre de grandeur que ce que prédit la conjecture. Nous verrons cependant
plus loin qu’il est nécessaire de 1’écarter pour que la Conjecture 2.8, avec la
constante de Peyre, soit vérifiée.

Nous en déduisons également que la Conjecture 2.8 forte est fausse sur
Hilb™ (P! x P1) pour tout entier m > 2. Dans la partie 4, nous montrerons que
la Conjecture 2.8 est vraie pour Hilb?(P! x P1), sur le corps Q, en écartant un
ensemble Z mince et dense contenant ’ensemble Zj.

Démonstration. — Par hypothese, il existe une constante ¢; > 0 telle que
o < N t—1
#{x e W(K) | H‘*’x k(@) < B} 5 c1B(log B)

D’aprés la compatibilité au produit de la conjecture de Batyrev-Manin [17,
Proposition 4.1], il existe une constante ¢z > 0 telle que

#{a' e W(K) | H,1 () < B} 5.0 c2Blog B)tm—1,

—+
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Or, la contribution de tout fermé strict de W™ est négligeable. Ainsi, pour tout
ouvert U non vide de Hilb™ X, en notant W’ = 7=~ 1(e(U N Up)),

#{Z € Zw N U(K) ‘ Hw—lyK(Z) < B}

= L € (WP AW)K) | Hyy (o) < B)

Wxms
1 / m /!
~ e e WK) | Hoy o) < B)
~ 22 B(log B)'™~1. O
m!

2.4.2. Ftude des points issus d’une courbe rationnelle géométriquement irréduc-
tible. — Soit X une surface projective lisse supposée de Fano définie sur K.
On consideére une courbe rationnelle C de X, définie sur K et géométriquement
irréductible. L’estimation du nombre de points rationnels de hauteur bornée de
Hilb™ C se déduit du cas de la droite projective [12, Théoréme 4.2]. Nous note-
rons Kx le diviseur canonique de X et on se donne une hauteur anticanonique
H,—vsur X (Q) relative au fibré anticanonique wy'.

THEOREME 2.13. — Soit C une courbe rationnelle géométriquement irréduc-
tible définie sur K telle que C(K) # &. Soit M un fibré en droites ample sur C
et notons a = deg M > 0. Nous noterons Lq,m le fibré en droite induit sur
Sym™ C ainsi que Hym, i, Hey, ,, x les hauteurs associées (voir [12]). Soit U
Pouvert non vide de lissité de C. Alors il existe une constante C(Hpq,m, K) > 0
telle que

m41
#ly € S UK) | Heye i) < BY |~ ClHagm, K)B™".
Démonstration. — 11 existe un morphisme birationnel ¢: P* — C défini sur

K qui induit un isomorphisme de 'ouvert non vide V = ¢ ~1(U) sur 'ouvert .
De plus, ¢* M = Opm(a) ce qui, par composition par ¢ et fonctorialité, définit
une hauteur Ho,,, (o) sur P'(Q) relative & Opm (a). Ce morphisme ¢ induit
également un morphisme birationnel @,,: Sym™ P! — Sym™ C et Sym™ V) est
isomorphe & Sym™ U via celui-ci.

Nous noterons W = ¢,1(Sym™ U), ensemble ouvert non vide de Sym” P*.
Le fibré Opm (a) induit un fibré L, ,,, sur W. Alors le cardinal

#{y € Sym™U(K) | He i, i (y) < B}
est égal a

#{y e W(K) | He, .k (y') < B}

ce qui est équivalent, lorsque B tend vers l'infini, &
m+1

CHOpm,(a)aK(Pm)B )

d’aprés [12, Théoréme 4.2] et puisque les ensembles fermés stricts de P™ ne
sont pas accumulateurs (voir [22, 13.1.3]). O
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Ce théoréme nous permet de déterminer des exemples de sous-ensembles a
priori accumulateurs, c’est-a-dire dont le cardinal est asymptotiquement stric-
tement supérieur a ce que prédit la Conjecture 2.8.

COROLLAIRE 2.14. — Soit C une courbe de la surface de Fano X, rationnelle,
géométriqguement irréductible et définie sur K et soit m > 2 en entier.
1. SiC a un point de degré k < m sur K et si k(m +1) < [wy'] - C, alors
Uensemble Sym™ C(K) n’est a priori pas accumulateur dans ’ensemble
des points rationnels de Sym™ X de hauteur inférieure a B.
2. SiC(K) # @, l’ensemble Sym™ C(K) est a priori fortement accumula-
teur dans l’ensemble des points rationnels de Sym™ X de hauteur infé-
rieure d B si, et seulement si, [wy'] - C < m.

Démonstration. — 1l nous suffit de considérer, sur C, le fibré en droites
I
M=uwy e
de degré
a=[wy']-C>0.
La courbe C a un point algébrique de degré k sur K, défini sur un corps de

nombres L tel que [L : K] < k. Puisque (Hg,,,,.L)
noUS avons

#{y € Sym™ U(K) | He .k (y) < B}

<#{y € Sym™U(L) | He,, ,,.0(y) < BEKTY
< Bk(erl)/a'

Ceci montre le premier résultat. Et le deuxiéme se déduit directement du Théo-
reme 2.13. U

Par exemple, lorsque X = P! x P!, une courbe rationnelle C de bidegré
(dl, dg), avec dl, d2 2 0et (dl, dg) 7é (0, 0)7 vérifie

[wi'] - C = 2d; + 2ds.

Lorsque m = 2, les courbes de bidegré (1,0) ou (0, 1) induisent donc un sous-
ensemble a priori fortement accumulateur. Nous retrouverons ceci dans ’étude
des points quadratiques de P! x P! (voir partie 4 concernant le points irréduc-
tibles de type 1).

Si X est le plan projectif P2, une courbe rationnelle C sur X, définie sur K
et de degré d > 0,

[wy']-C = 3d.

Si C a un point rationnel et si 3d < m, la courbe C induit un sous-ensemble a
priori fortement accumulateur dans Sym™ P2. Si m = 2, la condition 3d < m
n’est jamais vérifiée. En revanche, si m > 3, toute droite — de degré 1 — induit
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un sous-ensemble a priori fortement accumulateur. C’est d’ailleurs de ces sous-
ensembles que provient la borne inférieure pour les points de degré m > 3 sur
P? dans [20] et [9]. Lorsque m = 2 que que C n’a pas de point rationnel mais
a un point quadratique, elle est de degré anticanonique au moins 6 et donc la
condition
2(m+1) < wy']-C

est vérifiée. Ainsi, aucune courbe rationnelle géométriquement irréductible de
P2 n’induit d’ensemble accumulateur dans Sym? P2

Pour compléter cette étude, il convient de déterminer si la réunion des sous-
ensembles Sym™ C(K) qui sont a priori accumulateurs peut contredire ou non
la Conjecture 2.8 forte sur le schéma de Hilbert. Nous allons montrer que ce
n’est pas le cas.

PROPOSITION 2.15. — Soient m > 2 et a > 1 deux entiers. La réunion ),
des Hilb™ C, ou C est une courbe rationnelle définie sur K de la surface de
Fano X et de degré anticanonique a, est contenue dans un fermé de dimension
inférieure ou égale a m+a — 1.

REMARQUE 3. — Par conséquent, lorsque a < m, la réunion ), est un en-
semble a priori accumulateur de Hilb™ X mais de dimension strictement infé-
rieure d 2m, donc ne contredit pas la Conjecture 2.8 forte.

Démonstration. — Notons Hom(P?, X, a) I’ensemble des morphismes de P!
dans X de degré a par rapport au diviseur anticanonique de X. Une courbe ra-
tionnelle de degré anticanonique est alors un élément de Hom (P!, X, a)/PGLo.
La variété X étant de Fano, on peut écrire

K

Hom(P', X, a) = U M,

i=1
ot M; sont les composantes de Hom(P!, X, a), r > 1. Si M est I'une des ces
composantes, nous noterons eva: M x P! — X le morphisme d’évaluation
donné par (¢, x) — (x). Si celui-ci est dominant, alors

(5) dmM=a+dimX =a+2.

Soit alors
F = U eVMi(MiXPl).

1<ir
eva, non dominant

Cet ensemble est un fermé strict de X. Nous pouvons définir
H, = (Hom(P', X, a) — Hom(P*, F))/PGL,
et
W, ={(x,C) € Sym™ X x H, | x € Sym™ C}.
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Si H, est vide, alors ), est inclus dans Hilb™ F'| donc de dimension inférieure
a m. Sinon, d’apres (5), H, est de dimension a + 2 — 3 soit a — 1. Les deux
projections p; et ps envoient W, sur

V, = U Sym™C
CeH,
et sur H,, respectivement. Les fibres de ps étant de dimension m, nous en
déduisons que la dimension de W, est égale a a — 1 + m. Par ailleurs, puisque
la projection p; est surjective,

dim V, < dim W,.

Enfin, comme Sym™ F est un fermé strict de Sym™ X, la dimension de ), est
égale a celle de V,. Par conséquent,

dim), <a+m-—1. O

Nous allons maintenant étudier cette conjecture dans les cas de Hilb? P2 et
Hilb?(P! x P1).

3. Cas du plan projectif

Le premier nouvel exemple que nous pouvons donner pour lequel la Conjec-
ture 2.8 est vérifiée est celui de Hilb? P2, sur le corps des nombres rationnels
Q. Nous le déduisons de I’étude de Schmidt [21] sur les points quadratiques sur
Q de P2 de hauteur bornée.

Sur P?(Q) nous choisirons la hauteur absolue anticanonique donnée par

Ho_,3) = H?,

P2

ott H est la hauteur absolue usuelle sur P?(Q). La construction de la Section 2.3
nous donne des hauteurs Hg q et H,-1 o sur Sym? P2(Q) et Hilb> P?(Q),

Hilb2 P2
respectivement. Puisque nous avons un isomorphisme

Hilb’P?2 — E 5 Sym? P? — D,

il suffit d’étudier les points rationnels de Sym? P2 — D de hauteur H £,q bornée.
Dans la Section 2.4.1, nous avons déja étudié la répartition des points de

(6) V.(Q) = m(P? x P*(Q))

qui constituent les points réductibles de Sym? P?Q. L’ensemble de ces points
n’est pas accumulateur, puisque 2-rg Pic P? = 1+4rg Pic P2. Cependant, comme
nous allons le voir, il est nécessaire d’écarter celui-ci si nous voulons que la
constante intervenant dans 1’équivalent de la Conjecture 2.8 soit bien celle
définie par Peyre.
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3.1. Cone effectif et constante de Peyre pour Hilb®? P2. — Le cone effectif de
Hilb™ P? a été récemment déterminé par Huizenga [10, 11], pour tout entier m.
Nous proposons ici une démonstration élémentaire du cas m = 2.

Le schéma de Hilbert Hilb?(P?) peut étre vu comme I’éclaté de P? x P? le
long de la diagonale A, quotienté par 'action du groupe Gs.

Nous avons déja vu que

Pic(Hilb? P?) = Pic(P?) ® ZE = ZH ® ZE,
o1, toujours avec les notations du Paragraphe 2.2.1, p*H = n*[Opz24p2(1,1)].

PROPOSITION 3.1. — Le cone effectif de Hilb? P2 est

R;()(H — E) D R;()E.

Démonstration. — Tout d’abord, le diviseur F est effectif et, si aH +bFE, avec
a,b € Z, est effectif, alors en tirant par p ce diviseur puis en le poussant par n
sur P2 x P2, on remarque que nécessairement Ope,p2(a,a) est effectif, donc
a > 0. Soit maintenant L = aH — bE, aveca > 0,b > 0et ab# 0. On a

p*L =n"Op2yp2(a,a) — bE,

ot & = n~1(A) est le diviseur exceptionnel de I’éclatement. Si le diviseur L est

effectif, alors, sur la carte affine A? x A2, on obtient (en tirant L par p puis en

poussant par 7) le diviseur d'un polynéme P € K[X,Y, X’ Y'] s’annulant au
!

moins a l'ordre b le long de {Y v et vérifiant

/

deg(va)(P) < a, deg(x/vy/)(P) < a.
Un tel polynome est élément de 'idéal (X — X', Y —Y”)?. Notons U = X — X'

et V=Y —Y’. Alors, nous pouvons écrire P sous la forme
P(X,Y, X' Y')= Y Pu(X,Y)U"V' =Q(X,Y,U,V).
u+v>b

D’une part, deg,y)(Q) = b et dautre part, degy,)(Q) < degix/ y(P).
Ainsi, 0 < b < a. Le cone effectif est donc inclus dans le cone

R>0<H - E) D R)OE.

Réciproquement, H — E est bien un diviseur effectif car, sur P? x P2, le poly-
noéme homogene

PX,Y,Z,X'\Y' Z)=XY' - X'Y+YZ - 2Y' + XZ - ZX'

est de degré 1 en (X,Y,Z) et en (X', Y, Z’) et s’annule a 'ordre 1 le long de
X:Y:Z|=1X":Y':2Z. ]
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Comme nous 'avons déja mentionné, en suivant [17, page 120], nous pou-
vons préciser la Conjecture 1.1 en donnant une expression conjecturale de la
constante ¢ = Cpy__, (V). Celle-ci se définit comme le produit d’une constante

Wy

a(w;;), donnée par

1 -1
-1y _ —(wy, 7 ,u) d
Oz(OJv ) (rg(PlC V) — 1)| Lvﬁ(v) € v u,

ol Cegr(V) est le cone effectif de V, dans NS(V) @ R, et Cz(V') est son cone
dual, et d’'un nombre de Tamagawa TH _, L(V) (voir [17, pages 110-119] pour
Wy

la définition). Cette définition est valable lorsque le cone effectif de V' est de
type fini. Ceci est, par exemple, le cas pour les variétés de Fano. Le cone effectif
de Hilb? P2 est, d’aprés la Proposition 3.1, également de type fini. Nous allons
ici calculer la constante pour cette variété, définie sur un corps de nombres K,
pour des hauteurs particulieres.

Nous utiliserons les mesures de Haar dz, sur K,, pour v place de K, nor-
malisées comme suit :

L [, dz,=1,0u0, ={zeK,|v(z)>0},siv est ultramétrique ;
2. si K, ~ R, dx, est la mesure de Lebesgue sur R ;
3. si K, ~ C, dz, est le double de la mesure de Lebesgue sur R2.

Nous avons ici wps = Op2(3).
PROPOSITION 3.2. — La constante de Peyre pour la hauteur sur Hilb? P?(K)
induite par wazl est égale a

P
237‘K+5SK 3TK+28K7T6SK h%(R%(

. (12 + 72)"%
9w |Ax|® Cx(3)2

Démonstration. — D’apres la Proposition 3.1,
Ve (Hilb? P?) = {aH + bE, (a,b) € R?>|a—b>=0, b >0}
et par ailleurs,

-1 -
Wiilp2 p2 = S

Ainsi,
-1 1 oo oo —3a
(7) Ol((JJHilbg P2) = m/o db‘/b € da
“+o0

1 —3b
— - db
3 /0 ¢

O =
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Pour alléger les notations de cette preuve, nous utiliserons la notation

H = H L K Le nombre de Tamagawa associé a cette hauteur est ici
Hilb2 p2’
donné par
1
TH(HllePZ)*hm(s—l) Ck(s)? <z [T A 'ws, (Hilb*(P?)(K,)).
K vEMEK

Le terme A\, ! garantit la convergence du produit infini. Lorsque la place v est
infinie, celui vaut 1 et, lorsque v € Mk est une place finie correspondant a un
idéal premier p, de O, nous avons

2
1

A= (1—) ,
T

ol ¢, est la norme de I'idéal p,,. Dans ce second cas, puisque la métrique |-||,, est
la métrique induite par le modele entier, nous avons (voir [17, Lemme 2.2.1])

# Hilb*(P?)(F,, )
qi

Or les points de Hilb?(P?)(F,, ) sont d’exactement un des trois types suivants.

1,0 (Hilb* (P?)(K,)) =

1. Nous avons tout d’abord les points de E(F,, ). Puisque les fibres de € au
dessus de D sont isomorphes & des droites projectives P!, nous avons

#E(F,) = (¢° + g + D1+ q) = ¢° +2¢,° + 2q, + 1.

2. Ensuite, les points réductibles, de la forme e~ (7(a, b)), a,b € P*(F,,),
a # b, sont au nombre de

1 1 . 1
5(‘]1}2 + qv + 1)(%12 + QU) = 5(]1)4 + (]v‘3 + QU2 + §Qv~
3. Enfin, les points irréductibles, de la forme e~!(7(a,a)), a € P?(Fy,2) \
P2(F,,) et a est son conjugué, sont au nombre de
1 1 1
(@' + a7+ 1)~ (@ +a,+ 1) = 50" ~ Sa.
Par conséquent, # Hilb?(P?)(F,,) = ¢,* + 2¢,° + 3¢, + 2q, + 1. Ainsi,

2
_ . 1 _

T o (P2 ,) = T (1 ) = ael)>
vtoo vfoo

Passons aux volumes archimédiens. Nous rappelons que Uy et Vj ont été définis

en (4). Lorsque v € M est une place archimédienne,

8)  wpq,HID*(P?)(K,)) = wg ,(Uo(K,)) = wpr__, L (Vo(Ky)).

Sym2(P2)’

La premiere égalité se déduit par densité. La seconde provient du fait que € est

un isomorphisme en dehors du lieu singulier et de la relation entre les hauteurs

anticanoniques sur Hilb? P2 et Sym? P2, via la résolution crépante .
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Dans le cas des places réelles, c’est-a-dire telles que K, ~ R, I’ensemble
Vo(R) se divise en deux sous-ensembles mesurables

(9) V.(R) = {n(z,y) € Sym* P*(R) | z,y € P*(R), = # y}
et
(10) Vi(R) = {r(z,7) € Sym* P(R) | = € P2(C) - PX(R)},

ou = désigne le conjugué complexe de x. La volume du premier est
1 dz dy
wn_  ®)=; [
“Syln,Q(pz)‘“ " 2 J(r2) max{1, |z1|,|z2|}® max{1, |y1], |y=|}?
=172

et celui du second

wn . (GR)=1 /C dv

“sym2(p2)”" 2 2 maX{l, |.Z‘1| s |x2|}6

B 1/ (2rdrdf)(2pdpdo)
([0;+00[x[0,27])2 max{1,r, p}6

/+°° /+°° rpdrdp
= 872
max{1,r,p}6

Ainsi, dans le cas réel,
wHw—l,U(VO(Kv)) =72+ 67T2.

Dans le cas complexe, nous obtenons

1 dl‘l d.’L‘2 dyl dyQ
w +(Vo(Ky)) = f/
Hoosn VOB =5 | Gona (L Tl T} max (L, 2ol Tga e
= 7274,
Enfin,
27K(27T>‘5KhKRK
lim (2~ 1) (2) = =

La constante de Peyre a(w;; H11b2 p2)Th (Hilb2 PZ) est alors égale &

1 (2"%(2m)**hg Rk 1 2 2 4
— — 3 72 4 67°) K (T275%) %K
9< - )A%@m (72 -+ 7)™ (72

237‘K+58K37‘K+28K 63Kh2 R2
(11) = 5 5 T KK (19 4 g2)7x .
g [Ak|” Cx(3)?
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REMARQUE 4. — Lorsque le corps de base est le corps Q des nombres ration-
nels, cette constante est égale d
24 + 272

(12) ERCOER

3.2. Lerésultat. —

THEOREME 3.3. — Pour tout ouvert non vide V de Sym? PQQ,

€ VAQNV(Q) | Hea) < BY | o o BlosD

et

24 + 272

BTieo 3032 D088

#{y € Sym’ P*(Q) = V,(Q) | He.qly) < B}
avec V,. défini en (6).

REMARQUE 5. — Nous retrouvons, dans le deuxiéme équivalent, la constante
de Peyre donnée en (12). De plus, ce théoréme montre que, sur l'ouvert Uy de
Hilb® P,
_ < ~
#{z € Un(Q) | HwHille P2,Q(2) < B} Bertoo cBlog B
avec
48 + 272
B o (Hilb? P2).
3C(3) “hin2 p2’?
La Congjecture 1.1 est donc vraie sur Hilb? P, en restriction d ouvert Uy, si
on ne demande pas da la constante d’étre celle définie par Peyre. Ce théoreme
ne contredit pas pour autant la Conjecture 1.1 forte avec constante de Peyre.
Pour cela il faudrait montrer que pour tout ouvert non vide V de Sym? P?Q,
#{y € (Sym* P*(Q) = V,(Q)NV(Q) | Heqly) < BY |~ cBlogB

—+

~ 2m?
avec ¢ > HOLE

Démonstration. — La premiére partie est exactement la Proposition 2.11, en
remarquant que la constante de Peyre pour (P?Q)2 avec la hauteur

H

“p2yxp2’

o (@1,22) = H(z1)’H(22)?

() -
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En utilisant la définition des points irréductibles (Définition 2.1), nous avons,
en notant Z € P%(Q) le conjugué du point quadratique x,

#{y € Sym® P*(Q) - V;(Q) | Hzq(y) < B}
= %#{(3«“,5) € (P xP?)(Q) | [Q(x) : Q] =2, H(2)° < B}

= J#Hr e PAQ) | QW) Q) =2, HE) < B)
2
~ 2EJL)C—I—T?;BlogB7

d’apres le résultat de Schmidt [21, Théoréme 3]. O

4. Cas de la surface P' x P?

Nous réalisons ici la méme étude que précédemment, cette fois dans le cas
de Hilb*(P! x P1).

4.1. Cone effectif et constante de Peyre pour Hilb?(P* x P'). — Le groupe
de Picard de Hilb?(P! x P1) est
Pic(Hilb?(P* x P')) = Pic(P! x PY) ® ZE = ZH, ® ZH, ® ZE,

p"Hy =n* [O(Pl XP1)2(1, 0,1, 0)] et p*Hy =n* [O(Pl xP1)2 (O, 1,0, 1)]

Comme en (4), nous noterons pour cette partie Uy = Hilb? (P! x Pl)—FEet
Vo = Sym?(P! x P') — D.
PROPOSITION 4.1. — Le cone effectif de Hilb?*(P! x P1) est

R)o(Hl — E) D R;o(HQ — E) ©® R20E.

Démonstration. — Comme précédemment, le diviseur E est effectif et si le
diviseur aHy +bH3 + cE est effectif, alors O(p1p1)2(a, b, a,b) est effectif, donc
a>0etb>0.

Soit L = aHy +bHy —cE, avec a > 0, b > 0, ¢ > 0 et abc # 0. Si le
diviseur L est effectif, alors, sur (A! x A1)?2 il induit le diviseur d’un polynome

X=X

P e K[X,Y, X', Y’] sannulant au moins a l'ordre ¢ le long de {Y _y et
vérifiant

degy(P) <a, degx/(P)<a, degy(P)<b, degy/ (P)<bh

Un tel polynéme est élément de I'idéal (X — X' Y — Y’)¢. Notons toujours
U=X-X'etV=Y-Y" Alors

PX,Y, X" Y) = Y P (X, Y)U'V'=Q(X,Y,UV).

utv>e
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On en déduit que
0 < ¢ < degy(Q) + degy (Q) < degx/ (P) + degy/(P) < a+b.

Le cone effectif est donc inclus dans le cone
R>o(Hi — E) @ Rxo(H2 — E) @ R0 E.

Réciproquement, H; — F est bien un diviseur effectif car le polynéme homogeéne
P(X,z2,Y, T.X",Z2'\)Y'\T"Y=X7Z"- 72X’

est de degré 1 en X, X', Z et Z', de degré 0 en Y,Y',T et T’ et s’annule a

Pordre 1 le long de ([X : Z],[Y : T]) = ([X' : Z’],[Y’ : T']). De la méme fagon,
on montre que Ho — F est également effectif. ]

Passons a la constante de Peyre.

PROPOSITION 4.2. — Considérons, sur P* x PY(Q), la hauteur absolue anti-
canonique
H - : (xl,l‘g) — H2($1)H2(1‘2).

w
Plxpl

Alors la hauteur H - K sur Hilb?(P! x P1)(K) associée vérifie

“Hilb2 (Plxply’

267‘K+1OSK7T75K h3 R3

7 7 1
KK (16 + n2) & (1— + — )
s oot (- g w NGy
idéal
premzier

Démonstration. — La preuve suivra le méme schema que celle de la Proposi-
tion 3.2. Commengons par calculer la constante a(wpg; 1b2 (P ><P1))' Nous avons

wI;ille(Plel) = 2H, + 2H,
et d’aprés la Proposition 4.1, CY(Hilb? (P! x P1)) est égal &
{aHy +bHy + cE, (a,b,c) eR?*|a—c>0, b—c>0, c>0}.

Par conséquent,

1 e AR R
(13) a(wHile(Plel) B-1) / / / dadb
1
5/ de (/C e 2@ da)
1
g/ —4(: dC

1
- 327
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Dans la suite de cette preuve, nous utiliserons la notation H = H K
Hilb2(P1lxPl)’
Le nombre de Tamagawa associé a cette hauteur est donné par
7 7 (Hilb* (P! x P1))
1
: 3 3 -1 a2 pl 1
= lim (s — 1)°Cie ()’ 1o [ A 'ws.,Hilb* (P! x PY)(K,)).

K peMy

Le terme de convergence A\, ! est égal & 1 lorsque v est une place infinie et
si v € Mk est une place finie, correspondant a 1'idéal premier p, de Ok, ce

terme vaut
1 3
A= (1 - ) ,
o

ou ¢, est la norme de 'idéal p,. Comme précédemment,
_ #Hilb*(P! x P1)(F,,)
a a5 '
De plus, # Hilb*(P! x P')(F,,) = 1+ 3¢, + 642 +3¢> +¢*. Ainsi, pour toute
place finie v,

w g, (Hilb*(P' x P')(K,))

7 7 1
Ay twg , (Hilb? (P! x PY)(K,)) =1 — o + i
Passons aux volumes de Hilb?(P* x P')(K,) pour la mesure de Tamagawa
aux places v archimédiennes. Comme en (8)
g, (HIV2(PY x PU)(K,)) = wp, (Uo(K.) = wi_, VoK),
Sym2(PlxpPl)’

Dans le cas des places réelles, nous avons
wHw71 ,’U(VO(KU))

_1/ d$1 dJUQ dyl dyg
2 Jre (max{l, |z1|} max{1,|z2|} max{1, [y1|} max{1, |y2[})

L 1 / dzy dy;
2 Joz (max{l, [z1[} max{1, [y |} })*
= 128 + 87°.
Et dans le cas complexe,
wi__0(Vo(Ky))

- 1/ dwy das dy; dy2
2 Jes (max{l,[z1[} max{1, [z2[} max{1, |y1|} max{1, |yo[})*

71 d.’El 4
-2\ Jg max{1, |z |}

= J (4m)?

= 1287 0
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4.2. Théoréme principal. — On considere la surface P! x P! définie sur le
corps Q et munie de la hauteur anticanonique donnée par

Ho2,2) (z,y) = H(w)QH(y)27

ot H est la hauteur absolue usuelle sur P*(Q). Nous nous intéressons ici, en
particulier, aux points quadratiques sur Q de P! x P!, donc & la Conjecture 2.8
sur Hilb?(P! x P') pour la hauteur induite H q- Nous avons, pour

Hilb2 (Pl xP1l)
tout ((1‘1,1‘2), (y17y2)) € (Pl X P1)2(Q)7

Hepy o y(m((21,22), (1,92)) = H(21)? H (22)*H (y1)* H (y2)°
et
H 1 Q :Hﬁplel,Z’Q oe€.

wHi1b2(P1 xPl)
Pour plus de clarté dans les énoncés et les démonstrations, nous noterons ici

-1 _ -1
W = Wygp2(pixpl)-

Nous allons séparer les points rationnels de Hile(P1 x P1) en trois catégories
que nous décrivons ici sur (Sym?(P' x P1))(Q). Nous considérerons

1. ensemble V,.(Q) = n((P! x P1)2(Q)) des points réductibles;

2. Pensemble V1 (Q) C V5(Q) des points dits irréductibles de type 1 de la
forme z + Z avec x = (z1,22) ot 21 € P1(Q), [Q(x1) : Q] =2, et x5 €
P1(Q) (ou, de maniére symétrique, o € P1(Q), avec [Q(x2) : Q] = 2,
et z; € P1(Q)) et Z est son conjugué;

3. et Pensemble V5(Q) C V4(Q) des points dits irréductibles de type 2 de
la forme x + 7 ot = (71, 22), avec z1,72 € PHQ) et [Q(z1) : Q] =
[Q(z2) : Q] = 2, et T est son conjugué.

Nous noterons Zp:(q),u la fonction zéta des hauteurs pour P*(Q) muni de
la hauteur absolue usuelle H. Cette fonction est définie, pour Re(s) > 2, par

1
Zpi(q)u(s) = Z

H(z)s"
zeP'(Q) (@)
Nous allons montrer le résultat suivant.
THEOREME 4.3. — Soient Zg = e 1 (V,.(Q)) — E(Q), Z1 = }(V1(Q)) et
Z =ZyUZ;.

Nous avons
1. Pour tout ensemble ouvert non vide U de Hilb?(P! x P1), le cardinal de
l’ensemble
{2 € U(Q)N Z | Hu-r q(2) < B}
est équivalent, lorsque B tend vers linfini, d

8 .
— Blog® B.
O
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2. Lorsque B tend vers l'infini,

8Zp1(Q)7H(6)

#{z € Z1 | Hy-1 q(2) < B} = )

B*? + O(Blog B).
3. Lorsque B tend vers l’infini,
#{z € HIb*(P' x P)(Q) — Z | H,-1 q(2) < B}
= ¢3Blog® B+ O(Blog*? B),

avec
1 9 7 7 1
0321(164'7() H <1—pg+p4_p7>
p premier
REMARQUE 6. — 1. La troisiéme partie du théoréme montre que la Conjec-

ture 2.8 est vraie pour Hilb?(P' x P1)(Q) avec pour ensemble exception-
nel 'ensemble Z, mince et dense. De plus, d’aprés la Proposition 4.2,
la constante c3 est exactement la constante de Peyre pour la variété
Hilb*(P! x P')q munie de la hauteur H -

, . ; Hile(Plel),Q. »
2. Comme nous l'avons déja remarqué au Paragraphe 2.4.1, la premiére

partie fournit un contre-exemple & puissance du log B dans la Conjec-
ture 2.8 forte (conjecture de Batyrev-Manin). Ce théoréme constitue le
premier exemple ot la conjecture forte est fausse mais ot l’on peut prou-
ver une conjecture affaiblie.

3. Si on considére le morphisme

@1: (Sym?P) x P! — Sym?*(P! x P!)
(m(z,y), 2) — w((x,2), (y, 2))
et son symétrique ps: (n(x,y),z) — 7((2,2),(2,y)), alors V1(Q) est
égal a
(1 (Sym® P1(Q) x PH(Q)) U p2(Sym* P(Q) x P1(Q))) N Vo(Q)-
Ainsi, V1(Q) est un ensemble mince de Sym* (P! xP)(Q) contenu dans
un fermé de dimension 3 de Sym*(P' x P'). La deuziéme partie ne
donne donc pas de contre-exemple a la puissance de B dans la conjecture
forte.
4. Revenons a motre probléme initial, l’étude de la répartition des points

quadratiques de (P! x Pl)q. Comme nous allons le voir dans la dé-
monstration (Théorémes 4.4 et 4.5), le cardinal de l’ensemble

{z=(z1,22) € P xP)(Q) | [Q(2) : Q] =2, H(21)H(22) < B}
est égal, lorsque B tend vers l'infini, a
coB® + O(B*1og® B),
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le terme principal étant donné par la contribution des points quadratiques
de la forme (x1,x2) ot l'un des x; est rationnel (points quadratiques de
type 1).

La fin de cette partie se concentre sur la preuve du Théoreme 4.3. La pre-
miere partie a déja été traitée dans la Proposition 2.11. En effet, la variété
(P! x P1)? est une variété de drapeaux généralisée, donc ses points rationnels
sont équidistribués sur tout ensemble ouvert non vide (Condition 2 de la Pro-
position 2.11). De plus, d’apres le théoréme de Schanuel sur P(lQ et la stabilité
de la constante de Peyre par produit, la constante associée a (P! x P1)2 est

()

De la méme maniére que pour Hilb? P2, le reste du théoréme sera déduit de
létude des points quadratiques de la surface P! x Pl. Nous étudions donc
maintenant la répartition des points quadratiques de type 1, puis de type 2.

4.3. Points quadratiques de type 1. — Intéressons-nous aux points quadra-
tiques de type 1, de la forme z = (x1,22) € (P! x P})(Q) ot 'un des z;
est rationnel et 'autre de degré 2. Notons

Ni(B) = #{(w1,22) e PY(Q) x PY(Q) | [Q(21) : Q] = 2, H(x1)H (w2) < B}.

THEOREME 4.4. — Lorsque B tend vers l'infini,

_ 87piqu(6)
¢(3)

Ce Théoréme suivant démontre le point 2. du Théoréme 4.3, étant donné la
relation

Ni(B) B® 4+ O(B*log B).

#{z € Z1 | Hy-1 q(2) < B}y = Ny (B'Y4).

Démonstration. — Nous avons
_ B
B = 5 #{m e PUQ) |1QM) Q) =2 Ho) < )
z2€P1(Q)
Or, d’apres [21, Théoreme 3],
#{r, e PHQ) | [Q(x1): Q] =2], H(x1) < B} = %BG + O(B4 log B).
Ainsi,
NB) = Y (836 +0< B, ( b )))
R (B H(z)® " \H(z)' *\H(z))))

z2€PH(Q)
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De plus,
log H = P! <H 1
S B g S PQ) [ S ) <ne)
z2€P1(Q) n=1
< Z loi(Qn)’
n=1

car
(14) #{z2 e PY(Q) | H(22) < B} = iB2 + O(Blog B).

((2)
d’apres le théoréme de Schanuel [19]. Donc la série du terme d’erreur converge

et
_ 8Zp1(q,u(6)

BS + O(B*log B).
(|
4.4. Points quadratiques de type 2. — Notons N(B) l'ensemble des points

quadratiques de type 2 de P* x P!, de la forme z = (z1,z2) € (P* x P1)(Q)
avec x; et o des points quadratiques de P!, et vérifiant

Le point x est de degré 2 si, et seulement si, les points x; et xo engendrent
un méme corps quadratique L. Nous avons donc

No(B) = Y #{(x1,22) € (P)*(L), Q(w:) = L, H(w1)H(x2) < B}.
[L:Q)=2
THEOREME 4.5. — Lorsque B tend vers linfini, Na(B) est égal a
7 7 1 .
816 + ) [ | (1 E =i p7) B*(log B)? + O(B*(log B)*/?).
P
Ceci démontre le point 3 du Théoréme 4.3, étant donné que
1
#{z € HIL*(P' x P)(Q) — Z | H, -1 q(2) < B} = 5NQ(BU‘*).

Pour la preuve du Théoréme 4.5, nous utiliserons une méthode semblable a
celle utilisée par Schmidt dans [21]. Commengons par étudier, pour tout corps
quadratique L et tout nombre réel B, le cardinal

(15) Nar(B) = #{(z1,22) € (P' x P)(L) | Q(w:) = L, H(w1)H(x2) < B}.

REMARQUE 7. — Dans la suite, les constantes implicites dans les notations
O, < ou > seront indépendantes du corps quadratique L. Pour tout nombre
réel u > 0, nous notons

log™ (u) = max{1,logu}.
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Soient
(16) cr, = M ot = hi Ry, 10g+(hLRL)
wiCL(2) Al " AL ’
avec
2r siAp <0 21 si A <0
YL = . AL = ! 7
8 sSiAL>0 4 siAp>0
et

1/4
(17) §;, = max {1, |A\L/|§ } .

Rappelons le résultat suivant, di & Schmidt, qui donne une version plus
précise du théoréme de Schanuel.

PROPOSITION 4.6 ([21, Théoréme 2]). — Soit L un corps quadratique. Alors,
lorsque B tend vers l'infini,

#{a e PY(L) | Q(a) = L, H(a) < B} = ¢, B* + O(c; B?)
et le grand O est uniforme en le corps quadratique L.

REMARQUE 8. — 1. Sia € PYL) et Q(a) = L est quadratique, alors le
discriminant de L vérifie

(18) A < 4H ()"
(borne de Silverman, voir [24, Théoréme 2] ).
2. Nous en déduisons que le cardinal de la Proposition 4.0 est nul st B < dyp,.
Ainsi,
(19) CL(SL = O(Cz)

Nous pouvons alors montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 4.7. — Soit L un corps quadratique. Le cardinal N> (B) de
l’ensemble

{(z1,22) € (P* x P)(L) | Q(z) = L, H(w1)H(22) < B}.
vérifie
1. si B< 5%, N27L(B) =0;
2. pour tout réel B > 62, Na.(B) est égal a
B x B
4¢% B*log (2> +0 (CLCL B* + (¢;)*B3log (2) + (02)233)
52 o0 52

et le grand O est uniforme en le corps quadratique L.
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Démonstration. — Dans cette preuve, les grands O seront uniformes en le
corps quadratique L.

Tout d’abord, si L est un corps quadratique et si y est un point de P*(L)
tel que Q(y) = L alors nous avons, d’apres (18),

| A L|1/4
> =
Hw) > =5

car la hauteur H est & valeurs dans [1;+oo[. Nous en déduisons la premiére
partie. De plus, en reprenant (15) nous avons

oL,

B
NerB) = Y #fueP@ian -1 10 <
z€PY(L), Q(z)=L
6L<H(w)<§
4 1 * D3 1
:CLB Z W—FO CLB Z H((E)S )

zeP' (L), Q(z)=L zeP' (L), Q(z)=L
5L<H($)<% 5L<H(I)<%

d’apres 4.6. Notons, pour tout entier naturel n et tous nombresréels M > N > 1,

1
Zr(n,N,M) = > )
z€P!(L), Q(z)=L
N<H(z)<M

Nous allons montrer que

B *
ZL(4,(5L,B/51) = 4CL log (2) + 0 <CL)
07 or,
et
(&5 * B *
Z1(3,00,B/6) =0 —=B+cplog| = ) +cL |,
oL, 07
ce qui démontrera la proposition. Posons, pour tout entier naturel j > 1,
ar(j) = #{z € PY(L), Q(z) = L, j — 1< H(z) < j}
et

J
AL() = ar(k).
k=1
Alors, d’apres la Proposition 4.6,

Ap(j) = coj* + O(c;5%)
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et, par ailleurs, pour M > N > 1 entiers naturels,

M

Zp(n,N,.M)= > EUZV

J=N+1zecP' (L), Q(z)=L

J—1<H (2)<j
M . M .
_ ar(j) a(j)
- Z gn +0 Z jn-‘rl
j=N+1 j=N+1

De plus, par la formule sommatoire d’Abel, pour tous entiers naturels n et
M>N =1,

Z ar(j) _ A (M) Ag(N) —l—n/M Ar(u) du

jn Mn Nn N unJrl

j=N+1

du

_AL(M)  AL(N) i /M crut + O(chu®)
- Mn Nn N un+1

_AL(M)  AL(N) /M 1 . /M 1
= =i Nn + ney, . w du+0O | e N py du | .

On en déduit que, pour tous entiers M > N > 1,

M *
Z1(4, Ny M) = 4cp, log () +0 (CL + CL)

N N

M
ZL(37N7M) =0 (CLM-FCLN-l-Cz—&-C*L]og (N))

En prenant maintenant M = |B/d.] + 1 et N = |dL], et d’apres la relation
(19) de la Remarque 8, on en déduit que

1 B cy
Z = 4cy, log () +0 <L>
2 2
€PY(L), Q(z)=L H(z) o1 o
SL<H ()<

1 Cy, B
Z zO(B—i—c*L—i-cj{log()).
H(z)3 ) 52
vepi (D), @)=z L) L L
L <H(2)<#

et

Les termes de la somme

> #H(wr,w) € (PYH(L), Q(z:) = L, H(w1)H(ws) < B}
[L:Q]=2
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sont nuls dés que |A|> > 16B%. On peut donc récrire

Na(B) = Z N, (B).
[L:Q]=2
|Ap|<4B?

On obtient alors

B
[L:Q]=2 L
|AL|<4B2

+0 (CLCLB‘l +(c})?B? + (¢;)*B% log (f))] .
oL, 07
Il reste & sommer des constantes arithmétiques sur l’ensemble des corps
quadratiques. Nous rappelons que le grand O est uniforme en L. Le calcul de
ces sommes repose sur des méthodes dont 'esprit est différent du reste de cet
article et est détaillé dans la partie 5. Nous énongons ici le résultat obtenu.

PROPOSITION 4.8. — SoientY > 1 et B > 1 des nombres réels.

7 7 1
1. Z 2 =2(n? + 16)H <1 - +g- 7) log(Y) + O(1).
(L:Q]=2 P poprop
[ALISY
9 9 1, 5 7 7 1 9
2. Z cLlog(5L):§(7r +16)H ==+ — = |log”(Y)
[L:Q]=2 P pmpr P
[ALISY

+O(logY).

cice
30> g L — 0((log Y)*/?).

(L:Ql=2
[ALIKY

4. ) (1) =0 ?logY).

[L:Q]=2
[ALIKY

N B B
5. Z (CL)Q log (5%) =0 (Yl/2 logY log <Y1/2) +yl/2 logY>,

[L:Q]=2
[ALISY

En prenant Y = 4582, cette proposition permet de montrer que

B
Z 4¢2 B'log <52>
(L:Q]=2 L
|AL|<4B?
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a pour terme principal
4.2 7 7 1 2 |y
4B*(w —|—16)H 1——=+—— =) |2log(B)log(B%) — - log™(B7) |,
. poptp 2
soit

1
8(n? + 16) H ( p7> B*log*(B),

avec pour terme d’erreur O( B4 log B) Finalement,

Na(B) = 8(n” + 16 <1 — - ]97) B'log® B + O(B*(log B)*/?).

5. Estimations de sommes arithmétiques

L’objectif de ce partie est de démontrer la Proposition 4.8 que nous avons
laissée en suspens dans la preuve du Théoreme 4.3. Nous commencerons par
évaluer une somme faisant intervenir des fonctions L de Dirichlet. A partir de
celle-ci, nous en déduirons les estimations qui nous intéressent.

5.1. Une somme de fonctions L. — Les corps quadratiques sont paramétrés
par leur discriminant, entier (relatif) A vérifiant I'un des deux cas suivants :

1. A=1 (mod 4) et A # 1 est sans facteur carré
2. A=4A’; A’ =2 ou 3 (mod 4) et A’ est sans facteur carré.

Nous noterons D l’ensemble des tels entiers A et, pour Y un nombre réel
strictement positif, DT (Y) (respectivement D~(Y')) désignera ’ensemble des
entiers A € D tels que 0 < A <Y (respectivement —Y < A < 0).

Nous considérons, pour A € D, le caractére ya: n — (%), ou (%) est le
symbole de Kronecker défini par les conditions suivantes :

1. Pour p > 2 premier, (%) est le symbole de Legendre;
2. (%) =0 si n divise A}
A 1  siA=1 (mod 8)
3. (9) = .
1 si A=5 (mod 8)
A 1 siA>0
-1 siA<O
5. n— (%) est totalement multiplicative.

Le caracteére xa est un caractére de Dirichlet primitif modulo |A|.
On peut alors considérer la série L de Dirichlet associée

2= 55 (8)
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définie sous cette forme pour Re(s) > 1 et se prolongeant en une fonction
entiere a C.
On définit maintenant, pour a,s € C,

L(s,A)?

:t _ b)

SHsaY)= D, L(a,A)2’
AeDE(Y)

oll §7(s,a,Y) (respectivement S~(s,a,Y)) est la somme portant sur D+ (Y)
(respectivement D~ (Y')). Nous souhaitons montrer la proposition suivante,
donnant une formule asymptotique de S*(s,a,Y), lorsque Y tend vers l'in-
fini.

PROPOSITION 5.1. — Soient s = o+1i71 et a = a+1if deur nombres complexes,
avec o, T,a, 8 des nombres réels tels que 7/8 < 0 < « et a > 3/2. Alors, pour
tout § > 0,

S*(s,a,Y) = c(s,a)Y + O (Y% max{13_8"=9‘4"’3}+5>

avec
(20)

=S5 1 (205

premier
1 1 1 + 1 4 1 + 3
+ p) \pre T patars) T pets Tpms T ) |

De plus, la constante implicite dans le O ne dépend que de 6, et o.

En particulier, lorsque s = 1 et que a = 2, nous obtenons I’estimation
suivante, que nous utiliserons dans la suite.

COROLLAIRE 5.2. — Pour tout 6 > 0,

L(1,A)? 5
Jmiz =12y +0(viF),
AED*(Y) ’

avec

c(1,2) = (@ H (1-Tp 24+t =p7).
2
P
Démontrons maintenant la Proposition 5.1. Dans toute la démonstration,
les constantes implicites dans les O, ou les symboles < et >, ne dépendront
que de §, @ et 0. La démonstration s’inspire du travail de Schmidt [21, Annexe]
pour 'estimation de
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Nous introduisons ici un parametre Z > 1, qui sera choisi plus tard en fonction
deY.

LEMME 5.3. — Pour tout Z > 1, tout A € D, tout s = o + i1 et tout § > 0,
dn,Z) (A
L(s,A)? = —_— [ =
o= 3 B (D)
n<Z?

+ 0(2720 |A|1+5 + Z*QUJrl |A|1/2+5 + Z—o—+5 |A|1/2+5 )’
ot d(nv Z) = #{(711,712) € N? | nm < Z, ng < Z etning = n}

REMARQUE 9. — Sin < Z, alors d(n,Z) = d(n), le nombre de diviseurs

)

positifs de n. Dans tous les cas, d(n,Z) < d(n). De plus, la fonction n — d(n)
est multiplicative et vérifie, pour tout n > 1 et tout nombre réel § > 0,

d(n) < n®
(voir [1, Théoréme 13.12]).

Démonstration. — Nous avons, d’apres [21, Lemme 16, page 372],

L(s,A) =Y ni (j) +O(Z77 A,

Alors
2

1 /A
+0\|z° |A|1/2+5 Z = <n> + 72 |A‘1+25

n<”z
De plus,
2
w(@) -2 %2 6)
ns \n o ns n
n<Z n<Z?2
et
1 /A 1
YD)«
nan n ngzn

Z—°*1  sinon

< Z0 4zt 0

{logZ sioc>1
<
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Dans la suite, p désignera la fonction de Mobius. Nous avons alors, pour
tout A € D et tout a = o + i3,

o0 A
-1 _ —a
L(a,A)™" = E w(m) <m> m~ 7.
De plus, si a > 1,
L(a,A) > C(a) > 1

(voir [21, Lemme 16]). Nous pouvons donc récrire la somme S*(s,a,Y’), pour
o > 1, sous la forme

SHear)= 3 3 AAMRO ()

n<Z2m 21 AEDE(Y)

0| D (27 A 4 272 A 4 gt A )
INES%

et donc

stsay)= Y 3 X m);;(@ T (nfng)

n<Z2m, 21 AEDE(Y)
(21) + O(y2+5z—20‘ + Y3/2+5z—20‘+1 + Y3/2+5z—0’+5) )

Nous allons maintenant séparer le terme principal en deux parties, selon que
I’entier nm# est un carré ou non. Nous noterons donc

(22)  Sg(saY.Z)= > d(ZLZ)”(&’;ﬁE) 5 ( % >

n<z? AEDE(Y)
m>1
nm{ non carré

et

+ (m)p () A
(23 SEavizy=Y Y ¢ DY (u
u=1l pgz? AeDE(Y)
m,£>1
nml=u

2
Commencons par la contribution des nmf non carrés (22).

LEMME 5.4. — Pour tout s = o + it, tout a = o + i3 avec o > 5/4 et tout
d >0,
Séz(s, a,Y,Z) < YV? 4 Y12 7-20+5/243,

Démonstration. — D’aprés [21, Lemme 15], pour tout entier £ > 1 qui n’est
pas un carré et pour tout § > 0,

Z <?) < £I/4+5yl/2.

AeDE(Y)
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De plus, d(n, Z) < n’ pour tout § > 0. Ainsi nous obtenons
1 1
+ 1/2 | - . - -
Si(s,0.Y,2) <YV2 37 no—1/4-25 > (mb)a—1/4=3"
n<Z? m =1
Nous avons

=, no—1/4-26 7720+5/2+6 i o < 5/4

1 1 si o > 5/4 et § assez petit
> <

<1+ 7—20+5/2+35

et
2
1 1
Z a—1/4—6 Z a—1/4=3
m,£>1 (mf) / m21 (m) /
<1
car a — 1/4 — § > 1 pour § suffisament petit. a

Passons a la contribution des nml carrés (23), donnant le terme principal de
I’estimation.

LEMME 5.5. — Pour tout s = o + i1 avec o > 1/2, tout a = a + i3 avec
a>3/2 eto<aettoutd >0,

SE(s,a,Y,Z) = c(s,a)Y + O(Y ZY/27040 L y1/272-2040 1 y1/2)
ot ¢(s,a) est la constante donnée dans la Proposition 5.1.
Démonstration. — Nous noterons ¢ 'indicatrice d’Euler et
3/8 siw est impair;
wu) = % STwetin
1/2  si u est pair,

comme dans [21, p. 370]. D’aprés [21, Lemme 15|, pour tout entier u > 1 et
tout Y > 0,

> (UAQ>=U11/)(U)90(U)( i M(Q)q2)Y+O(uY1/2).

AeDE(Y) :)1 .
)=

De plus, ¢(u) < u, donc

upu)e(u) D plg)g? < 1.

1
(2u,q)=1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



742 C. LE RUDULIER

Nous obtenons donc, en utilisant la Remarque 9,

Sé(s,a,Y,Z):Yiw i 1(a) $ d(n, Z)p(m)u(t)

2 s a
u=1 q=1 n<Zz? n (mﬁ)
(2u,q)=1 m,0>1
nml=u?
= 1
9] Y1/2

R RS0 Sy
u=l  ngz?
mf>1
nml=u?

En séparant les cas n < Z et Z < n < Z2, on obtient
Sg(s,a,Y,2)
— Y(we(u) o~ plg) d(n)p(m)p(f)
= Y —_—

Z u Z 2 Z ns(mf)a
u=1 q=1 n,m>1
(2u,q)=1 nml=u?

— Y(we(u) o~ pl) d(n)p(m)u(f)
YZ u Z 2 Z ns(ml)e
u=1 q=1 n>Z7z
(2u,q)=1 m,£>1
nml=u?

1
+0 YZ Z noe-— 6m€ —i—Yl/QZU Z na—&(me)a

u=1 z<ng 22 =l ngz?
m>1 mf>1
nm,é:u2 nml=u?

En regroupant tous les termes dépendants de Z dans le grand O, on obtient

Sé(s,a,Y,Z)
2 h(u)p(u > d(n)u(m)u(l
:Yz_:l ()f() Z; &;}) z; (git((mg))li()
(2u,q)=1 n;;"év:i%

(24)  +0 YZ > e Y”QZu > W

u=1l n>Z = ngZQ
m,>1 m,>1
nmé=u? nml=u?
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Vérifions maintenant que le nombre multipliant Y dans le terme principal
de (24) est bien la constante c(s, a) (20). Exprimons donc

sous la forme d’un produit eulérien. On a (voir [21, p. 374]) pour tout u > 1

¥(u) i ulg) _ L H 1— 1 B
q=1 q2 2<(2) p premier p2 .
(2u,9)=1 plu

De plus, la fonction arithmétique

() 1\ d(n)p(m)pu(l)
wenf0 T 0-5) 2 S

p premier n,m,{>1

plu nml=u?

est multiplicative. Nous pouvons donc écrire

- " 1\ " d(n)p(m)u(l
e £33 e

p

Par ailleurs, les termes de la somme

d(n)p(m)p(l)
n,mZ,Z>l ns(me)e
nml=p3"

sont nuls sauf si (m,?) € {(1,1),(1,p), (p,1), (p,p)}. Nous avons donc
3 dm)p(m)u() _ dp™) ., dp*) d(p®?)

ooy ns(ml)e — (p?")s (p2r—1)spa | (p2r-2)sp2e
nml=p3"

_2r+1 2r 2r — 1

= p2rs - p(2r—1)spa + p(2r—2)sp2a

Lt ? . 1
- % T - pa—s +1- p2(a75) ’
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Maintenant,

=1 1\’ 1
e A +1-—
p2rs pa=s p2(a—s)

r=1

(oA 1 4 1 3
=\ pra ¥ opars) T pats b T )

Ainsi, la constante du terme principal de (24) est égale a

SO (-5 ()

premier
1 1 1 1 4 1 3
T\ ) e T T et T T ) )

Pour terminer la preuve, il nous reste a calculer le terme d’erreur dans (24),
a savoir

YE, +YY2E,

ou

oo

s 1 1
Bi=) ) e O B=v ) s

u=1 n>Z u=l  pgz?
me>1 m,e>1
nmi=u? nmb=u?

Nous avons, pour ¢ > 0 suffisamment petit,

B, < Z (mé)faﬂ»crf& Z u720+25

m, 21 u>vVmlZ
ml|u?

< Z (mg)—a-i-a—&( mfZ)l_Q‘H—%
m,£>1

< Z1/2—0+6 Z (mg)l/Q—a

m,0>1
< Zl/2—0+s

puisque o > 1/2 et « > 3/2. Enfin,

By < io: u172a+26 Z (mg)crfafﬁ

u=1 m,>1
mi|u?
mezu?)Z?
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Nous aurons besoin de ’estimation suivante : pour tout nombre entier u > 1
et tout § > 0,

#{(m,0) € N?, ml | u} < d(u)® < u’.

Puisque ¢ < «,

#{(m, 0),ml | u?} -1 siu< Z
Z (mf)a_a_é < N o—ams
m,e>1 #{(m, ), ml | u?} - (%) siu>Z
mi|u?
m€>u2/Z2
u’ siu< Z
< Z2a72o—+26u2072a+5 siu> 7.

Donc, pour 6 assez petit,

EQ < § u1—20+35+Z2a—20+26 § u1—2a+35

u<Z u>Z
< max{l, Z2—20+6} + Z2—2U+6
< 7270 4, O

D’apres les Lemmes 5.4 et 5.5 et la relation (21), nous déduisons que, pour
tout s = o + 47 avec 0 > 1/2, tout a = a + if avec a > 3/2 et 0 < « et tout
0 >0,

Si(S, a7y) — C(S,G)Y +0 (Y2+5z—20 + Y3/2+5z—20+1 + Y3/2+5z—<7+6
+ Y1/2 + Yl/2z—20’+5/2+(5 4 Yzl/2—0'+5 4 Yl/2z2—2o’+6) )
Posons alors Z = Y2/3 pour obtenir
51(57 a,Y) = c(s,a)Y + O (Ymax{13/6740/3+6,3/2720/3,1/2}) '

Ceci clot la démonstration de la Proposition 5.1.

5.2. Démonstration de la Proposition 4.8. — L’estimation de la Proposition 5.1
nous permet maintenant de démontrer la Proposition 4.8 donnant certaines
sommes arithmétiques dont nous avons eu besoin pour la preuve du Théo-
reme 4.3.

Nous reprenons les notations (16) et (17). On considére un corps quadratique
L, de discriminant Ayp.

1. D’apres le Corollaire 5.2 et en utilisant les égalités

(25) AIBL 1A e G@) = CRILE,A),

wy, ‘AL‘
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on obtient :

L(]-v AL)z

C% = (Wi)26(2)72 ‘AL‘ L(Q,AL)Q !

Par la formule sommatoire d’Abel, on en déduit que

Z 2 = (v%)? (0(172)Y+O(Y5/6+5)

2
ALeDE(Y) C(Q) Y
Y 5/6+6
+/ c(1,2)u—|—20(u ) du)
1 U
(26) - (Wi)j c(1,2)logY + O(1).
¢(2)
2. Remarquons que le seul discriminant Ay tel que §; = 1 est Ay = —3.

Ainsi, d’apres (26) et une transformation d’Abel,

Z 2 log(6%) Z 3 log ( . |2A|L> +0(1)

ALEDE(Y) ALeDE(Y)

(cg log(Y) + O(1)) log <\/2?>

_ /Y % log(g) +OM) 4o+ 0(1)
1 u

1 1

= icg log?(Y) — Zcét log?(Y) + O(log ).
1

= Zc(ﬂf log?(Y) + O(log ).

3. D’apres le théoreme de Siegel (voir [13, 23]), hp Ry, < |AL|, donc

CECL (hLRL)3/2

oL wpCn(2) AL

1
2

(logY)

1

- ( hLRy > y L(1,Ar) 1o )

N TSN

[N
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toujours d’apres les relations (25). Ainsi, d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et (26),

> 4

ALEDE(Y) or
PRy ) A2\
LRr AL i
< Z 3 Z — | (logY)z
/2 2
ALeDE(Y) ‘AL‘ ALEDE(Y) L(2’AL) |AL|

2

1
< E —— | (logY?)(logY)?
Nt |AL
LEDE(Y)

< (logY)3/?

en reprenant, pour le terme central, le calcul du premier point de cette
démonstration.
4. Etant donné que log™ (hyRy) < logY pour Ay € D(Y) et que

Z hiRy < Y3/?
Arp €D+ (Y)

(voir [21, p. 362] par exemple), la formule sommatoire d’Abel donne

> (h)? <YV logY.
ALEDE(Y)

5. On utilise le résultat 4 et une sommation d’Abel, de la méme maniere
qu’au deuxieme point de cette démonstration.
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