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BLOCS DE CHIFFRES DE TAILLE CROISSANTE
DANS LES NOMBRES PREMIERS

PAR GAUTIER HANNA

RESUME. — Dans cet article, nous démontrons un théoréme a la Mauduit et Rivat
(théoréme des nombres premiers, principe d’aléa de Mé&bius) pour des fonctions qui
comptent les blocs de chiffres dont la taille grandit lorsque la fonction tend a ’infini.
Ces suites ne sont pas automatiques. Pour obtenir nos résultats, nous contrélons des
sommes de type I et I et utilisons une version améliorée de la propriété de propagation,
ainsi que des méthodes classiques d’analyse harmonique.

ABSTRACT (Blocks of digits of increasing size in primes). — In this article, we prove a
theorem & la Mauduit et Rivat (prime number theorem, Moebius randomness principle)
for functions that count digital blocks whose length is a growing function tending to
infinity. These sequences are not automatic. To obtain our results, we control sums of
type I and IT and use an adapted and refined version of the carry propagation property
as well as standard methods from harmonic analysis.

1. Introduction

Dans [5], Gelfond fournit lestimation asymptotique du nombre d’entiers
en progression arithmétique dont la somme des chiffres est dans une classe
de congruence fixée. Il termine son article par une série de questions, dont
celle de l'estimation du nombre de nombres premiers inférieurs a = tels que
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s¢(p) = a mod m, o s4(-) désigne la somme des chiffres en base ¢ (g étant, et
sera pour tout cet article, un entier supérieur ou égal a 2), et a et m deux en-
tiers presque quelconques (une obstruction naturelle pour a et m, conséquence
d’une généralisation de la preuve par 9, apparait). Dans [14], Mauduit et Rivat
arrivent a estimer cette quantité pres de 40 ans apres que cette question fut
posée.

Peu de temps aprés la parution de [14], Kalai, dans [11], a posé une question
qui peut s’apparenter a une extension de la question de Gelfond : il s’agit de
montrer un théoréme des nombres premiers pour une suite liée & une somme
partielle des chiffres d’un entier. Green [7] répond partiellement & cette ques-
tion, puis Bourgain [2] en s’inspirant des travaux de [14] compléte la réponse de
Green. Cette question possede une généralisation naturelle également proposée
par Kalai [12]. Cette généralisation consiste a démontrer, si u est la fonction
de Mdébius, P € Fo[X7y,...,Xn] de degré inférieur & polylog (N) (le degré est
ici le nombre maximal de variables entrant en compte dans un monome, le po-
lylog une puissance quelconque du logarithme), et si pour tout entier n < 2V,
eo(n),...,en—1(n) désignent les N premiers chiffres de n en base 2, ¢ étant
le chiffre des unités (les chiffres au-deld de N sont nécessairement nuls, il n’est
pas utile de les marquer) que

(1) Y un)(=1)7" =o(2Y),

n<2N

(2) P(n) := P(ep(n),...,en—1(n)).

Avec ces notations, puisque sa(n) = P(n) avec P(Xi,...,Xn) = >, X;,
on voit bien que cette question peut étre pergue comme une généralisation
de celle de Gelfond. La premiere question de Kalai concernait les polynomes
de degré au plus 1, la seconde s’intéresse aux polynomes de degré stricte-
ment plus grand que 1. Un exemple de polynéome de degré 2 est donné par
P(X1,...,Xn) =Y, XiXip1 et f(n) := (=1)P( engendre alors la suite de
Rudin-Shapiro. Dans ce cas, Tao [12] a esquissé une démonstration de (1) sans
terme d’erreur explicite, et Mauduit et Rivat [15] en utilisant la méthode qu’ils
ont développée dans [14] ont fourni un terme d’erreur explicite. De plus, Mau-
duit et Rivat ne se contentent pas de regarder la suite de Rudin-Shapiro, mais
une classe de suite (e(aa(n))),>0 o e(x) := exp(2inz), a € R\Z et (a(n))n>0
est une suite liée aux comptages de blocs en base 2, ce que Mauduit et Rivat
nomment suites de Rudin-Shapiro généralisée.

Dans [9], les résultats de [15] ont été étendus dans le cas out (a(n))n>o est
une suite B-récursive possédant certaines propriétés peu restrictives. Les suites
B-récursives généralisent les suites bloc-additives (parfois nommées suites digi-
tales) [1, Section 3.3], [3] dans le sens ol cette fois-ci il est permis de compter
les blocs 0---0. En particulier, dans [9], les résultats de [15] ont été étendus
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a toutes les suites comptant les blocs, que ceux-ci soient connexes ou non (le
bloc 1% 1% 00 est non connexe) en base ¢ quelconque. Les résultats de [15] et
de [9] concernent des suites qui sont automatiques, et de ce fait sont impliqués
par [16].

Une explicitation des calculs effectués dans [15] et [9] permet de montrer
qu’il existe deux constantes absolues strictement positives Cy et Cs telles que

(3) S pm)(—1)PY ™ « NON N te(55) (v o),

n<2N

avec Py(X1,...,XnN) = ZiSN—,B-H P(X;,...Xitp-1) et P un polynéme &
[-variables vérifiant une non-trivialité proche de celle réclamée aux suite S-
récursives, pour plus de précisions voir [8, Théoreme 0.4.1]. En particulier le
terme majorant de (3) reste o(2V) pour B < log N/log2, degré tout a fait
acceptable dans 'optique de la conjecture de Kalai. La conjecture de Kalai
s’inscrit dans I’historique de la conjecture de Sarnak (voir [16] pour plus de
références a ce sujet).

Une extension naturelle de ces résultats consiste a s’intéresser a la méme
question, mais pour des suites liées aux comptages de blocs de taille croissante.
Si nous notons a présent P : N — N non plus un polynéme mais une application
croissante, il convient de s’intéresser a

(4) ap(n) =Y €y p(r,m)(n) - ei(n)

i>0

ou

(5) Ty(-) == [log(-)/logq]
indique 'indice du dernier chiffre non nul dans I’écriture en base q.

En base 2, ap(n) compte les blocs composés de P(T»(n)) ‘1’ consécutifs;
si P est la fonction constante ceci correspond a la suite (bg(n))n>o introduite
dans [15]. S’il était possible d’utiliser la méthode de Mauduit et Rivat pour
P(x) = x; puisque celle-ci fournit un résultat d’équirépartition [15, Corollary
2], une conséquence serait que la moitié des nombres premiers seraient des
nombres de Mersenne (voir Partie 11 pour plus de précision). Dans cet article,
nous montrons que la vitesse P(y) < logy/ log q est admissible en démontrant le

théoréme suivant (ici et dans le reste de 'article, la constante implicite dépend
de q) :

THEOREME 1.1. — Soit P une fonction croissante, positive, et d valeurs en-
tieres pour laquelle il existe une constante strictement positive ¢ < 1/logq telle
que P(y) < clogy pour tout réel y assez grand. Alors uniformément en ¥ € R :

6) |3 A(m)fe(n)e(9n)| < ci(q)(logx)* 5 ag s (a5 ) LEEED),

n<z
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avec

2
log (qP(k) -8 (sin %) >

P(k)logq ’

(7) vp( k) =11~

ot A est la fonction de von Mangoldt, fp(n) = e(aap(n)) et

_q_w(a)
ci(q) = ¢/ max ((logQ)B,T(Q)1/4) (logg) ™%~

De plus ce théoréme reste valable avec u en lieu et place de A.

REMARQUE 1.2. — Si P(z) vérifie les conditions du théoréme, alors le majorant
de I’équation (6) est o(z) si  — oco. Pour plus de détail, nous laissons le lecteur
se reporter a la remarque 9.1

Si @ = 1/2, fp n’est pas automatique (voir Partie 10), de sorte que les
résultats de cet article ne sont pas impliqués par [16].

2. Notations

Pour des raisons techniques nous ne regarderons pas la suite (ap(n))n>o0
mais une application ap : N x N — N a deux variables définie par :

(8) ap(x,y) =Y €iypgy) (@) e(x).

i>0

Nous définissons alors pour p un entier, agf)(x,y) := ap(x mod ¢*,y). Avec

ces définitions, nous avons ap(n) = ap(n,Ty(n)) et agf)(n) = agf)(n,Tq(n)) =
ap(n mod ¢, T,(n)), en rappelant que T, est définie par (5).

Si a est un nombre réel, nous définissons fp(z,y) := e(aap(z,y)), fr(n) :=
fr(n,Ty(n)), ete. Nous définissons également pour 0 < p; < po des entiers

I @) = fE e y) ) ().
Il s’agit d’une fonction doublement tronquée qui jouera un role crucial dans les
estimations des sommes de type II.
Si po, 2 et m sont des entiers tels que po < p2, nous notons r,, ., (1) U'entier
u tel que n = kg2 + ugh® + (n mod ¢0) et 0 < u < gh2—Ho,

REMARQUE 2.1. — La fonction vp définie par (7) intervient dans le contrdle
de la transformée de Fourier de fp. Ainsi, tout comme dans [15, equation (25)]

nous avons uniformément en ¢t € R
2

1 _
1= Y o > feug k)e(—u(h +1))| < g*2rOk)
0<h<g* 0<u<qg*
et donc vp(\, k) < A/2.
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3. Panorama de la preuve

Depuis [15], une stratégie naturelle pour prouver un principe d’aléa de Mo-
bius pour une fonction définie sur les chiffres est de vérifier les définitions de
Mauduit et Rivat [15, Definition 1 — 2]. S’il est possible dans notre cas, en
ajustant les idées de [15], d’obtenir [15, Definition 2], en revanche, dés que P
n’est plus constante, il est impossible d’obtenir I'autre condition.

En effet, si T est tel que P(7) # P(7—1), alors, pour n et p tels que Ty(n) = 7
et n mod ¢” < m, nous avons alors P(Ty(n)) = P(7) # P(T,(n mod ¢”)). Ceci
veut dire que le nombre de chiffres considérés dans nos comptages de blocs pour
n et n mod ¢” n’est pas le méme et on ne peut pas espérer de simplification
dans l'expression ap(n) — ap(n mod ¢?). Il n’y a donc a priori aucune raison
de pouvoir controler le nombre de [ tels que

ap(lq® + k1) —ap(l¢™ + k1 + k2) # ap((l¢" + k1) mod ¢°)
—ap((1¢" 4+ k1 + k2) mod ¢”)

si 1" est “beaucoup plus grand” que ¢”. Il devient nécessaire de reprendre en
profondeur les arguments de [15] pour espérer obtenir un résultat.

L’obtention du [15, Theorem 1] se fait a ’aide de I’étude des sommes de type
I et de type II. L’adaptation de la technique utilisée dans [15] pour controler
S1, la somme de type I nécessite la définition suivante : pour n un entier en
considérant I’écriture n = u + vg" avec 0 < u < ¢*, en posant Ty(n) = [, et
w = v mod ¢°, nous introduisons n’ = u + wq”® + ¢"*?|¢"=*]. Cette introduc-
tion permet de séparer l'information digitale de l'information multiplicative,
ingrédient primordial dans la méthode de Mauduit et Rivat.

Pour S;;, lintroduction de la fonction doublement tronquée nécessite le
Lemme 6.3, qui dit que si m et n sont des entiers, et m’ et n’ des petites per-
turbations de ces entiers, alors les produits respectifs auront le méme nombre
de chiffres. Il y a (au moins) deux maniéres différentes de démontrer ce lemme,
I'une consistant en [’étude de la série de Fourier de la fonction
T4(-) == [log(-)/logq], et elle nous a été suggérée par Olivier Robert, I'autre
consiste & reprendre certaines idées évoquées dans [4, Lemma 3.5], et nous a
été fournie par Thomas Stoll.

Ces introductions faites, plusieurs difficultés surgissent, mais leur résolution
est plus de l'ordre de la technique et se fait a travers 'utilisation de résultats
classiques (Kusmin-Landau, comportement en moyenne de la fonction 7, etc.)

Cet article est présenté comme suit. Les Parties 4 et 6 sont dédiées a la
collecte de résultats utiles, respectivement, au traitement des sommes de type I
et de type II. Ces résultats sont de différentes natures (analytiques, digitaux et
harmoniques) et leur démonstration est assez différente du schéma global de la
preuve principale : les inclure nuirait a la compréhension structurelle du traite-
ment des sommes. Dans la Partie 5 nous exercons un contréle sur les sommes
de type I, et dans la Partie 7, sur les sommes de type II. Dans la Partie 8 nous
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réunissons les résultats des Parties 5 et 7 afin d’obtenir le Théoreme 1.1. Dans
la Partie 9, nous réunissons les différentes contraintes obtenues sur la fonction
P dans les parties précédentes afin de déterminer une croissance possible de
P. Nous obtenons notamment que pour toute fonction & valeurs entieres P,
telle qu’il existe une constante strictement positive ¢ < 1/logq satisfaisant
a P(x) < clogz pour tout réel z, la fonction fp(n) = e(aap(n)) vérifie un
théoreme des nombres premiers et un principe d’aléa de Mobius pour tout «
non entier. Dans la Partie 10, nous montrons que les résultats présentés ici ne
découlent pas de [16] dans le sens ot les suites traitées dans cet article ne sont
pas automatiques. Enfin, dans la Partie 11, nous montrons que les résultats
obtenus sont optimaux. Dans tout cet article, P désigne une fonction a valeurs
entieres.

4. Travail préparatoire pour les sommes de type I

L’essentiel des résultats présentés ici servent a la Partie 5. Le Lemme 4.2 sert
aussi a la Partie 6, il est de nature digitale. Le Lemme 4.3 releve de I’analyse
harmonique.

L’énoncé du lemme suivant est le résultat final d’un (assez) long calcul voué
a apparaitre plusieurs fois dans la Partie 5.

LEMME 4.1. — Soient u, v, ¢ > 2 et d des entz’ers Soit M un entier tel que
g*TL < M < g* et kq un entier tel que 1 < kg < (,u—|—1/) et gt < M?/d? <
q"¢. Considérons enfin p1,h,u des entiers tels que 0 < p1 < pu+ v — Kq,
0<h<qgfet0<u<qg® ainsi que ¥ un réel. Nous posons pour | un entier
quelconque

rapra( ) = o S FE (g + g g g )
w<qp1
h
1(3ﬁd+91)(qud + qﬁd+p1 qu/qp1J)€ (_q:j) ,
et, si (k,m) désigne le pged de k et m :
S(M,d,1)
1 u’ uk’
SID S ED S ID DI EFoR o |
0<h<glt M <m/<c M 0<k’'<m' |0<u<g™d
¢ (K" .m’)=1
Alors
|S(M,d,1)| < (log q)g”/>*".
Démonstration. — Nous assemblons des parties éparses de la démonstration

des sommes de type I de [15].
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Pour commencer

(9) Z Z

1
Z — < logq,
Mgm’<M m

donc par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous avons
|S(M,d,])|* <
2

! !
(IOg Q)qpl Z Z Z Z cnd’Pl,l(Uﬂ h)e <_(;:149rl’ + Zf/)

0<h<qgr1 M L <m’ <1\dJ 0<k’<m’ |0<u<qrd
(k';m")=1

Nous utilisons alors I'inégalité du Grand Crible pour affirmer
K M2
|S(M, d,1)* < (logq)g™ > ( a4 d2> > lenapnalu, b))
0<h<gr1 0<u<q"d
Cependant, par orthogonalité des caracteres,

Kd+ K K
Z |Csarpor i (s )P = qu Z ‘f ¢ pl)(wqd—kq”pqu/q’“J)‘

0<h<gr1 0<w<gPt
| plratp1) Kd Ka+p1| Al 7 ,P1 2
fr (u+wg"™ +q lq'/q™*])

qui vaut 1 par définition de fp. Ainsi
2 M?
IS(M, d,1)|” < (log ¢)g™ (q“d + d2) g™,

et comme ¢®¢~t < M?/d? < g™ le résultat est obtenu. O

Nous démontrons & présent un pendant de la propriété de propagation [15,
Definition 1].

LEMME 4.2. — Soient p, X et k des entiers tels que P(\+r+1) < p et p < 3.
Soit B I’ensemble des | tels que 0 <1 < ¢* et tels qu’il eviste 0 < ki, ko < ¢~
tels que

ap(lq” + k1 + k) — ap(lg” + k1) # alS P (1g" + ky + k) — al5 7 (1g" + ky).

Alors
4B < qA—p+P(A+n+1)'

Démonstration. — Nous rappelons qu’ici a priori
0¥ (n) = 3" €17,y (n mod ¢°) - €3(n mod )
i>0
7é Z 61+T (n mod qP)(n mod q ) (n mod q )
>0
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Commengons par montrer que le nombre de [ < ¢* tels que T, (1g"+k1+k2) #
Ty(lg"™ + k1) est majoré par A+ 1. En effet, cela n’arrive que s'il existe un m
satisfaisant a l¢" + k1 < ¢™ < 1q" + k1 +ko. Ceci implique 0 <[ < ¢ " <142
et doncl =qgm " —1sim>retl=0sim < k. Les valeurs de [ possibles
sont donc {0,q —1,¢% — 1,...,¢* — 1} soit A + 1 valeurs.

Nous pouvons & présent supposer que Ty, (Ig" + k1 + ka2) = T, (1" + k1) quels
que soient [, k1, k2. Des techniques classiques sur les retenues (voir par exemple
[15, Section 11] ou [9, Proposition 4.2]) montrent qu’alors, & y fixé, le cardinal
A estimer est O(¢g*~?TP®)) nous exploitons la croissance de P pour affirmer

#B < q)\fp+P(A+li+1) +)\+1

et nous concluons la preuve en utilisant p < 3\/4. g

LEMME 4.3. — Soient | > 0 et k des entiers tel que P(k +1) < I, alors
uniformément ent € R :

> fr(ug®, Ty(ug™))e(—ut)| < g7,

ql—lgu<ql
avec
2
log (qP(m-‘rl) -8 (sin WH;‘”) )
10 l =1 .
(10) k) P(k+1)logqg
Démonstration. — Nous commencons par remarquer que, & & fixé, T, (ug"®)

est constante sur ¢~' < u < ¢! et donc P(T,(ug®)) = P(k + 1 — 1). Soit
donc 8 = P(k+1—1) et V, le u-iéme vecteur généalogique lié & la fonction
B-récursive a(n) = > € 4p(n)---€(n) ([9, Définitions 2.1 et 5.4]); alors, de
maniere similaire a [9], nous obtenons

l
rla\?\ Pk +1)
> fr(ug” Ty(ug™)e (~ut)| < (qp<l+“>—8(sin|4”) )P( o

¢~ 1 <u<g!

ce qui acheve la preuve. O

5. Sommes de type I
Soient M et N des entiers, 1 < M < N tels que
(11) M < (MN)?
et 1 et v les uniques entiers tels que ¢! < M < gt et ¢ 1 < N < ¢~.
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Soient également ¥ € R et [ := I[(M,N) C [0, MN] un intervalle. Nous
posons alors

(12) Sy =Y > fe(mn)e(dmn)|.

M/q<msM mneln(:]\/[,N)
THEOREME 5.1. — Soit P tel que
1
(13) Plu+v+1)<~yp (3(u+l/),u+y>,

alors nous avons uniformément en ¥ € R :
S1(9) < (n+v)*(log q) gt =37 Glrtv) i),
ot vp(k,l) est définie en (7).

Démonstration. — En suivant la preuve de [15], c’est-a-dire en réécrivant la
somme intérieure et en posant

_ k ptv
sw- ¥ Lyl s (<)

M/q<m<M 0<k<m 0<l<grtv

nous obtenons [15, equation (31)] :

(14) S1(¥) < ¢"t¥ log g" T (glaﬁ: S}(ﬂ')) .
‘e
Pour tout
2
(15) 1<k < = (n+v),

-3
nous introduisons 1 < p < p+v—k, que 'on choisira explicitement par la suite.
En écrivant | = u + vg®, on obtient, si W, := {u,v : fp(u + vg®)fp(vg®) #

FO (w4 vgr ) W) (vgr)}

It
o= i ¥ gele (- )
[<qu+v
1 vt 1
16 = — vg ( ) il
( ) ql'H*V*N ,U<q“Z;V pr( ) qM+V K qn
. o p(R ut
YT (e vg) ) (vg)e (— W)
u<qg” q
vt ut
) tm X fere (- - )
(u,0)EW,

| folu+vg) Fr(0a) = £ (w+ vg) 15 (0g7)]
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On rappelle qu’ici

1(3'€+p)(n) =e <aap (n mod ¢*t*, Tq(n)>> .

Nous incorporons (16), qu’on nomme G, 1(t), et (17), qu’on nomme Gy 2(t),
dans S7(9) avec la valeur k = k4 définie par

(18) gt < M?/d? < ¢,
Nous avons alors que la suite (kq)g>0 est décroissante, et donc satisfait a 1 <

ka < k1 < 2u, de sorte que, par (11), (15) est satisfaite. En posant ¢
¥ — %q‘”‘”, nous avons la majoration suivante

(UNIETUESD SHID S-S0 Dl 90 (700

1<d<M M <M 0<k<m
¢ (k,m)=d

IA
3=
)
<
7~
52
I
\
(=)
=
+
]
~_

B (k,m)=d
1 v
£ Y Y 8 [ (v )]
1<d<M M cp<py 0 0<k<m
4 - (k,m)=d
(20) =571+ ST,
Controlons a présent le terme d’erreur S7 »(1). Supposons

+v
(21) Plu+v+1)<p< Bt

Par (15) et (21), nous avons p < 3(u 4 v — kq) de sorte que le Lemme 4.2

s’applique avec A = u+ v — K4, K = kq et p = p. Il vient donc que le nombre
de 0 < v < gtV —*a tels qu’il existe 0 < u < ¢4 avec

Fo(u+vq") Fo(og®) # FE (u+ vg™) FL470 (ugra)

est O(gi+v—ra=rtP+v+D)) En nommant W,, lensemble des couples (u, v)
pour lesquels cette inégalité est vérifiée, on a

(22) HW,, < g TP,

Il est possible, en divisant par (k,m) de montrer que

(M, d)
/ 1,2 ’
S12(0) < Z Tdgt
1<d<M
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avec

wd wk
S}/,Q(Mv d) = Z Z Z ciﬁd,ﬁl (w)e <_ grtv + ’I’I”L/)

%<m'§% 0<k'<m’ |0<w<grty
(k' ,m")=1

ou |c)., , (w)| <2 et vaut 0 si w ¢ Wy, = {u+vg", (u,v) € W,,}. Puis, par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Grand Crible, tout comme [15], nous avons

en sommant sur tous les w possibles :
|572(M, d)|” < (log q) (@ + M?/d) # W,

En réunissant ces deux équations avec (22), et le fait que M? < ¢* < gttv
nous concluons :

1
5972(19/) < (logq)1/2 Z Eq—p/2+P(p+u+1)/2

1<d<M
(23) < p(log q)®/2q=P/# P tril)/2,

Pour estimer S7 ;(¢') (on rappelle que S7 ; a été défini en (20)), il convient
de séparer la partie multiplicative de la partie digitale de la question. Notre
fonction fﬁ,p ) ne correspond pas exactement a la fonction tronquée, telle que
I'utilisent Mauduit et Rivat, leur technique ne s’applique pas ici.

Pour contourner ce probléme on note ! = T,(v) et on pose 0 < u < ¢".

Alors on a, toujours si w = v mod ¢” :

Ty(u+ wg + ¢"*°|q'~"]) = T, (vg"?)
€i((u+wg™ + ¢ ** g7 ]) mod (¢"***)) = € (u + vg™),

et ce pour tout entier i tel que 0 < i < kg + p.

En effet, si p > [, alors w = v et [¢! "] = 0 et donc u+wq* +q" 4P| ¢! =P | =
u+vq™. Inversement, si p <[, comme 0 < w < g’ —1et 0 <u < g™ —1, nous
avons u + wg® < ¢t — 14 ¢"atP — gfd = ghatP — 1 et done Ty (u + wq"d +
¢ P r]) = Ty(q™re) = 1+ ka = Ty(vg™) = Ty(u + vg"), et comme
¢'t* =0 mod (¢°T"4), on a la seconde ligne.
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Avec ces considérations nous avons :

Gﬁd 1(t)
vt 1 v —w
e X X % felre (- ) 4 S e ()
w<gP 9r<l q'—1<v<g! h<gqr
<pt+rv—kKq
L Z f(/idJrP)(u_’_w Kd + md+p|_ l—p
Kd P q q q J)
q u<qghd
K ut
'fJ(D d+p)(qud + grate \_ql—pJ)e (_ qu+u) )
(24)

- Y Y| X e (o)

0<l<pu+v—rqg h<gP u<qghd

1 vt hv
prrer > frwg)e ( W_MJF) :

q'—1<v<q!

avec

Crapt(ush) = = LS (gt + gt g g

w<qgr

P hw
R (wara + grate| gl fgp e (> :

q°
Soit
Mg=max{0 <1< pu+v—rq: P(l+ Ka) >}
Nous séparons la somme dans (24) selon que [ < Mg notée G, ;(t) ou que >

M, notée G, ;(t). En majorant la seconde somme trivialement dans a1 ()
nous avons

‘G’w’ |< Z ql (ptrv—raq) Z Nd Z Cha,p,l U h < qM+V>

0<I<Mgy4 h<qP u<qgtd

g N NN ngpal(ush)e < qMJrV),

0<I<Mg h<qr |u<q™d
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G/ I o Eqﬂ+l/
Kd, m

et par le Lemme 4.1, nous obtenons

)OI DEE Y

1<d<M %Sm/<% 0<k’<m’
(k' ,m’)=1
logq 1 Ma+ra+p/2
(25) < ot > J M M,
1<d<M

Cependant, comme la fonction P est croissante et que nous avons déja re-
marqué que 1 < kg < k1 < (u + V), nous avons

2
Md<max{0<l<,u+1/—/id:P(l—|—3(,u—|—u)> >l}.

Supposons maintenant que P(x) < z/10, ceci implique

27

et donc My < ﬁ(u—i—u). Comme rg < %(,u—l—y), nous obtenons quel que soit d :

1 k
> Y X |G (v~ L)
T <m

1 2 2
0 (l + 3(u+1/)) > 1, cest-a-dire : | < —(u +v),

1<d<M M M 0<k'<m’
(k' ,m’)=1
(26) < (p+v)?(log q)2q~ 27 ) +e/2,

A présent controlons le terme restant. Comme [ > My, nous pouvons a
présent utiliser le Lemme 4.3 ce qui nous donne :

RO DR D VP D D S ( qw) |

Mg<l h<q" u<q”d
<ptv—rq
Soit )
log (QP(”H) -8 (sm ”“f”) )
h(l,k) := .
(%) P(k+1)loggq
On a alors

Y, ka) == th(l, k) = Ih(l 4+ Kk4,0) < lh(p+v,0) < (p+ v — ka)h(p + v,0),

car quel que soit k, application | — [h(k,0) est croissante quitte & supposer
P(0) > 4. Mais m (1 — h(k,0)) = vp(m, k) et donc :

|G (0]

Squp(uqtu—nd,wu) Z Z Z Cmu/% u, h)e ( unrV) '

Ma<l<p+v—rgq h<qP u<qtd
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L’application m +— yp(m, k) est croissante (linéaire de coefficient directeur
strictement positif), et donc l’application k — —vyp(l — k,r) lest également.
Ainsi par le Lemme 4.1, comme 1 < kg < (,u + v), nous obtenons

(27)

)OI SRS

1SdSM M <M 0<k’<m/

MRS VIS D DD )l D OSWIA C )

Mg<l<p+v—kKq Mdgm’<M 0<k: <m’ h<gr |u<q"d
¢ (K',m’)=1
< g @ 3 ‘1”/2( )l
’ — v)loggq,
q d H 24

1<d<M

ce qui nous donne
(28) (27) < /2P G (4 4 )2 (log g)2.
Nous avons donc par les équations (14), (19), (23), (26) et (28) :
S;(9) < (log ¢"*+") (u(log q)3/2 gty P/ 2+ Plutr+1)/2
+(1 + v)?(log )2 g ¥ ) Fe/2
+qu+v+p/2ﬂp(%(u+1/), M+V)(Iu + v)%(log q)2) )

Nous choisissons p = w +vp(3(1 + v), p+ v), et par (13) et la
Remarque 2.1, (21) est vérifiée. Le choix de p fournit

S1(9) < ¢ (u+v)(log)* (g

+ q%w(%(wu), u+u)—2—77(u+u))

.
Pt D) 1yp (3 (utv), ptv)

< " (p+v)*(log g)° (q‘i”’(%“‘*”)v Htv)
+ q%vp(%(u+v),u+u)—2%(u+u)) .
De plus la Remarque 2.1 nous donne la majoration
(29) S1(9) < (4 v)3(log q)3 gt~ 7P (5 (utw), wtv)
qui achéve notre preuve. 0
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6. Travail préparatoire pour les sommes de type I1

De méme que pour les sommes de type I, le traitement des sommes de type
IT nécessite un certain nombre de résultats préliminaires. La stratégie pour
controler les sommes de type II consiste a introduire une fonction doublement
tronquée et a exploiter sa structure pour mettre en exergue dans nos estima-
tions la propriété de Fourier de e(aap(-)). Les Lemmes 6.3, 6.4 et 6.5, issus
directement de la méthode de Mauduit et Rivat, permettent d’introduire la
fonction doublement tronquée. Le Lemme 6.6 nous permet de faire apparaitre
la propriété de Fourier dans l’estimation des sommes de type II. Pour conclure
la Partie 7, nous serons amené a évaluer des sommes d’exponentielles pondé-
rées de deux types différents. Les Lemmes 6.1 et 6.2 sont les estimations des
sommes d’exponentielles que nous serons amenés a regarder par la suite.

LEMME 6.1. — Soient ju,v, M, N, q des entiers tels que 2iu < v, ¢*~* < M < g*
et " 1 <N <q” . Soientke{u+v—4, ... u+v—1} et M/g<m<M
des entiers. Définissons

alors, si Iy C [M/q, M| est un intervalle, nous avons :

—1
h h
Z e (mlr> #I(k,m)| < ¢" min <q“, sin A" ) .
q#Q q#2
mely
Démonstration. — Commencons par remarquer que
k k+2
0 si m< qN ou m > qN
"+ N gt g+ +2
= - 1 —— < < —
#I1(k,m) - —‘ [q—‘ st - <m =
k k k+1
q . q q
N-|L L <m<
{mJ N=TSTN

Commencons par traiter le cas (M, N) = (¢*~1,¢”~1). Sous ces conditions,
nous avons ¢"t*=* < mn < ¢"*t=2. Ainsi pour k > p + v — 2, les conditions
imposent #1(k, m) nul ainsi que

+v—3
(30) #I(u+u—4,m):{qlm “—q”_2
et
_ b1 qu+1/—3
(31) #ltv-sm= ¢ - | T,
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La technique de majoration étant quasi identique, nous nous contenterons
de Vexpliciter pour #I(u + v — 3,m). Une sommation d’Abel fournit

(32)
()l
5 ¢ (mhar) e -
q#2 m
vl ghtv—3 hir
q Lnax[l—i—lﬂ Z e<mql‘2

mel;
mel,
hl’l“
w | Y () S

< max <
-2 -1
HTE<K g meliN[gt—2,K) mel;

b

q;/,+u—3 B q;/,+u—3
m+1 m

Majorons d’abord le premier terme du max. Comme I; C [¢"~2, ¢ ![, nous

avons
v—1 qH+V*3 v
q Lnax L +1 <4
et comme
1
(33) e(am)| < min (|Il, ) ,
n;l | sin ey

nous avons la majoration désirée car |I;| < ¢*. Pour le second terme, on
remarque que la somme interne est téléscopique et devient de fait O(g") car
I C[¢"2,¢" ! et on conclut en utilisant (33).

Pour traiter le cas (M, N) # (¢*~!,¢”~!), on remarque que si m < ¢**'/N <
m+1, c’est-a-dire tel que #I(k, m) ne soit pas de la méme forme que #1I(k, m+
1), alors m = qu+1/NJ . On sépare le reste de la somme selon que m < ¢"*+1/N
ou m > ¢**1/N et nous appliquons le procédé précédent & chaque sous-cas.

Nous concluons par le fait que #1 (k, V’;ViJ) <#{N/g<n<N}<g’. O

LEMME 6.2. — Soient p,v des entiers tels que *(u+v) < p <v < 3(u+v).
Soient M, m, k et I(k, m) définis dans le Lemme 6.1. Alors si h, hq, po, 11, fi2, S
sont des entiers tels que pg < 1 < pz et hg"r~#2s ¢ Z , nous avons pour tout
L Clg" 2, ¢ -

1/2
Z e (thm) Z e(hsng 12)| < (shq3("2_“1)) / q%(/ﬂrl’)

ql‘2
mel; nel(k,m)

Démonstration. — Soient a,, et by, des entiers tels que I(k,m) = [am, bn]
(les entiers dépendent de k, mais pour ne pas alourdir les notations nous ne le

TOME 147 — 2019 — N°© 4



BLOCS DE CHIFFRES DE TAILLE CROISSANTE 677

marquons pas). Comme hgH*~#2s ¢ 7, nous pouvons écrire en explicitant la
sommation sur n :

Se(Mm) S et

mel nel(k,m)
1 hirm —y Om by
h H1— 2
< Tsin(mhgi—rs)] ; e( g >e< Tt
mel;

- sin (ﬂ'hq’“_’”s(bm — am)) ’
Rappelons que |sin(nz)| > 2|z|z. Comme ¢**~#2hs ¢ 7, nous pouvons écrire
hs = kgt2=H1 +lavec 1 <1 < gM27#1 — 1, et donc |g"r~H2hs|z > ¢*1~H2. Ainsi
|Sin(7rhq“1_”2s)|_1 <L ghihe,

Quitte & découper l'intervalle, du fait de la forme de I(k,m) (comme le laisse
comprendre (30)), la somme interne se raméne & estimer :

h k k
Z e ( Lrm + hqm—uzsq> sin (thul—u28q> ,
gm 2m m

medJy

avec J; C I C [¢" 2, ¢").
Une sommation d’Abel fournit

h k k
Z e ( 1rm + hqm—#zsq) sin (Trhqlll—lQSQ) ‘
qt 2m m

meJy
hirm q*
M1 — 2
E e( o + hg 82

<<max<

)

meJy
Z (h11"m + hgti—re qk >
sup e q 5—
M/q<K<M g 2m

leJiN[M/q,K)

q* g
sin <7rhq‘“_“25> — sin (th“l_‘”s)’ .
m-+1 m

>

mely

La fonction

h17" 1
= — hsgtr2tk
Fla) = gw+ g hsa
est C* sur [¢"~2,¢") et de plus sa dérivée seconde vérifie
1 _ _ Shqr“’l_HQ"Fk _ B
)= §shqli1 po+k—3pn < f”(l') _ o3 < shq’“ pot+k—3p+3 _ )\q3’
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nous pouvons alors utiliser [6, Theorem 2.2] pour obtenir :

th ]. 1 — Jrk}
Z e <qlhl + 27lh5q 1 2

leJin[gr—1,K)
< g" (shqu1—u2+lc—3u) 1/2 + (Shqm—uz+k—3u)*1/2 .

En exploitant le fait que p+v—4 < k < u+v—1 dans l'estimation précédente,
nous obtenons :

hlr 1 Hi—p 4K
Z e(qml—|—2lhsq1 2

leJiN[gt—1,K)
< g (shq“l_“2+”—2u)1/2 i (Shq/ﬂ—w'*"/—?/t)’
< (shqurua)lﬂ qu/2 + (Shquﬂz)—lm q“*”/?

1/2

En majorant trivialement le terme de la somme sur les sinus, et en utilisant
J1 C I C[¢"2,¢"), et donc |J;| < ¢* nous obtenons la majoration :

hirm _ q* ) _ q*
E pri—pe 4 pri—pz g 4
e( o + hg 252m sin [ whgt* 282m

meJy

< (SthQ_M1)1/2qu+V/2+(Shqul_uz)—l/QqQM_y/Q.

Cependant, nous avons 1(u+v) < p < v < 3(u+v), ce qui donne

h17‘m _ qk _ qk
H1—H2 : 1—H2
E (& ( N + hq S sm | 7 hq” S

meJy

< (shgtern) ! i),

et le lemme est démontré. O

Le lemme ci dessous est le lemme crucial du présent article. Il dit en quelque
sorte que si on ne perturbe pas trop des entiers m et n en m’ et n’, le produit
m'n’ aura la méme taille que le produit mn. Ceci nous permet d’introduire dans
Srr la notion essentielle de fonction doublement tronquée. Les explications de
la nécessité d’un tel résultat se trouvent dans la Partie 7.

LEMME 6.3. — Soient u,v, p des entiers tels que 2p < v — 1. Soient ¢"~2 <
m < q" et ¢“72 <n < q” des entiers. Posons m' =m +q"~ " et n' =n +q°.
Alors :

#{g" 7 <m < ¢ q" << g’ Ty(mn) # Ty(m'n')} < log(g")g" 7.
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Démonstration. — Observons que m'n’ = mn+mgq? +ng* P +¢". Par ailleurs
mq” + nq””’ + qu < qwrp + nq“*p + qu
< qu+p+1 + ngt="

< qu+V+1—p‘

Comme mn > ¢*t*=4, pour que la taille de mn soit perturbée par 'ajout
d’un terme inférieur a ¢#Tv+1=7 il faut que les chiffres de mn d’indice entre
pw+v+1—pet u+v—4soient égaux a ¢ — 1. Soit M le nombre des (m,n)
tels que Ty(mn) # Ty(m/n'). Si

1 si gla)=q—1, p+tv+l—p<i<p+v-—4
0 sinon,

alors
M < > 7(a)x(a)
ghtrvtl—plg<grty

< D> N b+ (gD (= DT 4 gt ).
b<ghtrti—p c<gt

Nous pouvons alors appliquer [4, Lemma 3.5], avec & = ¢gttHTi=r — 1 +
(@ =177+ 4 (g = D72 4 ¢ e < g ety = gtV TLTR
pour pouvoir dire

M < ¢t Plog gtV O

LEMME 6.4. — Soient (u,v,p) € N> avec 2p < v et tels que P(u+v) < p.
L’ensemble € des couples (m,n) € {¢"2,...,q¢* —1} x {¢"72,...,q" — 1} tels
qu’il existe k < ¢"*P avec fp(mn + k) fp(mn) # f1(3“+2p) (mn + k)fl(D”Hp)(mn)
satisfait a

#E < (logg)g v PPy,

Démonstration. —  Soit B l'ensemble des [ < ¢¥ " tels qu'il existe (ki, k) €
{0,...,¢"T" —1}? avec

ap(lq® + ky + k) — ap(lg® + k1) # a5 (1q" + ky + ko) — a5 (16" + ky).
Alors nous utilisons le Lemme 4.2 avec A = v —p, Kk = u+ p et p = p pour
obtenir #B < ¢v~2rtP(utvtl)

1l suffit donc de compter le nombre A/ de couples (m,n) € {¢g"~2,...,q¢" —
1} x {¢"72%,...,¢" — 1} tels que mn = ky + lg"™" avec | € B, le k de notre
énoncé ici correspondant alors & ko. En utilisant [15, Lemma 7] avec p/ = p+p,
nous obtenons

#HE < (qu+p logq + ¢" + qu+p—u+2)#3 < (log q)qu+u—p+P(u+u+1)_ O
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LEMME 6.5. — Soient (u, v, jio, 11, pt2) € N® avec g < py < p < o, py —po <
3 (2 —po) et 2(ua—p) < po. Supposons également que P(ps) < py — pio. Alors,
pour (a,b,c) € N3 ensemble £(a, b, c) des couples (m,n) € {g"2,...,¢*—1} x
{q"72%,...,q" — 1} tels que

f}()llz) (mn +am+bn+c, Tq(mn +am + bn + C))

. fl(j“)(mn + am +bn + ¢, Ty(mn + am + bn + C))

(34) # fl(g’”) (q“"rmhu2 (mn+am+bn+c), T,(mn+ am + bn + c))

. gHor mn +am + bn + c), mn +am + on + ¢
fl(i'ul) HosH2 b Tq b
satisfait a

(35) #E(a, b, c) < max(7(q),logq)us w(a) ghtytro= p1+P(pa+1)

Démonstration. —  Soit B ensemble des ! € {0,...,g"2~#0—1} tel qu’il existe
(k1,ke) € {0,...,q" —1}* avec

FED (@0 + ky 4 ko) FE2) (ol + 1) # FED (@700 + Ky 4 ko) FU) (giol + k).

Pour 0 <[ < gt27Ho — 2, nous avons 0 < gMol + k1 + ko < g2 — 2 et ainsi

FE (@0 + by + ko) FUE2) (g0l + k) = fp(q" L+ ky + ko) fo(ghol + k1)

sauf possiblement si [ = g*27#0 — 1. Comme 1 — o < 3/4(p2 — po), nous
pouvons utiliser le Lemme 4.2 avec A = ps — pg, & = o, p = p1 — o, €t donc

(36) #B = O(quz—uo—(ul—uo)+P(uz—uo+uu+1)) — O(quz—m+P(uz+1))'
Le reste de la preuve est identique & [15, Lemma 9]. O

L’objet du lemme suivant est de dire que la fonction doublement tronquée a
une transformée de Fourier qui décroit. Pour I’expliciter nous introduisons un
objet intermédiaire.

Soit
1 t
Guoalt) = o5 30 S (g, ke ( “A) -
q 0<u<g? q
LEMME 6.6. — Uniformément pour A € N tel que
1 4
(37) g(ﬂz — o) <AL 5(#2 — o),

et tout entier k tel que

(39) P(K) < 5 — o)
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et t € R, nous avons :

Z |GH07M2—M0 (h+tvk)|2

0<h<gr2z—Hro—A
(39) < g2 ==y AR +3P(R)/4(1gg qra=rm )2,

Démonstration. — De méme que [15, Lemma 11], en observant que les condi-
tions imposées permettent de se passer de la troncature en us et ainsi d’en
introduire une autre, nous pouvons écrire :

G#m#z*ﬂo (t, k) = GHO’MZ*MO,)\J(L k) + Gl»‘o#“Z*MO’)\’Q (t7 k),

avec

1 Lo+ A vq’\t
Gﬂoyﬂzfﬂo,hl(tv k) = W Z fr(vq ke _q#2—#0

0<v<gh2—Ho—2X

1
. in Z flg)ﬂoJr)\JrPs)(quo (U-i—’l}q)‘),k‘)

0<u<g?

A p: ut
RO (wgrot, ) U (ugro, ke (_ ql‘Z—uO) ’

qui est le terme principal, et

GMO;!&*MO)\ 2(t’ k)

. N . w4+ vgt)t
ST fe(og" N R FEY (ug, ke (‘W)

(u,u)GWk

qH2 Ho

' (fp(Q”“ (u+vg*), k) fp(vgrot? k)

_ fI(D#0+>\+P3)(quo (’LL + ,qu)7 k)f}()#0+k+p3)(,vquo+/\7 k)>7

qui est le terme d’erreur, ou
(40) 1<ps <p2—po—A

Si nous introduisons dans G, 1, —pue,2,1(t, k) le résidu w de v mod ¢”* dans
le but de rendre les variables u et v indépendantes (notons que contrairement
aux sommes de type I il n’y a pas de difficultés ici : la taille est fixée), nous
obtenons en suivant pas a pas la preuve de [15] :

G o iz —pon1(t, k)

= a(t) Ho+A vt vl
I == D DR (N Ol Gerre e
0=l<q’s 0<v<gh2—Ho=A
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ol on a posé

et
1
> ST et (g (u+ we), k)

0<u<q?

ex(w,t) =

A ut
’ I(DMOJr +p3)(wqﬂo+>\7 k)fl(t’ul)(uQuo?k)e (_ qltzll«o) ’

Si nous supposons
(41) P(k) < A+ ps,

une démonstration analogue au Lemme 4.3 nous donne l’estimation uniforme
suivante

/

L Z fr(' g™ ke | — u't _ l'u < g— 7P (M tpsk)
grtes ACE qhz—Ho grtes =4 ’

0<u’/<g*trs

Suivant [15, p 2626], nous rattachons cette estimation & cy(w,t) en effectuant
des jeux d’écriture par rapport a la fonction tronquée. Ces calculs sont assez
lourds & écrire, et, du fait qu’ici la taille ne change pas, ne présentent aucune
nouveauté par rapport a [15] Suivant toujours le fil de la preuve, l'identité de
Cauchy-Schwarz, la croissance de vp (1, k) en [ assurée par (7) et I'orthogonalité
des caracteres permettent alors de conclure a

Z |Gu0,uz—m),)\71(h+t,k')|2

0<h<gh2—HO—A
(42) & @Prat2—po)=20r(NK) (Jgg gHa—H1)2,

Pour le terme d’erreur, par des résultats classiques sur les propagations des
retenues (1 encore, voir [15] ou [9]), le nombre de v € {0,..., g2 #0~=2} tels
qu’il existe u € {0,...,¢» — 1} pour lequel

fr(ugh® +vg" > k) fp(vgroth, k)

(43) 4 fI(DMo+>\+ps)(uquo + vghot k)fl(juo+)‘+p3)(vq“0+)‘, k)

est O (q“Q_“O_A_p3+P(k)). Ainsi, en sommant sur u, I’ensemble 17\/\; des couples
(u,v) satisfaisant & (43) satisfont également a

(44) #/y\\/; < " —po—p3+P (k)
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En développant les modules au carré et en utilisant I'orthogonalité des carac-
teres, en suivant le fil de la preuve de [15], on peut montrer que :

#Wy
(45) Y Cuppa—penz(h H R < T < gt P,
0<h<gr2—HO—X 4

En rassemblant (42) et (45), nous obtenons

Y GCusao (it R)

0<h<gr2—HOo—A
< q*P3+P(k) + q3P3+2(H1*#0)*27P(>\,k) (log qurﬂl)Z’

et en posant p3 = max(1, £ (yp (A, k) — 11+ o) + P (k) /4), nous avons le résultat
demandé. Par ailleurs
1 Pk
5(713()\7%) — 1+ o) + % < p2 = po — A

Ak 1 Pk
@)\‘F% < (u2 = po) + 5 (1 —Mo)—%,

or, comme vp(\ k) < A/2, par (37) nous avons \ + w < (p2 — po)- La
condition (38) permet de conclure a (40).
Enfin, toujours par (38), nous avons

1 1
P(k) < g(ﬂl — po) < g(m — o) <A,

ou la derniére inégalité résulte de (37), et donc (41) est vérifiée. O

7. Sommes de type I1

Soient M et N des entiers tels que 1 < M < N, nous notons, tout comme
dans la Partie 5, ¢* ' < M < ¢* et ¢! < N < ¢”. Nous supposons ici en
outre

(n+v)

o

1
(16) Lt <p<vs<
Soit ¥ € R, a,, € C,b, € C avec |a,| < 1,]b,| < 1. Nous écrivons alors

(47) Srr(9) := Z Z by fp(mn)e(Imn).

M <m<M T <n<N
Nous allons prouver le

THEOREME 7.1. — Soit P : N — N telle que

211 %
<Z|= - - .
(48) P(u+y+1)3{167p<640,u+u 2>J
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Alors nous avons uniformément en ¥ € R

(49) [S11(9)] < (max (7(q). (log q)?) (u + v)*(0+3) /gt =dirr (i =2,
ot yp(k,l) est définie en (7)

Démonstration. — Pareillement & [15], si p est un entier tel que

(50) 1<7p<p,

en posant R = ¢” de sorte que 1 < R < N, on obtient par I'inégalité de van
der Corput :

M?N? MN r

= > (1= 5) RS0,

1 2
(5 ) |Slf(ﬁ)| < R R R

avec

Z Z bysrbn fp(mn + mr) fp(mn)e(Imr),

m neli(N,r)
et I1(N,r)=(N/q,N —r].
Si de plus p satisfait a

(52) Plp+v)<p

on peut utiliser le Lemme 6.4 pour obtenir

(53) Si(r) = S (r) + O((log q)g+v—rrPutvil)y,
avec

=30 > b B () £ (e (9,

m nel;(N,r)

et on pose
(54) to = 1+ 2p.

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et en étendant la sommation sur
n a lintervalle (N/gq, N], on trouve :

2

157 (r)]? < NZ Z (mn + mr)f},m)(mn)e(ﬁmr) ,

et une utilisation du [14, Lemme 4] avec des parametres p1 et S tels que

(55) 1<gmS< M
donne :
M2N?R MN
! 2
(56) 1<TZ<R [S1(n))* < =+ =~ R(S2),
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(57) Sy = Z Z (1 — %) S5(r, s)e (g rs)

1<r<R 1<s<S

Shrs) = > ST (m+ sg)(n+r))

mel(M,s) n

SE (m(n ) FE) ((m o+ sqrn) 1) (mn),
avec Io(M,s) = (M/q, M — sq"].
Si nous posons S = ¢%” et yuy = pu — 3p, et

Sy(rs) = > 3 FEr (m+ sg)(n + 1)

melx(M,s) n
B (mn ) SR (m o s ) S (min),
nous avons Sh(r,s) = SY(r,s) + SY'(r,s) ou S§(r, s) satisfait a
195" (r, 8)] < #{(m,n) : Ty(mn) # Ty((m + S¢")(n+¢”))}-

En effet, pour les m et n tels que T, (mn) = T,((m+S¢"*)(n+4¢”)), on peut rem-
placer directement la fonction tronquée par la fonction doublement tronquée

car m+sgh* = m mod ¢, et donc fl(gl“)((ersq“l)n) = I(fl)(mn), et de méme

pour m(n+r) et (m+sq")(n+r). l suffit alors d’écrire fi"?) = fl(;“)f;“”f;””.
En imposant

(59) p<

pour pouvoir utiliser le Lemme 6.3. Nous obtenons alors :

(59) Sy(r,s) = S5 (r,5) + O((u +v)g"™~").
Soit a présent p’ tel que

(60) o <p,

nous posons

(61) po = p1 — 20,

de sorte que 3 — po = 2p" < 3/4(5p +2p') = 3/4(u2 — po)-
Si nous avons

(62) P(u+2p) = P(z) <y — pio = 20’

par le Lemme 6.5 :
(63)  S5(r.5) = S3(r.5) + O (max(r(g). log ) Vg o=+l
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avec

S5(r5) = 32D 0p (Puoua (m 4+ 50 )0+ 1)), Ty ((m + s (n + 1)) )

o ((posam(n+ 1)), Ty(min + 1))

- 0p (s ((m -+ 50 )m), T, ((m + s )

01 (s (), Ty (mm)),
ol on a posé
p2—P(y)
vp(z,y) =e | Z €irry) (@"°x) - €i(¢"x)
i=p1—P(y)

Nous rappelons que nous pouvons supposer Ty (mn) = T, ((m+sg*)(n+r));
mais comme Tg(m)Ty(n) < Ta(mn) < Ty(m)Ty(n) + 1 et que m et n sont pris
de sorte que

TP<M/g<m <M< g et ¢ 2<N/g<n<N<qg",

nous avons p+ v —4 < Ty(mn) < p+ v — 1, ce qui nous donne la réécriture
suivante :

S3(r,s)

p+r—1

= Y Y er (e s )+ ), k) (g amln 4 1), )

k=p+vr—4 m n

00 (o (1 50 )0), 1) 9 (i s () K ),
En posant ug := 1, ., (Mn) €t ug 1= ry, ., (Mmn +mr), on a

o e (M + ¢Hrsn) = 14, o (U0 + ¢H 7 H0sn) = up + ¢* 7 H°sn mod g2 Ho
et

o e (M +mr + ¢ sn + ¢'sr) = ug + ¢H* H*0sn + ¢"* 7 H0sr mod g2 e,
Et donc, comme pp(z,y) = ¢p(xz mod g2~ H0 y), nous avons :

op (Tuo,m ((m + s¢")n), Ic) =pp (uo + g" T Hogn, k)

et
wp (Tuo,uz (m(n +7r) + nsg"*t + rsqht), k;) = pp (ul + g T Hosn + gt T Hogr, k;)

Nous rappelons que ([15, equation (11)])

n U u—+1
Thoa (M) = U & 20 € {qu—ﬂq#—ﬂ) +Z
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et que xq(z) désigne la fonction caractéristique de l'intervalle [0, ) translaté
par Z, si bien que

S3(r,s) = Z Z Z Xgro=nz (ZZZ N q#?OAm)

mely(M,s) n 0<ug,u; <gt2—HO

<mn + mr Uy )
. Xqu()*uz -

q#z quzfuo
p+rv—1
Z ©p (u1 + g Hosn + gt Hogry k) op (ul, k)
k=p+v—4

o (vo + g e (10.8)

En refaisant sans autre modification que celle induite par la notation les calculs
de [15, Sections 6.1-6.2], on peut dire & 'aide de [15, equation (64)] et par [15,
Lemma 2] que

(64) S3(r, s) = Sy(r, s) + O(max(log ¢"°, 7(g"°))g" T+ ~27),
avec

Sa(r, s)

XYY Y X e (n )

qlf«z
k mely(M,s) n 0<uo, |ho|<H
up <gh2THo

> an (@, H)e (hlm”m’"—h = )wp(uo,k)

1
2 H2—Ho
[hi|<H q g

-pp (u1 + g Hogn 4+ gt Hogr, k) op (ul, k) wp (uo + g1~ Hogn, k),

avec H = ¢*>~#0+2° mais nous conserverons la notation H tant que sa valeur
explicite n’est pas utile, et ou les coefficients a; satisfont a

(65) ao(, H) = o, |an(, H)| < min (a, W'lm) .
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En écrivant ug + ¢"*"0sn = ug mod gH27Ho et uy + gMTHosn 4 gt HOgr =
uz mod ¢g"2~H° nous avons :

Sy(r, s)

_ mn Uuo
— o —H2 _
- Y Y Y X aernme (ke -t
mely(M,s) n 0<wuo, |ho|<H
uy <gh2Ho

_ mn + mr (5%
§ Ho—H2 [T —
|h1|<H i (q ’ )e <h1 qr? i gha—Ho >

O
q2(l‘«2*l“0)
0<uz,
u3<qu2*u0

Ug + q/h*#bo SN — Us uy + quﬂo sn + qu*P«O ST — usg
Z e hQ e hg

0<Te, quz—uo qﬂz—uo
ha<gh2=Ho
p+rv—1
Z vp (U3, k) Yp (uu k) Yp (uz, k) Yp (Uo, k) .
k=p-+v—4

ce qui fait qu’en posant

— 1 —uh
pp(hy) = ——n Y wp(u,y)e< M2H0)7
q 0<u<gh2—Ho q

nous avons ’écriture suivante, toujours si m € Iy(M, s) :

Sa(r, s)
ptr—1
— q2(lt2—ﬂo) Z Z hy (qﬂo—uz,H) Z an, (¢" "2 H)
k=p+v—4|ho|<H [hi|<H
hasr \ — — —
Y. el i ) e (ha k) op(hs — i k)gp(—he, k)pp(ho — ha, k)
0<hs, q
hs<qH27HO
mn mn + mr H1—HO0 gn H1—H0gn
3 e(h0+h1 SIHN LU AN )
— q#2 qltz q#2 Ho qltz Ho
Ty (mn)=k

Nous pouvons remarquer que les variables de op sont “indépendantes”. Nous
séparons ici la double somme sur hg, h; en deux sommes : Sj(r, s) qui corres-
pond au cas ou hg + hy = 0, qui consiste en la contribution principale (du fait
que e(0) = 1) et SJ/(r, s) qui rassemble les autres termes.
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7.1. Estimationde S}/ (r,s). — Soit k € {u+v—4, u+v—1} fixé, nous traitons
d’abord la sommation sur m et n comme suit :

(66)

mn mn -+ mr T ) H1—=Hogn
Z Z €<h0-‘rh1 +h2q — +h3q — )‘
qMQ q,U«2 qMQ Ko qHZ Mo
mely(M,s) N/g<n<N
Tq(mn)=k

= > e((ha+ha)g"Hsn) Y e (m {n(h(;:hl) * Z‘I‘ZD

N/q<n<N melz(M,s)
k  k+1
&)

et comme Iy(M,s) C [M/q, M) C [¢"~2,¢"), la derniere ligne est

k k+1 h h h -1
< mm( [M/q, M {i7q7> ’ sinw( o+ hi)n+ hyr
n n q/l«z
N/q<n<N
ho + h hor |
< Z min (q“, sinw( o+ h)n + My )
quz
v~ 1<n<q”

< [¢"7"*((ho + h1,¢"*)q" + ¢/ log ¢"?),

par [14, Lemme 6]. Mais |hg + hi| < 2H, par ailleurs, en ayant choisi H =
gt2—Hot2p nous avons Hgt > ghtH2—Ho > gk2 | et donc

(66) < [¢" "2 Hq" log q"*>.
Par orthogonalité des caracteres, nous avons pour tout k et y :
—~ 2
(67) S lepht+y k)P =1
0<h<gr2—Ho
et nous obtenons donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

DR AN PR | SR

0<hg<gh2—HO
S [Fr(—ha )@k — hask)| < 1.
0<ha<gH2—F0
De plus, d’apres (65) et le choix H = gt2—Ho+2p .
1 1

o —h
Z |ah(q ’ Z’H)‘ S Z gH2—Ho + Z 7.‘.‘h|
|h|<H |h|<gr2—HO gr2—ro<|h|<H

< log(H/q"*7") = log q”.
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Ainsi nous avons
1S (r, )| < (log q)?p*q*#2~ 1) [¢" =2 Hg' log g2,

et avec le choix H = qH27H02¢ et comme [2] <z + 1,

(68)  |SY(r, )| < (logq)? (s + w)PqttrH3lamhot2(gmhe 4 g7v),
7.2. Estimationde S/ (r,s). — Posons h = hy+hs, de sorte & unifier les termes
en n. Ceci nous donne
Sy(r,s)
put+rv—1

< q2(#2*#0) Z Z |ah1 (q#07u2’H)|2

k=p+v—4|h,|<H

E E |op (hs, k) @p(hs — k1, k)op(hs — b, k)@p(hs — hy — h, k)|
0<h  0<hs
<2¢HM27H0 <gh2—Ho

hir sh
SIS CL S
quz qu2—lt1
melz(M,s) ¢¥ ' <n<q”
Ty(mn)=k

Il s’agit a présent de rendre les lignes indépendantes les unes des autres. Si
nous posons

Se(h, h1, k)
= Y |@p(hs,k)@p(hs — ha, k)op(hs — h,k)op(hs — ha — h, k)]
0<hg<gh2—HO
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par g"2~#° périodicité, nous avons :
N — 2
|S6(h, hi, k)| < Z |op (hs, k) @p(hs — ha, k)| =: Sg(hy, k).
0<hg<qh2—HO
Ce qui donne :

p+rv—1

Sh(r,s) < ?rzmm0) NN ay, (¢ H)| Sg(ha k)
k=p+v—4|hy|<H

hyr sh
E E E e{m +n .
q#2 q#2*#1
1<h<2qt2=r0 |me€ly(M,s) N/q<n<N
Tq(mn)=k

TOME 147 — 2019 — N°© 4



BLOCS DE CHIFFRES DE TAILLE CROISSANTE 691

Nous constatons qu’il y a essentiellement deux termes :

(69) STsitrsl< > Ss(hy+ > Sh(rhys),

1<s<S 1<s<S 1<s<S
Ogh<2q#2*#0 O§h<2q“27“0
g'27H1|hs gH2 7 H1ths
avec
p+rv—1
2(po— - 2
Ss(r,h) :=gq (k2—po) E E ’ahl (quo ”2,H)‘ Sh(hy, k)
k=p+v—4|h|<H
hlr
Z eym 2 ’
m,n q
Tq(mn)=k
et

p+rv—1

S(r,hys) == w20l ST N ay, (¢ k2, H) | Sg(hy, k)
k=p+v—4|hy|<H

( hir hs >
g elm +n——
— q#2 qﬂz 1231

Tq(mn)=k

ol la sommation sur m se fait sur U'intervalle I5(M, s).
Les termes ou l'argument concernant n est altéré sont les plus faciles a
traiter. D’apres le Lemme 6.2, nous avons

p+rv—1
Sé(n h’a S) < q2(#27'u0) Z Z |ah1 (qH07#25H)|25(/5(h17k)
k=p+v—4|hi|<H

. qﬂz—ﬂl (sqm—uoquz—m)l/g q%(H+V)_

Cependant

(1) > Sethk)= Y > |#p(hs k)p(hs — ha, k)| = 1.
0<hy 0<hy 0<hs
<gh2Ho <gh2THO <gHt2mHo

Nous séparons donc S§(r, h,s) selon |hq| < ¢gM27#0, qu’on nomme S71(r, h, s)
et selon ¢"27H0 < |hy| < H qu'on nomme S7 (7, h,s). Cette séparation est
justifiée par la contribution des coefficients aj. Par (70), en utilisant
|an, (g~ H2, H)| < ¢"°~#2 nous avons I'estimation

S71(r h,s) < g2~ (Squruoqurm)l/? q%(’””)

(71) < q%(H+V)+%(#2*#1)+%(#2*#0)51/2_
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A présent, si ¢"2H0 < |hy| < H, alors |ap, (¢~ #2, H)| < rrlhl\’ et donc
Sy 1(r b,y s)
ptrv—1 S h

|h1|2
k=p+v—4 gr2-ro

<|hi|<H

Mais S§(h1, k) est g#2~#0 périodique en h;. Nous pouvons séparer la sommation
en jght2—Ho < |h| < (] + 1)quz—/m avec 1 < j < H/quz—lto et borner |h1|—2 par
j~2q*0=H2)  Ceci nous meéne a dire que

S'I7,1 (Ta h7 5)

< q%(M+V)+%(H2—Hl)+2(lt2—Ho) (Squl—uo)l/g

pt+rv—1
i
> S L S
k=p+v—4j>1 0<|hy|<gr2—H0

< qg(H+V)+§(M27H1)+%(”271‘40)81/2’
et par (71), nous obtenons

(72) Z St(r,h,s) < q%(#+1')+%(#2*#1)+%(#2*#0)5’3/2.
1<s<S
0§h<q“27”0
q"2 " Ffhs

A présent contrélons S (r, h). Nous utilisons le Lemme 6.1 pour pouvoir dire

-1
mr v min (ot lsin 7™
(73) Z Z e <h1 q“2> < ¢” min (q , snnrqu2 ) ,
meIly(M,s) N/g<n<N
Tq(mn)=k
ce qui amene a
p+rv—1

Ss(r,h,s) < 22 N™ STy, (g0 H) | S (ha, kg

k=p+v—4 |hy|<H
-1
. . har
-min | ¢, |sinT—— .

qll2
Notons que |hir| < HR = gt2—rot3r — gh2—rt6et20" < gua—pt8p Qi Pop
suppose

(74) 8p < u,
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-1 K2

= rlh

2 : hl’l‘
nous avons |hyr| < ¢"? et donc ’sm T

, ce qui donne

55 (7“, h)

p+r—1

2 ) B ) ) qﬂz

< q (p2—po) Z Z ’ah1 (quo N2’H)| Sflj(hlak)qu min (q“, 7‘|h1|> .
k=p+v—4 |hi|<H

Nous séparons cette derniere somme en Sy (7, h), Sz (7, h) et S7 5(r, h) selon
|hi| < ¢2F, ¢%° < |hq| < gH27Ho et gM27H0 < |hy| < H. En effet, si || < ¢,

. wo . K2 H2 . . .
min (q“, %) = g*, alors que min (q“, %) = % sinon. Notons ici un

enjeu dans le fait que la sommation sur n soit maximale.

En prenant en compte cette particularité, en utilisant (70) pour 57 5 et en
effectuant le méme découpage que pour S7 ; et la majoration |ap, (g#°~#2, H)| <
ﬁ pour SQ”Q, on peut démontrer que

Sé,z (r,h) + 54/,2(7"7 h) < ¢"*" /r.

Par exemple

p+r—1

_ qM2
Spalrih) = 20e7m0) % > lamPSilhk)
k=p+v—4 g2r <|hq|<gHt2—H0 !
p+rv—1

< gt N > Sglha,k),

k=p+v—40<hi<gt2—Ho

et le méme genre de calculs, adaptés avec le découpage de 5’7,1 s’applique pour
obtenir la majoration de S7 5(r, h).
Nous pouvons alors écrire
qu+/L

% Z Z (87.2(r,h) 4+ S75(r, b)) < % Z Z "

1<r<R 1<s<S 1<r<R 1<s<S
0<h<gH27H0 0<h<gh2™H0
q"2 M |hs g2l hs

log R#{1 <5< 5,0<h<gh2"ro:ghzl|ps}
R S

IOgRq“Q*“"*“?ﬂL’LlS
R S

< gtV

< gtV

7

ce qui revient a dire
1 / 1 vt log R
™) & Do D (Stalrh) + 87, h)) < gt T
1<r<R 1<s<S
0<h<gh2=ro
;’Lz_“l\hs
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Traitons maintenant le cas S72(h, ). Nous rappelons que

5772(}1, ’I")
()

ptrv—1
— q2(u2—u0) Z Z |ah1 (qHO—M27H) ’2 Sé(hla k)q” min rlhal

k=p+v—4|hy|<qg?r

p+rv—1

< q“ﬂ' Z Z Sé(hlv k)

k=ptv—4 |hy|<q20

p+rv—1
<¢tro Ny o |@p(hs,k)@olhs — ha k)|

k=p+v—4|hi|<q?¢ 0<hz<grt2—HO

Supposons

(1 — po)

Wl =

(76) Plu+v+1)<

Nous utilisons ici le Lemme 6.6 avec A = p9 — o — 2p pour pouvoir dire
. — 2
> > ler(hsk)@p(hs = k)

[h1|<g?f 0<hz<gt27HO
L(p1—po—vp (2 —po—2p,putv—2)+ 22 log gtz —H1)2
<q (loggq )%,

donc nous obtenons par croissance de P :

% Z Z 3772(]1,7”)

1<r<R 1<s<S
0<h<gh2—Ho
q"2 " H1fhs

< q(H+V)+%(#1*#O*WP(#2*#072P7#+v—2)+%1)(#+y) (10g ql"27#1)2
. #{1 <s<S5,0< h<gh2Ho: gt2—H1|hs}
S ’

ce qui nous permet de dire

% > > Si(hr)

1<r<R 1<s<S
0<h<gh2=Ho
g"2 =11 |hs

(77) < (log g~ )2q(#+V)+%(#1*Mo)*%’YP(M2*#0*2P7#+V*2)+%P(#+V).

TOME 147 — 2019 — N© 4



BLOCS DE CHIFFRES DE TAILLE CROISSANTE 695

En rassemblant les équations (51), (53), (56), (57), (59), (63), (64), (68), (69),
(72), (75) et (77), ainsi qu’en posant S = ¢*¥ nous avons :

|SH(19)|4 < (log q’“_“l)2q4(ﬂ+l’)+%(ul—uo)—%’YP(u2—uo—2p,u+V—2)+%P(u+y)
+ q4(u+l’)+ururp log ¢*
+ q(4*%)(H+V)+%(M2*H1)+%(H2*#0)+P
+ (log q)3(u + V)3q4(u+v)+3(ﬂ2—Mo)+29(q—ﬂz +q7)
+ max(log g0, T(q"°))g* )2

+ maX(T(q), log q)'u;)(q)q4(l—L+V)+#0*ll1+P(l»¢2+1)

+ q4(“+”)_p(u +v) + q4(u+'/)—2p + q4(u+V)—2p.
Nous faisons quelques réductions élémentaires pour pouvoir dire
|SII(19)|4 < (log q/LQ—,Uq)2q4(/l,+l/)+%(/1.1—,u0)—%’yp(/l.z—/L0—2p7/l,+l/—2)+%P(/L+I/)

+ q(4—%)(/H'V)'F%(ﬂz—/t1)+%(/t2—uo)+P

+ (log q)3(/u + y)3q4(u+u)+3(ﬂz*uo)JrQP(q*Mz +q7Y)
+ max(log ¢°, log ¢*°, 7(g"°), (u + v))g*HH) Fri—ro=p

+ max(r(q), log q)u‘é’(Q)q4(H+V)+H0—M1+P(ﬂ2+1).

Nous rappelons a présent que nous avons posé s = pu+ 2p, p1 = p— 3p
et po = 1 — 2p" = p— 3p — 2p'. Quitte & choisir 2p < v, en remarquant que
par (76), nous avons P(u+ v+ 1) < 2p'/3 et que par ailleurs, p’ < p < pu, et
~vp(l, k) est croissante en [ et décroissante en k (pour voir ce dernier point, on
remarque que ’application z — log(z — K)/log = a sa dérivée positive si x > K
du fait de la croissance de xlog x), une fois posé

(78) P(u+v) <~vp(3p,pu+1)/3,

nous pouvons écrire :
St (@) < ¥ [(logPr)2ge ~ b e
+ g~ 8t +19p
+(log @) (n+v)*¢** ("7 +q7")
+ max (7(qu*3pf2p’)’ [t V)qu',p
+max(7(q),log q)(u + Qp)w(q)q—%p’} .

Nous faisons alors le choix de prendre p = [{5] < 15 < 4*7‘?60(# +v) et
P = |157PBp, n+v —2))] < Zp. On voit aisément que p satisfait & (58) et
d’aprés la Remarque 2.1 et par (48), nous sommes certains que (76) et (78)
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sont satisfaites. Ces choix, avec la condition (46) et les estimations classiques
des parties entieres, nous permettent d’écrire :

|SU(19)|4 < g't) [max (T(q)v log q)(p + l/)w(q), (log q5”)2)q*1—167p(‘37+g,u+,,72)
+q I 4 (log q)® (j + v) g T o0 )
+ (log ) (pu + v)q~ w160 (V+#)
+¢% max ((q" 0 72"), u+ u)q*%(wu)]

< ght) g8 (q—%(u-&-w + q—%s“yp(%m-s-v—@)
- max (T(q)(u +v)*9D log g(p + 2p)* ),
(log ¢°?)*7(¢"~>"72F"), (log q)° (1 + V)B) :

Cependant, par la Remarque 2.1 :

1 (u+y ) ptv 26

(n+v)

— (Y _92) <
1677\ a0 Y = 160 %32 — 20480

et donc finalement :
(79)

1/4 ity
S1(9) < g™ (max (v(q), (0g q)*) (u+v)“(073) " grrrv=drow (g w2,
]

8. Fin de I’estimation

Nous utilisons [14, Lemme 1] et son pendant que I’on peut retrouver par [10,
equation (13.40)] avec nos estimations (29) et (79). En rappelant que vp(l, k),
est croissante en [ et décroissante en k et en posant

w(q)

ci(g) = ¢*%/**® max ((log q)°, T(Q)1/4> (logq)™® "%

et en rappelant que z = ¢*™, nous obtenons :

Z A(n)fp(n)e(Wn)| < c1(q)(log ac)3+#mq_ﬁi4'yp(t%Jﬁ’ L5z ))
z/q<n<z

et la méme équation en remplagant A par p.
Il reste & remplacer = par £g~* et sommer sur k. Soit K € N tel que ¢ <
xt/* < g5+ Comme vp(l, k) est croissante en [ et décroissante en k, nous
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avons
logzg—F log @ log x log z
S aghg R U ok LD < 3 gk dor (R o LBESD)
k<K k<K
1 logws/ log x k
gq_@"/PL Tog q JlGO’Lloqu) E :L'q7
E<K
log @ log
< wg— B (UES ok LiE2 )
tandis que
logzq—F log @
Y S e R < 3 %
k>K q k>K
3/4
< qK+1 <Lz

< xq 647P(L1E§;§J 120° Hgin)

et finalement

(80) |3 A(m)fp(n)e(vn)| < c1(q)(loga)*# g~ dr7w (15 o 5D
n<z

et

(81) [ nn)fpme(in)| < eifq)(loga)*# aq- e (155 i LEG D,
n<x

9. Conditions sur P

Nous devons a présent choisir P de sorte que (13) et (48) soient satisfaites.
Comme la fonction P est croissante, que |z| > x/2, et que p < ;5 (u+ v),
les deux équations sont impliquées par

(52) P(u+v)) < g (“610 it )

Constatons que pour tout 0 < x < 1, nous avons log(1 — z) < —z, ce qui
implique que

2
8 (sm ”"f“)

L) >l—s )

el k) 2 qP® P(k)logq

et donc il suffit que la fonction P satisfasse a

2
P(z) < < o
(83) P(2z)g"\"" P(x)logq < 610 488 (sm 1
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et nous constatons que pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1/log ¢, toute fonction P(x)
satisfaisant a P(z) < clogx satisfait également & (83).
Pour que les équations (80) et (81) ne soient pas triviales, il faut que

(84) c1(q)(log )+ 55 g3 (LB LB D — o(a)
Comme 0 < ¢ < 1/logq et P(z) < clogx, nous avons
2
8 (sin =l
12 + w(q) 1 log x 4
Tlogg “B1°87 G 120{1 | L UE D p(|]
ogq * ogq Tog q P(L@J)logq
12 +w(q) (8811’1 TrHaH) 1 lOg.Z' l1—clogq
< ——Floglogx — o L J - —o0,
4logq 64 * 120clog q 10g(\_10§qJ) log q zT—00
de sorte que (84) est satisfaite.
REMARQUE 9.1. — Voici les calculs détaillés dans le cas ¢ = 2, = 1/2.

Comme log(l —u) < —usiu € [0,1]:

1 |logz logz |\ _ 1 |logz o 1_8(sin7r/8)2
P\120 [log2 |’ |Tog2|/) = "120 |log2| *® oP([=2])

1
> L 1 {long8(sin7r/8)2 1
~ 120 Llog2 | oP(LEED) p (|1t ]) tog2

et si

Pla) = glogx 2logx
3 log2 3 log?2’
nous obtenons :

1 |logx log x
(i [oga) - Liez))
1 |logz 8 (sin 7/8)° 1
~ 120 Log2J llog 2/ log 2|*/* 2/31og (|log z/log 2])

3-8(sin /8)> ;.
En posant ¢, = % > 0, nous trouvons que dans ce cas précis, le

membre de droite de 'équation (6) est majoré par

, o lloga/log2]1/3
x(logm)CIQ €2 Togllog =/ log 2]

qui est o(z) si  — co. Une démonstration plus générale de ce fait est donnée
dans la Partie 9.
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10. Non automaticité

Dans cette partie, nous montrons que les suites ((—1)*7(™), 5, étudiées ne
sont pas automatiques dans le cas ¢ = 2. Ceci nous permet d’affirmer que les
résultats de cet article ne sont pas recouverts par [16}. La preuve que nous
présentons, plus élégante que notre preuve initiale est due a Julien Cassaigne,
que nous remercions pour nous avoir autorisé a la reproduire ici.

Soit P : N — N une fonction croissante majorée par logn/log2. Nous al-
lons montrer que ’ensemble E des entiers possédant dans leur développement
binaire un nombre pair de blocs de taille P(T5(n)) "1" n’est reconnaissable par
aucun automate fini.

Supposons que F est reconnu par un automate a k états. Parmi les k41 mots
x; = 081! pour I de 0 & k, il y en a donc deux qui conduisent au méme état,
disons x; et xj,i < j. Soit m un entier suffisamment grand pour que P(m) > k
et m > P(m) + k. Soit y = 17(m)=igm=Pm)+i=k_Alors les mots x; -y et x; -y
sont deux mots de longueur m qui conduisent au méme état, et pourtant le
premier code un élément de F (il ne contient aucun bloc de taille P(m)) et pas
le second (il contient exactement un bloc de taille P(m)). Le choix de m est
valable puisque min(P(m), m — P(m)) est non majoré dans notre cas.

11. Optimalité de la méthode

Dans cette partie, nous allons montrer que si P(z) > 2clogx alors les résul-
tats obtenus dans la Partie 8 se trouvent étre mis en défaut.

Les résultats obtenus dans [9] (tout comme ceux obtenus dans [15]) sont
tres dépendants de ce qui est nommé la propriété de Fourier, qui implique
notamment qu’il existe une application 7 tendant vers I'infini & U'infini telle
que, si k est un entier supérieur ou égal a 1,

(85) QLN Z e aZei(n) ceein(n) || <277,

n<2N >0

On se convainc aisément que ce probléme est quasi identique a celui rencontré
dans cet article pour le contrdle de la transformée de Fourier. L’adapter a
notre cas n’entrainerait qu’un alourdissement des notations. Par ailleurs c’est
la propriété de propagation qui a posé probleme dans cet article, et qui a poussé
a adapter la méthode.

En prenant o = 1/2, nous cherchons donc & montrer que

1
oF |ER(2N) — 1,(2N)] < 277,

ot Fi(m) désigne le nombre de u < m tels que u a un nombre pair de blocs
de taille k + 1 de ‘1’ dans son écriture binaire, et I;(m), un nombre impair.
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Elémentairement :
|Ek(2Y) = 1,(2M)| = 2 — 2min(E, (2V), 1 (2"))
(86) = 2max(E(2V), I (2V)) — 2V,
Nous allons montrer le résultat négatif suivant :
PROPOSITION 11.1. — Soient N et k deux entiers, et Ey(2V) et I;,(2N) définis

comme précédemment.
Nous avons pour tout A > 1, et pour tout entier k > Alogy(N) :

I.(2N) _ _
oN <N po(NTTA).

Ep(2V)

N >1—2N" 4 4 o(N'4) et done

Par (86), ceci veut dire que sous les conditions de la proposition, on a pour
N assez grand

1 1 2max(Ey(2V), I, (2V)) — 2V
ov | 2 €| g2 i) a(w) || = N
u<2N i>0
>2(1—2NV" ) 4+ o(NV4) —1
=1—4N'""4 4 o(N1=4)
et en particulier (85) n’a aucune chance de se réaliser. Le Théoréme suivant
découle facilement de la Proposition 11.1.

THEOREME 11.2. — Soient f : N — N une application, A > 1 un réel, N un
entier positif, et

N—k
Py(X1,...,XN) = Z Xioo o Xivk
=1

un polynéme, avec k un entier supérieur ou égal @ Alog N/log?2. Alors, si pour
tout entier n inférieur a 2V, nous notons Py (n) := Px(eo(n),...,exn—_1(n)) ot
les €; désignent les chiffres binaires de n, nous avons

o f)ED) = 3 f(n) +e(N),

n<2N n<2N

avee |=(N)| < 2V LN A sup, v |F(m)] (1 + 0(1)).

Démonstration. — Soient Ej et I, définis comme précédemment. Sous les
conditions de la Proposition 11.1, nous avons pour N >4 1 :

(87)  Iu(2N) = min(EL(2N), I(2Y)) = 2V — max(E,(2N), I (2V))
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et
SN = N fm) - > f(n)
n<2N n<2V n<2
2|Pn(n) 2{Pn (n)
=Y fm)-2 > fn)
n<2N n<2™V

2{Pn (n)

A présent remarquons que

> Jm)] < sup |f(n)l#{n <2V : Py(n) # 0 mod 2}

n<2 n<2
24Py (n)
= sup |f(n)|I;(2Y)
n<2N
et la Proposition 11.1 permet de conclure. O

En appliquant la proposition avec f(n) = u(n) et en utilisant le théoréme
des nombres premiers sous la forme > __ u(n) = o(z), nous obtenons que pour
tout A > 1,

n<x

S ) (1) = o2Y)

n<2N
avec le polyndéme regardé dans I’énoncé ou k > Alog N/log2 et Py(n) =
Pn(eop(n),...,en—1(n)). De méme, avec cette définition de Py (n), le théo-
réme des nombres premiers permet de conclure que pour tout A > 2 et k >

Alog N/log 2,
Z A PN(n) N.
n<2N

En effet, sup,,.on A(n) < Nlog2 < N et |e(N)| < N1=42N+1gup  _on A(n)(1+
o(1)) = o(2V), car A > 2. Ceci montre en particulier que toute méthode utili-
sant 'identité de Vaughan est vouée a I’échec dans ce cas précis.

La preuve de la Proposition 11.1 repose sur un résultat probabiliste. Ce
n’est pas si étonnant si on tient compte du fait que, pour un entier n pris
aléatoirement entre 0 et 2V — 1, en écrivant

N-1
n= Z €i(n)2',
i=0
ol ey_1(n) peut étre égal & 0, les ¢; suivent des lois de Bernoulli et sont
indépendantes et uniformémement distribuées.

Introduisons des notations : soit A := {0, 1} I'alphabet a deux éléments, AN

les mots sur A de taille N. Nous identifions totalement {0,...,2Y —1} a AV,
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Pour w un mot de taille N, nous notons N (w) son nombre de blocs constitués
du méme chiffre, pour chaque i-iéme bloc, X;(w) sa taille. Nous notons enfin
M(w) la taille du plus grand bloc constitué du méme chiffre.

Ainsi w := 111000011 est constitué de trois blocs : ‘111’ de taille 3, ‘0000’
de taille 4 et ‘11’ de taille 2. Donc dans ce cas N (w) = 3, X;(w) = 3, Xo(w) =
4, X3(w) =2 et M(w) =4

Nous commencons cette partie en générant un mot aléatoire de taille N.
Cette construction est standard et peut étre retrouvée dans [13].

CONSTRUCTION 11.3. — Soient (Z;);>o des lois géométriques de paramétre 1/2
définies sur un espace de probabilités (Q, F,P). Supposons-les indépendantes et
identiquement distribuées. Soit € une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 définie
sur € et indépendante des Z;. Alors nous construisons une suite infinie de 0 et
de 1 de la maniére suivante :

e sie =1 nous écrivons Z1 0, puis Zy ‘1’ puis Z3 0’ etc.
o si e =0 nous écrivons Z1 ‘1’, puis Zy 0’ puis Z3 ‘1’ etc.

Gardant les premiers symboles, nous obtenons un mot aléatoire de taille N.
Avec ces notations, nous avons

k
N(w)zinf{kEN, ZZi(w) ZN}

i=1
et
Vied{l,...,.N(w) =1} : X;(w) =Z; et
N(w)—1
(88) Xn(w)(@ Z Z; < Iy

Nous avons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 11.4. — Pour tout 1 < A < 2, tout N > 2 et tout w € A :

P(M(w) > Alog N/log2) < 2N'~=4.

Démonstration. —  Soit y > 0, comme pour tout i, X; < Z; et que N (w) < N,
nous avons
P(M(w) <y) =P(Vi € [LV(w)] : Xi(w) <)
P(Vie [1,N(w)]: Zi <y)
(Vz €[1,N]: Z; <y)
(1-— LyJ

2
2

Y
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En appliquant ce résultat a y = Alog N/log 2, ceci montre que
P(M(w) > Alog N/log2) =1 —-P(M(w) < Alog N/log2)
<1-(1- 2—[AlogN/log2J)N
< No~lAlogN/log2] 4 (gL Alog N/ log 2]y
< N21—AlogN/log2+0(N2—LAlogN/log2J)
= 2N o(N'TH). O

Voyons maintenant comment la Proposition 11.4 nous donne la Proposi-
tion 11.1.

Démonstration de la Proposition 11.1. — Nous avons clairement, comme 0
est pair :

Ep(2V) 2 2" - P(M(w) < k)
> 2L . P(M(w) < Alog N/log?2)
=2\ (1 = P(M(w) > Alog N/log?2))
> 2N (1—2N'"4) + o2V N4,

<
<

ce qui conclut notre preuve. O
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