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NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES
MULTIPLES

PAR BRUNO MARTIN, CHRISTIAN MAUDUIT & JOEL RIVAT

RESUME. — Soit ¢ > 2 un nombre entier. Pour tout nombre entier n > 1 et k €
{0,...,q—1} nous notons |n|; le nombre d’apparitions du chiffre k dans le développe-
ment de n en base q. Nous étudions la distribution jointe des fonctions (n — |n|k)1<r<q
le long de la suite des nombres premiers. Nous obtenons notamment une formule
asymptotique pour le cardinal de I’ensemble des nombres premiers p n’excédant pas x et
équilibrés en base g (7.e. dont les chiffres en base g satisfont & la condition ||p|; —|pl|;| < 1
pour tout (i,5) € {0,...,q — 1}2).
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ABSTRACT (Prime numbers with multiple digital constraints). — Let ¢ > 2 be an
integer. For every positive integer n and k € {0,...,q — 1} we denote by |n|; the
number of occurrences of the digit k in the representation of n in base q. We study
the joint distribution of the functions (n — |n|;)i1<kr<q along the sequence of prime
numbers. We obtain an asymptotic formula for the number of primes less than x
which are balanced in base g (i.e. such that the digits in base ¢ satisfy the condition
lIpli — Iplj| < 1 for all (i, 5) € {0,...,q — 1}2).

1. Notations et rappels

Dans tout ce qui suit, ¢ est un nombre entier supérieur ou égal a 2 et p désigne
systématiquement un nombre premier. On note log, la fonction logarithme en
base ¢. Pour € R, n(z) désigne le nombre de nombres premiers n’excédant
pas z, tandis que pour a € Z et b € N*, m(z; a, b) désigne le nombre de nombres
premiers p n’excédant pas x et tels que p = a mod b. Pour ¢t € R, on note
|£]| la distance de ¢t au nombre entier le plus proche et 1'on pose e(t) = ™.
Siu = (ug,...,u,) et v = (v1,...,v,) sont des éléments de R™, on note
u-v = Z?zl u;jv; leur produit scalaire usuel et ||u| ., = maxigj<n |u;]. La
fonction indicatrice d’Euler est désignée par la lettre ¢.

Rappelons que tout nombre entier strictement positif n admet un unique
développement g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<g¢g—-1, n,>1
§=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ng = 0. Conformément a 1'usage,
on désigne pour tout 0 < k < ¢ — 1 par | - | la fonction comptant le nombre
d’apparitions du chiffre £ dans le développement en base ¢, soit

Inly =#{0<j<v :n; =k}

et on appelle fonction digitale (& valeurs entiéres) toute fonction g : N — Z de
la forme

q—1
g(n) = aklnlk,
k=0
avec (ag, ..., aq—1) € Z9. Un exemple classique de fonction digitale est donné

par la fonction somme des chiffres en base ¢ définie, pour tout nombre entier
n, par

v qg—1
sq(n) = an = Zk|n\k.
=0 k=1
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2. Présentation des résultats

L’objet de cet article est d’étudier la distribution jointe du (¢ — 1)-uplet de
fonctions (n — |n|k)1<k<q—1 le long de la suite des nombres premiers.

2.1. Distribution dans les progressions arithmétiques. — C’est avec l'article [5]
de Gelfond que s’ouvre le probleme de déterminer la répartition dans les pro-
gressions arithmétiques des valeurs prises par une fonction digitale a valeurs
entiéres le long d’une suite donnée. En particulier Gelfond pose la question de
déterminer la répartition de s, (p) dans les progressions arithmétiques lorsque p
parcourt I’ensemble des nombres premiers. Ce probléeme a été résolu par Mau-
duit et Rivat qui obtiennent, étant donné un nombre entier m > 2, 'existence
de o4, > 0 tel que pour tous a € Z, x > 2, on a

d -1
card{p < z : s¢(p) = amod m} = Mw(x; a,pged(m, g — 1))
m
£ 0 (@),

Plusieurs auteurs ont étendu ce résultat a d’autres classes de fonctions digitales
ou automatiques (cf. [10], [1], [12], [6], [14]). Nous obtenons dans cet article un
premier exemple de résultat de ce type dans le cas multi-dimensionnel.

THEOREME 2.1. — [l existe ¢ = c(q) > 0 tel que 'on a uniformément pour
tous x =2, m= (my,...,mg—1) € (Z\ {0} et = (1,...,0;,_1) € ZI7L,
card{p <z :Vke{l,...,q— 1}, |plx = fr mod my} =
dm (23 Ve, dm) ) ((logx)3m1—0/||mwic) ’
mi...Mg—1

ot l'on a posé

q—1
(2) dpm = pged(ma,2ma, ..., kmg,...,(g—1)mg—1,q—1) et v = Z kly.
k=1

La constante implicite ne dépend que de q.

Le théoréme 2.1 n’a d’intérét que si (vg, dy,) = 1, puisque 'on a l'inclusion
{p<ae:Vke{l,...,q—1},|plx =l mod mi} C {p <z : p=vgmodd,,}.
2.2. Loi locale. — Etant donnée une fonction arithmétique g : N* — Z, un

probléeme classique consiste a déterminer sa loi locale, c¢’est-a-dire obtenir une
estimation asymptotique pour tout k € Z de la quantité

card{n < z : g(n) =k}

lorsque © — +o00. Les exemples classiques sont les fonctions € et w (voir par
exemple [15] chapitre 11.6.1) qui dénombrent le nombre de facteurs premiers
d’un nombre entier, comptés avec ou sans leur ordre de multiplicité. Plusieurs
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262 B. MARTIN, C. MAUDUIT & J. RIVAT

travaux récents traitent du cas ou g est une fonction digitale. Le premier résultat
de cet ordre a été obtenu par Mauduit et Sarkozy dans [13] qui établissent une
formule asymptotique pour card{n < ¢" : sy(n) = k}, uniforme pour v — +o0o

et 0 < k < %lu. En s’appuyant sur ces résultats lorsque k£ est proche de la

valeur moyenne %1% Fouvry et Mauduit étudient dans [4] ensemble

E={neN" :s,(n) =272 |log,n| + B(|log,n])},

ot B : N — R est une fonction telle que pour tout j € N, q;flj + B(j) e Net
telle que

(3) il existe K > 0 tel que pour tout n € N*,|B(n)| < Kn'/*.

Par exemple, pour g = sy et B(j) = |j/2] —j/2, on a !

£ = {neN*  so(n) = BloanJ}.

Le théoréme 1.1 de [4] montre que pour tout x > 2, on a

6 x T
4 d < : = )
(4) card{in <z : ne&} @ —1) Jlg, @ +0 (logqaﬁ>

ou la constante implicite ne dépend que de K et q. Fouvry et Mauduit étudient
alors la régularité statistique de l’ensemble &£ en établissant que pour tout
B € R\ Q, la suite (nf)nee est équirépartie modulo 1 (théoréme 1.2 de [4]).

REMARQUE 2.2. — La formule (4) n’est plus valable en toute généralité sous
la condition 2 :

(5) il existe K > 0 tel que pour tout n € N*,|B(n)| < Kn'/?,

mais le théoréme 1.2 de [4] reste valide sous la condition (5). En effet, sous
la condition (5), on peut assez rapidement vérifier qu’il existe des constantes
Cy,Cy > 0 dépendant de K et g telles que pour tout = > zo(K,¢q) on a

Ci Scard{n <z : ne &} <0y

x x
Vliogx Vlogx

1. Rappelons que pour tout y € R, on a |y/2] = ||y] /2].
2. Par exemple pour ¢ = 2, et

L\/jj si j est pair,

B(j) = : S
—{j/2} sij est impair,

on peut montrer, & l'aide de la formule de Stirling, que la suite

() oz nee) = ((2) (4om0))

veN*

ne converge pas.
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et ceci permet de constater, en examinant la démonstration du théoreme 1.2 de
[4], que la condition (5) reste suffisante pour garantir que pour tout S € R\ Q
la suite (Sn)nee est équirépartie modulo 1.

Dans [11], Mauduit étudie les ensembles de nombres entiers reconnaissables
par un g-automate infini déterministe associé a une marche aléatoire de moyenne
nulle sur un réseau de dimension d, ’exemple le plus simple étant I’ensemble
des nombres entiers n € N* satisfaisant a |n|o = [n|1 = ... = |n|q—1 (on a ici
d = g — 1). Plus généralement Drmota et Mauduit [2] considérent

N ={neN": Li(|nlo, |n|1,...,|nlq-1) = [nklog,n] + vk, k=1,...,m},

ou L = (Ly,...,Ly) est une famille de formes linéaires définies sur RY, n =
(M, yMm) €E R™ et v = (v1,...,v,) € Z™. Sous des hypothéses assez géné-
rales sur le triplet (£,n,v) que nous ne détaillons pas ici, Drmota et Mauduit
déterminent 'ordre de grandeur du cardinal de N'N[1, z], et montrent que pour
tout 8 € R\ Q, la suite (8n),cn est équirépartie modulo 1.

Dans [3], Drmota, Mauduit et Rivat étudient la loi locale de s4 au voisinage
de sa valeur moyenne le long de la suite des nombres premiers : ils obtiennent
que pour tous € €]0,1/2[, k € N* tel que (k,q) =1, on a

card{p <z : sq(p) =k} = q—1 7 (x)

plg—1) \/2mo2log, ©
(6)

_ (k—pg logg @)? .
e edlosas JrO((logx)*E“) :

olt g = 4+ et ol = ‘121—51. Ce résultat est étendu dans [8] & toute fonction

g= Zl<k<q a| - |k avec (ar)1<k<q € Z97*. Nous obtenons dans cet article un
résultat de ce type dans le cas multidimensionnel.

THEOREME 2.3. — Soite €]0,1/2[, r € {1,...,q—1} et k = (k1,..., k) € N"
tel que 1 < k1 < ... < k. < q— 1. On a uniformément pour tous x > 2 et
b=(by,...,b.) eN",

@bk, 0n) 4 Reur )
(log, x)"/?

(7)
o)
(logz)™= —*¢
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264 B. MARTIN, C. MAUDUIT & J. RIVAT

avec
(8)
Ok = pged(ky, ..., kL, g —1) oa {ky,... K.} = {1,...,q = 13\ {k1,.... Kk},

C q7'+1
"\ (g - @Em)m

—qza . (Zaz>

(}Ilogqxbl qlogqxbr>
Uz b = gee ey .

Vlog, x V19og,

La constante implicite dans (7) ne dépend que de €, q et ky, ... k.

Comme 'on a
{p<z:|plgy=0b1,-..,|plk, =b-} C{p<a:p=b-kmodd},

le théoréme 2.3 n’est intéressant que si (b - k,d) = 1 et si les nombres entiers
bi,...,b. sont proches de la valeur élogq T, Soit

(9) WG{1,...,r},bi:élong+0<\/1ogz).

2.3. Nombres premiers équilibrés en base q. —

DEFINITION 2.4. — On dit qu'un nombre entier n > 1 est équilibré en base ¢
s’il satisfait
(10) V(i,j) € {0,...,q—1}%, |In|i — |n|;] < 1.

On note &; I'ensemble des nombres équilibrés en base g.

Cet ensemble est reconnaissable par un g-automate infini déterministe au
sens de [11] associé & une marche aléatoire sur un réseau de dimension g — 1.
On peut montrer facilement que card{n < = : n € &;} est de méme ordre
de grandeur que (par exemple de maniére analogue & la proposi-

tion 4.1 de [11]).

S S
(log, 2)(=- 1/

REMARQUE 2.5. — Si ¢ > 4, alors il n’existe pas de nombre premier p tel que
[plo = ... = |plg—1. En effet, si |p|lo = ... = |p|q—1 = k avec k € N*, alors
-1
pzs(p)z%k mod ¢ — 1.
Or si ¢ > 5 est impair, pged(£L—~ (q 1) -1) > qg—l > 1, et si ¢ > 4 est pair,

pged (L= ql) -1)>qg—1>1.
3. On convient que si r =q— 1, alors s =0 et 0, =q— 1.
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NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES 265

THEOREME 2.6. — Il existe une fonction Q : R — R, strictement positive,
1-périodique si q est pair, 2-périodique si q est impair, non constante, tel que
pour tous € >0, x = 2,
Ny(z) :=card{p <z : pe &}
(11) log, = T C1/24e
“ q ) (log,x)a+n/2 (1 0 ((logx) )) '

La constante implicite dans (11) ne dépend que de € et q.

REMARQUE 2.7. — Le théoréme 1 de [8] fournit une estimation uniforme en
B € R de la somme d’exponentielles

> e(Bp)

p<T
g(p)=Fk

lorsque g = Y7y cpoq @kl - |k avee (ax)icr<q € 2971 et (ag,...,aq-1) = 1. En
suivant la méthode développée pour établir le théoréme 1 de [8], il est possible
de démontrer le résultat suivant : avec les mémes notations et hypotheses que
celles du théoreme 2.3 on a uniformément pour tout 8 € R,

> e(p) = —Cra__ > eBp)

r/2
p<e (log, z)"/ p<e
(12) IPlky =b1 ooy [Py =i p=b-k mod 3y
. e_%R(uz‘b) + O % .
(logz) "%~

On peut ainsi déduire de (12) et du critére de Weyl (cf. [7] théoréme 2.1 par
exemple) que la suite (Bp)pee, est équirépartie modulo 1 pour tout
8 € R\ Q. Nous omettons la démonstration de ce résultat, elle releve d’ar-
guments similaires & ceux employés dans les preuves du corollaire 1 de [8] et
du théoreme 2.6 du présent article.

2.4. Cas général. — Les techniques développées dans cet article permettent
d’étudier la distribution jointe de r fonctions données de la forme g¢;(p) =
Zl<k<q a,(g)|p|k pour 1 < 7 < 7 avec al(j) € Z. Néanmoins diverses complica-
tions arithmétiques peuvent survenir d’un cas a un autre, méme en supposant
que pour tout j € {1,...,r}, pgcd(a,(c]))lgkq =1 et que la famille (g;)1<;<r
est libre sur Z :

e il peut exister des nombres entiers m > 2 tels que la famille (g;)1<j<r

soit liée sur Z,,.
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266 B. MARTIN, C. MAUDUIT & J. RIVAT

e il peut exister des nombres entiers m > 2 tels que la famille (sq, g1, ..., gr)
soit liée sur Z,, ce qui induit des restrictions dans la mesure ou pour
tout n € N, s4(n) =n mod ¢ — 1.

Par exemple pour garantir que I’ensemble des nombres premiers satisfaisant en
base g =5 a

Ipl1 + [pl2 + |pls = k1
(13) pl2 + 2|pls = ko
Ipl1 + [pl2 + 3|pls + 2|pla = k3

n’est pas vide il faut imposer les conditions pged(ky + k2,2) = 1, pged(ks +
k3,4) =1 et k1 — k3 = 0 mod 2, les deux premiéres conditions provenant de la
relation s5(n) = n mod 4 pour tout n € N. Il semble ainsi difficile d’énoncer et
de démontrer des résultats tout a la fois généraux et maniables.

Le probléeme est encore plus complexe si I’on souhaite prendre en compte
le nombre de zéros. Rappelons que la situation est déja délicate pour r = 1
comme en témoignent les exemples fournis dans [10] pp. 191-193.

3. Estimation d’une somme d’exponentielles

Les démonstrations des résultats annoncés reposent sur I’estimation obtenue
pour une somme d’exponentielles dans [9]. Nous reformulons ici les théoremes
1 et 2 de [9]. Rappelons que A désigne la fonction de von Mangoldt.

THEOREME A. — Il existe co = co(q) > 0 tel que l'on a uniformément pour
tousx =22, BER et g = 20<k<qak| |k (avec (ag,...,aq-1) € RT),
(14) ™ An) e (g(n) + ) < (loga)a! —eollG=D(r—a0)

n<x
et
(15) > Aln)e(g(n) + fn) < (loga)*a!~074(®),

n<x

ot

. a2
oolg)=min > Jlai —aj = (i =]’
0<j<i<q
Signalons que la constante ¢y, qui dépend de ¢, peut étre explicitée en re-
prenant les démontrations des théorémes 1 et 2 de [9].
Nous pouvons en déduire la majoration suivante.
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NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES 267

PROPOSITION 3.1. — Il existe ¢y = ¢1(q) > 0 tel que l'on a uniformément pour
tous x> 2, BER et (ay,...,au-1) € RITL,

e[ 3 cutle i) < togapatemionens

p<T 1<k<q

avec
2 2
Tolar, o ag) = (g = Daa|*+ D flak — ki
2<k<q
Démonstration. — Posons g = > ), ak|-[x. D’aprés le théoréme A nous
avons

STAme | ST arlnli + 8| < (loga)ta! = F @@ Hla el

n<x 1<k<q

< (logz)*z!~e2(@a@Hla=Daa*)

1 1 ~D\ !

Une intégration par parties standard donne

avec

doel D aulpli ) < 7?35 ZA S alnli 8 ||+ va
p<T 1<k<q 1<k<q

< (log :c)?’g;l*cz(vq(g)ﬂl(qfl)al|\2> VT
< (log z)3zt—e2(@a(@)+(g=Denl*)

ou la derniére inégalité résulte de la définition de cs. Il nous reste a remarquer
que d’apres le lemme 4 de [10], nous avons

1 2
q(9) = > > o — kaa |
@Dl 107+ D), 2
Cela fournit la conclusion attendue avec ¢; = ¢o ((¢ — 1)((¢ — 1)* + 1))_1. O

4. Preuve du théoreme 2.1
Nous introduisons ’ensemble
H={(tr,...,tg 1) €ZT " :Vke{l,...,q—1},0 < tx < my}
ainsi que les deux sous—ensembles

k‘mktl

7—[1:{(151,...715(11)67-[ : Zl—l\tl et Vk e {2,...,q— 1}t = modmk}7
m

mi
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et Ha = H \ H1. Notons que la condition 7** | #; entraine que le nombre k”;ifltl
est entier pour tout k € {2,...,¢ — 1}. Nous avons
card{p <z :Vke{l,...,q—1},|p|x = £ mod my}
Iplk — Lk
= Wk = Tk y
= S POl
P<$(t1, ty_1)EH 1<k<q
S1
= —— 4+ 0(52),
my...Mg—1
avec
Pl — L
e —
> ot
PLT (t1,...,tq—1)EH1 1<k<q
et
123
Sy = Ze Z |plr——
(t1,... tq 1)67‘[2 <z 1<k<q m
Commencons par traiter S;. Pour chaque valeur de k € {2,...,q — 1}, la som-

mation sur t; le long de H; est réduite a un seul terme correspondant a 'unique
nombre entier ¢ tel que 0 < t < my et t = kmyty/mq mod my. En effectuant le
changement de variables ¢, = rmj /d,,, nous obtenons ainsi

=Y > e Z(|p|k*5k => > < P)ve))

<Lz 0<r<dm 1<k<q <Lz 0<r<dm
= g E ( — ve)> = dm7(x,ve, dm)-
<z 0<r<dm

Pour majorer S et conclure la démonstration, nous allons établir pour tout
(t1,...,tq—1) € Ho la majoration

123 3 1—ci/||lml*
16 I 1 oo
(16) E e E |p|kmk < (logz)’x

p<T 1<k<q

Compte-tenu de la proposition 3.1, il suffit pour cela de montrer la minoration

t to 1
(17) Tq(l,...7 "1>> .
mi mg—1 [m]|
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NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES 269

Soit (t1,...,tq—1) € Ha. S'il existe k € {2,...,¢ — 1} tel que t # ’”ZZL’;“ mod
my, alors mimyg ne divise pas tpmq — kmyty et donc

t to— ti t
. (1ql> >Hk_k1

mq mg—1

Supposons & présent que pour tout 2 < k < q, tp = kmgt1/mq mod my, et

que 7 m t t1. En particulier pour toute Valeur de k, le nombre kmyty/mq est

m | tl Il existe donc O s <

trmi — kmyty 1 S 1

= mme)® T m %,

mymg

entler Supposons par I’absurde que
pged(g — 1,mq) tel que

- Sma

~ pged(g —1,my)

et donc pour tout 2 < k < ¢, pged(q — 1,mq) | skmy. Posons d,,, = pged(my,
2ma, ..., (g—1)mg—1). D’apres le théoreme de Bézout, il existe (ug, ..., uq—1) €
7972 tels que

(18)

q—1
E UM = d;n
k=2

En multipliant cette égalité par s, nous obtenons que pged(g—1, my) divise sd,,,,
et une application du lemme de Gauss permet d’en déduire que M
divise s. Compte tenu de (18), cela entraine que my/d,, divise 1, une contra-

. ma P . )
diction. Nous avons donc seedla=Tmn) tt1. Nous en déduisons la minoration

™m

tl t —1 tl q— 1 tl
Tq <,.‘.,q> ;H(q_l) — 1 : . -
my Mg-1 my pged(q — 1,my) pecd(q—1,m1)
pged(g—1,m)\* _ 1 1
2 m— 2 W = Wa
1 1 m

ot la deuxiéme inégalité vient du fait que pour tout (a,b,c) € (Z\ {0})3 tels
que (a,c) =1et ctb, ona |lab/c|| = 1/c. Nous avons bien établi la minoration
(17) pour tout (f1,...,tq—1) € Z971.

5. Démonstration du théoreme 2.3

Soit r € {1,...,q—1} et k = (k1,...,k.) € {1,...,q¢ — 1}". Nous posons
pour tout & = (ay,...,a,) € R,

S(a, k,x) = Z(H )

p<x
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270 B. MARTIN, C. MAUDUIT & J. RIVAT

et pour tous b € Z et d € N*|

Sp.a(z; o, k) = Z e (Z ozi|pki> .
i=1

PLT
p=b mod d

Nous commencons par le résultat suivant.

LEMME 5.1. — Soitr € N* tel que 1 <r < q—1,k=(k1,..., k) €{1,...,q—
1} tel que k1 < ... < k. Il existe c = ¢(q,k1,...,k) > 0 tel que l'on a pour
toust 2 2,0<€<1/2 et b= (by,...,b) €N",

card{p < x : |plg; = b1,..., [Pk, =br}

Skb.s, (75, k) e(—ax - b)dax

ag) /{_5 L} S

2(¢—1)’2(¢—1)
+0 ((log x)3x1_C52/4(q_1)2) ,
ot O est défini en (8). La constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. — Notons T = R/Z et commengons par remarquer que
card{p < x : |plg, =b1,...,|plk. =b-} = S(z;a, k) e(—a - b)da.
’]I"I‘

Nous distinguons deux cas.

Premier cas : k1 > 1
On a alors 6, = pged(ky, ..., kL, g —1) = 1. De plus d’apres la proposition
3.1,on a

S(z; 0, k) < (logz)3at —err(ansar)

avec
2
plan,.yan) = > lagll”.
1<isr
On a
S(z;a, k) e(—a - b)da :/ +/
T Hy Hs
avec
Hy—|-—% & X [=6,€"Y et Hy=T"\H
1 2(q—1)7 2(q—1) 9 2 1-
Si e € Ho, alors il existe j € {1,...,7r} tel que ||| > ﬁ, et donc

/ S(z;a, k) e(—a - b)da < (log x)3x176152/4(q*1)2,
H>

ce qui donne bien (19) puisque o, = 1 et donc S(z; o, k) = Sp.ks,, (75 ¢, k).

TOME 147 — 2019 — N° 2



NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES 271

Deuzieme cas : k1 =1
Nous effectuons la décomposition

S(z;a, k) e(—a - b)da :/ —|—/
T Hy Hs

avec

lef”Ul [;;_Q(qﬁl),;;Jr } 1;[[—5, 5] :

£=0

et Hy = T" \ H;. Notons que dans la définition de Hy, la réunion Ugigl est

disjointe puisque Q(qf Ty < 35 . Nous avons par conséquent
/ Z S(z;a, k) e(—a - b)da
i p<a
d—1

= Z/[ , ¢ S(z;a, k) e(—a - b)da

¢ o kit Rt
=075, "2(q-1) 5 " 2(g—1) [XHJ:2[ B {

Pour tout £ € {0,...,d, — 1}, on effectue dans l'intégrale

festtentopn e

3k 2(q—1) "0 T 2(q—1) &5

le changement de variables oy = o} + é et a; = a + Bt pour tout j €
{2,...,r}. Cela fournit

S(z; o, k)e(—oa - b)do
Hy

= / ) . Ze Za,|p|k
[_ 2(q=1) ’2(q—1):| X[=6ETT p<a

W0 ky(ple, — by)
~Ze< e >e(_a.b)da

£=0

Or, compte-tenu du fait que dp = pged(k],..., kL, g — 1) et de la relation
8q(n) = n mod ¢ — 1, nous avons pour tout n € N,

Zkﬂn\kj = ij\mkj + Zk:|n|k; = s4(n) = n mod .
=1 j=1 i=1
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Nous en déduisons

S(z;a, k) e(—a - b)da

Hy
Ze Zay [Pk,

/[ﬂq{—nvz(f—n}x[ ST <o

. é'fe (e(p _5: : k)) o(—a - b)da

o

Il reste & majorer fH2 S(z; a, k) e(—a - b)da. On a d’apres la proposition 3.1

. . Sbk,5, (T 0, k) e(—a - b)dox.
TR e R

S(z; o k) < (logz)3zt=en(e)
avec
2
ple) = = Don P + 3 g ~ kel + 3 [Kjen
2<j<r 1<5<s

Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout
o € Hy,

52
A(g—1)*
Soit donc & = (avq, ..., ) € Ha. Le lemme 3 de [10] stipule que l'on a pour
tous n = 2, (vy,...,v,) € Z"\ {0,...,0} et o € R,

-1

n n
S el > [ 302 | peed(ur,...,va)? [pged(ur, .., vl
k=1 j=1

(20) pler) > ¢

Nous en déduisons que 'on a, si s > 1,
2 2
pla) = (= Doal* + Y |||
1<j<s
2

> cllpged(q = LK, ... K)on |* = e [dkan]®,
avec ¢ €0, 1] qui dépend de kf,..., k. et g—1. Si s =0, alors §, = ¢ —1 et on
a donc encore p(a) > ¢||dpay||”. A présent distinguons deux sous-cas. Si pour

tout £ € {0,...,0, — 1}, on a

0 ¢ 0 ¢
S T2 1) b 2 D)
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alors on a ||dgay|| = 2(5 & et par conséquent pu(a) > . Sien

_&
-1 Z -1
revanche, il existe £ € {0,...,d — 1} tel que

L& L £ ]
ok 2(q—1)"6k 2(¢g—1))°

alors il existe j € {2,...,r — 1} tel que

4(q 1)2

OZ1€|:

kil kil
(21) 0 # |5 -6 ]
Ok Ok
puisque a« € Hs. On a de plus

kit ke kil ke } [kje € kit ¢
Ao e o o RS Bl 1 B
o 20¢—=1)" &  2(¢—1) o 2

kit
Ok

car ¢ — 1 > k;. Nous déduisons de (21) et (22) que |la; — kjau| = £/2, et donc

p(a) = €2 /4. Nous avons bien établi (19) dans tous les cas. O

(22) kjoq € [

Remarquons a ce stade que pour démontrer le théoreme 2.3, on peut supposer
que x est suffisamment grand, quitte & augmenter la valeur des constantes
implicites dans (7). On peut également supposer que (b - k,d) = 1 puisque la
formule (7) est triviale dans le cas contraire. Appliquons maintenant (19) avec
¢ = (log x)”*l/ 2 ou 1 > 0 est un nombre réel qui sera fixé ultérieurement. En
posant

Ciee wr [t ¢
~bedl ot = |t anty)

nous avons donc

card{p <z : |plg, =b1,...,
= (5k/ Sbk,5, (T; 0, k) e(—a - b)da + O L)TH .
I'xIr=1 (logx) ™=

Pour obtenir (7), il nous suffit donc d’établir pour z suffisamment grand la
formule

w(x;bok,ék) _1lR
Sbk.s, (7; @, k) e(—a - b)da = O,y ——— L g 2 Filue)
/ (730, k) e(—ax - b) " e T

(23)
+0 <7T(af)+l ) .
(logz)™= —¢

Pour cela nous employons une généralisation de la proposition 2.2 de [3]. Elle
se démontre de la méme maniere mais nous donnons les détails de la preuve
par souci de complétude au paragraphe 6.
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PROPOSITION 5.2. — Soit n,v deux nombres réels tels que 0 < 2n < v < 1/3.
On a uniformément pour tous x > xo(v,n), a = (ag, a1,...,0q-1) € R? avec
g =0 et tel que [|a|, < (log, 2)172, d e N* et b€ Z tels que pged(b,d) =1,

q—1
Z e (Z ak|pk> = n(x;b,d) e(m(a)log, x)

pLT k=0
(24) p=b mod d

8 (14 0o, log 7))
+0(n(@) ], (log, 2)");

avec
1 1

m(a) = fZak et Q(a):fZaif Z (o — apr)?
1%=0 7%= T ochon

La constante implicite dans (24) ne dépend que de n, v et q.

Appliquons la Proposition 5.2 au vecteur & = (0, a1,...,04-1) € R avec
ag; = aj, &k; = 0 et avec les nombres entiers d = 0 et b = b - k. Cela donne
I’estimation

/ Sbeke,s,, (T30, k) e(—a - b)da
J'xIr—1

(25) =n(z;b-k,0k) / . ZaJ (%logqx—bj)

. 6727r2Q(a) log, (1 + O(”aHoo log .Z‘))
+ O(|letf| o, (log, 2)”)dex,

avec

I 1
“a 2 |y
=

Jj=1

2
Notons que puisque <Z§:1 Oéj) T Z;Zl %2'7 on a

> (1) X o X

1<isr 1<j<r

WV
w‘ =
Q

o
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En conséquence,

/ e—QWZQ(a)logq T Joy
T\(I/ ><I1‘—1)

T
<

Jj=1

7it2 log, © 7£t2 log, © T
= r/ e @ Bt - (/ e @ Ba dt)
[t]>(log 2)7=1/2 /(2(q—1)) R

r—1 2
a2 2
1 / e BT gy
\/W [t|=(logz)"=1/2/(2(g—1))

Or on a pour tout v > 0,

22 r 2
/ e BT 2 % gy
{a€R" : a2 (log z)7=1/2 /(2(q—1))}

et donc

T _ 27
/ 6_272Q(a) logqxda < q ) e—d1(log ) )
R\ (I’ xI7—1) V/2nlog, © 1+ da(logx)n’

avec di,dy > 0 qui dépendent de gq. Remarquons par ailleurs que pour tout
v >0,

/ ]2, dex < (logar) =1/,
I'xIr—1
Il en résulte que sous I'hypothese n < /2, on a

/ Sbk.s, (T 0, k) e(—a - b)da
I'xIr=1

T

log,
(26) = 7T(IZ?, b- k;, 5k) / e Z o < gq o b]) 672772Q(0L) log, T Jey
R\

q

7(x)
+0 ((1qu x)’"él—(v+(r+1)n)> '
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Nous effectuons le changement de variables o’ = 27, /log, * dans l'intégrale
figurant en (26), et cela donne

/ Sbk,d(z; 0, k) e(—o - b)da
I’ xIr—1

r 1
m(z;b-k 5k) gloggz—b; 1
(log x)™/2(27) P Za] V/log, = B iQ(a) dex

7(x)
@) .
+ <(10gq x)%l—(u+(r+1)n)>

Nous employons alors le résultat suivant qui est standard et dont on pourra
trouver une démonstration dans, par exemple, [16] p. 15.

LEMME 5.3. — Soit n € N*, Q une forme quadratique définie positive sur R™
et A sa matrice dans la base canonique, u € R™. On a

/}em@(‘i@@ﬂ+¢u.m>dm— i;ikmp<—;R@n),

ot R est la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est A~1.

Dans notre cas, la matrice associée a la forme quadratique ) dans la base
canonique de R” est

qg—1-1... -1
1 -1 .0 1
A== .
: o —1
-1 ...-1qg-1
On a
q(g+1-7r) ¢ q
q—r q—r q—r
_ q o q
det(A) q+f et A7 l= a-r a-r
q _q
q—r
q q  gq(g+l-r)

q—r q—r q—r

+1-7) « 2
R(a) = q(qir) ol + =1 Z a0

!
Mﬂ
@Qw
_|_
Q
<
—
KM*
~_
(V]
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Nous obtenons donc

bk,
/ Sbok,s,, (5, k) e(—a - b)da = Cr,qiﬂ(x’ . k>e_%R(““‘*”)
I'xIr—1

(log, z)"72

()
o <(logq x) o —(V+(T+1)77)> ’

Pour en déduire (23) et ainsi conclure, il suffit de poser pour 0 < ¢ < 1/2,
54_fr et n = 5_‘7_T qui satisfont bien a4 0 < 2 < v < 1/3. Pour achever la
preuve du théoreme 2.3, il reste a démontrer la proposition 5.2.

UV =

6. Démonstration de la proposition 5.2

Ce qui suit est une adaptation de la démonstration de la proposition 2.2 de
[3], nous adoptons ainsi des notations similaires et omettons certains détails
par moments. Nous posons

L = L(x) =log, =

Pour a € R4, nous posons

q—1
To(n) = axnlk
k=0
et remarquons que pour tous z > 2 et 1 < n < z,
To(n) = > 0cim)-
0<j<L
Nous munissons l'ensemble Q, = {p < = : p = bmod d} de la probabilité
uniforme et considérons la variable aléatoire X : 2, — C définie par
To — Lm(a)
VL

Etant donné un nombre réel 0 < v < 1, nous posons pour tous z > 2 et
1<n<uz,

Xo =

Taw(m)= Y agm

Lv<Gj<L—L¥
Nous employons également la notation
L'=card{j eN: L"<j<L-L"}
et introduisons la variable aléatoire X , : 2 = C
T, — L'm(a)
Xoy=—"""——".
/L/
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Nous posons également

) 1  Toy (p)— Lm(cx)
X, g —
p1(a) =E(e"*) = ——— e VL ,
(@) =B - Th g L
pPRT
p=b mod d
- 1 iTa,u(pF/m(a>
— ]E 1A a,v — L/
pa(v) (e ) 7(z:b, d) Z €
p<z
p=b mod d
LEMME 6.1. — Pour tout o« € R?, on a

p1(@) = pa(a) + Ollafl o L")

Démonstration. — C’est une conséquence rapide de I'inégalité |e?t — e¥| <
|s — t| valable pour tout (s,t) € R?, et des estimations L — L/ < L et L~'/2 —
L/—1/2 < Ly—3/2- |

Nous introduisons & présent une suite (Z;)r»<j<r—r» de variables aléatoires
indépendantes définies sur le méme espace de probabilité (2, .4,P), toutes de

loi uniforme sur {0,...,q — 1} et nous posons successivement
= T, — L'm(a ~
Toap= Y 0z, Xa,= a\ﬁ() et p3(a) = E(eiXer).
Lv<j<L—L¥ L
LEMME 6.2. — Il existe une constante cz = c3(q) > 0 telle que 'on a unifor-
mément pour tous a« € RY et 1 <d < L/,
—d . v
(27) E(X4,) = E(Xa,) + O ((8aL1/2 [laf o) %e ).
Démonstration. — En développant les puissances d-iémes, on obtient
(28)
d —d
E(Xa,u) - ]E(Xa,u)
_ Z Z oy, —m(ax) oy, —m(ax) Alrota
/ o / J1,--dd
LY<j1,--,ja<L—LY £y,...,04€{0,....q—1} L L

avec

Aﬁi::fj :]P(é‘jl :él,...,€jd :Ed) _]P)(Zj1 :él,...,Zjd :éd)

1
= mcard{pgx : pEmedd7€J1(p) :€17"'7€jd(p) :gd}
1

q¢
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D’apres le lemme 4.5 de [3], il existe ¢z > 0 tel que 'on a uniformément pour
1<d< LU, I"<j<...<ja<L—L"etly,....0;€{0,...,q— 1},

£1,eiby d,—csL”
ALl < (ALY)%e

En insérant cette majoration dans (28), et en utilisant I'inégalité |ay —m(ar)| <
2 |||, pour tout £ € {0,...,¢g—1}, nous obtenons la majoration annoncée. [J

LEMME 6.3. — Soit 0 < v < 1 un nombre réel. On a pour tous x > xo(v),
w € C et a € RY tels que |wl||e|,, < LYS,

E(ever) = % Q) (1 +0 (L*W\wl“”’ HallioD :

Démonstration. — On a pour tout z € C,

_ 1 g-1 v
E(EZT"‘"’) — - Zezaj
7=

52
—exp (1 (sm() + 5 Q) + 0P [alL)) )
’ 22
= (@5 @) (110 (1)f ).
On pose alors z = w/ VL', ce qui donne bien le résultat annoncé. (|

LEMME 6.4. — Soit 0 < v < 1,0 < 2n < k < 1/3 et D le plus grand
nombre entier pair n’excédant pas L®. On a pour tous x > xo(v,n, k), @ =

(ag,ar,...,0q-1) € R avec g =0 et ||, < L7,
D
]E(Xa y) ca L®
; —cyL
222 e,

avec ¢g = 2'%7’ > 0.

Démonstration. — On peut supposer a # (0, ...,0). D’apres la formule inté-
grale de Cauchy on a pour tout wg > 0,

D
E(XL,)) 1 =
( a, ) _ / E(ean),,) dw
|w]|=wo

D! 2rx wP+1’

Comme ap =0, on a Q(a) > 2—1q ||aHio, et on peut ainsi employer le lemme 6.3

avec w = wo = y/D/9(cx). Cela donne

D
E(Xa,u) Q(a)D/2 T _ D ib_;pg .D3/2
D| = DD/227T / e 2 (1 + O (L1/2>) d97

—T
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ce qui entraine

—D
E(X D/2 pw D D/
(DT’V) < Qéog/z /_ eT o) g « Il e =

ou la derniére majoration résulte du fait que Q(a) < ||a<||iO 11 suit

D

E(X,,) D D
o/ _ n - _ =
o < ll||. exp ((D 1)log(L") + 5 "5 10gD>
LI{
< [l exp <(n - 5) L log L+ 2) ,
d’oli nous déduisons la majoration requise. |

LEMME 6.5. — Soit 0 < 2n < v < 1/3 des nombres réels. 1l existe ¢ > 0 tel
que on a uniformément pour tous x > xo(v,n) et . = (0,01,...,aq-1) € RY
tel que ||af| < L7,

p2(@) = p3(a) + O(llafl . e=).

Démonstration. — Soit k un nombre réel tel que 0 < 21 < kK < v et D le plus
grand nombre entier pair n’excédant pas L”. En utilisant le développement de

Taylor
o (,Lu)d U‘D

0<d<D

(valable uniformément pour tout v € R) et les lemmes 6.2 et 6.4 nous obtenons :

E(X.,)

Dol
<l (gL /) emeot g o7 ) e 70

—_ b5 7(1 — d
[p2(a) — ps(@)] < max [B(X,,)—E(Xg,)+

avec c5 = min(cz/2,cq4) > 0. O

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la pro-
position 5.2. D’apres les lemmes 6.1 et 6.5 on a

p1(@) = p3(a) + Ollafl o L"1/2).

Le lemme 6.3 appliqué avec w = ¢ donne alors I'estimation asymptotique
o1 (a) = e*%Q(a)) (1 +0 (L71/2 HaHio)) + O(”a”oo Lu71/2)’

valable uniformément pour tout |||, < L". En effectuant le changement de
variables @ = 2wV L'a’, nous obtenons l'estimation (24).
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7. Démonstration du théoréeme 2.6

Commengons par caractériser les nombres équilibrés d’un intervalle de la
forme [¢™~1, ¢™[ avec m € N*. On pose

m=qt+r (teN1<r<q).
Soit n € [¢™~1, ¢™[. On a I’équivalence

neé& = vke{0,...,q—1}|n|ly =t + vg

(29) avec vg, ..., Uq—1 € {0,1} et Z Vg =T
0<k<q

Si ’on pose pour tout k € {0,...,q — 1}, by =t + v, avec les notations du
théoreme 2.3 la condition (b - k,dg) = 1 s’écrit

pged q —|— Z kvg,g—1] =1.

1<k<q

On remarque alors que

pged q + Z kvi,q—1
1<k<q
pged Zlgk<q kvg,q — 1) si g ou t est pair,

-1 .
pged (457 + 30 cpey KUK G — 1) sinon.
Nous introduisons en conséquence les ensembles

quO -

(voy ..., vg—1) € {0,1}7 : Z v, = 1, pged Z kvg,q—1] =1,

0<k<q 1<k<q
qul =

(vo,...,vg—1) € {0,1}7 : Z vk = 1, pged q + Z kvg,q—1| =1
0<k<q 1<k<q

Posons & présent pour t > 0, 1 <r < g et ¢t < o < g2,
Vir(r) = card{q"™ ' <p<ux:pe&l,
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et notons £ 'unique élément de {0, 1} tel que ¢t = ¢ mod 2. L’ensemble V; ,-(z)
contient au plus un nombre premier équilibré tel que

q(q — 1)t
pged T—l— Z kvg,gq—1] > 1.

1<k<q
D’apreés I’équivalence (29), on a pour tout ¢ > 1 et ¢! ~1 < o < ¢917,
Vir(z)

= > > 14+ 0(1)

(v0,--,09—1)EFg re gt 1<p<a
Vk20,|plr=t+uvk

— > > 1+0(1)

(v0,.-y09—1)EFg r e gt~ 1<p<a
Vk}l,‘p‘k:t+vk

= > > 1— > > 1+0(1).

(v0,04,0q—1)EFg v ¢ p<z (V0,00 vg—1)EFgre  p<q?ttT—1
VkZ21,|plp=t+vy VE>1,|p|r=t+vi

On applique alors le théoréme 2.3 et le théoréeme des nombres premiers en

progression arithmétique sous la forme m(z;a,m) = L + O( - 2).

0) b w(m)logz (log )
n obtient

T — qthrrfl .
(30) Vir(2) = Cg card(Fy ) - gDz (1 + O((qt) 2+5)) :

avec

C _ q_l ) qQ/2
17 olg—1)logqg (2m)@0/2"

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2.6. Pour
x = 1, nous introduisons les uniques nombres entiers 7' et R tels que T > 0,
1<R<qet
AT+R=1 4 o« qIT+E,

q
On a
Ny(z) == ND(2) + NP (2) + NP®(2)
avec
NM(@)= Y1, NP(2)= > Let N¥(x)= Y L
p<q?” 1T <p<gtTHE 1T ETICpa
PEE, PEE, PEE,

Premier cas : q est pair. Posons y = %logq z.On a
(31) T=ly] e R=l¢fy}]+1
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On peut supposer = > ¢%¢ et donc T > 2. D’apres (30), on a

-3 X V)

0<t<T 1<r<q
r—1
q
:(qfl)cq Z Wcard( qTO)

1<r<q

> t&% (1 + 0((qt)*%“)) + 0 (log(z)) .
T

X

A ce stade nous utilisons I’estimation standard suivante (cf. [4] lemme 2.3 par
exemple) : pour tout nombre entier ¢ > 2 et tout nombre réel @ > 0, on a
uniformément pour tout nombre entier v > 1,

v 97,5 _ gy+1 + O gl/
— > (g— 1o potl |-

On obtient alors, compte tenu du fait que Fy 1,0 est non vide,

N (z)
q—1)C g’ Cl4e
:(qq _)1q' i O 4 () (1+0T)H)

1<7‘<q

q—1)Cq xq —q{y} L
- ( q? —)1 (log x (q+1)/2 Z q 1card qro) (1+O((10ggc) 7+ )) .

1<r<q
Ensuite, on a
N(Q)(x)
Z Vi ( qT+r
1<r<R
q" i
== 1¢- (qD)@ D72 > ¢ eard(Fy ) (1+0((qT) 2”))
q 1<r<R
xq~ 1Y} . o
= (@- V0 o 2 0 end(Fuo) (14 0((log)7559))
1 1<r<afy}]
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Enfin,

N3 (x) = Vr.p(x)

T — qu+R—1 e
=Cy- W card(Fy ro) <1 + O((log x) )) +0(1)
q
x p—
" (log, z)@tD/2 (1 -4 {q{y}}> card(Fy, q{y}/+1.0)
q

- (1 +0 ((logx)_1/2+5)> +o(1).

,Cq

Nous obtenons bien (11) avec pour y € R,

Qy) = (¢ - 1)C, g W N g card(Fy ) + ¢~
1<r<q
Z q" " card(F, o)

1<r<g{y}]

(g = D)7 (1= gD card(Fy gy 41.0)

Le fait que Fj 1,0 est non vide entraine que la fonction @) est strictement
positive. Elle est egalement non constante En effet, pour ¢ > 4, on remarque

que Fy 40 est vide et donc que pour £— L < y<1l,ona
Qly) =q "(q—1)C Z g card(Fy o)+ Y g card(Fy,)
1<'r<q 1<r<q

Pour ¢ = 2, compte-tenu du fait que card(Fz1,0) = 2 et card(Fa2,0) = 1, on
constate que pour 1/2 < y < 1,

Qly) =Ca (1+5-27%).

Deuxiéme cas : q est impair. Dans ce cas le calcul fait intervenir la parité
de T, aussi introduisons-nous les uniques nombres entiers 77 > 0 et L € {0,1}
tels que T'= 27" + L. On a alors, en posant z = 2—1(1 log, =

T'=1z], L=1[2{z}] et R=|¢{22}|+1
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En distinguant les cas L = 0 et L = 1, on obtient pour = > ¢,
NY@= > Y Veld")+0Q)
1<t<2T'+L 1<r<q
_ (q - 1)Cq xq_Q{ZZ}
B q24 —1 (logq x)(4+1)/2

Z q"tcard(F, 1)+ q¢? Z q"tcard(F,,1-1)

1<r<q 1<r<q
: (1 + O((logx)’l/%E)) :

On a ensuite

N(2) Z ‘/2T'+L (2T’+L+T‘)
1<r<R
zq~ 127}
=(¢—1)Cq-

(log x)(qul)/Q
Z q" *ecard(F,,. 1) (1 +0 ((log:c)*l/zﬁ)) .

1I<r<R
Enfin on a
_ @T'+L)g+R
Gy =g, L4 ~1/2+e
N® (@) = ¢, (g, 2707 card(F, p.r) (1 +O((log z) )) +0(1)
z(1 — q*{q{%}}) 124
:Cq'Wcard( Fyr.) (1+O((10giﬂ) / )) +0(1).

Nous obtenons bien (11) avec cette fois pour y € R,

q*q{y} .
Q) = (=10 | 57— > ¢ card(Fyp, a(y/2)))

1<r<q

+q Z q" card(Fy r1-|2{y/2}])

1<r<q

+q W YT g card(Fy gy 2 )
1<r<]q{y}]

+g— D)7 = g 1) card(Fy gy 41, 1200/2)))
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La encore, la fonction @ est strictement positive car Fy 1,0 est non vide. Par
ailleurs, comme Fy, 1 est vide pour ¢ > 3, on a pour (¢ —1)/¢ <y < 1,

avec

Qy)=Kq.q v,

1

Ky=Cy | ——
q q q2q71

Z q" card(Fy o) + q? Z q" card(Fy 1)

1<r<q 1<r<q

+ Z q" card(Fy o) | > 0.

1<r<q

En conséquence, @ n’est pas constante.
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BIBLIOGRAPHIE

M. DRMOTA — « Uniform distribution and quasi-monte carlo methods »,
Radon Ser. Comput. Appl. Math., no. 15, ch. Subsequences of automatic
sequences and uniform distribution, p. 87-104, De Gruyter, 2014.
M. DrMOTA & C. MAUDUIT — « Weyl sums over integers with affine digit
restrictions », J. Number Theory 130 (2010), no. 11, p. 2404-2427.
M. DrmoTA, C. MAUDUIT & J. RIVAT — « Primes with an average sum
of digits », Compositio 145 (2009), no. 2, p. 271-292.
E. Fouvry & C. MAUDUIT — « Sur les entiers dont la somme des chiffres
est moyenne », J. Number Theory 114 (2005), no. 1, p. 135-152.
A. O. GELFOND — « Sur les nombres qui ont des propriétés additives et
multiplicatives données », Acta Arith. 13 (1968), no. 1967, p. 259-265.
G. HANNA — « Sur les occurrences des mots dans les nombres premiers »,
Acta Arith. 178 (2017), no. 1, p. 15-42.
L. KuipErs & H. NIEDERREITER — Uniform distribution of sequences,
Wiley-Interscience [John Wiley & Sons], 1974.
B. MARTIN, C. MAUDUIT & J. RIVAT — « Propriétés locales des chiffres
des nombres premiers, @ paraitre dans », J. Instit. Math. Jussieu.
, « Théoréme des nombres premiers pour les fonctions digitales »,
Acta Arith. 165 (2014), no. 1, p. 11-45.

, « Fonctions digitales le long des nombres premiers », Acta. Arith.
170 (2015), no. 2, p. 175-197.
C. MAUDUIT — « Propriétés arithmétiques des substitutions et automates
infinis », Ann. Inst. Fourier 56 (2006), no. 7, p. 2525-2549.
C. MaubpuiT & J. RIVAT — « Prime numbers along rudin-shapiro se-
quences », J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 17 (2015), no. 10, p. 2595-2642.

TOME 147 — 2019 — N© 2



NOMBRES PREMIERS AVEC CONTRAINTES DIGITALES MULTIPLES 287

[13] C. MAUDUIT & A. SARKOZY — « On the arithmetic structure of the inte-
gers whose sum of digits is fixed », Acta Arithmetica 81 (1997), p. 145-173.

[14] C. MULLNER — « Automatic sequences fulfill the sarnak conjecture »,
Duke. Math. J. 166 (2017), no. 17, p. 3219-3290.

[15] G. TENENBAUM — Introduction d la théorie analytique et probabiliste des
nombres, 3° éd., Belin, 2008.

[16] A. ZEE — Quantum field theory in a nutshell, éd. second éd., Princeton
University Press, 2010.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



