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SOMMES DE BIRKHOFF ITÉRÉES
SUR DES EXTENSIONS FINIES D’ODOMÈTRES.

CONSTRUCTION DE SOLUTIONS AUTO-SIMILAIRES
À DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AVEC DÉLAI

par Jean-François Bertazzon & Vincent Delecroix

Résumé. — Nous estimons le comportement asymptotique des sommes de Birkhoff
itérées pour des systèmes dynamiques qui sont le codage d’extensions finies d’odo-
mètres.

Si u est une suite de réels, sa première somme itérée S(1)(u) est la suite des sommes
cumulatives des premiers termes. Puis par récurrence, nous définissons la `-ème somme
itérée par S(`)(u) = S(1)

(
S(`−1)(u)

)
.

Les systèmes dynamiques symboliques que nous étudions sont engendrés par des
substitutions apériodiques et primitives particulières, que nous qualifierons de forte-
ment uniformes.

Nous montrons que pour tout entier ` ≥ 1, il existe un polynôme d’approximation
p` tel que la différence des suites S(`)(u)−

(
p`(n)

)
n∈N soient bornées, où u est l’image

de l’orbite d’un point par une fonction qui ne dépend que de la première lettre.
Nous nous restreignons ensuite à des alphabets sur deux lettres {a, b} puis nous

imposons une condition combinatoire sur la substitution permettant d’estimer la crois-
sance de ces bornes. Nous restreignons également notre étude au point fixe d’une sub-
stitution, et non plus sur l’ensemble du système dynamique symbolique.

Ces sommes itérées correctement renormalisées convergent en un certain sens et
permettent de construire une fonction qui est solution d’équations intégrales du type :∫ λx

0
f(t) dt = η

(
f(x)− f(0)

)
pour tout x ≥ 0
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82 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

pour des paramètres entiers λ ≥ 2 et η ∈ Z∗.

Abstract (Iterated Birkhoff sums on finite odometer extesnions. Construction of
auto-similar solutions to differential equations with delay). — We build bounded
solutions to a linear integral equation. Our functions are built as limit of iterated
Birkhoff sums over auto-similar dynamical systems.

1. Introduction

1.1. Principaux résultats. — Étant donnés un espace compact K et une appli-
cation continue T : K → K ergodique pour une mesure de probabilité µ alors
le théorème de Birkhoff donne une asymptotique au premier ordre des sommes
d’une fonction le long des orbites. Plus précisément, soit f ∈ L1

µ(K,R) alors :
n−1∑
k=0

f
(
T k(x)

)
− n

∫
K

fdµ

est négligeable devant n lorsque n tend vers +∞ pour µ-presque tout x. La
somme apparaissant dans cette expression s’appelle une somme de Birkhoff
et une question importante est d’en donner une estimation précise pour des
classes particulières de systèmes dynamiques. Dans un cadre aléatoire appa-
raît un terme en

√
n ou

√
n log log(n) lié au théorème centrale limite et la

loi du logarithme itéré. Dans le cadre des rotations, le théorème de Denjoy-
Koksma ([12]) montre que ces expressions sont bornées pour certains temps n
indépendamment de x. Plus récemment, ces questions ont été étudiées pour
les systèmes dynamiques provenant de systèmes substitutifs [1] et d’échanges
d’intervalles [18], [11] et [5]. Mentionnons que lorsque la dynamique est une
translation sur un groupe abélien compact et que f et suffisamment régulière,
cette quantité reste uniformément bornée en n. Nous pouvons alors étudier le
comportement asymptotique de la somme des différences entre les sommes de
Birkhoff et l’intégrale de la fonction f :

N−1∑
n=1

(
n−1∑
k=0

f
(
T k(x)

)
− n

∫
K

fdµ

)
.

Nous pouvons poursuivre ce processus et cela nous conduit à la notion de
sommes de Birkhoff itérées.

Définition 1. — Soit u = (ui)i∈N une suite de réels, sa somme de Birkhoff
S(1)(u) est la suite des sommes cumulatives définie par S(1)

0 = 0 et :

S(1)
n (u) =

n−1∑
i=0

ui pour n ∈ N∗.

tome 146 – 2018 – no 1



SOMMES DE BIRKHOFF ITÉRÉES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENT. AVEC DÉLAI 83

La (`+1)-ème somme de Birkhoff itérée est définie par récurrence par S(`+1) =

S(1)
(
S(`)(u)

)
soit encore S(`+1)

0 (u) = 0 et :

S(`+1)
n (u) = S1

n(S(`)(u)) =

n−1∑
i=0

S
(`)
i (u) pour tout entier n ∈ N∗.

Quitte à prolonger un vecteur u = (ui)0≤i≤n−1 ∈ Rn en une suite en posant
ui = 0 pour i ≥ n, nous prolongeons la notion de sommes de Birkhoff itérées à
des vecteurs.

Étant donnés un système dynamique T : K → K et une fonction f : K → R,
nous construisons ces sommes de Birkhoff en prenant la suite un = f(Tnx).
Dans le cadre des rotations du cercle, ces sommes itérées ont été étudiées
dans [6].

Nous introduisons maintenant la classe de systèmes dynamiques que nous
allons étudier qui sont des extensions finies d’odomètres. Nous renvoyons à la
partie 2 pour plus de précisions. Une substitution σ sur un alphabet fini A est
un endomorphisme du monoïde libre A∗ formé de l’ensemble des mots finis.
Une substitution est entièrement déterminée par les images des lettres de A et
s’étend naturellement en un endomorphisme des mots infinis. À une substitu-
tion est associée sa matrice d’incidence pour laquelle l’entrée en position (α, β)
est le nombre d’occurrences de la lettre α dans l’image σ(β) que l’on notera
aussi |σ(β)|α.

Nous ne considérons dans notre travail que des substitutions dites positives
(c’est-à-dire telle que |σ(β)|α > 0 pour toutes paires de lettres (α, β)) et apé-
riodiques (c’est-à-dire telles qu’il n’existe pas un mot infini périodique u tel
que σ(u) = u). À une substitution positive et apériodique, nous pouvons asso-
cier un sous-ensemble compact Kσ de AN appelé sous-décalage induit par σ. Il
est construit en prenant les adhérences des mots finis σn(α) et leurs décalages
dans AN. On parle parfois de systèmes auto-induits dans le sens où il admet
un induit (sur un ouvert-fermé) isomorphe à lui-même.

Notation. — 1. Si ϕ est une fonction réelle définie sur l’alphabet A, nous
la prolongeons en une fonction définie sur A∗ ou AN, encore notée ϕ,
en associant à tout mot (fini ou infini) u la valeur ϕ(u) = ϕ(u0) où u0

est la première lettre de u. Par exemple la fonction caractéristique de la
lettre α ∈ A notée χα : A → R et définie par :

χα(β) = 0 si β 6= α et χα(α) = 1,

sera indifféremment considérée comme une fonction définie sur A, A∗
ou AN.

2. Pour tout mot infini u et toute fonction ϕ : AN → R, nous définissons
la suite de réels :

ϕ ∗ u =
(
ϕ(uiui+1 · · · )

)
i∈N où u = u0u1 · · · ∈ AN.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



84 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Nous utiliserons la même notation si u est un mot de longueur n, auquel
cas ϕ ∗ u ∈ Rn.

Définition 2. — Une substitution σ est uniforme de longueur λ si toutes les
images des lettres par σ ont la même longueur λ. C’est-à-dire si la somme des
éléments de chaque colonne vaut λ.

Elle est fortement uniforme si pour toute lettre β ∈ A, le nombre d’occur-
rence de chacune des lettres α ∈ A dans l’image σ(β) ne dépend pas de la lettre
β. Autrement dit, toutes les colonnes de la matrice d’incidence de σ sont les
mêmes.

Une substitution positive, apériodique et uniforme σ de longueur λ engendre
un système Kσ qui est une extension finie de l’odomètre z ∈ Zλ → z + 1 ∈ Zλ
où Zλ est la limite inverse des groupes (Z/(λnZ),+) (voir [7], [14], [3]). Nous re-
venons sur les odomètres dans la section 2.4. Nous y décrivons le comportement
des sommes de Birkhoff itérées pour des fonctions ϕ : Zλ → R de moyennes
nulles et qui ne dépendent que d’un nombre fini de coordonnées.

Un exemple important de substitution fortement uniforme est la substitution
σ : a 7→ ab, b 7→ ba dite de Prouet-Thue-Morse. Les premières itérations de cette
substitution sur la lettre a donnent :

σ1(a) = ab, σ2(a) = abba,

σ3(a) = abbabaab, σ4(a) = abbabaabbaababba, . . .

Cette suite de préfixes emboîtés converge (pour la topologie produit) vers un
mot infini :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabb . . .

appelé mot de Prouet-Thue-Morse. C’est l’unique mot (infini) u commençant
par a tel que σ(u) = u. Le sous-décalage Kσ associé est l’adhérence des trans-
lations de ce mot u.

Soit ϕ : {a, b} → R la fonction ϕ = χa − χb. Dans l’article [2] du premier
auteur du présent texte, il est démontré que d’une part les sommes de Birkhoff
S(`)

(
ϕ ∗ u

)
sont bornées et que d’autre part ces sommes correctement renor-

malisées en temps et en espace convergent vers une fonction limite fu (voir la
figure 1.1). Dans le cas de la substitution de Prouet-Thue-Morse, cette fonction
limite est la fonction de Fabius [9] qui peut également être construite à partir
de la loi d’une somme infinie de variables aléatoires indépendantes.

L’objectif de cet article est de généraliser la construction de [2] obtenue pour
la substitution de Prouet-Thue-Morse. Nous montrons tout d’abord que le ca-
ractère borné des sommes itérées est une conséquence de l’hypothèse fortement
uniforme des substitutions.

Théorème 3. — Soient σ : A∗ → A∗ une substitution positive, apériodique et
fortement uniforme et ϕ : A → R. Alors pour tout point u ∈ Kσ, il existe une

tome 146 – 2018 – no 1
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0 4 8 12 16 20 24 28 32
1

0

1

0 8 16 24 32 40 48 56 64
1

0

1

0 16 32 48 64 80 96 112 128
2
1
0
1
2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1

0

1

Figure 1.1. Les trois premières sommes S(`)(ϕ∗u) et la fonc-
tion limite fu avec u le mot de Prouet-Thue-Morse et ϕ =
χa − χb.

unique suite de polynômes (p`)`∈N vérifiant pour tout ` ∈ N :

sup
n∈N

∣∣∣S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n)

∣∣∣ <∞ où ϕ ∗ u =
(
ϕ(ui)

)
i∈N.

Sous la condition p`+1(n+1)−p`+1(n) = p`(n) pour tous les entiers (n, `) ∈ N2,
la suite de polynômes vérifiant cette relation est unique.

Le cœur de l’article est l’étude asymptotique des quantités

sup{|S(`)
n (ϕ ∗ u)− p`(n)|;n ∈ N}.

Notre approche nécessite plus de restrictions sur les substitutions. En plus
d’être positives, apériodiques et fortement uniformes, nous imposons
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86 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

1. que l’alphabet A soit constitué de deux lettres,
2. que les substitutions soient «non dégénérées» (voir la condition δ2 6= 0

dans les deux énoncés ci-dessous).
Sous ces deux conditions, nous donnons une asymptotique précise et un théo-
rème limite pour les sommes de Birkhoff itérées.

Si σ est une substitution uniforme sur {a, b} de longueur λ alors pour toute
fonction injective ϕ : {a, b} → R et pour tout entier ` ≥ 1, nous définissons :

δ` =
S

(`)
λ

(
ϕ ∗ σ(a)

)
− S(`)

λ

(
ϕ ∗ σ(b)

)
ϕ(a)− ϕ(b)

.

Remarquons que ces expressions ne dépendent pas de la fonction injective ϕ
choisie et que δ1 = 0 si et seulement si σ est fortement uniforme (voir lemme 10
section 2.2). Par exemple si ϕ = χa, alors δ1 = |σ(a)|a − |σ(b)|b. Nous pouvons
maintenant énoncer un résultat important de cet article :

Théorème 4. — Soient σ une substitution fortement uniforme sur {a, b} de
longueur λ vérifiant δ2 6= 0. Soient u un point fixe de σ et ϕ : {a, b} → R une
fonction injective. Soit (p`)`∈N la suite de polynômes du théorème 3. Alors la
suite de terme général :

1

δ`−1
2 λ(`−1)(`−2)/2

sup
n≥0

∣∣∣S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n)

∣∣∣ converge lorsque ` tend vers +∞.

Afin de donner un sens précis à la limite des sommes de Birkhoff nous in-
troduisons la concaténation de fonctions.

Définition 5. — Soient τ ∈ R∗+, fa : [0, τ [ → R et fb : [0, τ [ → R deux
fonctions et u = u0u1 · · ·un−1 un mot de longueur n sur {a, b}, nous noterons
fu : [0, nτ [→ R la fonction définie par :

fu(kτ + x) = fuk(x) pour x ∈ [0, τ [ et 0 ≤ k ≤ n− 1.

Nous dirons que la fonction fu est la concaténation des fonctions fa et fb le
long du mot u. Cette définition se prolonge aux mots infinis u et la fonction fu
est alors définie sur le domaine R+.

Notons que pour les mots de longueur 1, nous retrouvons bien les fonctions
de départ fa et fb.

Théorème 6. — Soient σ une substitution vérifiant les conditions du théo-
rème 4 et u un point fixe de σ. Fixons une fonction injective ϕ : {a, b} → R
et (p`)`∈N la suite de polynômes du théorème 3. Alors il existe deux fonctions
dérivables non-nulles fa et fb définies sur [0, λ] telles que la concaténation fu
vérifie pour tout réel x ≥ 0 de la forme x = n

λm−1 :

fu(x) = fu

( n

λm−1

)
= lim
`→+∞

S
(m+`)

nλ`

(
ϕ ∗ u

)
− pm+`(nλ

`)

δ`−1
2 λ(`−1)(`−2)/2

.
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De plus, pour tout x ∈ R+ : f ′u(x) =
λ

δ2
fu(λx).

Cette dernière équation différentielle peut s’exprimer de manière équivalente
sous la forme intégrale suivante :∫ λx

0

fu(t) dt = δ2
(
fu(x)− fu(0)

)
pour tout x ≥ 0.

Pour τ ∈ R+ et ν ∈ R∗, nous revenons dans l’annexe B sur les équations
intégrales de la forme :

(Eτ,ν)
∫ τx

0

f(t) dt = ν
(
f(x)− f(0)

)
pour tout x ≥ 0.

Nous pouvons citer les travaux de T. Yoneda qui obtient pour chaque para-
mètre (τ, ν) une solution particulière de l’équation fonctionnelle (voir [16, 17]).
Pour le cas τ = 2 et ν = 1, cette solution est la fonction de Fabius. Lorsque
τ > 2 est un entier, ces solutions sont distinctes de celles obtenues via le théo-
rème 6.

1.2. Exemples. — Présentons quelques exemples de fonctions limites obtenues
dans le théorème 6.

0 3 6 9 12 15 18 21 24

2

1

0

1

Figure 1.2. Graphe de la fonction fu pour le point fixe com-
mençant par a de la substitution (a 7→ aab, b 7→ aba) obtenue
avec notre construction pour la fonction ϕ = χa − 2χb.

0 3 6 9 12 15 18 21 24

2

1

0

1

2

Figure 1.3. Graphe de la fonction fu pour le point fixe com-
mençant par a de la substitution (a 7→ aab, b 7→ baa) obtenue
avec notre construction avec la fonction ϕ = χa − 2χb.
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0 5 10 15

4

0

4

Figure 1.4. Graphe de la fonction fu pour le point fixe com-
mençant par a de la substitution (a 7→ abbaa, b 7→ baaab)
obtenue avec notre construction avec la fonction ϕ = 2χa−3χb.

1.3. Organisation de l’article et notations. — Le premier résultat que nous ob-
tenons sur l’approximation des sommes de Birkhoff itérées (théorème 3) est
prouvé dans la section 2.5. Ces sommes sont particulièrement faciles à calculer
pour des fonctions qui sont des cobords « infinis » (voir le lemme 11) et nous
montrons que les fonctions qui ne dépendent que de la première coordonnée
sont de cette forme.

Afin de prouver le théorème 4, nous recherchons une relation de récurrence
reliant les sommes de Birkhoff itérées d’ordre ` + 1 aux temps nλ à celles
d’ordre j ≤ ` aux temps n. Pour cela, nous revenons sur la définition des
quantités (δ`)`∈N∗ et en introduisons de nouvelles notées (γ`)`∈N∗ .

Si σ est une substitution uniforme de longueur λ sur {a, b} alors pour toute
fonction injective ϕ : {a, b} → R et pour tout entier ` ≥ 1, nous définissons les
quantités :

δ` =
S

(`)
λ

(
ϕ ∗ σ(a)

)
− S(`)

λ

(
ϕ ∗ σ(b)

)
ϕ(a)− ϕ(b)

et γ` =
ϕ(b)S

(`)
λ

(
ϕ ∗ σ(a)

)
− ϕ(a)S

(`)
λ

(
ϕ ∗ σ(b)

)
ϕ(b)− ϕ(a)

.

(1)

Si ` ≥ λ+ 1, alors δ` = 0 et nous noterons :

δ =

λ−1∑
`=0

δ`+1X
` =

+∞∑
`=0

δ`+1X
` et γ =

λ−1∑
`=0

γ`+1X
` =

+∞∑
`=0

γ`+1X
`.

Rappelons que les quantités (δ`)`∈N∗ ne dépendent que de la substitution σ
et non pas de la fonction injective ϕ choisie (lemme 10 de la section 2.2).

Pour démontrer le théorème 4, nous commençons par introduire dans la
section 3 un groupe G construit comme produit semi-direct de l’espace des
séries formelles par R. Dans ce groupe, pour toute suite u de réels, les sommes
de Birkhoff

(
S

(`)
n (u)

)
(n,`)∈N2 apparaissent naturellement comme des produits

dans G (voir la section 3.2).
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SOMMES DE BIRKHOFF ITÉRÉES ET ÉQUATIONS DIFFÉRENT. AVEC DÉLAI 89

Étant données une substitution uniforme σ de longueur λ et une fonction
injective ϕ : {a, b} → R, nous construisons dans la section 3.5 un morphisme
πϕ de l’ensemble des mots finis sur {a, b} (muni de la concaténation) à valeurs
dans G. Nous construisons ensuite dans la section 3.6 (proposition 25) un en-
domorphisme L de G qui généralise l’abélianisé d’une substitution et qui vérifie
L ◦ πϕ = πϕ ◦ σ. Si δ1 = 0, cet endomorphisme permet de relier les sommes de
Birkhoff d’ordre `+ 1 et j pour j ≤ ` aux temps n et nλ pour tout mot u selon
la formule de récurrence :
(2)

S
(`+1)
nλ

(
ϕ ∗ σ(u)

)
=

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i(λ)S(j+1)
n

(
ϕ ∗ u

)
δi+1 +

∑̀
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−i(λ)γi+1

(
n

j + 1

)
.

Dans la section 4.1, nous étudions les polynômes (qj,`)(j,`)∈N2 (définition 26) in-
tervenant dans cette formule : nous estimons leur comportement asymptotique
(proposition 31) et en donnons un majorant (lemme 32).

L’endomorphisme L permet aussi de décrire précisément les polynômes d’ap-
proximation (p`)`∈N (voir section 4.2).

La condition de non-nullité de δ2 nous permet de décrire la croissance des
sommes itérées. Pour cela nous définissons les coefficients de renormalisation
(ρ`)`∈N de la manière suivante :

Définition 7. — Pour tout ` ∈ N, nous définissons : ρ` = δ`−1
2 λ(`−1)(`−2)/2.

Nous notons pour tout entier ` ∈ N, c` = p`(0) et c̃` = c`/ρ`. Une difficulté
importante dans ce travail est d’étudier la croissance de cette suite (c`)`∈N et
nous montrons (proposition 38) que la suite (c̃`)`∈N converge. Nous apportons
alors la preuve du théorème 4 dans la section 4.4.

Nous montrons la proposition suivante dans la section 5 en étudiant le com-
portement asymptotique des puissances de L dans la proposition 40 :

Proposition 8. — Sous les hypothèses du théorème 4, il existe une fonction
Ψ : N2 → R définie pour tous les entiers m et n par :

lim
`→+∞

S̃
(m+`)

nλ`

(
ϕ ∗ u

)
= Ψ(m,n) où S̃(`)

n

(
ϕ ∗ u

)
=

1

ρ`

(
S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(u)

)
.

De plus, la suite
(
Ψ(1, n)

)
n∈N∗ n’est pas identiquement nulle.

La condition de non-nullité permet de s’assurer que la limite obtenue dans
le théorème 4 n’est pas nulle.

Ce résultat nous permet dans la section 6 de définir correctement la fonction
solution annoncée dans le théorème 6. En effet, la fonction solution fu est
définie par :

fu

( n

λm−1

)
= Ψ(m,n) pour tout couple d’entiers (n,m) ∈ N2.
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Nous vérifions également dans cette section les différentes propriétés vérifiées
par cette fonction.

Nous revenons enfin dans l’annexe B sur les équations intégrales (Eτ,ν).

Remerciements. — Nous tenons à remercier X. Bressaud qui nous a aidé au
lancement de ce projet ainsi que N. Bédaride pour ses nombreux conseils tout
au long de l’écriture de cet article.

2. Quelques rappels de combinatoire et preuve du théorème 3

2.1. Mots finis, mots infinis et substitutions. — Soit A un ensemble fini que l’on
appelle alphabet. Dans la suite, nous prendrons très souvent A = {a, b}. Les
éléments deA sont appelés des lettres. Les lettres forment par concaténation des
mots (finis) dont la longueur est le nombre de lettres dont ils sont constitués.
Nous notons A∗ l’ensemble des mots finis sur A. Il s’agit d’un monoïde pour la
concaténation et ε désigne le mot vide. Un facteur d’un mot u = u0u1 . . . un−1

est un mot v de la forme v = uiui+1 . . . ui+k−1. Nous considérons également
l’ensemble des mots infinis AN que nous munissons de la topologie produit, ce
qui en fait un espace compact. Une substitution sur A est un endomorphisme
de A∗ vu comme monoïde. Une substitution est positive si chaque image de
lettre contient toutes les lettres de l’alphabet. Par exemple la substitution de
Prouet-Thue-Morse a 7→ ab, b 7→ ba est positive. Le langage d’une substitution
positive est le plus petit sous-ensemble de A∗ contenant A, stable par facteur
et par σ. C’est aussi l’ensemble des facteurs des mots σn(α) où α est une lettre
de l’alphabet et n un entier. Par exemple, le langage de la substitution de
Prouet-Thue-Morse est :

{ ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aab, aba, abb, baa, bab, bba, . . . }.

À une substitution positive σ, nous associons également le sous-décalage
associé noté Kσ, qui est un sous-ensemble de AN formé des mots infinis dont
tous les facteurs appartiennent au langage de σ. C’est un ensemble compact et
non-vide. La substitution σ agit continûment sur Kσ. Un mot est substitutif
s’il est le point fixe d’une substitution, comme par exemple, le mot de Prouet-
Thue-Morse commençant par :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaababbabaaba . . .

Le décalage sur AN est l’application qui consiste à décaler l’origine T :
(ui)i∈N 7→ (ui+1)i∈N. AN est un ensemble compact et T est une application
continue. L’orbite d’un point u ∈ AN est l’ensemble de points {Tn(u);n ∈ N}.

Si σ est une substitution positive, alors Kσ est invariant par T : c’est un
sous-décalage de AN. Il est minimal : pour tout mot u ∈ Kσ son orbite est
dense dans Kσ.
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2.2. Sommes de Birkhoff itérées. — Soit u = (un)n∈N une suite de nombres
réels. Reprenant la définition 1, les sommes de Birkhoff itérées d’ordre ` ∈ N∗
au rang n ∈ N∗ vérifient la relation :

(3) S
(`)
n+1(u) = S(`)

n (u) + S(`−1)
n (u),

où par convention : S
(0)
n (u) = un pour tout entier n ≥ 1.

Autrement dit, la double suite (S
(`)
n (u))(n,`)∈N2 est un triangle de Pascal

généralisé, pour lequel la première colonne, constituée de 1 dans le triangle de
Pascal, est remplacée par u :

n

`
0 1 2 3 4 5

0 u0 0 0 0 0 0

1 u1 u0 0 0 0 0

2 u2 u0 + u1 u0 0 0 0

3 u3 u0 + u1 + u2 2u0 + u1 u0 0 0

4 u4 u0 + u1 + u2 + u3 3u0 + 2u1 + u2 3u0 + u1 u0 0

5 u5 u0 + u1 + u2 + u3 + u4 4u0 + 3u1 + 2u2 + u3 6u0 + 3u1 + u2 4u0 + u1 u0

Table 2.1. Premières valeurs des sommes itérées(
S

(`)
n (u)

)
(n,`)∈N2 pour 0 ≤ n, ` ≤ 5.

On peut montrer aisément par récurrence que pour tous les entiers 0 ≤ ` ≤ n,
S

(`)
n (u) s’exprime avec les coefficients u0, . . . , un−` selon la formule :

S(`)
n (u) =

n−∑̀
k=0

(
n− k − 1

`− 1

)
uk.

Soit σ une substitution positive, Kσ le sous-décalage associé et ϕ : Kσ →
R une application continue. Le théorème suivant est un résultat classique de
théorie ergodique. Il est souvent écrit avec ` = 1. L’estimation pour ` ≥ 2
découle directement du cas ` = 1 en remarquant que les sommes au rang `+ 1
sont les sommes de celles au rang `. Nous renvoyons à [10] pour des détails.

Proposition 9 (Unique ergodicité). — Soient σ une substitution positive et
(Kσ, T ) le décalage associé. Alors il existe une unique mesure de probabilité µ
sur Kσ invariante par T . De plus, pour toute fonction ϕ ∈ C(Kσ), pour tout
entier ` ≥ 1, on a uniformément en u ∈ Kσ lorsque n tend vers +∞ :

S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
−
(
n

`

)∫
Kσ

ϕdµ = o(n`).
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Ce résultat montre que la première échelle d’approximation de S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
est
(
n
`

) ∫
Kσ

ϕdµ. Dans cet article, pour certaines substitutions et certaines fonc-
tions, nous montrons que les sommes de Birkhoff restent bornées quitte à sous-
traire un polynôme. Ce résultat est très spécifique et ne concerne pas toutes
les substitutions. On trouvera une étude précise de la croissance des sommes
de Birkhoff d’ordre 1 pour une substitution quelconque dans [1].

Lemme 10. — Soient σ une substitution uniforme de longueur λ ∈ N∗ et ϕ :
{a, b} → R une fonction injective. Nous associons les quantités (δ`)1≤`≤λ défi-
nies en (1).

1. Les quantités (δ`)1≤`≤λ ne dépendent pas de la fonction injective ϕ choi-
sie.

2. La substitution (uniforme) est fortement uniforme si et seulement si δ1 =
0.

Preuve du lemme 10. — 1. Fixons un entier ` ∈ N∗. D’après la défini-
tion 1 des sommes itérées, l’application S(`) : u 7→ S(`)(u) est un endo-
morphisme de l’ensemble des suites réelles RN. Fixons maintenant une
fonction ϕ, alors pour tous les réels x et y :

S
(`)
λ

(
(xϕ+y)∗σ(a)

)
−S(`)

λ

(
(xϕ+y)∗σ(b)

)
= x

(
S

(`)
λ

(
ϕ∗σ(a)

)
−S(`)

λ

(
ϕ∗σ(b)

))
Prenons maintenant une seconde fonction injective ψ : {a, b} → R.

Alors il existe deux réels x0 et y0 tels que ψ = x0ϕ + y0. En divisant
la relation précédente par ψ(a) − ψ(b) = x0

(
ϕ(a) − ϕ(b)

)
avec x = x0

et y = y0, nous trouvons :

S
(`)
λ

(
ψ ∗ σ(a)

)
− S(`)

λ

(
ψ ∗ σ(b)

)
ψ(a)− ψ(b)

=
S

(`)
λ

(
ϕ ∗ σ(a)

)
− S(`)

λ

(
ϕ ∗ σ(b)

)
ϕ(a)− ϕ(b)

La quantité δ` est donc bien indépendante de la fonction ϕ injective
choisie.

2. Il suffit pour cela de calculer δ1. Nous notons nα,β = |σ(α)|β pour deux
lettres (α, β) ∈ A2. Nous commençons par calculer les expressions sui-
vantes :

S
(1)
λ

(
ϕ∗σ(a)

)
= na,aϕ(a) +na,bϕ(b) et S

(1)
λ

(
ϕ∗σ(b)

)
= nb,aϕ(a) +nb,bϕ(b).

Nous utilisons les relations na,b = λ− na,a et nb,b = λ− nb,a :

S
(1)
λ

(
ϕ ∗ σ(a)

)
− S(1)

λ

(
ϕ ∗ σ(b)

)
= na,aϕ(a) + na,bϕ(b)− nb,aϕ(a)− nb,bϕ(b)

=
(
na,a − nb,a

)
·
(
ϕ(a)− ϕ(b)

)
.

En divisant par ϕ(a)−ϕ(b), nous trouvons donc δ1 = na,a−nb,a. Cette
quantité est nulle si et seulement s’il y a le même nombre de a dans
l’image de b et de a. Donc également le même nombre de b, ce qui est la
définition d’une substitution fortement uniforme. �
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2.3. Cobords infinis. — Nous fixons un décalage minimal K ⊂ AN. Une fonc-
tion continue ϕ : X → R est un cobord continu s’il existe une fonction continue
ψ : X → R telle que ϕ = ψ ◦ T − ψ. Autrement dit, si la fonction ϕ est dans
l’image de l’opérateur UT − I : ψ 7→ ψ ◦ T − ψ. Si ϕ est un cobord, alors
la fonction ψ telle que ϕ = ψ ◦ T − ψ est déterminée à une constante près.
Si ϕ = ψ ◦ T − ψ est un cobord, alors sa n-ème somme de Birkhoff se réécrit
simplement en fonction de ψ :

S(1)
n

(
ϕ ∗ u

)
= ψ(Tnu)− ψ(u).

En particulier, la suite
(
S

(1)
n

(
ϕ ∗ u

))
n∈N est bornée. La réciproque est vraie,

c’est le théorème de Morse-Hedlund : si K est minimal, une fonction continue
ϕ : K → R dont la somme de Birkhoff est bornée est un cobord continu.

Nous dirons que la fonction ϕ est un cobord infini s’il existe une constante
ψ0 et une suite de fonctions continues (ψn)n≥1 telles que ϕ+ ψ0 = ψ1 ◦ T − ψ1,

ψn = ψn+1 ◦ T − ψn+1 pour tout entier n ∈ N∗.

Autrement dit, la fonction ϕ est à une constante près dans
⋂
n∈N(UT−I)nC(K).

La suite de fonctions (ψn)n∈N est unique et pour tout entier n ∈ N∗, la moyenne
de ψn selon toute mesure T -invariante est nulle. Avec ces notations, si ϕ est un
cobord infini, alors pour tout mot u ∈ K et tout entier n ∈ N, un calcul direct
donne :

S
(1)
n

(
ϕ ∗ u

)
= ψ1 ◦ Tn(u)− ψ1(u)− nψ0,

S
(2)
n

(
ϕ ∗ u

)
= ψ2(Tnu)− ψ2(u)− nψ1(u)−

(
n
2

)
ψ0,

S
(3)
n

(
ϕ ∗ u

)
= ψ3(Tnu)− ψ3(u)− nψ2(u)−

(
n
2

)
ψ1(u)−

(
n
3

)
ψ0.

Nous déduisons aisément par récurrence que pour tous les entiers n ≥ 0
et ` ≥ 0,

(4) S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
= ψ`(T

nu)−
∑̀
j=0

(
n

`− j

)
ψj(u).

En particulier, en notant p`,u le polynôme prenant les valeurs
−
∑`
k=0

(
n
`−k
)
ψk(u) aux points n entiers, alors S(`)

n

(
ϕ ∗u

)
− p`,u(n) = ψ`(T

nu)
est une suite bornée. Nous venons donc de démontrer le résultat suivant :

Lemme 11. — Soient K un sous-décalage minimal de AN, u ∈ K et ϕ : K → R
un cobord infini continu. Alors il existe une suite de polynômes (p`,u)`∈N tels
que pour tout entier `, la suite

(
S

(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`,u(n)

)
n∈N est bornée.

Les propriétés élémentaires vérifiées par les coefficients binomiaux nous as-
surent que pour tous les entiers n et ` : p`+1,u(n+ 1)− p`+1,u(n) = p`,u(n).
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2.4. Odomètres. — Nous montrons dans cette section que les sommes de Bir-
khoff itérées sur des odomètres sont à distance bornées d’une suite de po-
lynômes. Fixons un entier λ ≥ 2 et commençons par rappeler la structure de
l’odomètre (Zλ,+1). L’anneau Zλ est homéomorphe au produit {0, 1, . . . , λ− 1}N.
Autrement dit, chaque élément de Zλ est une suite (a0, a1, a2, . . .). Cette suite
peut être vue comme une série

∑
aiλ

i (qui est convergente dans Zλ). Les suites
finies (i.e. se terminant par des zéros) correspondent exactement aux entiers
écrits en base λ. L’anneau Zλ admet des projections Zλ → Z/λnZ qui sont des
homomorphismes d’anneaux. Une définition possible de Zλ consiste à le voir
comme la limite projective de ces groupes. Du point de vue des suites, ces pro-
jections correspondent à la troncation. Lorsque λ = p est un nombre premier,
il s’ agit de l’anneau des entiers p-adiques habituel.

L’odomètre correspond à l’addition de 1 dans l’anneau Zλ (voir [13] cha-
pitre 4). Notons que l’odomètre est uniquement ergodique et l’unique mesure
invariante est la mesure produit des mesures uniformes sur {0, 1, . . . , λ− 1}.

Il est possible de voir l’anneau Zλ comme une suite de partitions périodiques
de Z. Plus précisément, soit a = (a0, a1, . . .) un élément fixé de Zλ. On définit
pour chaque entier k ∈ N et chaque entier m ∈ Z un intervalle d’entiers :

Ik,m(a) = a0 + a1λ+ . . .+ ak−1λ
k−1 + [[mλk, (m+ 1)λk − 1]].

Chaque intervalle Ik,m(a) a pour longueur λk et pour chaque entier k, la suite
{Ik,m(a)}m∈Z forme une partition périodique de Z. D’autre part, chaque bloc
de niveau k ≥ 1 est composé de λ blocs de niveau k + 1 (voir figure 2.1) :

(5) Ik,m(a) =

λ−ak−1⋃
b=−ak

Ik+1,m+λb(a).

On peut numéroter ces λ blocs de niveau k+1 de 0 à λ−1. Il est alors facile de
voir à partir de (5) que l’élément 0 ∈ Z est dans le ak-ème bloc de génération
k. Cette construction s’inverse et fournit une bijection entre Zλ et ces systèmes
de partitions emboîtées (voir la figure 2.1).

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figure 2.1. Z2 vu comme une structure de partitions emboî-
tées de Z. Ici il s’agit d’un point a = (1, 1, 0, . . .). L’odomètre
sur Z2 correspond alors au décalage de ces blocs.

L’odomètre correspond alors au décalage de ces blocs, en effet nous avons
l’égalité des partitions :

{Ik,m(a+ 1)}m∈Z = {Ik,m(a) + 1}m∈Z.
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Signalons que nous venons de décrire le diagramme de Bratelli-Vershik associé à
l’odomètre. Nous renvoyons à [8] pour plus de généralités sur ces constructions
et leurs liens avec les substitutions.

Proposition 12. — Soit ϕ : Zλ → R une fonction de moyenne nulle pour
l’unique mesure invariante pour l’odomètre. Nous supposons que ϕ ne dépend
que des k premières coordonnées. Alors il existe une suite (ψn)n∈N de fonctions
de moyennes nulles telles que
• ψ0 = ϕ,
• pour tout entier n ≥ 0, la fonction ψn ne dépend que des k premières
coordonnées,
• pour tout a ∈ Zλ, ψn(a) = ψn+1(a+ 1)− ψn+1(a).

En particulier, pour tout a ∈ Zλ et tout entier `, si nous notons u =(
ϕ(a), ϕ(a + 1), . . .

)
, alors la somme itérée S(`)(u) est la somme d’un poly-

nôme de degré au plus ` et d’une suite périodique de période au plus λk.

Preuve de la proposition 12. — Comme ϕ ne dépend que de k coordonnées,
on peut la voir comme une application de Z/λkZ→ R. Soient a = (a0, a1, . . .)
un point de Zλ et u =

(
ϕ(a), ϕ(a+ 1), ϕ(a+ 2), . . .

)
. La suite u est périodique

de période (au plus) λk. Comme f est de moyenne nulle, pour tout entier i nous
avons

∑λk−1
j=0 ui+j = 0. Ainsi, S(1)(u) est également périodique de période au

plus k.
On définit la suite (vn)n∈N par :

v0 = − (k − 1)u0 + (k − 2)u1 + . . .+ uk−2

k
et pour n ∈ N : vn+1 = vn + un.

Cette suite vérifie par construction : vn+1 − vn = un. La fonction ψ1 : Zλ → R
définie par ψ1(n) = vn mod λk vérifie alors :
• pour tout a ∈ Zλ, ϕ(a) = ψ1(a+ 1)− ψ1(a),
• ψ1 est périodique de période au plus λk,
• ψ1 est de moyenne nulle.

On peut itérer cette construction et définir la suite de fonctions ψ2, ψ3, . . ..
Ceci démontre la première partie de la proposition. La fonction ϕ est alors
un cobord infini et nous pouvons lui associer naturellement une unique suite
de polynômes, selon le processus décrit dans la partie 2.3 précédente. Comme
chaque fonction ψn ne dépend que des k premières coordonnées cela prouve la
seconde partie. �

2.5. Preuve du théorème 3. — Nous montrons dans cette section que les sommes
de Birkhoff itérées sur les sous-décalages de substitution fortement uniforme
sont à distance bornées d’une suite de polynômes.

L’énoncé suivant est une reformulation du théorème 3 de l’introduction.
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Proposition 13. — Soit σ : A → A une substitution positive, apériodique
et fortement uniforme de longueur λ et ϕ : A → R. Soit Kσ le sous-décalage
associé à σ. Alors il existe une suite de fonctions (ψn)n∈N telles que
• ψ0 = ϕ,
• ψn ne dépend que des λn premières coordonnées,
• ψn = ψn+1 ◦ T − ψn+1,

En particulier, pour tout mot infini u ∈ Kσ et tout entier `, la suite S(`)(ϕ∗u)
est la somme d’un polynôme de degré au plus ` et d’une suite périodique de
période au plus λ` où nous rappelons que ϕ ∗ u =

(
ϕ(u), ϕ(Tu), ϕ(T 2u), . . .

)
.

Preuve de la proposition 13. — La preuve de cette proposition repose sur une
décomposition du sous-décalage Kσ (similaire à (5)). Cette décomposition n’est
valide que sur le sous-décalage bilatère K̃σ ⊂ AZ associé à σ. Le théorème 3
ne souffre pas de cette restriction et afin de ne pas alourdir les notations, Kσ

désignera encore le sous-décalage bilatère associé à σ tout au long de cette
preuve.

Soit vα le nombre d’occurrences de la lettre α dans une image σ(β). Nous
avons λ =

∑
α∈A vα. Pour une lettre α, nous notons pour 0 ≤ m < λk :

Cyl(k,m, α) = Tmσk([α]) ⊂ Kσ ⊂ AZ.

Pour tout entier k, nous notons F k l’ensemble des fonctions de Kσ ⊂ AZ

dans R qui sont constantes sur chaque cylindre Cyl(k,m, α) et F k0 les fonctions
de F k de moyenne nulle. La proposition 13 découle alors des deux lemmes
suivants.

Lemme 14. — Pour tout entier k, tout entier m ∈ {0, . . . , λk} et toute lettre
α ∈ A,

µ
(

Cyl(k,m, α)
)

=
vα
λk+1

.

D’autre part, si ϕ ∈ F k alors pour toute lettre α ∈ A et tout mot u ∈ Cyl(k +
1, 0, α) :

1

λk+1

λk+1−1∑
m=0

ϕ(Tmu) =

∫
Kσ

ϕdµ,

où µ est l’unique mesure de probabilité sur Kσ ⊂ AZ invariante par T .

Lemme 15. — Soient k un entier et ϕ ∈ F k0 . Alors ϕ est un cobord et si ψ est
telle que ϕ = ψ ◦ T − ψ alors ψ appartient à F k+1. Autrement dit,

∀k ∈ N, F k0 ⊂ (UT − I)(F k+1
0 ).

Nous montrons tout d’abord comment déduire le théorème de ces deux
lemmes. Puisque ϕ = ψ0 est définie sur A, alors ψ0 ∈ F 0 et le lemme 15 nous
assure l’existence d’une fonction ψ1 ∈ F 1 telle que ψ0 = ψ1 ◦ T − ψ1. Quitte
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à considérer ψ1 −
∫
Kσ

ψ1dµ, nous pouvons supposer que ψ1 ∈ F 1
0 . Supposons

avoir obtenu des fonctions (ψi)1≤i≤n telles que

• pour tout 1 ≤ i ≤ n, ψi ∈ F i0 ;
• pour 1 ≤ i ≤ n− 1, ψi+1 ◦ T − ψi+1 = ψi.

Alors il ne nous reste plus qu’à utiliser le lemme 15 pour obtenir une fonction
ψn+1 de Fn+1 telle que ψn+1 ◦ T − ψn+1 = ψn. Le résultat suit en renommant
ψn+1 la fonction ψn+1 −

∫
Kσ

ψn+1dµ. �

Pour prouver les deux lemmes ci-dessus l’ingrédient essentiel et le théorème
de Mossé [14] qui nous permet de décomposer les cylindres en cylindres d’ordre
supérieur (de manière similaire à (5)). Pour chaque entier k ≥ 0, chaque cy-
lindre se décompose dans Kσ en une réunion disjointe de vα × |A| cylindres de
niveau supérieur la manière suivante :

Cyl(k,m, α) =
⋃

σ(β)=pαs

Cyl(k + 1, λm+ |p|, β).(6)

Mettons en avant que pour certaines substitutions σ ce fait n’est pas vrai sur
le sous-décalage unilatère associé à σ.

Preuve du lemme 14. — Comme la mesure µ est invariante, µ(Cyl(k,m, α)) =
µ(Cyl(0,m, α)). Notons µk la mesure définie pour tout ensemble mesurable Y
par :

µk(Y ) = µ
(
T kσ(Y )

)
.

Alors d’après la décomposition (6)

• les mesures µ0, µ1, . . . , µλ−1 sont à supports disjoints,
• µ0 + µ1 + . . .+ µλ−1 est une mesure de probabilité invariante.

De l’unique ergodicité de Kσ on en déduit que µ = µ0 + µ1 + . . .+ µλ−1. Ainsi
pour tout ensemble mesurable Y ⊂ Kσ :

µ(σ(Y )) =
µ(Y )

λ
.

Ceci prouve la première partie du lemme.
Maintenant prouvons la formule pour l’intégrale de ϕ. Soit u ∈ Cyl(k +

1, 0, α). Alors, pour toute lettre β ∈ A et tout m ∈ {0, 1, . . . , λk − 1}, la suite
{u, Tu, T 2u, . . . , Tλ

k+1−1u} passe exactement vβ fois par le cylindre Cyl(k,m, β).
Maintenant la fonction ϕ appartient à F k, alors elle est constante sur chaque
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Cyl(k,m, β) et nous avons :

λk+1−1∑
m=0

ϕ(Tmu) =

λk−1∑
m=0

∑
β∈A

vβ
Cyl(k,m, β)

∫
Cyl(k,m,β)

ϕ dµ

=

λk−1∑
m=0

∑
β∈A

λk+1

∫
Cyl(k,m,β)

ϕ dµ

=

∫
Kσ

ϕdµ.

La deuxième égalité provient de la formule prouvée auparavant pour les mesures
des cylindres Cyl(k,m, β). �

Preuve du lemme 15. — Fixons une fonction ϕ ∈ F k0 . Prenons un mot u ∈
Cyl(k+ 1, 0, α) et posons pour tout entier 0 ≤ m < λk+1, g(Tmu) = S

(1)
m (ϕ, u).

La fonction g s’étend de manière unique en une fonction de F k+1. D’après la
seconde partie du lemme 14, pour tout u ∈ Cyl(k+ 1, 0, α) et pour tout m ≥ 0,
g(Tmu) = S

(1)
m (ϕ, u). Et donc pour tout u ∈ Kσ et tout entier m, S(1)

m (ϕ, u) =
g(Tmu)− g(u). �

Le théorème 3 ne se généralise pas simplement à d’autres substitutions. Les
fonctions qui ne dépendent que de la première lettre et qui sont des cobords
se lisent sur la matrice d’incidence de la substitution (voir [1]). Par exemple,
pour les mots sturmiens u sur {a, b} (qui sont des codages de rotations et
dont certains sont substitutifs), il est bien connu que les fonctions χa − µ([a])
et χb − µ([b]) sont des cobords : il existe un réel α tel que :{∣∣∣S(1)

n (χa ∗ u)− nα
∣∣∣ ;n ∈ N∗

}
est bornée.

Cependant, il est montré dans [15] que pour tout paramètre β ∈ R,{∣∣∣∣S(2)
n (χa ∗ u)− α

(
n

2

)
− βn

∣∣∣∣ ;n ∈ N∗
}

n’est par bornée.

3. Construction d’un groupe G
propice aux calculs des sommes de Birkhoff itérées

3.1. Définitions. — Soit V = R[[X]] l’algèbre des séries formelles. Afin de
définir le groupe G, nous sommes amenés à étudier la multiplication par A =
1 +X sur V :

A · s =

+∞∑
`=0

(s` + s`−1)X` pour s =

+∞∑
`=0

s`X
` ∈ V,
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où par convention s−1 = 0. Les puissances entières de A sont simplement
données par le binôme de Newton. Afin de définir une action de R sur G, nous
nous intéressons également aux puissances réelles de A. Pour tout réel x, nous
définissons la série entière Ax par :

(7) Ax =

+∞∑
`=0

(
x

`

)
X`

où les coefficients binomiaux sont définis par
(
x
0

)
= 1 et pour tout entier ` ≥ 1 :(

x

`

)
=

1

`!
x(x− 1) · · · (x− `+ 1).

Pour tout réel x, nous pouvons écrire en coordonnées :

Ax · s =

+∞∑
`=0

(∑̀
i=0

(
x

i

)
s`−i

)
X` pour s =

+∞∑
`=0

s`X
` ∈ V.

Il est clair que pour tous les entiers (n,m) ∈ Z2, An+m = AnAm. De plus
l’application x → Ax est polynomiale (dans le sens où il existe des poly-
nômes P0, P1, . . . ∈ R[X] tels que Ax = P0(x) + P1(x)X + · · · ). Donc :
(8)
pour tous les réels (x, y) ∈ Z2 : Ax+y = AxAy et en particulier AxA−x = 1.

Nous reviendrons sur ce genre de raisonnement par la suite.

Définition 16. — Nous définissons le groupe G comme le produit semi-direct
Ro V avec la multiplication

〈x, s〉 · 〈y, t〉 = 〈x+ y, Ay · s+ t〉 où (x, y) ∈ R2 et (s, t) ∈ V 2.

Le commutateur de deux éléments g et h de G est [g, h] = g−1 · h−1 · g · h.

Soulevons immédiatement quelques points de notation délicats avec ces ob-
jets. L’élément neutre du groupe G est 1G = 〈0, 0〉. Nous verrons également plus
loin que pour tout élément g ∈ G, l’application x → gx (définie au lemme 21)
de R dans G est polynomiale en x.

Lemme 17. — Soient 〈x, s〉 et 〈y, t〉 deux éléments de G. Alors :

〈x, s〉−1 = 〈−x,−A−x ·s〉 et [〈x, s〉, 〈y, t)] = 〈0, (Ay−1)·s−(Ax−1)·t〉.

En particulier 〈x, s〉 et 〈y, t〉 commutent si et seulement si (Ay − 1) · s = (Ax−
1) · t.

Preuve du lemme 17. — Soient 〈x, s〉 et 〈y, t〉 deux éléments de G. Alors
d’après (8) :

〈x, s〉 · 〈−x,−A−x · s〉 = 〈0, A−x · s−A−x · s〉 = 〈0, 0〉 = 1G .
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Donc 〈x, s〉−1 existe et vaut 〈−x,−A−x · s〉. Un calcul direct nous donne pour
le commutateur :

[〈x, s〉, 〈y, t〉] = 〈−x− y,−A−x−y · s−A−y · t〉 · 〈x+ y,Ay · s+ t〉
= 〈0, Ay · s+ t− s−Ax · t〉. �

Pour tout entier ` ∈ N, nous notons V` = X` · V . Les groupes (V`,+)
s’injectent naturellement dans le groupe (G, ·) via inj : s 7→ 〈0, s〉. Nous noterons
V` = {〈0, s〉; s ∈ V`} l’image dans G de V`.

Remarquons que pour tout réel x : Ax − 1 =
(
x
1

)
X +

(
x
2

)
X2 + . . .. Ainsi

(Ax− 1) ·V` ⊂ V`+1 et donc [G,G] ⊂ V0 et [G,V`] ⊂ V`+1. D’autre part, d’après
le lemme 17 : [〈1, s〉, 〈0,−t〉] = 〈0, X · t〉 pour tout (s, t) ∈ V 2. Nous venons
de montrer que [G,G] = V0 = V et pour tout entier ` ≥ 0, [G,V`] = V`+1 : les
groupes (V`)`∈N∗ sont donc les éléments de la série centrale descendante de G.

Définition 18. — Récapitulons les différents groupes introduits. Nous notons
pour tout ` ∈ N, V` = X` · V ainsi que V` = {〈0, s〉; s ∈ V`} les sous-groupes de
la série centrale descendante de G. Le sous-groupe V0 est parfois simplement
noté V. Pour ` ∈ N∗, nous notons G` = V/V` et G` = G/V`. G` s’identifie avec
l’ensemble des polynômes réels de degré au plus `− 1.

Soit ` ∈ N∗ un entier. Comme le groupe G` est un quotient de G par un
élément de sa série centrale descendante, le groupe G` est nilpotent. Il s’identifie
bien sûr au groupe R o R`. Pour ` = 2, il s’agit du groupe de Heisenberg. Le
groupe G est la limite projective des groupes (G`)`∈N∗ .

Nous munissons V et V` de la topologie produit. Pour cette topologie, la
multiplication par X de V dans V est continue. Ainsi la topologie produit
sur G en fait un groupe topologique (vu comme limite projective de groupes
topologiques). L’injection (V,+)→ (V, ·) et les projections G→ G` et G → G`
sont alors des homomorphismes continus.

Nous dirons qu’une application de f : V → V définie par f(s) = f0(s) +
f1(s)X + · · ·+ fn(s)Xn + · · · est polynomiale si les coordonnées (f0, f1, . . .) de
cette application sont polynomiales. C’est-à-dire que chaque composante est un
polynôme ne faisant intervenir qu’un nombre fini de coordonnées. Par exemple
X et Ax sont des applications polynomiales. Par extension, une application à
valeurs dans G est polynomiale si ses coordonnées sont des polynômes. C’est
le cas de l’opération de multiplication par un élément donné. Une application
polynomiale est continue.

3.2. Le groupe G et les sommes de Birkhoff itérées. — Soit u = (uk)k∈N une
suite de nombres réels. Nous définissons pour tout entier n ∈ N, la série for-
melle :

Sn(u) =

+∞∑
`=0

S(`+1)
n (u)X`.
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Reprenant la définition 1 des sommes itérées, un calcul direct donne la relation :

Sn+1(u) = (1 +X) · Sn(u) + un = A · Sn(u) + un.

L’ensemble des réels s’injecte dans le groupe G via l’application ı̇(x) = 〈1, x〉
pour x ∈ R, qui n’est pas un morphisme de groupes. Alors en reprenant la
relation précédente et par définition 16 du produit dans le groupe G, nous
avons pour toute suite de réels u = (uk)k∈N et pour tout entier n ∈ N∗ :

ı̇(u0) · ı̇(u1) · · · · · ı̇(un−1) = 〈n, Sn(u)〉 =

〈
n ,

+∞∑
`=0

S(`+1)
n (u) X`

〉
.

Soient A un alphabet, K un sous-ensemble de AN stable par le décalage T
et ϕ : K → R une application. Nous définissons une application ϕ̂ : K → G
pour u ∈ K par :

(9) ϕ̂(u) = ı̇ ◦ ϕ(u) = 〈1, ϕ(u)〉.
Alors pour tout mot u ∈ K, en considérant la suite ϕ ∗ u nous avons pour tout
entier n ∈ N∗ :
(10)

ϕ̂(u) · ϕ̂(Tu) · · · · · ϕ̂
(
Tn−1(u)

)
=
〈
n, Sn

(
ϕ∗u

)〉
=

〈
n ,

+∞∑
`=0

S(`+1)
n

(
ϕ ∗ u

)
X`

〉
.

Cette relation permettra de définir la projection de l’ensemble des mots finis
dans le groupe G dans la section 3.5 et de relier ces différents objets avec les
sommes de Birkhoff itérées.

3.3. Puissances dans G. — Nous allons définir la puissance r-ème d’un élément
de G pour tout nombre réel r. Notons déjà que pour toute puissance entière
n ∈ N :
(11)
〈1, s〉n =

〈
n, (1 +A+ · · ·+An−1) · s

〉
pour toute série formelle s ∈ V .

Définition 19. — Cela nous amène comme pour les puissances de A (relation
(7)), à définir une série formelle pour tout nombre réel r par :

B(r) =

+∞∑
`=0

(
r

`+ 1

)
X`,

où nous rappellons pour tout réel r ∈ R et tout entier ` ∈ N,
(
r
`+1

)
= 1

(`+1)!r(r−
1) · · · (r − `).

Pour tout réel r non nul, un calcul élémentaire assure que les séries Ar
et B(r) sont liées via la relation :

Ar = 1 +XB(r), que nous écrirons parfois : B(r) =
Ar − 1

X
.
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La fonction r → B(r) est une fonction polynomiale, donc continue. Rap-
pelons qu’une série formelle est inversible si et seulement le terme constant
est non nul. Celui de B(r) vaut r et donc B(r) est inversible si et seulement
si r 6= 0.

Définition 20. — Ceci nous permet de définir la puissance r-ème d’un élé-
ment 〈x, s〉 de G pour tout réel r de la manière suivante :

〈x, s〉r =


〈
rx,B(rx)B(x)−1 · s

〉
=

〈
rx,

Arx − 1

Ax − 1
· s
〉

si x 6= 0,

〈0, r · s〉 si x = 0.

Cette définition coïncide avec la définition donnée lorsque la puissance r est
entière.

Lemme 21. — 1. Pour tout élément g ∈ G et tout couple de réels (r, r′) :
gr+r

′
= gr · gr′ .

2. Soit g ∈ G \V, alors l’ensemble des éléments de G qui commutent avec g
sont les éléments de la forme gr avec r ∈ R.

3. L’application de G×R→ G définie par (g, r)→ gr est polynomiale donc
continue.

Nous donnons la preuve de ce lemme dans l’annexe A.1.

3.4. Relations dans G. —

Définition 22. — Nous définissons des éléments d et (fi)i∈N de G par :

d = 〈1, 0〉, f = f0 = 〈0, 1〉 et pour i ∈ N∗, fi = 〈0, Xi〉.

Rappelons que A est inversible et que A = 1+X. D’après le lemme 17, nous
avons :

(12) [fi, d] = 〈0, (A− 1) ·Xi〉 = fi+1 pour tout entier i ∈ N.

De plus, pour tous les entiers i et j, les éléments fi et fj commutent car ils
appartiennent au groupe V.

Lemme 23. — Tout élément 〈x, s〉 de G s’écrit sous la forme canonique :

〈x, s〉 = dx · fs00 · f
s1
1 · f

s2
2 · · · f

s`
` · · · pour x ∈ R et s =

+∞∑
`=0

s`X
` ∈ V.

C’est-à-dire, il existe des réels d, f0, f1, . . . tels que pour tout entier `, la pro-
jection de 〈x, s〉 dans le groupe G` est dx · fs00 · f

s1
1 · f

s2
2 · · · f

s`
` .

Preuve du lemme 23. — Il suffit de reprendre le calcul des puissances (défi-
nition 20) et la définition 16 du produit dans G. �
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Pour tout entier ` ∈ N∗, le groupe G` est donc engendré par d et f = f0.
Pour ` = 2, on obtient assez simplement la liste des relations :[

f, [f, d]
]

= 1G et
[
d, [f, d]

]
= 1G

qui sont les relations standards pour le groupe d’Heisenberg à coefficients en-
tiers.

3.5. Projection du monoïde libre dans G. — Soit ϕ : {a, b} → R une fonction
injective. Rappelons que nous pouvons lui associer une fonction ϕ̂ : {a, b} → G
selon la relation (9). À un mot fini u = u0 . . . un−1 de longueur n du monoïde
libre généré par a et b, nous pouvons lui associer ses sommes de Birkhoff itérées
(voir la section 3.2). Nous définissons la projection πϕ d’un tel mot dans G par :

πϕ(u) =
〈
1, ϕ(u0)

〉
·
〈
1, ϕ(u1)

〉
. . .
〈
1, ϕ(un−1)

〉
= ϕ̂(u0) · ϕ̂(u1) · · · ϕ̂(un−1).

L’application πϕ : {a, b}∗ → G est un morphisme : pour tous les mots finis u
et v sur l’alphabet {a, b}, πϕ(uv) = πϕ(u) · πϕ(v).

En reprenant le travail effectué dans la section 3.2 (relation (10)), πϕ(u)
peut s’exprimer à l’aide des sommes de Birkhoff itérées selon la formule :

(13) πϕ(u) =
〈
n, Sn

(
ϕ ∗ u

)〉
.

Si u est un mot fini de longueur n, Sn
(
ϕ ∗u

)
est un polynôme de degré au plus

n− 1 et πϕ(u) peut être vu comme un élément de Gn.

bbbb 〈4, (0, 0, 0, 0)〉

bbba 〈4, (1, 0, 0, 0)〉

bbab 〈4, (1, 1, 0, 0)〉

babb 〈4, (1, 2, 1, 0)〉

abbb 〈4, (1, 3, 3, 1)〉

bbaa 〈4, (2, 1, 0, 0)〉

baba 〈4, (2, 2, 1, 0)〉

baab 〈4, (2, 3, 1, 0)〉

abba 〈4, (2, 3, 3, 1)〉

abab 〈4, (2, 4, 3, 1)〉

aabb 〈4, (2, 5, 4, 1)〉

baaa 〈4, (3, 3, 1, 0)〉

abaa 〈4, (3, 4, 3, 1)〉

aaba 〈4, (3, 5, 4, 1)〉

aaab 〈4, (3, 6, 4, 1)〉

aaaa 〈4, (4, 6, 4, 1)〉

Table 3.1. Projection πϕ des mots de longueur 4 dans le
groupe G avec ϕ = χa la fonction caractéristique de la lettre
a. Nous avons identifié le polynôme a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3

avec le quadruplet (a0, a1, a2, a3).

3.6. Endomorphismes de G associés aux substitutions uniformes

Lemme 24. — Soit L un endomorphisme de G. Alors L est continu et pour
tout nombre réel r et tout élément g de G, L(gr) = L(g)r.
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Preuve du lemme 24. — Pour tout entier `, les endomorphismes du groupe
G` ∼= R o R` sont continus (voir définition 18). D’autre part, comme les sous-
groupes V` = {〈0, s〉; s ∈ V`} pour ` ∈ N∗ sont les groupes de la série centrale
descendante, ils sont caractéristiques (c’est-à-dire préservés par tout endomor-
phisme). Tout endomorphisme de G passe donc au quotient en un endomor-
phisme de G`. Ainsi, comme G est la limite projective des groupes (G`)`∈N∗ , les
endomorphismes de G sont également tous continus.

Intéressons nous maintenant aux images des puissances r-ème de g ∈ G. La
relation est claire si la puissance r est un nombre entier (relatif). Elle est donc
aussi vérifiée pour les puissances r ∈ Q. Comme l’application puissance est
continue dans G (lemme 21), la relation s’étend aux nombres réels r ∈ R par
continuité de L. �

Reprenons la forme canonique d’un élément de G donnée dans le lemme 23 :

〈x, s〉 = dx · fs00 · f
s1
1 · f

s2
2 · · · f

s`
` · · · pour x ∈ R et s =

+∞∑
`=0

s`X
` ∈ V.

La donnée des valeurs prises par un endomorphisme sur {d, f0, f1, . . .} déter-
mine donc cet endomorphisme sur G d’après le lemme 24 précédent. Cependant
un endomorphisme doit préserver les relations du groupe. La première famille
de relations est que pour tout entier i ∈ N, fi+1 = [fi, d]. Donc les valeurs
en {fi; i ∈ N∗} sont contraintes par celles en d et f0 = f et les données de L
en d et f déterminent L sur G de manière unique. Si on souhaite définir un
endomorphisme sur G à partir de la donnée des images de d et f , il faut alors
vérifier que la deuxième famille de relations soit vérifiée : [fi, fj ] = 1G pour
tout couple (i, j) ∈ N2.

Proposition 25. — Soient σ une substitution uniforme de longueur λ ∈ N∗
sur {a, b} et ϕ : {a, b} → R une fonction injective. Alors les assertions suivantes
sont vérifiées.

1. Il existe un unique endomorphisme L de G tel que L ◦ πϕ = πϕ ◦ σ.
2. Les polynômes δ et γ (voir (1)) et les éléments d et f (définition 22)

sont reliés selon les relations : L(d) = 〈λ, γ〉 et L(f) = 〈0, δ〉.
3. De plus cet endomorphisme préserve V qui est engendré par {fj ; j ∈ N}

et plus précisément pour tout j ∈ N, L(fj) =
〈
0, (Aλ − 1)j · δ

〉
.

4. Il existe un endomorphisme L de V , ne dépendant que de σ et pas de
la fonction ϕ injective choisie, tel qu’en notant inj : V → V l’injection
définie pour s ∈ V par inj(s) = 〈0, s〉 : inj ◦L = L ◦ inj.

5. Pour tout élément 〈x, s〉 ∈ G avec s = s0 + s1X + · · · ∈ V :

L
(
〈x, s〉

)
=

〈
λx,

 ∞∑
j=0

sj(A
λ − 1)j

 · δ +B(λx)B(λ)−1 · γ

〉
.
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Nous prouvons ce résultat dans l’annexe A.2.

3.7. Propriétés et forme explicite des endomorphismes associés aux substitutions
uniformes. — Les preuves des résultats 27 et 28 de cette section étant essen-
tiellement techniques, nous les apportons dans l’annexe A.3.

Définition 26. — Nous définissons pour des couples d’entiers (j, k) ∈ N2 des
polynômes (qj,k)(j,k)∈N2 ,

pour tout réel y par : qj,k(y) =
∑

k1+...+kj=k
k1≥1,...,kj≥1

(
y

k1

)
. . .

(
y

kj

)
.

Nous rappelons que par convention,
(
y
0

)
= 1 et pour i ≥ 1,

(
y
i

)
= 1

i!y · · · (y − i+ 1). Nous
posons q0,0 = 1, q0,k = 0 si k > 0 et qj,0 = 0 si j > 0. Pour j > k deux entiers,
il n’existe pas d’entiers (k1, . . . , kj) ∈ (N∗)j tels que k1 + · · · + kj = k et nous
définissons donc qj,k = 0.

Ce sont les uniques polynômes satisfaisant l’égalité de séries formelles sui-
vantes pour tout y ∈ R :

(Ay − 1)j =

∑
k≥1

(
y

k

)
Xk

j

=
∑
k≥1

 ∑
k1+...+kj=k
k1≥1,...,kj≥1

(
y

k1

)
. . .

(
y

kj

)Xk

=

∞∑
k=0

qj,k(y)Xk.

(14)

j

k
0 1 2 3 4 5

0 1 0 0 0 0 0

1 0 y

(
y

2

) (
y

3

) (
y

4

) (
y

5

)
2 0 0 y2 y3 − y2 7y4 − 18y3 + 11y2

12

3y5 − 14y4 + 21y3 − 10y2

12

3 0 0 0 y3 3

2
(y4 − y3)

5y5 − 12y4 + 7y3

4

4 0 0 0 0 y4 2(y5 − y4)

5 0 0 0 0 0 y5

Table 3.2. Les premiers polynômes qj,k(y) pour 0 ≤ j, k ≤ 5
avec y ∈ R.
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Il est clair que pour tout y ∈ R :
(15)

∀k ∈ N∗, q1,k(y) =

(
y

k

)
, qk,k(y) = yk et qk,k+1(y) =

y − 1

2
kyk.

Les deux premières relations sont évidentes. Pour prouver la dernière, il faut
remarquer que si des entiers strictement positifs a1, . . . , ak vérifient a1 + · · ·+
ak = k + 1, alors l’un des (a1, . . . , ak) vaut 2 et tous les autres valent 1. Le
produit des coefficients binomiaux associés est

(
y
2

)(
y
1

)
. . .
(
y
1

)
= 1

2y(y − 1)yk−1.
Il suffit de compter le nombre de k-uplets vérifiant cette relation : il y en a k.

Proposition 27. — Soient x et y deux réels. Pour tout entier k ≥ 0, on a :

(16)
(
xy

k

)
=

k∑
j=0

qj,k(y)

(
x

j

)
.

Ou, de manière équivalente :

B(xy)B(y)−1 =

∞∑
j=1

(
x

j

)
(Ay − 1)j−1.

Cette proposition permet d’obtenir une forme plus explicite pour l’endomor-
phisme L :

Corollaire 28. — Soient σ une substitution uniforme de longueur λ sur {a, b}
et ϕ : {a, b} → R injective. Soient L : G → G l’endomorphisme associé obtenu
dans la proposition 25 et 〈x, s〉 un élément de G avec s = s0 + s1X + · · · ∈ V .
Alors,

L
(
〈x, s〉

)
=

〈
λx,

∞∑
j=0

(Aλ − 1)j
(
sjδ +

(
x

j + 1

)
γ

)〉
.

Ainsi, en écrivant L(〈x, s〉) = 〈λx, t〉 avec t = t0 + t1X + · · · ∈ V , nous avons
pour tout ` ≥ 2 l’expression :

(17) t` = λ`s`δ1 + λ`γ1

(
x

`+ 1

)
+

`−1∑
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−i(λ)

(
sjδi+1 + γi+1

(
x

j + 1

))
.

Supposons que σ est fortement uniforme de longueur λ et que u est un mot
(fini ou infini) sur {a, b}. Pour tout entier n ∈ N, les sommes itérées vérifient
la relation de récurrence suivante, donnée en introduction :
(2)

S
(`+1)
nλ

(
ϕ ∗ σ(u)

)
=

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i(λ)S(j+1)
n

(
ϕ ∗ u

)
δi+1 +

∑̀
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−i(λ)γi+1

(
n

j + 1

)
.

Le corollaire suivant est immédiat :
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Corollaire 29. — Soient σ une substitution fortement uniforme de longueur
λ sur {a, b} et ϕ : {a, b} → R injective. Soient L : G → G l’endomorphisme
associé obtenu dans la proposition 25 et g = 〈x, s〉 un élément de G avec s =
s0 + s1X + · · · ∈ V . Fixons deux entiers j et n.

Alors si on écrit Ln(g) = 〈λnx, t〉 avec t = t0 + t1X+ · · · ∈ V , alors la j-ème
coordonnée tj de t ne dépend que de (x, s1, . . . , sj−n).

Si j < n, cette condition signifie que cette coordonnée ne dépend que de x,
et est nulle si x = 0.

4. Preuve du théorème 4

4.1. Majoration et étude asymptotique des polynômes (qj,k)(j,k)∈N2 . — Il n’est
pas raisonnable d’exhiber une formule explicite analogue à la relation (15)
pour tous les polynômes (qj,k)(j,k)∈N2 . Nous en donnerons le comportement
asymptotique dans la proposition 31 et nous les majorerons dans le lemme 32.

Le principal outil de cette section va être la récurrence suivante, elle sera
prouvée dans l’annexe A.4.

Lemme 30. — Pour tous les entiers k ∈ N∗ et j ∈ N∗ et tout réel y, les
polynômes (qj,k)(j,k)∈N2 vérifient la relation :

qj,k+1(y) =
jy

k + 1
qj−1,k(y) +

jy − k
k + 1

qj,k(y).

Nous en déduisons le résultat suivant, dont la preuve est également apportée
dans l’annexe A.4.

Proposition 31. — Pour tout entier i ∈ N∗ et tout réel y > 1, on a lorsque
k tend vers +∞ :

(18) qk,k+i(y) ∼
k

(y − 1)i

2ii!
kiyk.

Lemme 32. — Soient n ≥ 1 un entier et y > 1 un réel. Alors,

sup{|qj,k(y)| ; 1 ≤ j ≤ k ≤ n} ≤ (2y − 1)n.

Preuve du lemme 32. — Fixons y > 1 et notons An = sup{|qj,k(y)|; 1 ≤ j ≤
k ≤ n}. Nous montrons ce résultat par récurrence. Pour n = 1, A1 = |q1,1(y)| =
y ≤ 2y−1. Fixons un entier n ≥ 2 et j ∈ {2, . . . , n}, alors d’après le lemme 30 :

|qj,n+1(y)| =
∣∣∣∣ jy

n+ 1
qj−1,n(y) +

yj − n
n+ 1

qj,n(y)

∣∣∣∣ ≤ ny

n+ 1
An + n

λ− 1

n+ 1
An

≤ n

n+ 1
(2y − 1)An = (2y − 1)(2y − 1)n = (2y − 1)n+1.

D’autre part, le résultat est aussi vrai pour qn+1,n+1(y) = yn+1 ce qui termine
la preuve. �
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4.2. Approximation polynomiale des sommes itérées. — Soient σ une substitu-
tion uniforme de longueur λ sur {a, b} et ϕ : {a, b} → R injective. Soit L : G →
G l’endomorphisme associé obtenu dans la proposition 25.

Définition 33. — Afin d’étudier les puissances de l’endomorphisme L, nous
introduisons des polynômes

(
Rm,`

)
(m,`)∈N×N∗ en posant :

Lm
(
〈x, 0〉

)
=

〈
λmx,

+∞∑
`=0

Rm,`+1(x)X`

〉
pour tout m ∈ N et tout x ∈ R.

Rappelons que la fonction puissance est polynomiale dans le groupe G
(lemme 21 au sens de la relation (25)). Les fonctions

(
Rm,`

)
(m,`)∈N×N∗ sont

bien des polynômes (dépendants des paramètres γ, δ, ϕ et λ) d’après la défini-
tion 20 pour les puissances, le lemme 24 et le fait que 〈x, 0〉 = 〈1, 0〉x = dx et
donc Li

(
〈x, 0〉

)
=
(
Li(d)

)x.
Définition 34. — Nous définissons pour tout ` ∈ N, c` = R`+1,`+1

(
1

λ`+1

)
.

Proposition 35. — Pour tout entier ` ∈ N∗, tout réel x et tout entier m ∈ N
on a,

1. R`+m,`(x) = R`,`(λ
mx),

2. R`,`
( x
λ`

)
=

`−1∑
k=0

(
x

`− k

)
ck,

3. L(〈1, c〉) = 〈1, c〉λ en notant c = c0 + c1X + · · · ∈ V .

Nous apportons la preuve de la proposition 35 dans l’annexe A.5.
Le dernier item permet de calculer les valeurs de la suite (c`)`∈N. Par exemple,

dans le groupe G1, c0 est l’unique réel vérifiant :

L
(
〈1, c0〉

)
= 〈1, c0〉λ = 〈λ, λc0〉.

Le morphisme πϕ induit une application de {a, b}∗ dans le groupe G1 (défini-
tion 18). Si nous notons encore πϕ cette application, pour une lettre α ∈ {a, b}
fixée :

L
(
〈1, c0〉

)
= L

(
〈1, ϕ(α)〉

)
= πϕ

(
σ(α)

)
= 〈λ, S(1)

λ (ϕ ∗ σ(α))〉
= 〈λ, ϕ(a)|σ(a)|a + ϕ(b)|σ(a)|b〉.

Nous trouvons donc :

(19) c0 =
1

λ

(
ϕ(a)|σ(a)|a + ϕ(b)|σ(b)|a

)
.
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c0 c1 c2 c3 c4 c5

a 7→ ab, b 7→ ba 1/2 0 0 0 0 0

a 7→ aab, b 7→ aba 2/3 1/3 10/9 11 8567/27 718435/27

a 7→ aab, b 7→ baa 1/3 1/3 23/9 440/9 74431/27 455949

Table 4.1. Valeurs des premiers coefficients (c`)`∈N pour dif-
férentes substitutions σ associées à la fonction ϕ = χa.

Définition 36. — Nous définissons pour tout entier ` ∈ N∗ un polynôme p`
pour tout réel x par :

p`(x) =
∑̀
i=0

ci

(
x

`− i

)
= R`,`

( x
λ`

)
+ c`.

Nous posons de plus p0(x) = c0.

Proposition 37. — Soient σ une substitution fortement uniforme de longueur
λ ∈ N sur {a, b} et ϕ : {a, b} → R une fonction injective. Alors, pour tout
entier ` ∈ N∗ et tout mot u ∈ σ`({a, b}N) (c’est-à-dire de la forme σ`(v)), les
assertions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout réel x, p`(x+ 1)− p`(x) = p`−1(x).
2. Pour tout entier n,(

S
(`)
n+1

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n+ 1)

)
−
(
S(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n)

)
= S

(`−1)
(n)

(
ϕ ∗ u

)
− p`−1(n).

3. Pour tout entier n, S(`)

n·λ`
(
ϕ ∗ u

)
= p`(nλ

`)− c` = R`,`(n).
4. La suite

(
S

(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n)

)
n≥0

est bornée.

Nous retrouvons bien la relation entre les coefficients (c`)`∈N et les poly-
nômes (p`)`∈N annoncée dans l’introduction, à savoir p`(0) = c`. Rappelons
également que la suite des polynômes (p`)`∈N qui approchent les sommes ité-
rées et qui vérifient p`(x + 1)− p`(x) = p`−1(x) est unique. Les polynômes de
la section 2 partagent ces mêmes propriétés, donc si u est un mot infini point
fixe de σ, les objets de ces différentes sections sont reliées pour tous les entiers
n ∈ N et ` ∈ N via :

ψ`(T
nu) = S(`)

n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n) et c` = −ψ`(u).

Preuve de la proposition 37. — Le premier point est immédiat par la défini-
tion des polynômes (p`)`∈N. En effet, pour tout nombre réel x et tout entier
` ≥ 1 :

p`(x+ 1)− p`(x) =
∑̀
i=0

ci

(
x+ 1

`− i

)
−
∑̀
i=0

ci

(
x

`− i

)
=

`−1∑
i=0

ci

(
x

`− 1− i

)
= p`−1(x).
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Le deuxième point en découle immédiatement car les sommes itérées vérifient
les mêmes relations de récurrence (voir la relation (3)).

Notons u0u1 . . . = σ`(v0v1 . . .) un mot de σ`({a, b}N). Nous considérons l’en-
domorphisme L associé (proposition 25). Fixons un entier n ∈ N. Puisque
L ◦ πϕ = πϕ ◦ σ, nous avons :

πϕ(u0 · · ·unλ`−1) = πϕ ◦ σ`(v0 · · · vn−1) = L` ◦ πϕ(v0 · · · vn−1).

Donc dans le groupe G` :

πϕ(u0 · · ·uλ`n−1) =
〈
nλ`, R`,1(n) + · · ·+R`,`(n)X`−1

〉
par le corollaire 29

=
〈
nλ`, S

(1)

nλ`

(
ϕ ∗ u

)
+ · · ·+ S

(`)

nλ`

(
ϕ ∗ u

)
X`−1

〉
par la relation (13).

Nous obtenons donc S(`)

nλ`

(
ϕ ∗ u

)
= R`,`(n) = p`(nλ

`) − c`, ce qui prouve la
relation de l’item 3.

Le dernier point se démontre par récurrence sur `. Pour ` = 1, le résultat
est clair car la suite est constante aux temps λN. De plus les incréments sont
en nombre fini et liés aux images de ϕ, donc bornés.

Supposons que la suite
(
S

(`−1)
n

(
ϕ ∗u

)
− p`−1(n)

)
n≥0

soit bornée pour ` > 1.

Alors comme dans le cas ` = 1, la suite
(
S

(`)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`(n)

)
n≥0

est constante
aux temps nλ` par l’item 2. De plus les incréments sont en nombre fini (majoré
par λ) et valent

(
S

(`−1)
n

(
ϕ ∗ u

)
− p`−1(n)

)
n≥0

par l’item 2, qui est bornée. �

4.3. Convergence de la suite renormalisée (c̃`)`∈N. — Soient σ une substitu-
tion fortement uniforme de longueur λ ∈ N sur {a, b} et ϕ : {a, b} → R une
fonction injective. Nous supposons que δ2 6= 0. Notons pour tout entier ` ∈ N,
ρ` = δ`−1

2 λ(`−1)(`−2)/2 (définition 7) et c̃` = c`/ρ`.

Proposition 38. — Sous ces hypothèses, la suite (c̃`)`∈N converge. De plus
il existe un réel θ ∈ ]0, 1[ et un réel M > 0 tel qu’à partir d’un certain rang,
| lim
j→+∞

c̃j − c`| ≤M · θ`.

Preuve de la proposition 38. — Nous notons qj,k pour qj,k(λ). Fixons un en-
tier ` > λ. Commençons par rappeler la relation du troisième item de la pro-
position 35 :

L
(
〈1, c〉

)
= 〈1, c〉λ avec c = c0 + c1X + · · · ∈ V.
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D’après la forme explicite de l’endomorphisme L (relation (17) du corollaire 28),
puisque

(
1
j+1

)
= 0 pour tout entier j ≥ 0 et d’après la définition 20 des puis-

sances dans G :

λc` +

(
λ

2

)
c`−1 + · · ·+

(
λ

`+ 1

)
c0 =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−icjδi+1

⇐⇒ λc` +

(
λ

2

)
c`−1 + · · ·+

(
λ

`+ 1

)
c0 = λ`−1δ2c`−1 +

`−2∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−iδi+1cj .

(20)

Nous noterons ||δ|| = max{|δi|; 1 ≤ i ≤ λ} = sup{|δi|; 1 ≤ i} car δi = 0 pour
tout entier i ≥ λ+ 1. La double somme se majore alors avec le lemme 32 :∣∣∣∣∣`−2∑

j=0

`−j∑
i=1

qj,`−iδicj

∣∣∣∣∣ ≤ ||δ|| · sup
0≤j≤`−2

|cj | ·

∣∣∣∣∣`−1∑
j=1

`−j+2∑
i=2

qj−1,`+1−i

∣∣∣∣∣
≤ ||δ|| · sup

0≤j≤`−2
|cj | ·

`−1∑
j=1

`−j+2∑
i=2

|qj−1,`+1−i|

≤ ||δ|| · sup
0≤j≤`−2

|cj | · `2 · (2λ− 1)`−1.

Nous utilisons également la majoration,∣∣∣∣(λ2
)
c`−1 + · · ·+

(
λ

`+ 1

)
c0

∣∣∣∣ ≤ 2λ sup
0≤j≤`−1

|cj |.

Les coefficients (c0, . . . , c`) vérifient donc :

|λc` − λ`−1δ2c`−1| ≤ ||δ|| · `2 · (2λ− 1)`−1 sup
0≤j≤`−2

|cj |+ 2λ sup
0≤j≤`−1

|cj |.

Pour 0 ≤ j ≤ ` − 2,
(
`−1
2

)
−
(
j−1
2

)
≥ 2` − 1 et de plus

(
`−1
2

)
−
(
`−2
2

)
= ` − 1.

Donc
(21)
pour 0 ≤ j ≤ `− 2, |ρ`| ≥ λ2`−1|ρj | et ρ` = δ2λ

`−1 et donc |ρ`| ≥ λ`−1|ρ`−1|.

En divisant la relation précédente par ρ`, nous obtenons alors :

|c̃` − c̃`−1| ≤ ‖δ‖
(
`+ 1

2

)
(2λ− 1)`−1

λ2`−1
sup

0≤j≤`−2
|c̃j |+

2λ

λ`−1
sup

0≤j≤`−1
|c̃j |.

Maintenant, si θ est tel que 2λ−1
λ2 < θ < 1 alors pour ` assez grand :

|c̃` − c̃`−1| ≤ θ` sup
1≤j≤`−1

|c̃j |.

Nous pouvons alors conclure en utilisant le lemme 39 suivant. �
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Lemme 39. — Soit (un)n∈N une suite de réels telle qu’il existe θ ∈ [0, 1[ et une
suite v = (vn)n∈N∗ de termes positifs dont la série converge. Supposons qu’à
partir d’un certain rang,

|un − un−1| ≤ vn + θn max
0≤k≤n−1

|uk|.

Alors la suite (un)n∈N converge. Notons L cette limite et prenons pour v la
suite nulle, alors il existe une constante M telle qu’à partir d’un certain rang,
|L− un| ≤M · θn.

Preuve du lemme 39. — Si nous montrons que (un)n∈N est bornée alors |un−
un−1| est le terme général d’une série convergente, ce qui montrera que (un)n∈N
est une suite de Cauchy. Nous supposons que la majoration est vérifiée pour
tout entier n ∈ N∗. Pour obtenir une borne sur (un)n∈N, il suffit de remarquer
que pour n ≥ 2 :

|un| ≤ |u0|
n∏
k=0

(1 + θk) + vn +

n−1∑
k=1

vk

k−1∏
i=1

(1 + θn−i) ≤

(
+∞∏
k=0

(1 + θk)

)
·

(
|u0|+

+∞∑
k=1

vk

)
.

Notons U un majorant de {un;n ∈ N} et supposons que v soit la suite nulle.
Alors la relation de récurrence se réécrit :

|un+1 − un| ≤ θn · U et pour tout entier p : |un+p − un| ≤
p−1∑
k=0

θn+k · U.

Par passage à la limite, il existe une constante M , |L− un| ≤M · θn. �

4.4. Preuve du théorème 4. — Nous nous plaçons sous les hypothèses du théo-
rème 4. Fixons un entier ` ≥ λ+1 et notons qj,k = qj,k(λ) et ‖δ‖ = max{δi, 1 ≤
i ≤ λ} = sup{δi; i ≥ 1}. Pour tous les entiers (i, j) ∈ N2, nous noterons S(`)

i

pour S(`)
i (ϕ ∗ u), S̄(`)

i = S
(`)
i − p`(i) et S̃(`)

i = S̄
(`)
i /ρ` où les coefficients (ρ`)`∈N

sont définis en 7. Nous noterons également pour tout entier ` ∈ N :

θ` = sup
n∈N

1

ρ`

∣∣S(`)
n − p`(n)

∣∣ = sup
n∈N

1

ρ`

∣∣S̄(`)
n

∣∣ = sup
n∈N

∣∣S̃(`)
n

∣∣.
Le but est de montrer que la suite (θ`)`∈N converge.

Rappelons la formule (2) (corollaire 28), pour tout entier n, puisque σ(u) = u :

(2) S
(`+1)
nλ =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−iS
(j+1)
n δi+1 +

∑̀
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−iγi+1

(
n

j + 1

)
.

Rappelons également la formule de l’item 3 de la proposition 37 : pour tous
les entiers i et m, S(m)

i·λm = pm(iλm)− cm. Nous en déduisons que pour tous les
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entiers n de la forme iλ`, la relation suivante est vérifiée :

p`+1(nλ)−c`+1 =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
(
pj+1(n)−cj+1

)
δi+1+

∑̀
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−iγi+1

(
n

j + 1

)
.

Et puisque cette équation est polynomiale, elle est donc vérifiée pour tous les
entiers n. Nous trouvons donc :

S̄
(`+1)
nλ + c`+1 =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−iS̄
(j+1)
n δi+1 +

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−icj+1δi+1.

Divisons alors cette relation par ρ`+1, nous obtenons :

S̃
(`+1)
nλ + c̃`+1 =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
S̃(j+1)
n δi+1 +

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
c̃j+1δi+1.

En notant :

ε`+1 =

`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
c̃j+1δi+1 − c̃`+1,

et en remarquant que ρ` · δ2 · λ`−1 = ρ`+1, nous trouvons donc :

S̃
(`+1)
nλ − S̃(`)

n =

`−2∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
S̃(j+1)
n δi+1 + ε`+1.

Avec les relations qj,`−i ≤ (2λ−1)`−2 ≤ (2λ−1)`−1 (lemme 32), |ρj+1|λ2`−1 ≤
ρ`+1 (relation (21)) et |S̃(j+1)

n | ≤ θj+1, nous trouvons :∣∣∣S̃(`+1)
nλ − S̃(`)

n

∣∣∣ ≤ ‖δ‖ · `2 · λ · (2λ− 1

λ2

)`−1

· sup
0≤j≤`−1

θj + |ε`+1|.

Pour tout entier n : ∣∣S̃(`+1)
nλ

∣∣ ≤ ∣∣∣S̃(`+1)
nλ − S̃(`)

n

∣∣∣+
∣∣S̃(`)
n

∣∣.
Ces suites sont bornées et en prenant la borne supérieur sur n, pour un réel
K ∈ ](2λ− 1)/λ2, 1[ et pour ` assez grand, nous avons :

sup
n∈N

∣∣S̃(`+1)
nλ

∣∣ ≤ θ` +K` · sup
0≤j≤`−1

θj + β`+1.

Soit N un entier, il s’écrit de manière unique sous la forme N = nλ+k avec 0 ≤
k < λ. Alors par construction (item 2 de la proposition 37) puis en divisant
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par ρ`+1 :

S̄
(`+1)
N =

k−1∑
i=0

S̄
(`)
nλ+i + S̄

(`+1)
nλ

donc |S̃(`+1)
N | ≤

k−1∑
i=0

1

λ`−1
· |S̃(`)

nλ+i|+ |S̃
(`+1)
nλ | ≤ 1

λ`−1
θ` + |S̃(`+1)

nλ |.

Donc quitte à redéfinir K (avec toujours K < 1), à partir d’un certain rang,
nous avons la relation :

θ`+1 ≤ θ` +K` · sup
0≤j≤`

θj + ε`+1.

Afin de conclure par le lemme 39, il nous reste à vérifier que la série de terme
général |ε`| converge.

Rappelons que d’après la proposition 38, à partir d’un certain rang, il existe
deux réels θ et M tels que pour tout entier j, |c̃j − limm→+∞ c̃m| ≤M · θj . On
note C = sup{c̃j ; j ∈ N}. On utilise encore le lemme 32 et la relation (21) :

|ε`+1| ≤

∣∣∣∣∣∣
`−1∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
c̃j+1δi+1 − c̃`+1

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
`−2∑
j=0

`−j∑
i=1

qj,`−i
ρj+1

ρ`+1
c̃j+1δi+1

∣∣∣∣∣∣+ |c̃` − c̃`+1|

≤ `2‖δ‖ 1

λ`−1
C + |c̃` − lim

m→+∞
c̃m|+ |c̃`+1 − lim

m→+∞
c̃m|

≤ `2‖δ‖ 1

λ`−1
C +Mθ` +mθ`+1.

Ce qui est le terme général d’une série convergente.

5. Preuve de la proposition 8

Rappelons que la proposition 8 nous permettra par la suite de démontrer le
théorème 6.

5.1. Comportement asymptotique diagonal. — Soit σ une substitution forte-
ment uniforme de longueur λ ∈ N∗ sur {a, b}. Soit ϕ : {a, b} → R une fonction
injective. Nous notons L et L les endomorphismes respectivement de G et V
obtenus dans la proposition 25. Nous supposons que δ = δ2X + · · · ∈ V1\V2,
c’est-à-dire que δ1 = 0 et δ2 6= 0. Nous noterons qj,k à la place de qj,k(λ).
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Notation. — Nous avons supposé que δ1 était nul. Donc d’après le corol-
laire 29, si s = s0 + s1X + · · · ∈ V alors pour tout entier m ∈ N, Lm(s) est de
la forme :

Lm(s) = s′ avec s′ = s′0X
m + s′1X

m+1 + · · · ∈ V.

Nous noterons pour tout entier m, s(m) = s
(m)
0 + s

(m)
1 X + · · · ∈ V la suite telle

que Lm(s) = Xms(m) soit encore Lm(s) = Xms
(m)
0 + s

(m)
1 Xm+1 + · · · .

s
(0)
0

s
(1)
0 X

s
(m)
0 Xm

s
(0)
1 X

s
(1)
1 X2

s
(m)
1 Xm+1

= + + · · ·

= + + · · ·

= + + · · ·

s

L(S)

Lm(s)

Proposition 40. — Avec les notations de l’introduction de cette section, pour
tout entier ` ≥ 0, il existe une fonction Φ` : V → R linéaire et qui ne dépend
que des ` premières coordonnées telle que pour tout s ∈ V on ait :

s
(m)
` = Φ`(s) δ

m
2 λ

(m+`)(m+`−1)
2 + o

m→+∞

(
δm2 λ

(m+`)(m+`−1)
2

)
.

De plus, Φ`(X
`) = 1.

Nous pouvons obtenir des expressions explicites de s(m)
0 et s(m)

1 pour tout
entier m :

s
(m)
0 = s0 δ

m
2 λm(m−1)/2,

s
(m)
1 =

(
s1 +

s0
δ2

m−1∑
i=0

1

λi+1

(
i(λ− 1)

2
δ2 + δ3

))
· δm+1

2 λm(m+1)/2.

En particulier Φ0(s) = s0 et Φ1(s) = s1 +
1

λ− 1

1

δ2

(
δ2
2

+ δ3

)
s0.

Nous apportons la preuve de ce résultat dans l’annexe A.6.

5.2. Asymptotiques des sommes de Birkhoff et des polynômes d’approximation

Corollaire 41. — Soit σ une substitution fortement uniforme de longueur
λ ∈ N∗ sur {a, b}. Soit ϕ : {a, b} → R une fonction injective. Nous supposons
que δ2 6= 0. Soient (Rm,`)(m,`)∈N×N∗ les polynômes d’approximation définis
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en (33) de la section 4.2. Alors pour tout mot fini u = u0u1 . . . un−1 de longueur
n et tout entier m ≥ 0, avec la définition 7 des coefficients de renormalisation :

lim
`→∞

S
(`+m)

nλ`

(
ϕ ∗ σm(u)

)
−R`,`+m(n)

δ`2 λ
(`+m−1)(`+m−2)/2

= δm−1
2 lim

`→∞

S
(`+m)

nλ`

(
ϕ ∗ σ`(u)

)
−R`,`+m(n)

ρm+`

= Φm

(
Snλ`(ϕ ∗ σ`(u))− (Rm,1(n) +Rm,2(n)X + · · · )

)
.

Pour tout entier m et tout réel x,

lim
`→∞

R`+m,`+m(x)−R`,`+m(λmx)

δ`2 λ
(`+m−1)(`+m−2)/2

= δm−1
2 lim

`→∞

R`+m,`+m(x)−R`,`+m(λmx)

ρm+`

= Φm
(
Rm,1(x) +Rm,2(x)X + · · ·

)
.

Preuve du corollaire 41. — Nous notons L l’endomorphisme associé obtenu
dans la proposition 25. Rappelons que c’est l’unique endomorphisme vérifiant
L ◦ πϕ = πϕ ◦ σ avec πϕ définie en (13).

Par construction, on a pour tout entier n :Lm ◦ πϕ(u) = πϕ
(
σm(u)

)
=
〈
nλm, S

(`)

nλ`

(
ϕ ∗ σm(u)

)〉
,

Lm
(
〈n, 0〉

)
=
〈
nλm, Rm,1(n) +Rm,2(n)X + · · ·

〉
.

Maintenant, remarquons que dans G : 〈x, s〉−1 · 〈x, t〉 = 〈0, t − s〉 pour x ∈ R
et (s, t) ∈ V 2. En particulier

Lm
(
〈n, 0〉−1πϕ(u)

)
=
〈
nλm, Rm,1(n) +Rm,2(n)X + · · ·

〉−1 ·
〈
nλ`, Snλ`

(
ϕ ∗ σ`(u)

)〉
=
〈
0, Snλm(ϕ ∗ σm(u))− (Rm,1(n) +Rm,2(n)X + · · · )

〉
.

Il suffit alors, d’appliquer la proposition 40 avec la série Snλm(ϕ ∗ σm(u)) −
(Rm,1(n) +Rm,2(n)X + · · · ).

Nous montrons la seconde partie de manière similaire. Soient x un réel
et (`,m) deux entiers :

L` ◦ Lm
(
〈x, 0〉

)
=
〈
λ`+mx,R`+m,1(x) + · · ·+R`+m,j(x)Xj−1 + · · ·

〉
L`
(
〈λmx, 0〉

)
=
〈
λ`+mx,R`,1(λmx) + · · ·+R`,j(λ

mx)Xj−1 + · · ·
〉
.

On peut alors écrire :

L`
(
〈0, Rm,1(x) +Rm,2(x)X + · · ·〉

)
= L` ◦ Lm

(
〈x, 0〉 · 〈λmx, 0〉−1

)
=
〈

0,
(
R`+m,1(x)−R`,1(λmx)

)
+
(
R`+m,2(x)−R`,2(λmx)

)
X + · · ·

〉
.

Il suffit d’appliquer encore la proposition 40 pour conclure. �
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5.3. Preuve de la proposition 8. — On se donne une substitution σ fortement
uniforme de longueur λ telle que δ2 6= 0 et admettant un point fixe u = u0u1 · · · .
Soit ϕ : {a, b} → R une fonction non constante. Pour tous les entiers (i, j) ∈ N2,
nous noterons S(`)

i pour S(`)
i (ϕ ∗ u) et S̃(`)

i =
(
S

(`)
i − p`(i)

)
/ρ`.

Pour tous les entiers n, m et ` :

S
(m+`)

nλ`
− pm+`(nλ

`) = S
(m+`)

nλ`
−Rm+`,m+`

( n

λm

)
− cm+` d’après la définition 36

=
(
S

(m+`)

nλ`
−R`,m+` (n)

)
+
(
R`,m+` (n))−Rm+`,m+`

( n

λm

))
− cm+`.

Il ne reste alors plus qu’à diviser par ρm+` (définition 7) pour obtenir S̃(m+`)

nλ`
.

Les trois termes convergent lorsque ` tend vers +∞ d’après le corollaire 41 et
la proposition 38. Nous venons de définir une fonction Ψ : N2 → R par :

Ψ(m,n) = lim
`→+∞

S̃
(m+`)

nλ`
pour tout (m,n) ∈ N2.

Rappelant que pour tous les entiers ` et n, d’après l’item 3 de la propo-
sition 37, S(`)

nλ`
= p`(nλ

`) − c` donc en renormalisant par ρ`, nous obtenons
S̃

(`)

nλ`
= −c̃`. Nous venons donc de remarquer que pour tout entier n,

(22) Ψ(0, n) = lim
`→+∞

S̃
(`)

nλ`
= − lim

`→+∞
c̃`.

Le reste de la preuve consiste à vérifier que la suite
(
Ψ(1, n)

)
n∈N∗ n’est

pas nulle. Fixons deux entiers n et `. Le groupe G`+1 est caractéristique (voir
définition 18), donc L induit un endomorphisme sur ce groupe encore noté L
et on a :

L`
(
πϕ(u0 · · ·un−1)

)
= 〈nλ`, S(1)

nλ`
+ · · ·+ S

(`)

nλ`
X`−1 + S

(`+1)

nλ`
X`〉.

Mais d’après le corollaire 29, dans le groupe le groupe G`+1, l’action de L sur
un élément 〈x, s0 + · · ·+ s`X

`〉 ne dépend que de x et s0. Puisque :

πϕ(u0 · · ·un−1) = 〈n, S(1)
n + · · ·+ S(`+1)

n X`〉,

alors L`
(
πϕ(u0, . . . , un−1)

)
ne dépend que des coordonnées n et S(1)

n et

L`
(
〈n, S(1)

n 〉
)

= 〈nλ`, S(1)

nλ`
+ · · ·+ S

(`)

nλ`
X`−1 + S

(`+1)

nλ`
X`〉.

Nous utilisons alors la formule du produit (définition 17), des puissances (défi-
nition 20) et le calcul explicite dans la proposition 40 (calcul de s(m)

0 ) et nous
obtenons d’une part :

L`
(
〈n, S(1)

n 〉
)

= L`
(
〈n, 0〉

)
· L`
(
〈0, S(1)

n 〉
)

= L`
(
〈n, 0〉

)
·
〈
0, δ`2λ

`(`−1)/2S(1)
n X`

〉
.
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Et d’autre part, puisque L〈n/λ, 0〉 = 〈n,R1,1(n/λ) + · · · + R1,`+1(n/λ)X`〉 et
que L` ne dépend que de n et R1,1(n/λ) = p1(n) + c1 :

L`
(
〈n, 0〉

)
= L`

(
L(〈n/λ, 0〉) · 〈0,−p1(n)− c1〉

)
= 〈n/λ,R`+1,1(n/λ) + · · ·+R`+1,`+1(n/λ)〉)

· 〈0,−δ`2λ`(`−1)/2(p1(n) + c1)X`〉
)
.

Après avoir effectué le produit et en identifiant les coefficients devant X`, nous
trouvons :

S
(`+1)

nλ`
= p`+1(nλ`) + δ`2λ

`(`−1)/2
(
S(1)
n − p1(n)− c1

)
.

Puis en renormalisant, nous trouvons :

Ψ(1, n) = lim
`→+∞

S̃
(`+1)

nλ`
= S(1)

n − p1(n)− c1 = S(1)
n − c0n.

Reprenant la valeur de c0 donnée en (19) et rappelant que |σ(a)|a + |σ(a)|b =
|σ(a)| = λ :

(23) Ψ(1, n+ 1)−Ψ(n) = ϕ(un)− c0 =


|σ(a)|b
λ

(
ϕ(a)− ϕ(b)

)
si un = a

|σ(a)|a
λ

(
ϕ(a)− ϕ(b)

)
si un = b.

La suite
(
Ψ(1, n)

)
n∈N n’est donc pas nulle.

6. Preuve du théorème 6

Nous nous plaçons sous les hypothèses et notations du théorème 6. On fixe
une fonction ϕ : {a, b} → R injective. Un réel positif x est dit λ-adique s’il
existe un entier n tel que xλn ∈ N. Pour tous les entiers (i, j) ∈ N2, nous
noterons S(`)

i pour S(`)
i (ϕ ∗ u), S̄(`)

i = S
(`)
i − p`(i) et S̃(`)

i = S̄
(`)
i /ρ`.

– Étape 1 : quelques résultats préliminaires. Soient n, n′ et ` trois entiers.
D’après l’item 2 de la proposition 37 :

S̄
(`+1)
n+n′ − S̄

(`+1)
n =

n′−1∑
k=0

S̄
(`)
n1+k

.

Donc en divisant par ρ`+1 = δ2λ
`−1ρ` (définition 7), alors les sommes nor-

malisées S̃(`+1)
n vérifient :

(24) S̃
(`+1)
n+n′ − S̃

(`+1)
n =

1

δ2λ`−1

n′−1∑
k=0

S̄
(`)
n1+k

.

Rappelons que d’après le théorème 4, les sommes normalisées |S̃(`)
n | sont

uniformément bornées. Nous noterons Θ la borne supérieure.
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– Étape 2 : définition de la fonction pour les réels λ-adiques. On définit une
fonction sur l’ensemble des points λ-adiques en posant (proposition 8) :

f
( n

λm−1

)
= lim
`→+∞

S̃
(m+`)

nλ`
= Ψ(m,n) pour tout couple d’entiers (m,n) ∈ N2.

La fonction f est bien définie car :

Ψ(m,n) = lim
`→+∞

S̃
(m+`)

nλ`
= lim
`→+∞

S̃
(m+`+1)

nλ`+1 = Ψ(m+ 1, λn).

D’après le théorème 4, la fonction f est bornée et nous notons ‖f‖ =
sup{|f(x)|;x est un point λ-}. On a ‖f‖ ≤ Θ. Puisque Ψ n’est pas identique-
ment nulle, f ne l’est pas non plus. Plus précisément cette fonction n’est pas
identiquement nulle sur l’ensemble N car Ψ(1, n) ne l’est pas (proposition 8).

– Étape 3 : continuité uniforme et prolongement à R+. On vérifie que f est
uniformément continue.

f

(
n+ 1

λm−1

)
− f

( n

λm−1

)
= lim
`→+∞

S̃
(m+`)

(n+1)λ`
− S̃(m+`)

nλ`

= lim
`→+∞

1

δ2λm+`−2

λ`−1∑
k=0

S̃
(m+`−1)

nλ`+k
relation (24)

Or pour tout entier `,

1

λ`

λ`−1∑
k=0

∣∣S̃(m+`−1)

nλ`+k

∣∣ ≤ Θ et donc λm−1

∣∣∣∣f (n+ 1

λm−1

)
− f

( n

λm−1

)∣∣∣∣ ≤ λ

δ2
Θ.

Soient x = nxλ
1−m et y = nyλ

1−m deux points λ-adiques avec y < x.
Alors d’après la relation précédente :

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣f ( nx

λm−1

)
− f

( ny
λm−1

)∣∣∣ ≤ nx−1∑
n=ny

∣∣∣∣f (n+ 1

λm−1

)
− f

( n

λm−1

)∣∣∣∣
≤

nx−1∑
n=ny

λ

δ2

1

λm−1
Θ =

λ

δ2

nx − ny
λm−1

Θ =
λ

δ2
Θ · (x− y).

La fonction f est donc uniformément continue et on la prolonge en une
fonction uniformément continue, définie sur R+ encore notée f .

– Étape 4. Équation différentielle. Fixons quatre entiers (n1, n2,m1,m2) tel
que

n1

λm1−1
> 0 et

n1

λm1−1
+

n2

λm2−1
> 0.

Alors,

f
( n1

λm1−1
+

n2

λm2−1

)
= f

(
n1λ

m2 + n2λ
m1

λm1+m2−1

)
= lim
`→+∞

S̃
(m1+m2+`)

(n1λm2+n2λm1 )λ`
.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



120 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Pour tout entier ` :

S̄
(m1+m2+`)

(n1λm2+n2λm1 )λ`
− S̄(m1+m2+`)

n1λm2+` =

n2λ
m1+`∑
k=0

S̄
(m1+m2+`−1)

n1λm2+`+k
.

Et maintenant pour k fixé :∣∣∣S̄(m1+m2+`−1)

n1λm2+`+k
− S̄(m1+m2+`−1)

n1λm2+`

∣∣∣ =
∣∣∣ k−1∑
j=0

S̄
(m1+m2+`−2)

n1λm2+`+j

∣∣∣
≤ k · sup

j∈N

∣∣∣S̄(m1+m2+`−2)
j

∣∣∣.
Maintenant, nous normalisons en divisant ces expressions respectivement
par ρm1+m2+` et ρm1+m2+`−1 . Les deux expressions ci-dessus s’écrivent
alors :
S̃

(m1+m2+`)

(n1λm2+n2λm1 )λ`
− S̃(m1+m2+`)

n1λm2+` =
1

δ2λm1+m2+`−2

n2λ
m1+`∑
k=0

S̃
(m1+m2+`−1)

n1λm2+`+k
,∣∣∣S̃(m1+m2+`−1)

n1λm2+`+k
− S̃(m1+m2+`−1)

n1λm2+`

∣∣∣ ≤ k λ

|δ2|
1

λm1+m2+`−1
·Θ.

En rassemblant ces relations, on a :∣∣∣S̃(m1+m2+`)

(n1λm2+n2λm1 )λ`
− S̃(m1+m2+`)

n1λm2+` − λ

δ2

n2

λm2−1
S̃

(m1+m2+`−1)

n1λm2+`

∣∣∣
≤ λ

|δ2|
1

λm1+m2+`−1

n2λ
m1+`∑
k=0

k
λ

|δ2|
1

λm1+m2+`−1
·Θ

≤ λ2

δ22

1

λ2m1+2m2+2`−2
n2

2λ
2m1+2` ·Θ ≤ λ2

δ22

( n2

λm2−1

)2

Θ.

Finalement, en prenant la limite sur `, on obtient :∣∣∣∣f ( n1

λm1−1
+

n2

λm2−1

)
− f

( n1

λm1−1

)
− λ

δ2

n2

λm2−1
f
( n1

λm1−2

)∣∣∣∣ ≤ λ2

δ22

( n2

λm2−1

)2

Θ.

Par densité des points λ-adiques, on récupère pour tout couple de réels (x, h)
tels que x > 0 et x+ h > 0 :∣∣∣∣f (x+ h)− f (x)− h λ

δ2
f (λx)

∣∣∣∣ ≤ λ2

δ22
h2Θ.

Ceci prouve que f est dérivable en tout point x, et que sa dérivée vérifie
f ′(x) = λ

δ2
f(λx).

– Étape 5. Concaténation. Nous allons prouver par récurrence sur ` ∈ N que
pour tout entier k ∈ {0, . . . , λ`− 1}, la suite

(
S̄

(`)

nλ`+k

)
n∈N ne prend que deux

valeurs. Plus précisément, pour tout entier k ∈ {0, . . . , λ` − 1} fixé, pour
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tout entier n ∈ N, S̄(`)

nλ`+k
ne dépend que de un. Le résultat suivra alors par

passage à la limite.

Ce résultat est immédiat pour ` = 0 car S̄(0)
n = un − c0 ne dépend que

de un. Supposons le résultat vrai au rang `. Soit k ∈ {0, . . . , λ`+1 − 1} fixé.
Alors d’après les items 2 et 3 de la proposition 37 :

S̄
(`+1)

nλ`+1+k
= S̄

(`+1)

nλ`+1 +

k−1∑
i=0

S̄
(`)

nλ`+1+i
= −c`+1 +

k−1∑
i=0

S̄
(`)

nλ`+1+i
.

Le résultat est alors prouvé car d’après l’hypothèse de récurrence, chaque
S̄

(`)

nλ`+1+i
ne dépend que de unλ · · ·u(n+1)λ−1 (et de i).

Or le mot unλ · · ·u(n+1)λ−1 est l’image par σ de un.
Ce résultat pourrait également être prouvé directement par le travail ef-

fectué dans la partie 2.5. En effet nous avons vu dans cette partie que les
fonctions ψi sont constantes sur chaque ensemble Cyl(i,m, α). �

Il est a priori très difficile de calculer les valeurs des fonctions limites fu
du théorème 6. La valeur de la fonction aux points λN est donnée en (22) et
nous ne pouvons pas la relier «simplement» à la substitution σ. Les différences
de valeurs prises par la fonction entre deux points entiers sont cependant assez
accessibles et données par la formule (23). On peut voir ce fait sur les figures 6.1,
6.2 et 6.3.

0 1 2 3

2

1

0

1

1

1

-2

0 1 2 3

2

1

0

1

1

-2

1

Figure 6.1. Les fonctions fa et fb pour a 7→ aab, b 7→ aba et
pour ϕ = χa − 2χb.
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1

1
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0 1 2 3

2

1

0

1

2

-2

1

1

Figure 6.2. Les fonctions fa et fb pour a 7→ aab, b 7→ baa et
pour ϕ = χa − 2χb.
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5

0

5

2 -3

-3 2

2

0 1 2 3 4 5

5

0

5

-3 2

2

2 -3

Figure 6.3. Les fonctions fa et fb pour a 7→ abbaa, b 7→ baaab
et pour ϕ = 2χa − 3χb.

Annexe A. Preuves des résultats

A.1. Preuve du lemme 21

1. Soient (r, r′) ∈ R2 et 〈x, s〉 ∈ G. Nous avons d’une part :

〈x, s〉r+r
′

=
〈
(r + r′)x,B

(
rx+ r′x

)
B(x)−1 · s

〉
,

et d’autre part,

〈x, s〉r · 〈x, s〉r
′

= 〈rx,B(rx)B(x)−1 · u〉 〈r′x,B(r′x)B(x)−1 · s〉

=
〈

(r + r′)x,
(
Ar
′xB(rx) +B(r′x)

)
B(x)−1 · s

〉
.
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Il nous reste alors à prouver que pour tout couple de réels (y, y′) ∈ R2 :

B(y + y′) = B(y) +AyB(y′) = B(y′) +Ay
′
B(y).

Un calcul direct donne :

Ay+y
′

= AyAy
′

= (1 +XB(y)) · (1 +XB(y′))

= 1 +X
(
B(y) +B(y′) +XB(y)B(y′)

)
= 1 +X

(
B(y) +

(
I +XB(y)

)
B(y′)

)
= 1 +X

(
B(y) +AyB(y′)

)
.

2. D’après le lemme 17, deux éléments 〈x, s〉 et 〈y, t〉 de G commutent si et
seulement si (Ay − 1) · s = (Ax − 1) · t. Cette relation peut également
s’écrire B(y) · s = B(x) · t et si x 6= 0 : t = B(y)B(x)−1 · s. Autrement
dit 〈x, s〉y/x = 〈y, t〉.

3. Fixons un élément g = 〈x, s〉 de G avec x non nul. Pour tout nombre
réel r : 

B(rx) = rx+ rx(rx−1)
2 X + · · ·

B(x) = x+ x(x−1)
2 X + · · ·

B(x)−1 = 1
x −

1
x
x−1

2 X + · · ·

Si cn désigne le n-ème coefficient de B(x), alors ceux de B(x)−1 que l’on
note (c′n)n se trouvent en résolvant le système triangulaire :

c0c
′
0 = 1, c1c

′
0 + c0c

′
1 = 0, . . . cnc

′
0 + · · ·+ ckc

′
n−k + · · · c0c′n = 0, . . .

Donc B(rx)B(x)−1 est une série formelle de la forme :
(25)
B(rx)B(x)−1 = P0(x, r) + · · ·+ P`(x, r)X

` + · · · où ∀` ∈ N, P` ∈ R2[X,Y ].

Ainsi l’application (g, r)→ gr est continue (car polynomiale dans le sens
de la relation (25) ci-dessus).

Il ne reste qu’à vérifier qu’elle se prolonge par la formule donnée
lorsque x tend vers 0. D’après la relation (11) sur les puissances entières
dans G, pour tout entier n et tout réel x :

P0(x, n) + P1(x, n)X + · · ·+ P`(x, n)X` + · · · −→
x→0

n.

Donc,

∀` ∈ N∗, ∀n ∈ N, P`(0, n) = 0 et ∀k ∈ N, P0(0, n) = n.

Puisque pour tout entier `, y → P`(0, y) est un polynôme en une variable,
alors :

∀` ∈ N∗, ∀y ∈ R, P`(0, y) = 0 et ∀y ∈ R, P0(0, y) = y.
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En reprenant la relation (25) avec la topologie des séries formelles :

B(rx)B(x)−1 = P0(x, r) + · · ·+ P`(x, r)X
` + · · · −→

x→0
r.

L’application puissance ainsi définie est donc continue sur G × R. Et
même polynomiale au sens de (25).

A.2. Preuve de la proposition 25. — Si un tel endomorphisme existe, alors L ◦
πϕ = πϕ ◦ σ et l’image des générateurs {a, b} est :

L
(
πϕ(a)

)
= πϕ

(
σ(a)

)
et L

(
πϕ(b)

)
= πϕ

(
σ(b)

)
.

Rappelons que d’après la relation (13), nous avons :πϕ(a) = ϕ̂(a) =
〈
1, ϕ(a)

〉
,

πϕ(b) = ϕ̂(b) =
〈
1, ϕ(b)

〉
,

et

πϕ
(
σ(a)

)
=
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉
,

πϕ
(
σ(b)

)
=
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(b))

〉
.

Donc le morphisme L recherché doit vérifier :

(26) L
(〈

1, ϕ(a)
〉)

=
〈
λ, Sλ(ϕ∗σ(a))

〉
et L

(〈
1, ϕ(b)

〉)
=
〈
λ, Sλ(ϕ∗σ(b))

〉
.

Nous avons vu en introduction de la section 3.6 que les endomorphismes
étaient caractérisés par leur image de d et f . Nous allons utiliser cette relation
(26) pour obtenir ces images.
• Un premier calcul donne :〈

1, ϕ(a)
〉−1 ·

〈
1, ϕ(b)

〉
=
〈
0, ϕ(b)− ϕ(a)

〉
= fϕ(b)−ϕ(a)

⇐⇒ f =
(〈

1, ϕ(a)
〉−1 ·

〈
1, ϕ(b)

〉)1/(ϕ(b)−ϕ(a))

.

Ce qui nous permet d’obtenir ce que doit être l’image par L de f par le
lemme 24 :

L(f) =
(
L
(〈

1, ϕ(a)
〉)−1 · L

(〈
1, ϕ(b)

〉))1/(ϕ(b)−ϕ(a))

=
(〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉−1 ·
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(b))

〉)1/(ϕ(b)−ϕ(a))

d’après (26)

=
(〈
− λ,−Aλ · Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉
·
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(b))

〉)1/(ϕ(b)−ϕ(a))

=
〈
0, Sλ(ϕ ∗ σ(b))− Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉1/(ϕ(b)−ϕ(a))

=

〈
0,
Sλ(ϕ ∗ σ(b))− Sλ(ϕ ∗ σ(a))

ϕ(b)− ϕ(a)

〉
d’après la définition 20 des puissances.

• Pour trouver l’image de d par L, nous procédons avec la même méthode
en exprimant d = 〈1, 0〉 à partir de 〈1, ϕ(a)〉 en utilisant la relation :

d = 〈1, ϕ(a)〉 · 〈0, 1〉−ϕ(a) = 〈1, ϕ(a)〉 · f−ϕ(a).
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Et donc toujours par le lemme 24 :

L(d) = L
(
〈1, ϕ(a)〉

)
· L
(
f
)−ϕ(a)

=
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉
· 〈0, δ〉−ϕ(a) d’après (26)

=
〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))

〉
· 〈0,−ϕ(a)δ〉 =

〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))− ϕ(a)δ

〉
=

〈
λ, Sλ(ϕ ∗ σ(a))− ϕ(a)

Sλ(ϕ ∗ σ(b))− S(ϕ ∗ σ(a))

ϕ(b)− ϕ(a)

〉
=

〈
λ,
ϕ(b)Sλ(ϕ ∗ σ(a))− ϕ(a)Sλ(ϕ ∗ σ(b))

ϕ(b)− ϕ(a)

〉
.

L’application L est correctement définie si et seulement si les relations vé-
rifiées par les générateurs (d, f0, f1, . . .) sont préservées par L. C’est-à-dire si
pour tout couple (i, j) ∈ N2, [fi, fj ] = 1G . Nous sommes donc amener à calculer
l’image de fj pour j ≥ 1. En utilisant la formule obtenue dans le lemme 17 pour
le commutateur de deux éléments de G, nous trouvons L(f1) =

〈
0, (Aλ − 1) · δ

〉
.

Nous retrouvons alors la formule donnée au troisième item par récurrence.
Il est clair que les images de fj commutent pour j ≥ 0 car elles appartiennent

à V = {〈0, s〉; s ∈ V }. Donc L définit donc correctement un endomorphisme
de G. Nous venons de prouver que les trois premiers items de la proposition
sont vérifiés.

Le quatrième item est évident car l’action de L sur V ne dépend pas de la
fonction ϕ choisie car δ ne dépend pas de ϕ (lemme 10).

Il ne nous reste plus qu’à prouver la dernière partie de la proposition. En
écrivant les éléments de 〈x, s〉 de G avec x ∈ R et s = s0 + s1X + · · · ∈ V sous
leur forme canonique (lemme 23), nous obtenons l’expression suivante :

L
(
〈x, s〉

)
= L(dxfs00 · · · f

sj
j · · · ) = L(d)xL(f0)s0 · · · L(fj)

sj · · ·

= 〈λ, β〉z
∞∏
j=0

〈0, (Aλ − 1)jδ〉sj d’après les items 2 et 3

= 〈λz,B(λz)B(λ)−1β〉
∞∏
j=0

〈0, sj(Aλ − 1)j · δ〉

(définition 20 des puissances)

= 〈λz,B(λz)B(λ)−1β〉 ·

〈
0,

∞∑
j=0

sj(A
λ − 1)j · δ

〉

=

〈
λz,

 ∞∑
j=0

sj(A
λ − 1)j

 · δ +B(λz)B(λ)−1 · β

〉
.
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A.3. Preuves des résultats de la partie 3.7

Preuve de la proposition 27. — Nous fixons un entier m. Rappelons que nous
avons d’une part :

Amy =

+∞∑
k=0

(
my

k

)
Xk.

Et d’autre part, en écrivant (Ay)m, nous avons :

Amy =

∞∑
k=0

 ∑
k1+...+km=k
k1≥0,...,km≥0

(
y

k1

)
· · ·
(
y

km

)Xk =

∞∑
k=0

m∑
j=0

(
m

j

)
qj,k(y)Xk.

Pour obtenir cette formule, il suffit de dénombrer pour j ∈ {0, . . . ,m} le nombre
de m-uplets de la forme (k1, . . . , km) dont j coordonnées sont nulles. Or qj,k
est nul pour j > k. Donc,

m∑
j=0

(
m

j

)
qj,k(y) =

min(m,k)∑
j=0

(
m

j

)
qj,k(y).

Maintenant si m < k, alors pour tout entier j > m,
(
m
j

)
s’annule et nous

pouvons donc écrire : (
my

k

)
=

k∑
j=0

(
m

j

)
qj,k(y).

Donc l’équation polynomiale en x :(
xy

k

)
=

k∑
j=0

(
x

j

)
qj,k(y),

est vérifiée pour tous les entiers : l’égalité est vérifiée pour tous les réels.
Démontrons maintenant la relation sur l’expression B(y)−1B(xy). Pour cela,

rappelons la définition 19 de B(xy) pour tout couple de réels (x, y) :

B(xy) =

+∞∑
k=0

(
xy

k + 1

)
Xk =

+∞∑
k=1

(
xy

k

)
Xk−1

=

∞∑
k=1

 k∑
j=0

qj,k(y)

(
x

j

)Xk−1 d’après la relation (16)

=

∞∑
j=0

( ∞∑
k=1

qj,k(y)Xk−1

)(
x

j

)
,

=

∞∑
j=0

(Ay − 1)j

X

(
x

j

)
par (14) et car Ay − 1 est divisible par X.
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Et donc nous trouvons :

B(y)−1B(xy) =
X

Ay − 1

∞∑
j=0

(
x

j

)
(Ay − 1)j

X
=

∞∑
j=1

(
x

j

)
(Ay − 1)j−1. �

Preuve du corollaire 28. — La première formule est claire avec la proposi-
tion 27 et la forme de l’endomorphisme décrite à l’item 5 de la proposition 25.
Nous notons qj,k pour qj,k(λ). Nous allons expliciter le calcul pour obtenir la
relation (17) :
∞∑
j=0

(Aλ − 1)j
(
sj · δ +

(
x

j + 1

)
γ

)
=

∞∑
j=0

+∞∑
k=0

qj,k

+∞∑
i=0

(
sj · δi+1 +

(
x

j + 1

)
γi+1

)
Xk+i

=

+∞∑
k=0

+∞∑
i=0

∞∑
j=0

qj,k

(
sj · δi+1 +

(
x

j + 1

)
γi+1

)
Xk+i.

Fixons un entier ` ∈ N∗ et intéressons nous au coefficient de X` que nous notons
t`. En rappelant que qj,k est nul si j > k :

t` =
∑̀
i=0

∞∑
j=0

qj,`−i

(
sj · δi+1 +

(
x

j + 1

)
γi+1

)

=
∑̀
i=0

`−i∑
j=0

qj,`−i

(
sj · δi+1 +

(
x

j + 1

)
γi+1

)

=
∑̀
j=0

`−j∑
i=0

qj,`−i

(
sj · δi+1 +

(
x

j + 1

)
γi+1

)
.

Nous retrouvons donc la relation (17) en isolant le cas où j = `. La relation
suivante (2) s’en déduit immédiatement en simplifiant avec δ1 = 0. �

A.4. Preuves des résultats de la section 4.1

Preuve du lemme 30. — Dérivons en X l’égalité (14) de séries formelles pour
y ∈ R et j ∈ N∗ fixés :

+∞∑
k=0

qj,k(y)Xk = (Ay − 1)j =

(
+∞∑
m=0

(
y

m

)
Xm

)j
.

Nous obtenons :
+∞∑
k=1

kqj,k(y)Xk−1 = j

(
+∞∑
m=1

m

(
y

m

)
Xm

)
(Ay − 1)j−1

= j

(
+∞∑
m=1

m

(
y

m

)
Xm

)( ∞∑
n=0

qj−1,n(y)Xn

)
.
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En identifiant les coefficients de Xk−1, nous obtenons pour tout entier k ≥ 1 :

(27) kqj,k(y) = j

k−1∑
m=1

m

(
y

m

)
qj−1,k−m(y).

Fixons un entier k ∈ N∗ et notons qj,k pour qk,k(y). En écrivant pour tout
entier m non nul,

(
y

m+1

)
= y−m+1

m

(
y
m

)
:

kqj,k = j

k−1∑
m=1

m

(
y

m

)
qj−1,k−m = yjqj−1,k−1 + j

k−1∑
m=2

m

(
y

m

)
qj−1,k−m

= yjqj−1,k−1 + j

k−2∑
m=1

(m+ 1)

(
y

m+ 1

)
qj−1,k−m−1

= yjqj−1,k−1 + j

k−2∑
m=1

(y −m)

(
y

m

)
qj−1,k−m−1

= yjqj−1,k−1 + jy

k−2∑
m=1

(
y

m

)
qj−1,k−m−1 − j

k−2∑
m=1

m

(
y

m

)
qj−1,k−m−1

= yjqj−1,k−1 + jy

k−2∑
m=1

(
y

m

)
qj−1,k−m−1 − (k − 1)qj−1,k

en utilisant à nouveau (27).

Il ne nous reste plus qu’à calculer la somme suivante :

k−2∑
m=1

(
y

m

)
qj−1,k−m−1 =

k−2∑
m=1

(
y

m

) ∑
n1+...+nj−1=k−m−1

n1≥1,...,nj−1≥1

(
y

n1

)
. . .

(
y

nj−1

)

=
∑

n1+...+nj−1+m=k−m−1
n1≥1,...,kj−1≥1,m≥1

(
y

n1

)
. . .

(
y

nj−1

)(
y

m

)

= qj,k−1.

Finalement, nous trouvons pour tous les entiers k ≥ 1 et j ≥ 1 :

kqj,k = yjqj−1,k−1 + jyqj,k−1 − (k − 1)qj−1,k. �

Preuve de la proposition 31. — Fixons un réel y. Pour tout couple d’entiers
(i, k), nous posons :

Qk,k+i(y) =
k(k + 1) . . . (k + i− 1)

yk
qk,k+i(y).
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Nous noterons qj,k pour qj,k(y) et Qj,k pour Qj,k(y). Alors, Qk,k = qk,k = yn

et la récurrence du lemme 30 nous donne :

Qk,k+i+1 = Qk−1,k+i +
(
k(y − 1)− i

)
Qk,k+i.

Nous en déduisons la formule :

(28) Qk,k+i+1 =

k∑
m=0

(m(y − 1)− i)Qm,m+i.

Nous démontrons alors par récurrence que :

Qk,k+i ∼
k

(y − 1)ik2i

2i i!
.

Cette formule est vraie pour i = 0, supposons-la vraie jusqu’au rang i. En
utilisant la formule (28), nous trouvons :

Qk,k+i+1 ∼
k

(y − 1)

k∑
m=0

mQm,m+i ∼
k

(y − 1)i+1

2i i!

k∑
m=0

m2i+1 ∼
k

(y − 1)i+1

2i i!

k2i+2

2i+ 2
.

Le résultat suit en revenant aux polynômes qk,k+i. �

A.5. Preuve de la proposition 35. — Nous fixons un entier ` et nous effectuons
les calculs dans G` = G/V` ∼= RoR` où V` = {〈0, s〉; s ∈ V`} (voir définition 18).
Nous avons vu que le sous-groupe V` était caractéristique, donc L induit un
endomorphisme de G` encore noté L.

Pour tout élément 〈y, s〉 de G` où y est un réel et s = s0+· · ·+s`−1X
` ∈ G/V`,

comme δ1 = 0, d’après le corollaire 29 :

L`
(
〈y, s〉

)
= L`

(
〈y, 0〉

)
=
〈
λ`y,R`,1(y) +R`,2(y)X + · · ·+R`,`(y)X`−1

〉
.

Fixons un réel x. Pour tout entier m, dans le groupe G`, L`
(
〈λmx, 0〉

)
= L` ◦

Lm
(
〈x, 0〉

)
et donc :

(29)
〈
λ`+mx,R`,1(λmx) + · · ·+R`,`(λ

mx)X`−1
〉

=
〈
λ`+mx,R`+m,1(x) + · · ·+R`+m,`(x)X`−1

〉
.

Ce qui démontre le premier item.

Pour tout entier n, on a dans le groupe G` d’une part

L`
(
〈n, 0〉

)
=
〈
nλ`, R`,1(n) + · · ·+R`,`(n)X`−1

〉
.
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Mais d’après la définition 20 des puissances, on a 〈n, 0〉 = 〈1/λ`, 0〉nλ` et donc
d’autre part :

L`
(
〈n, 0〉

)
= L

(
〈1/λ`, 0〉nλ

`
)

=
(
L`
(
〈1/λ`, 0〉

))nλ`
d’après le lemme 24

=
〈
1, R`,1(1/λ`) + · · ·+R`,`(1/λ

`)X`−1
〉nλ`

.

Toujours en utilisant la définition 20 pour les puissances, L`
(
〈n, 0〉

)
= 〈nλ`, s〉

où :

s = B(nλi)B(1)−1 ·
(
R`,1(1/λ`) + · · ·+R`,`(1/λ

`)X`−1
)

=

(
+∞∑
k=0

(
nλ`

k + 1

)
Xk

)
·
(
R`,1(1/λ`) + · · ·+R`,`(1/λ

`)X`−1
)

par la définition 19 et car B(1) = 1

=

(
`−1∑
k=0

(
nλ`

k + 1

)
Xk

)
·
(
R`,1(1/λ`) + · · ·+R`,`(1/λ

`)X`−1
)

dans G`.

Donc pour tout 1 ≤ j ≤ ` :

R`,j(n) =

j∑
k=1

(
nλ`

j − k + 1

)
R`,k

(
1

λ`

)
.

En utilisant le premier item de la proposition, nous pouvons remplacer R`,k(1/λ`)
par Rk,k(1/λk). Le second item est alors prouvé en prenant j = ` pour tous les
réels x de la forme nλ`. Puisque l’équation :

R`,`(x/λ
`) =

`−1∑
k=0

(
x

`− k

)
ck

est polynomiale, elle est donc vérifiée pour tout réel x.
Pour démontrer la dernière partie, remarquons tout d’abord que pour tout

entier ` :

L`
(〈

1

λ`
, 0

〉)
=

〈
1, R`,1

(
1

λ`

)
+ · · ·+R`,`

(
1

λ`

)
X`−1

〉
=

〈
1, R1,1

(
1

λ

)
+R2,2

(
1

λ2

)
X + · · ·+R`,`

(
1

λ`

)
X`−1

〉
= 〈1, c0 + c1X + · · ·+ c`−1X

`−1〉.
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En rappelant que nous effectuons les calculs dans le groupe G`, nous obtenons :

L
(
〈1, c0 + c1X + · · ·+ c`−1X

`−1〉
)

= L`+1

(〈
1

λ`
, 0

〉)
=

(
L`+1

(〈
1

λ`+1
, 0

〉))λ
car

〈
1

λ`
, 0

〉
=

〈
1

λ`+1
, 0

〉λ
= 〈1, c0 + c1X + · · ·+ c`−1X

`−1〉λ.

A.6. Preuve de la proposition 40. — Nous prouvons le résultat général par ré-
currence sur `. Nous commençons par étudier les suites

(
s
(m)
0

)
m∈N et

(
s
(m)
1

)
m∈N

pour lesquelles tout est explicite. Nous notons qj,k pour qj,k(λ) pour tous les
entiers (j, k) ∈ N2. Reprenons la forme de l’endomorphisme L donnée au coro-
laire 28 en simplifiant l’expression avec δ1 = 0 car la substitution est fortement
uniforme. Nous trouvons pour toute série r = r0 + r1X + · · · ∈ V , en notant
L(r) = t = t0 + t1X + · · · ∈ V , pour tout entier i ∈ N∗ :

ti = qi−1,i−1δ2ri−1 +

 2∑
j=1

qi−2,i−jδj+1

 ri−2 + · · ·+

∑̀
j=1

qi−i,i−jδj+1

 ri−i

⇐⇒ ti = λi−1δ2ri−1 +

 2∑
j=1

qi−2,i−jδj+1

 ri−2 + · · ·+

 i∑
j=1

q0,i−jδj+1

 r0.

(30)

• Cas ` = 0 et ` = 1. Reprenons la relation (30) précédente. Sous les
hypothèses de la proposition 40 :

L(s) = s
(1)
0 X + s

(1)
1 X2 + s

(1)
2 X3 + s

(1)
3 X4 + · · ·

= δ2s0X +
(
δ3s0 + λδ2s1

)
X2 + s

(1)
2 X3 + s

(1)
3 X4 + · · · .

Donc s(1)0 = δ2s0 et s(1)1 = δ3s0 + λδ2s1. En appliquant à nouveau L,
nous avons :

L2(s) = λδ2s
(1)
0 X2 +

(((
λ

2

)
δ2 + λδ3

)
s
(1)
0 + λ2δ2s

(1)
1

)
X3 + s

(2)
2 X4 + s

(2)
3 X5 + · · ·

Nous trouvons donc s(2)0 = λδ22s0 et s(2)1 =
((
λ
2

)
δ2 + λδ3

)
s
(1)
0 +λ2δ2s

(1)
1 .

On obtient ainsi pour tout entier m, par applications successives de L,
la relation de récurrence : s

(m+1)
0 = δ2 qm,m s

(m)
0 ,

s
(m+1)
1 = (qm,m+1 δ2 + qm,m δ3)s

(m)
0 + qm+1,m+1 δ2 s

(m)
1 .
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D’après (15), pour tout entier k non nul, qk,k = qk,k(λ) = λk et qk,k+1 =
k
2 (λ− 1)λk. s

(m+1)
0 = δ2λ

ms
(m)
0 ,

s
(m+1)
1 =

(
m
2 (λ− 1)λmδ2 + λm δ3

)
s
(m)
0 + λm+1 δ2 s

(m)
1 .

Ce qui nous permet d’obtenir l’expression exacte de s(m)
0 pour tout entier

m :
s
(m)
0 = s0 δ

m
2 λ

m(m−1)
2 .

Pour l’étude de
(
s
(m)
1

)
m
, posons pour tout entier m :

s̃
(m)
1 =

s
(m)
1

δm2 λ
m(m+1)/2

.

En divisant la relation précédente par δm+1
2 λ(m+1)(m+2)/2 = ρm+3/δ2

où nous rappelons que ρi = δi−1
2 λ(i−1)(i−2)/2 (voir définition 7), nous

obtenons :

s̃
(m+1)
1 = s̃

(m)
1 +

1

δm+1
2 λ(m+1)(m+2)/2

(m
2

(λ− 1)λmδ2 + λm δ3

)
s
(m)
0

= s̃
(m)
1 +

1

δ2λ2m+1

(m
2

(λ− 1)λmδ2 + λm δ3

)
s0

= s̃
(m)
1 +

1

λm+1

1

δ2

(m
2
δ(λ− 1) + δ3

)
s0.

La série de terme général
1

λi+1

(
i

2
δ2(λ− 1) + δ3

)
est sommable et donc

la suite
(
s̃
(m)
1

)
m∈N converge vers

Φ1(s) = s1 +s0
1

δ2

∞∑
i=0

λ−i−1

(
i

2
δ2(λ− 1) + δ3

)
= s1 +

1

λ− 1

1

δ2

(
1

2
δ2 + δ3

)
s0.

• Passage de `−1 à `. Pour le cas général, on établit d’abord une relation
de récurrence qui exprime s(m)

` sous la forme d’une somme de termes
qui dépendent de s0, . . . , s`−1, s`. Nous utilisons ensuite les estimations
asymptotiques des polynômes qm,m+i obtenues dans la proposition 31
pour conclure qu’elle converge. Rappelons que s(i)j est le coefficient de-
vant Xi+j de la série Li(s). D’après la forme explicite de L rappelée dans
la relation (30) plus haut, pour l’indice i = m + ` + 1, nous trouvons
pour tout entier m :

(31)

s
(m+1)
` =

`+m−1∑
j=m+1

`+m−j∑
i=0

qj,`+m−i s
(m)
j−m−1δi+1

∑̀
j=1

`−j+2∑
i=1

qj+m−1,m+`+1−iδi s
(m)
j .
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Nous divisons la relation précédente par le coefficient ρm+`+2. Nous
notons s̃(j)i = s

(j)
i /ρi+j+1.

s̃
(m+1)
` = λm+`δ2

ρm+`+1

ρm+`+2
s̃
(m)
` +

ρm+`

ρm+`+2

 2∑
j=1

qm+`−2,m+`−jδj+1

 s̃
(m)
`−1

+ · · ·+ ρm+1

ρm+`+2

∑̀
j=1

qm−1,m+`−jδj+1

 s̃
(m)
0 .

Nous simplifions immédiatement la relation en remarquant que ρi+n =
δn2 λ

n(n+2i−3)/2ρi pour trouver :

s̃
(m+1)
` = s̃

(m)
` +

1

δ22λ
2(m+`)+1

 2∑
j=1

qm+`−2,m+`−jδj+1

 s̃
(m)
`−1

+ · · ·+ 1

δ`+1
2 λ(`+1)(`+2m+2)/2

∑̀
j=1

qm−1,m+`−jδj+1

 s̃
(m)
0 .

Nous voulons montrer que la série de terme général s̃(m+1)
` − s̃

(m)
`

converge. Cette série est elle-même une somme d’un nombre fini de
termes. Nous allons étudier chacun de ces termes et montrer qu’ils sont
sommables. Fixons i ∈ {1, . . . , `}, j ∈ {1, . . . , i} et étudions le compor-
tement asymptotique de la suite

z(i,j)
m =

1

δi+1
2 λ(i+1)(2m+2`−i−2)/2

qm+`−i−1,m+`−jδj+1s̃
(m)
`−i .

D’après la proposition 31 qui donne une estimation du comportement
asymptotique de la suite qm+`−i−1,m+`−j , nous trouvons :

qm+`−i−1,m+`−j ∼
m→+∞

(λ− 1)i+1−j

2i+1−j × (i+ j − 1)!
λm+`−i−1(m+ `− i− 1)i+j−1.

Donc lorsque m tend vers l’infini :

qm+`−i−1,m+`−j =
m→+∞

O
(
λm ·mi+j−1

)
=

m→+∞
O
(
λm ·mi+j−1

)
.

D’autre part, on a l’estimation :

1

δi+1
2 λ(i+1)(2m+2`−i−2)/2

=
m→+∞

O
(

1

λ(i+1)m

)
.

Enfin, par récurrence,

s̃
(m)
`−i =

m→+∞
O
(

1

δm2 λ
(m+`−i)(m+`−i−1)/2

)
.
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Ces trois dernières relations permettent de donner une estimation du
comportement asymptotique de z(i,j)

m :

z(i,j)
m =

m→+∞
O
(
mi+j−1

λim
1

λ(m+`−i)(m+`−i−1)/2

)
=

m→+∞
o

(
1

λm

)
.

Donc la série de terme général z(i,j)
m converge et la suite s̃(m)

` converge
donc vers un réel Φ`(s) qui est la somme de s(0)` et d’une combinaison
linéaire de Φj(s). Donc la fonction Φ`(s) est bien linéaire en s1, . . . , s`
et le coefficient de s` est 1. Ce qui finit la preuve du résultat.

Annexe B. Généralités sur les solutions de l’équation intégrale

B.1. Contexte général. — Reprenons les équations intégrales définies dans l’in-
troduction. Pour τ ∈ R+ et ν ∈ R∗, nous nous intéressons aux équations inté-
grales suivantes :

(Eτ,ν)
∫ τx

0

f(t) dt = ν
(
f(x)− f(0)

)
pour tout x ≥ 0.

Remarquons tout d’abord que le paramètre ν est accessoire : si f est solution
de (Eτ,ν) alors g(x) = f(|ν|x) est solution de (Eτ,1) ou (Eτ,−1). Cependant, il
s’avère naturel de considérer des paramètres τ et ν entiers dans notre construc-
tion. Les fonctions continues f solutions de (Eτ,ν) sont de classe C∞ sur R+

et nous préférerons parfois la formulation équivalente :

(E′τ,ν) f ′(x) =
τ

ν
f(τx) pour tout x ≥ 0.

Si f est solution de (Eτ,ν), les dérivés successives de f sont reliées aux valeurs
de f via :
(32)

f (n)(x) =
τn(n+1)/2

νn
f(τnx) pour tout réel x ≥ 0 et tout entier n ∈ N.

L’équation (Eτ,ν) ci-dessus est un cas particulier de l’équation du panto-
graphe dont la forme générale est :

f ′(x) = af(τx) + bf(x) avec (a, b) ∈ R2 et τ ∈ R+ pour x ≥ 0.

Nous renvoyons à l’introduction de [4] pour une bibliographie récente sur le
sujet.

B.2. Cas 0 < τ < 1. — Si 0 < τ < 1, alors les solutions f de (Eτ,ν) sont
développables en séries entières car d’après (32) :

|f (n)(x)| ≤M ×K pour tout réel r > 0, tout entier n et tout réel x ∈ [−r, r],
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où M = sup{|f(x)|;x ∈ [−r, r]} et K = sup{ν−nτn(n+1)/2;n ∈ N}. Ceci im-
plique que f est développable en série entière en 0. Il est clair que le rayon de
convergence est infini, donc l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de
dimension 1 et les solutions sont de la forme :

x 7→ β
∑
n≥0

1

n!

1

νn
τn(n+1)/2xn.

20 40 60 80 100 120 140

-5

5

Figure B.1. Graphe de la solution f de (E1/2,−1) telle
que f(0) = 1.

B.3. Cas τ > 1. — Une conséquence de la proposition suivante est que l’es-
pace des solutions de l’équation (Eτ,ν) est de dimension infinie.

Proposition 42. — Soient τ ∈ ]1,+∞[ et f ∈ C∞([1, τ ]) telle que pour tout
entier n, on ait f (n)(1) = f (n)(τ) = 0. Alors pour tout ν ∈ R∗, f se prolonge
de manière unique en une fonction de classe C∞ sur R+, non nécessairement
bornée, solution de (Eτ,ν).

0 1 2 4 8 16 32
10

5

0

5

10

0 1
16

1
8

1
4

1
2

1 21

0

1

Figure B.2. Graphe du prolongement de la fonction
x→ e4 exp(− 1

(x−1)(2−x) ) définie sur ]1, 2[ pour τ = 2 et ν = 1.
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Nous montrons que les solutions ne peuvent pas être périodiques et s’an-
nulent nécessairement infiniment souvent si τ > 1 et ν > 0.

Proposition 43. — Soit f une solution de l’équation (Eτ,ν) avec τ ∈ ]1,+∞[
et ν ∈ R∗.

1. Si f est périodique, alors f est la fonction nulle.
2. Si ν > 0, alors pour tout t >

ν

τ(τ − 1)
la fonction f s’annule au moins

une fois dans l’intervalle
[
t

ν
,
t

ν
τ3

]
.

Si τ > 1 et ν 6= 0, les solutions non-nulles de (Eτ,ν) ne peuvent donc pas être
périodiques. Nous pouvons nous demander qu’elles sont les fonctions les «plus
simples» qui sont solutions. Pour cela, nous avons défini dans l’introduction
(définition 5) la notion de concaténation de fonctions.

Lemme 44. — Soient fa, fb : [0, τ ] → R deux fonctions et u un mot fini ou
infini sur {a, b}.

1. Si fa et fb sont continues et que fa(0) = fa(τ) = fb(0) = fb(τ) alors fu
est continue.

2. Si fu est continue et que trois des quatre mots aa, ab, ba et bb sont
facteurs de u alors fa et fb sont continues et fa(0) = fa(τ) = fb(0) =
fb(τ). Cette condition signifie que u n’est pas de la forme ambn, ambb · · · ,
bman ou bien bmaa · · · .

Preuve du lemme 44. — Soient fa, fb : [0, τ ]→ R deux fonctions, u = u0u1 . . .
un mot (fini ou infini) sur l’alphabet {a, b} et fu la concaténation de fa et fb le
long de u. Les conditions énoncées sur fa et fb sont clairement suffisantes pour
la continuité de fu.

Maintenant supposons que fu soit continue. Si a apparaît dans u alors
fa est continue et de même pour b. De plus, pour tout i < |u| − 1 on a
fui(τ) = fui+1

(0). Ainsi si trois des quatre mots de longueur deux aa, ab, ba
et bb apparaissent dans u, on en déduit que fa(0) = fa(τ) = fb(0) = fb(τ). �

Proposition 45. — Soient fa, fb : [0, λ] → R et u ∈ {a, b}N tels que f = fu
soit solution de (Eλ,η) avec η ∈ Z∗ et λ ≥ 2 un entier. Si f n’est pas identi-
quement nulle alors il existe une unique substitution uniforme σ de longueur λ
telle que σ(u) = u. De plus, pour tout x ∈ [0, λ[ :

η

λ
f ′a(x) = fσa(λx) et

η

λ
f ′b(x) = fσb(λx).

B.4. Preuves des propositions 42, 43 et 45

Preuve de la proposition 42. — Soit f une fonction qui vérifie les hypothèses
de l’énoncé. En utilisant la relation (E′τ,ν), nous pouvons prolonger f sur [τ, τ2],
puis [τ2, τ3] et ainsi construire de proche en proche une fonction f : [1,+∞[→ R.
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La condition imposée sur les dérivées garantit que la fonction est bien définie
aux points {τn;n ∈ N}. Remarquons que la fonction ainsi prolongée n’est pas
nécessairement bornée. Pour prolonger la fonction sur [1/τ, 1], nous utilisons la
relation :

f(x) = f(1)− 1

ν

∫ τ

τx

f(s)ds pour x ∈ [1/τ, 1].

Par construction, f est de classe C∞ sur [1/τ, τ ]. Plus généralement, si f est
définie sur [τ−n, τ ], elle se prolonge sur [τ−n−1, τ−n] via la formule :

f(x) = f(τ−n)− 1

ν

∫ τ−n+1

τx

f(s)ds.

Aux points {τ−n;n ∈ N}, la fonction ainsi prolongée est bien lisse (les formules
qui définissent f coïncident à gauche et à droite de ces points). Par contre, il
n’est pas immédiat de voir que la fonction ainsi construite se prolonge en 0.
Introduisons pour n ≥ 0 les quantités :

un = max
x∈[τ−n,τ−n+1]

|f(x)| et vn = max
x,y∈[τ−n,τ−n+1]

|f(x)− f(y)|.

Nous allons montrer que vn est le terme général d’une série convergente. Par
définition et l’équation fonctionnelle (Eτ,ν), ces suites vérifient pour n ≥ 1 :

vn ≤
1

|ν|

∫ τ−n+2

τ−n+1

|f(s)|ds ≤ 1

|ν|
τ−n+1(τ − 1)un−1 ≤

1

|ν|
τ−n+2un−1,

un ≤ un−1 + vn,

un−1 ≤ un + vn−1.

En particulier

|un − un−1| ≤ |ν|−1τ−n+2 max(un−1, un−2).

Nous pouvons alors conclure en utilisant le résultat du lemme 39. Remarquons
enfin que cette construction définie de manière unique f sur chaque intervalle
[τk, τk+1] pour k ∈ Z. �

Preuve de la proposition 43. — Nous fixons pour toute cette preuve
τ ∈ ]1,+∞[.

Soient f une solution périodique et T sa plus petite période :

T = inf{t > 0 ; ∀x > 0, f(x) = f(x+ t)}.

Alors pour tout entier n :

n

∫ T

0

f(t)dt =

∫ nT

0

f(t)dt = ν

(
f

(
nT

τ

)
− f(0)

)
.

Comme f est bornée car périodique, en passant à la limite sur n, on obtient
que

∫ T
0
f(t)dt = 0.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



138 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Maintenant, si x est un réel positif, on a :

f(x) =
1

ν

∫ τx

0

f(t)dt+ f(0) =
1

ν

∫ τx+T

T

f(t)dt+
1

ν

∫ T

0

f(s)ds+ f(0)

=
1

ν

∫ τx+T

0

f(s)ds+ f(0) = f

(
x+

T

τ

)
.

Comme τ > 1, T/τ est une période inférieure à T , ce qui n’est possible que
si T = 0.

Nous démontrons maintenant la deuxième partie de la proposition, à savoir
l’annulation de f . Supposons donc que ν est strictement positif, et quitte à
remplacer f(x) par f(νx), nous fixerons même sa valeur égale à 1.

L’équation (Eτ,1) permet d’écrire pour tout couple de réels (x, y) :

f(y)− f(x) =

∫ τy

τx

f(t)dt.

Soit t ≥ 1/(τ(τ − 1)) tel que f(t) 6= 0. Quitte à changer f par −f , nous
considérerons que f est strictement positive sur ]t,+∞[. Supposons que f ne
s’annule pas sur [t, (τ3 + ε)t] pour ε > 0. L’équation (E′τ,1) montre que f est
strictement croissante sur [t, (τ2 + ε/τ)t]. Nous obtenons alors que pour tout
réel x ∈ [τt, (τ + ε/τ2)t] :

f(x) > f(x)− f(t) car f(t) > 0

=

∫ τx

τt

f(s)ds par l’équation fonctionnelle

≥
∫ τx

x

f(s)ds car f ≥ 0 sur [τt, x] ⊂ [t, (τ2 + ε/τ)t]

> (τx− x)f(x) car f croissante sur [x, τx] ⊂ [t, (τ3 + ε)t].

Ce qui amène à une contradiction car x ≥ τt ≥ 1/(τ − 1). Ainsi f s’annule en
au moins un point de l’intervalle [t, (τ3 + ε)t] pour tout ε > 0. Par continuité,
il existe un point de [t, τ3t] en lequel f s’annule. �

Preuve de la proposition 45. — Nous avons vu dans la proposition 43 que la
solution f ne peut pas être périodique. Ainsi fa 6= fb. De plus, par le lemme 44
et le fait que dans un mot non périodique au moins 3 des facteurs de longueur
deux apparaissent, on obtient que fa(0) = fa(λ) = fb(0) = fb(λ). Comme
fa(0) = fb(0) et fa 6= fb, nous avons également f ′a 6= f ′b.

D’après la relation (E′τ,ν), f ′(t) = λ
η f(λt). Pour tout k ≥ 0 entier et tout x ∈

[0, λ], nous avons :

f(λ2k + λx) =
η

λ
f ′(λk + x) =


η

λ
f ′a(x) si uk = a

η

λ
f ′b(x) si uk = b.
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Ainsi pour tout entier k ≥ 0, les valeurs de f sur le segment [λ2k, λ2k + λ2]
ne dépendent que de uk. Or f est la concaténation de fuλkfuλk+1

· · · fuλ(k+1)−1

sur [λ2k, λ2k + λ2]. Donc pour tout entier k, uk détermine le mot
uλkuλk+1 · · ·uλ(k+1)−1.

Comme fa est distinct de fb, et en considérant des positions ka et kb telles
que uka = a et ukb = b, on déduit qu’il existe deux mots finis de longueur λ :

σa = uλka · · ·uλ(ka+1)−1 et σb = uλkb · · ·uλ(kb+1)−1,

uniquement déterminés et tels que l’on retrouve bien la relation annoncée :
η

λ
f ′a(x) = fσa(λx) et

η

λ
f ′b(x) = fσb(λx).

Le mot u est donc point fixe de la substitution uniforme a 7→ σa et b 7→ σb. �
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