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SOMMES DE BIRKHOFF ITEREES
SUR DES EXTENSIONS FINIES D’ODOMETRES.
CONSTRUCTION DE SOLUTIONS AUTO-SIMILAIRES
A DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC DELAI

PAR JEAN-FRANCOIS BERTAZZON & VINCENT DELECROIX

REsuME. — Nous estimons le comportement asymptotique des sommes de Birkhoff
itérées pour des systémes dynamiques qui sont le codage d’extensions finies d’odo-
meétres.

Si u est une suite de réels, sa premiére somme itérée S(1) (u) est la suite des sommes
cumulatives des premiers termes. Puis par récurrence, nous définissons la /-éme somme
itérée par S0 (u) = S (SE-1 (w)).

Les systémes dynamiques symboliques que nous étudions sont engendrés par des
substitutions apériodiques et primitives particuliéres, que nous qualifierons de forte-
ment uniformes.

Nous montrons que pour tout entier £ > 1, il existe un polynéme d’approximation
pe tel que la différence des suites S(4) (u) — (pg (n))nEN soient bornées, ol u est I'image
de 'orbite d’un point par une fonction qui ne dépend que de la premiére lettre.

Nous nous restreignons ensuite & des alphabets sur deux lettres {a,b} puis nous
imposons une condition combinatoire sur la substitution permettant d’estimer la crois-
sance de ces bornes. Nous restreignons également notre étude au point fixe d’une sub-
stitution, et non plus sur ’ensemble du systéme dynamique symbolique.

Ces sommes itérées correctement renormalisées convergent en un certain sens et
permettent de construire une fonction qui est solution d’équations intégrales du type :

Az
: f@) dt =n(f(z) — £(0)) pour tout > 0
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82 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

pour des paramétres entiers A > 2 et n € Z*.

ABSTRACT ([terated Birkhoff sums on finite odometer extesnions. Construction of
auto-similar solutions to differential equations with delay). — We build bounded
solutions to a linear integral equation. Owur functions are built as limit of iterated
Birkhoff sums over auto-similar dynamical systems.

1. Introduction

1.1. Principaux résultats. — Etant donnés un espace compact K et une appli-
cation continue 7' : K — K ergodique pour une mesure de probabilité u alors
le théoréme de Birkhoff donne une asymptotique au premier ordre des sommes
d’une fonction le long des orbites. Plus précisément, soit f € LL(K ,R) alors :

7‘L_lf T"(z)) —n fd
kZ:%( ) /K m

est négligeable devant n lorsque n tend vers +oo pour u-presque tout z. La
somme apparaissant dans cette expression s’appelle une somme de Birkhoff
et une question importante est d’en donner une estimation précise pour des
classes particuliéres de systémes dynamiques. Dans un cadre aléatoire appa-
rait un terme en y/n ou y/nloglog(n) lié¢ au théoréme centrale limite et la
loi du logarithme itéré. Dans le cadre des rotations, le théoréme de Denjoy-
Koksma ([12]) montre que ces expressions sont bornées pour certains temps n
indépendamment de x. Plus récemment, ces questions ont été étudiées pour
les systémes dynamiques provenant de systémes substitutifs [1] et d’échanges
d’intervalles [18], [11] et [5]. Mentionnons que lorsque la dynamique est une
translation sur un groupe abélien compact et que f et suffisamment réguliére,
cette quantité reste uniformément bornée en n. Nous pouvons alors étudier le
comportement asymptotique de la somme des différences entre les sommes de
Birkhoff et 'intégrale de la fonction f :

3 (n_lf(T’“(x)) - [ fdu> .

n=1 \k=0
Nous pouvons poursuivre ce processus et cela nous conduit a la notion de
sommes de Birkhoff itérées.

DEFINITION 1. — Soit u = (u;);en une suite de réels, sa somme de Birkhoff
S (u) est la suite des sommes cumulatives définie par S(()l) =0et:

n—1
S (u) = Z U pour n € N*.
=0
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SOMMES DE BIRKHOFF ITEREES ET EQUATIONS DIFFERENT. AVEC DELAI 83

La (£+1)-éme somme de Birkhoff itérée est définie par récurrence par S¢+1) =
SW(S®(u)) soit encore SE¥ D (w) =0 et :

n—1
SUEFD () = S1(S®) (u)) = Z SZ.(Z)(u) pour tout entier n € N*.
=0

Quitte & prolonger un vecteur u = (4;)o<i<n—1 € R™ en une suite en posant
u; = 0 pour 7 > n, nous prolongeons la notion de sommes de Birkhoff itérées a
des vecteurs.

Etant donnés un systéme dynamique T : K — K et une fonction f : K — R,
nous construisons ces sommes de Birkhoff en prenant la suite u, = f(T"z).
Dans le cadre des rotations du cercle, ces sommes itérées ont été étudiées
dans [6].

Nous introduisons maintenant la classe de systémes dynamiques que nous
allons étudier qui sont des extensions finies d’odométres. Nous renvoyons a la
partie 2 pour plus de précisions. Une substitution o sur un alphabet fini A est
un endomorphisme du monoide libre A* formé de I’ensemble des mots finis.
Une substitution est entiérement déterminée par les images des lettres de A et
s’étend naturellement en un endomorphisme des mots infinis. A une substitu-
tion est associée sa matrice d’incidence pour laquelle Pentrée en position (a, 3)
est le nombre d’occurrences de la lettre o dans I'image o(3) que l'on notera
aussi |0(8)|a-

Nous ne considérons dans notre travail que des substitutions dites positives
(c’est-a-dire telle que |0(83)|o > 0 pour toutes paires de lettres (o, 3)) et apé-
riodiques (c’est-a-dire telles qu’il n’existe pas un mot infini périodique u tel
que o(u) = u). A une substitution positive et apériodique, nous pouvons asso-
cier un sous-ensemble compact K, de AN appelé sous-décalage induit par o. II
est construit en prenant les adhérences des mots finis o™ () et leurs décalages
dans AY. On parle parfois de systémes auto-induits dans le sens ot il admet
un induit (sur un ouvert-fermé) isomorphe a lui-méme.

NOTATION. — 1. Si ¢ est une fonction réelle définie sur ’alphabet A, nous
la prolongeons en une fonction définie sur A* ou AN, encore notée ¢,
en associant & tout mot (fini ou infini) u la valeur ¢(u) = @(ug) ol ug
est la premiére lettre de u. Par exemple la fonction caractéristique de la
lettre o € A notée x4 : A — R et définie par :

Xa(B)=0 si B#a et xola)=1,
sera indifféremment considérée comme une fonction définie sur A, A*
ou AN,
2. Pour tout mot infini u et toute fonction ¢ : AN — R, nous définissons
la suite de réels :
cp*u:(cp(uiuiﬂn-))ieN ol u=ugu--- € AV

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



84 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Nous utiliserons la méme notation si v est un mot de longueur n, auquel
cas p xu € R™.

DEFINITION 2. — Une substitution o est uniforme de longueur A si toutes les
images des lettres par o ont la méme longueur \. C’est-a-dire si la somme des
éléments de chaque colonne vaut A.

Elle est fortement uniforme si pour toute lettre 8 € A, le nombre d’occur-
rence de chacune des lettres a € A dans 'image o(8) ne dépend pas de la lettre
8. Autrement dit, toutes les colonnes de la matrice d’incidence de o sont les
mémes.

Une substitution positive, apériodique et uniforme o de longueur A engendre
un systéme K, qui est une extension finie de 'odométre z € Zy — z+ 1 € Z)
ol Zy est la limite inverse des groupes (Z/(A\"Z),+) (voir [7], [14], [3]). Nous re-
venons sur les odométres dans la section 2.4. Nous y décrivons le comportement
des sommes de Birkhoff itérées pour des fonctions ¢ : Zy — R de moyennes
nulles et qui ne dépendent que d’un nombre fini de coordonnées.

Un exemple important de substitution fortement uniforme est la substitution
o :a+— ab,b— ba dite de Prouet-Thue-Morse. Les premiéres itérations de cette
substitution sur la lettre a donnent :

o'(a) = ab, o?(a) = abba,
o(a) = abbabaab, o*(a) = abbabaabbaababba, . . .

Cette suite de préfixes emboités converge (pour la topologie produit) vers un
mot infini :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabb . . .

appelé mot de Prouet-Thue-Morse. C’est 'unique mot (infini) u commengant
par a tel que o(u) = u. Le sous-décalage K, associé est 'adhérence des trans-
lations de ce mot w.

Soit ¢ : {a,b} — R la fonction ¢ = x, — xp. Dans Darticle [2] du premier
auteur du présent texte, il est démontré que d’une part les sommes de Birkhoff
SO (¢ * u) sont bornées et que d’autre part ces sommes correctement renor-
malisées en temps et en espace convergent vers une fonction limite f, (voir la
figure 1.1). Dans le cas de la substitution de Prouet-Thue-Morse, cette fonction
limite est la fonction de Fabius [9] qui peut également étre construite a partir
de la loi d’une somme infinie de variables aléatoires indépendantes.

L’objectif de cet article est de généraliser la construction de [2] obtenue pour
la substitution de Prouet-Thue-Morse. Nous montrons tout d’abord que le ca-
ractére borné des sommes itérées est une conséquence de I’hypothése fortement
uniforme des substitutions.

THEOREME 3. — Soient 0 : A* — A* une substitution positive, apériodique et
fortement uniforme et ¢ : A — R. Alors pour tout point u € K, il existe une

TOME 146 — 2018 — N° 1
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FIGURE 1.1. Les trois premiéres sommes S (p*u) et la fonc-
tion limite f, avec u le mot de Prouet-Thue-Morse et ¢ =

Xa —

sup ‘Sff) (ga * u) — pe(n)
neN

Xb-

unique suite de polynomes (pg)een vérifiant pour tout £ € N :

<o 0u pxu= (@(ui))ieN.

Sous la condition ppy1(n+1)—per1(n) = pe(n) pour tous les entiers (n,£) € N?,
la suite de polyndémes vérifiant cette relation est unique.

Le coeur de ’article est I’étude asymptotique des quantités

sup{|St (¢ * u) — pe(n)|;n € N}.

Notre approche nécessite plus de restrictions sur les substitutions. En plus
d’étre positives, apériodiques et fortement uniformes, nous imposons
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86 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

1. que lalphabet A soit constitué de deux lettres,
2. que les substitutions soient «non dégénéréesy (voir la condition ds # 0
dans les deux énoncés ci-dessous).

Sous ces deux conditions, nous donnons une asymptotique précise et un théo-
réme limite pour les sommes de Birkhoff itérées.

Si o est une substitution uniforme sur {a, b} de longueur X alors pour toute
fonction injective ¢ : {a,b} — R et pour tout entier £ > 1, nous définissons :

80 (p*0(a) = 53 (¢ 5 0(0)

p(a) — o(b) '
Remarquons que ces expressions ne dépendent pas de la fonction injective ¢
choisie et que d; = 0 si et seulement si o est fortement uniforme (voir lemme 10
section 2.2). Par exemple si ¢ = X,, alors §; = |o(a)|, — |o(b)|s. Nous pouvons
maintenant énoncer un résultat important de cet article :

5y =

THEOREME 4. — Soient o une substitution fortement uniforme sur {a,b} de
longueur \ vérifiant 83 # 0. Soient u un point fize de o et ¢ : {a,b} — R une
fonction injective. Soit (pg)een la suite de polyndmes du théoréme 3. Alors la
suite de terme général :

1
— —  sup |SY(pxu)—p(n ’ converge lorsque £ tend vers +00.
55—1>\(471)(572)/2 nzpo ) n (QD ) pe(n) g q +

Afin de donner un sens précis a la limite des sommes de Birkhoff nous in-
troduisons la concaténation de fonctions.

DEFINITION 5. — Soient 7 € R, fo : [0,7[ — Ret f; : [0,7[ = R deux
fonctions et u = uguy - - - u,—1 un mot de longueur n sur {a, b}, nous noterons
fu : [0,n7[ — R la fonction définie par :

fulkT + ) = fu, () pourz €[0,7[et 0<k<n-—1.

Nous dirons que la fonction f, est la concaténation des fonctions f, et fp le
long du mot u. Cette définition se prolonge aux mots infinis u et la fonction f,
est alors définie sur le domaine R, .

Notons que pour les mots de longueur 1, nous retrouvons bien les fonctions
de départ f, et fp.

THEOREME 6. — Soient o une substitution vérifiant les conditions du théo-
réme 4 et u un point fixre de o. Fizons une fonction injective ¢ : {a,b} — R
et (pr)een la suite de polynomes du théoréme 3. Alors il existe deuz fonctions
dérivables non-nulles f, et f, définies sur [0, \] telles que la concaténation f,
vérifie pour tout réel x > 0 de la forme v = 7= -

gm0 (<p * u) — Pmge(nAb)

_ n\t
f ( ) fu ()\m 1) - zllﬂm 65—1)\(5_1)@_2)/2

TOME 146 — 2018 — N° 1
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A
De plus, pour tout z e Ry :  fl(z) = 6—2fu()\w)

Cette derniére équation différentielle peut s’exprimer de maniére équivalente
sous la forme intégrale suivante :
Az

fu(t) dt = 62 (fu(z) — £u(0)) pour tout z > 0.
0

Pour 7 € RT et v € R*, nous revenons dans l’annexe B sur les équations
intégrales de la forme :

(Ery) /0”0 f@)dt =v(f(z) — £(0)) pour tout z > 0.

Nous pouvons citer les travaux de T. Yoneda qui obtient pour chaque para-
métre (7,v) une solution particuliére de ’équation fonctionnelle (voir [16, 17]).
Pour le cas 7 = 2 et v = 1, cette solution est la fonction de Fabius. Lorsque
T > 2 est un entier, ces solutions sont distinctes de celles obtenues via le théo-
réme 6.

1.2. Exemples. — Présentons quelques exemples de fonctions limites obtenues
dans le théoréme 6.

1} 4

o
T

—1F 4

2t ]
0 3 6 9 12 15 18 21 24

FI1GURE 1.2. Graphe de la fonction f, pour le point fixe com-
mencant par a de la substitution (a — aab, b — aba) obtenue
avec notre construction pour la fonction ¢ = x, — 2xs-.

FI1GURE 1.3. Graphe de la fonction f, pour le point fixe com-
mencant par a de la substitution (a — aab, b — baa) obtenue
avec notre construction avec la fonction ¢ = x, — 2x5.
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88 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

IS
T
.

o
T
n

0 5 10 15

FIGURE 1.4. Graphe de la fonction f, pour le point fixe com-
mencant par a de la substitution (a +— abbaa,b — baaab)
obtenue avec notre construction avec la fonction ¢ = 2x,—3xs.

1.3. Organisation de I’article et notations. — Le premier résultat que nous ob-
tenons sur ’approximation des sommes de Birkhoff itérées (théoréme 3) est
prouvé dans la section 2.5. Ces sommes sont particuliérement faciles & calculer
pour des fonctions qui sont des cobords « infinis » (voir le lemme 11) et nous
montrons que les fonctions qui ne dépendent que de la premiére coordonnée
sont de cette forme.

Afin de prouver le théoréme 4, nous recherchons une relation de récurrence
reliant les sommes de Birkhoff itérées d’ordre £ + 1 aux temps n\ a celles
d’ordre 57 < ¢ aux temps n. Pour cela, nous revenons sur la définition des
quantités (d¢)sen+ et en introduisons de nouvelles notées (7y¢)sen--

Si o est une substitution uniforme de longueur A sur {a, b} alors pour toute
fonction injective ¢ : {a,b} — R et pour tout entier ¢ > 1, nous définissons les
quantités :

_ (e 0(@) - 5 (0 0)

" 8 #a) — 90)
ot oy = PO (0x0(@) = (@S (0 £ o(8)
f #(b) ~ ¢(a) |

Sif¢ > X+ 1, alors 6, = 0 et nous noterons :
A—1 +oo A—1 +o0
0= Z S Xt = Z(SE—HXZ et v= ZWHXZ = ZWHXE.
£=0 £=0 £=0 £=0

Rappelons que les quantités (dy)¢en+ ne dépendent que de la substitution o
et non pas de la fonction injective ¢ choisie (lemme 10 de la section 2.2).

Pour démontrer le théoréme 4, nous commencgons par introduire dans la
section 3 un groupe G construit comme produit semi-direct de l'espace des
séries formelles par R. Dans ce groupe, pour toute suite u de réels, les sommes
de Birkhoff (Sg)(u)) (n,0)EN? apparaissent naturellement comme des produits

dans G (voir la section 3.2).
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Etant données une substitution uniforme o de longueur \ et une fonction
injective ¢ : {a,b} — R, nous construisons dans la section 3.5 un morphisme
7, de ’ensemble des mots finis sur {a, b} (muni de la concaténation) & valeurs
dans G. Nous construisons ensuite dans la section 3.6 (proposition 25) un en-
domorphisme £ de G qui généralise ’abélianisé d’une substitution et qui vérifie
Lom, =7, 00.5id; =0, cet endomorphisme permet de relier les sommes de
Birkhoff d’ordre £+ 1 et j pour j < £ aux temps n et nA pour tout mot u selon
la formule de récurrence :

2
( 2 ) L—11t—j L 0—j n
S(+)(¢*a 22:: gjo—i( S(J+1)(¢*u ,+1+qu],e i %+1<.+1>.

=0 j=0i=0

Dans la section 4.1, nous étudions les polynomes (g;,¢)(j,¢)enz (définition 26) in-
tervenant dans cette formule : nous estimons leur comportement asymptotique
(proposition 31) et en donnons un majorant (lemme 32).

L’endomorphisme £ permet aussi de décrire précisément les polynémes d’ap-
proximation (pg)een (voir section 4.2).

La condition de non-nullité de d5 nous permet de décrire la croissance des
sommes itérées. Pour cela nous définissons les coefficients de renormalisation
(pe)een de la maniére suivante :

DEFINITION 7. — Pour tout £ € N, nous définissons : py = &5 A¢E-D(E=2)/2,

Nous notons pour tout entier £ € N, ¢; = py(0) et é& = cg/pe. Une difficulté
importante dans ce travail est d’étudier la croissance de cette suite (cg)oen et
nous montrons (proposition 38) que la suite (&¢)een converge. Nous apportons
alors la preuve du théoréme 4 dans la section 4.4.

Nous montrons la proposition suivante dans la section 5 en étudiant le com-
portement asymptotique des puissances de £ dans la proposition 40 :

PROPOSITION 8. — Sous les hypothéses du théoréme 4, il existe une fonction

U : N2 — R définie pour tous les entiers m et n par :

m N Q 1
ZE+m S( A (p*u) =¥(m,n) ou SO (p*u) = ) (S,(f) (pxu) — pg(u)>.

De plus, la suite (\If(l,n))neN* n’est pas identiquement nulle.

La condition de non-nullité permet de s’assurer que la limite obtenue dans
le théoréme 4 n’est pas nulle.

Ce résultat nous permet dans la section 6 de définir correctement la fonction
solution annoncée dans le théoréme 6. En effet, la fonction solution f, est
définie par :

fu ()\m 1) = ¥(m,n) pour tout couple d’entiers (n,m) € N2.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



90 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Nous vérifions également dans cette section les différentes propriétés vérifiées
par cette fonction.
Nous revenons enfin dans ’annexe B sur les équations intégrales (E; ).

Remerciements. — Nous tenons a remercier X. Bressaud qui nous a aidé au
lancement de ce projet ainsi que N. Bédaride pour ses nombreux conseils tout
au long de ’écriture de cet article.

2. Quelques rappels de combinatoire et preuve du théoreme 3

2.1. Mots finis, mots infinis et substitutions. — Soit .4 un ensemble fini que I'on
appelle alphabet. Dans la suite, nous prendrons trés souvent A = {a,b}. Les
éléments de A sont appelés des letires. Les lettres forment par concaténation des
mots (finis) dont la longueur est le nombre de lettres dont ils sont constitués.
Nous notons A* I’ensemble des mots finis sur A. Il s’agit d’'un monoide pour la
concaténation et € désigne le mot vide. Un facteur d’'un mot u = uguy ... Un,_1
est un mot v de la forme v = w;u;11 ... u;45—1. Nous considérons également
I’ensemble des mots infinis AN que nous munissons de la topologie produit, ce
qui en fait un espace compact. Une substitution sur A est un endomorphisme
de A* vu comme monoide. Une substitution est positive si chaque image de
lettre contient toutes les lettres de 'alphabet. Par exemple la substitution de
Prouet-Thue-Morse a — ab, b — ba est positive. Le langage d’une substitution
positive est le plus petit sous-ensemble de A* contenant A, stable par facteur
et par 0. C’est aussi 'ensemble des facteurs des mots 0™ () ou « est une lettre
de l'alphabet et n un entier. Par exemple, le langage de la substitution de
Prouet-Thue-Morse est :

{ ¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aadb, aba, abdb, baa, badb, bba, ... }.

A une substitution positive o, nous associons également le sous-décalage
associé noté K,, qui est un sous-ensemble de A" formé des mots infinis dont
tous les facteurs appartiennent au langage de 0. C’est un ensemble compact et
non-vide. La substitution o agit continiment sur K,. Un mot est substitutif
s’il est le point fixe d’une substitution, comme par exemple, le mot de Prouet-
Thue-Morse commengant par :

abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaababbabaaba . . .

Le décalage sur AN est lapplication qui consiste a décaler l'origine T :
(ui)ien — (Wit1)ien- AYN est un ensemble compact et T est une application
continue. L’orbite d'un point u € AN est 'ensemble de points {T™(u);n € N}.

Si o est une substitution positive, alors K, est invariant par T : c’est un
sous-décalage de AY. Il est minimal : pour tout mot u € K, son orbite est
dense dans K.
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2.2. Sommes de Birkhoff itérées. — Soit v = (un)nen une suite de nombres
réels. Reprenant la définition 1, les sommes de Birkhoff itérées d’ordre ¢ € N*
au rang n € N* vérifient la relation :

3)

ol par convention :

Autrement dit, la double suite (Sy(f) (u))(n,e)enz est un triangle de Pascal

5®

a1 (w) = S50 (w) + S (w),

50 (u) = u, pour tout entier n > 1.

généralisé, pour lequel la premiére colonne, constituée de 1 dans le triangle de
Pascal, est remplacée par u :

0 1 2 3 4 5
n

0 U 0 0 0 0 0
1 Uy Ug 0 0 0 0
2 U2 Ug + Uy Ug 0 0 0
3 us uUg + w1 + ug 2ug + uy Up 0 0
4 Uy ug + uy + ug + us 3ug + 2u; + us 3ug + uy uo 0
5 us | ug + uyp + us + us + uyg | dug + 3uy + 2us + ug | 6ug + 3uy + uo | dug + uy | ug

TABLE 2.1. Premiéres valeurs des sommes itérées

(57(15) (u))(n fene Pour 0<n,t<5.

On peut montrer aisément par récurrence que pour tous les entiers 0 < ¢ < n,

Sr(f) (u) s’exprime avec les coefficients ug, ..., u,—¢ selon la formule :
n—~¢
—k-1
SO () = " .
n (U) kz_o /—1 Uk

Soit ¢ une substitution positive, K, le sous-décalage associé et ¢ : K, —
R une application continue. Le théoréme suivant est un résultat classique de
théorie ergodique. Il est souvent écrit avec £ = 1. L’estimation pour ¢ > 2
découle directement du cas £ = 1 en remarquant que les sommes au rang £ + 1
sont les sommes de celles au rang ¢. Nous renvoyons & [10] pour des détails.

PROPOSITION 9 (Unique ergodicité). — Soient o une substitution positive et
(K,,T) le décalage associé. Alors il existe une unique mesure de probabilité p
sur K, invariante par T. De plus, pour toute fonction ¢ € C(K,), pour tout
entier £ > 1, on a uniformément en u € K, lorsque n tend vers +oo :

SO (g u) — (’;) /K pdp = o(n?).
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Ce résultat montre que la premiére échelle d’approximation de S,(f) (<p * u)
est (Z) / P wdp. Dans cet article, pour certaines substitutions et certaines fonc-
tions, nous montrons que les sommes de Birkhoff restent bornées quitte & sous-
traire un polynéme. Ce résultat est trés spécifique et ne concerne pas toutes
les substitutions. On trouvera une étude précise de la croissance des sommes
de Birkhoff d’ordre 1 pour une substitution quelconque dans [1].

LEMME 10. — Soient o une substitution uniforme de longueur A € N* et ¢ :
{a,b} — R une fonction injective. Nous associons les quantités (6¢)1<e<x défi-
nies en (1).

1. Les quantités (0¢)1<e<x ne dépendent pas de la fonction injective ¢ choi-

sie.
2. La substitution (uniforme) est fortement uniforme si et seulement si 6; =
0.
Preuve du lemme 10. — 1. Fixons un entier ¢ € N*. D’aprés la défini-

tion 1 des sommes itérées, application S® : y — S® (u) est un endo-
morphisme de I’ensemble des suites réelles RY. Fixons maintenant une
fonction ¢, alors pour tous les réels z et y :

8V (wp+y)x0(a) =8 (o +9) x0(8)) = 2(S (px0(a)) =5 (90 (b)) )

Prenons maintenant une seconde fonction injective ¢ : {a,b} — R.
Alors il existe deux réels xg et yo tels que ¥ = xgp + yo. En divisant
la relation précédente par 1(a) — ¥(b) = zo(p(a) — ¢(b)) avec x = zo
et y = yp, nous trouvons :

SV (¥ x0(@) = (W +0) _ S\ (pxo@) = (p+a(b)

(a) = $ () @) — o(b)
La quantité &, est donc bien indépendante de la fonction ¢ injective
choisie.

2. 11 suffit pour cela de calculer ¢;. Nous notons n, g = |o(a)|s pour deux
lettres (a, 3) € A2%. Nous commencons par calculer les expressions sui-
vantes :

Si”(so*a(a)) = Ng,ep(a) +ngpp(d) et S/(\l)(@*a(b)) = npap(a) +nppe(b).

Nous utilisons les relations ngp = A —ng,q €t Npp =X —Npq :

S\ (¢ (@) = S (9 0(8)) = na,a0(@) + 10 (B) = nb,ap(@) = 10,00 (b)
= (na,a - nb,a) : (‘p(a') - <p(b))
En divisant par ¢(a) — ¢(b), nous trouvons donc 61 = ng,q — Np,q. Cette
quantité est nulle si et seulement s’il y a le méme nombre de a dans
I'image de b et de a. Donc également le méme nombre de b, ce qui est la
définition d’une substitution fortement uniforme. |
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2.3. Cobords infinis. — Nous fixons un décalage minimal K C AY. Une fonc-
tion continue ¢ : X — R est un cobord continu s’il existe une fonction continue
¥ : X — R telle que ¢ = ¢ o T — 1. Autrement dit, si la fonction ¢ est dans
I'image de l'opérateur Upr — I : ¢ — 1 oT — 1. Si ¢ est un cobord, alors
la fonction ¥ telle que ¢ = ¥ o T — 1) est déterminée & une constante preés.
Sip =1 oT — 1 est un cobord, alors sa n-éme somme de Birkhoff se réécrit
simplement en fonction de ) :

S (0 xu) = P(T™u) = 9(u).

En particulier, la suite (Sr(bl) ((p * u))n cny est bornée. La réciproque est vraie,
c’est le théoréme de Morse-Hedlund : si K est minimal, une fonction continue
¢ : K — R dont la somme de Birkhoff est bornée est un cobord continu.

Nous dirons que la fonction ¢ est un cobord infini s’il existe une constante
%o et une suite de fonctions continues (¢,,),>1 telles que

@+ =0T — oy,
Y = Ypy10T —1P,y1 pour tout entier n € N*,

Autrement dit, la fonction ¢ est & une constante prés dans (), . (Ur—I)"C(K).
La suite de fonctions (¢, )recn est unique et pour tout entier n € N*, la moyenne
de 1, selon toute mesure T-invariante est nulle. Avec ces notations, si ¢ est un
cobord infini, alors pour tout mot u € K et tout entier n € N, un calcul direct
donne :

SiM (¢ *u) =91 0 T™(u) — ¢1(u) — nbo,
e (¢ *u) = Yo (T™u) — tho(u) — nepy (v) — ()0,
55 (0% u) = 93(T"u) — 3(u) — ntpa(u) — (3)¢1(w) — (3)vo.

Nous déduisons aisément par récurrence que pour tous les entiers n > 0
et £ >0,

¢
n
() SO (pwu) = e(T™0) ~ 3 (Z " .)wxu)-
i=o N Y
En particulier, en mnotant p,, le polynéme prenant les valeurs
- Zi:o (,",)¥r(u) aux points n entiers, alors 5 (¢ xu) — pe,u(n) = the(Tu)
est une suite bornée. Nous venons donc de démontrer le résultat suivant :

LEMME 11. — Soient K un sous-décalage minimal de AN, u € K et o : K — R

un cobord infini continu. Alors il existe une suite de polynomes (pg.)een tels
que pour tout entier £, la suite (Sy(f) (cp * u) — pAu(n))neN est bornée.
Les propriétés élémentaires vérifiées par les coefficients binomiaux nous as-

surent que pour tous les entiersn et £ :  ppy1.4(n+1) — pey1,4(n) = peu(n).
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2.4. Odometres. — Nous montrons dans cette section que les sommes de Bir-
khoff itérées sur des odométres sont & distance bornées d’une suite de po-
lynémes. Fixons un entier A > 2 et commencgons par rappeler la structure de
'odométre (Zy,+1). L’anneau Zy est homéomorphe au produit {0,1,...,A — 1}
Autrement dit, chaque élément de Z) est une suite (ag, a1, as,...). Cette suite
peut étre vue comme une série Y a; A" (qui est convergente dans Zy ). Les suites
finies (i.e. se terminant par des zéros) correspondent exactement aux entiers
écrits en base A. L’anneau Z, admet des projections Zy — Z/\"Z qui sont des
homomorphismes d’anneaux. Une définition possible de Z), consiste & le voir
comme la limite projective de ces groupes. Du point de vue des suites, ces pro-
jections correspondent a la troncation. Lorsque A = p est un nombre premier,
il s’ agit de ’anneau des entiers p-adiques habituel.

L’odométre correspond a laddition de 1 dans l’anneau Z, (voir [13] cha-
pitre 4). Notons que 'odométre est uniquement ergodique et 1'unique mesure
invariante est la mesure produit des mesures uniformes sur {0,1,...,A —1}.

I1 est possible de voir 'anneau Z), comme une suite de partitions périodiques
de Z. Plus précisément, soit a = (ag,a1,...) un élément fixé de Zy. On définit
pour chaque entier £ € N et chaque entier m € Z un intervalle d’entiers :

Iim(a) = ag + a1 X + ... 4+ ag_ 1 A7+ [mAF, (m + 1)AF —1].

Chaque intervalle Iy, ,,(a) a pour longueur A\* et pour chaque entier k, la suite
{Ii,m(a)} mez forme une partition périodique de Z. D’autre part, chaque bloc
de niveau k > 1 est composé de X blocs de niveau k + 1 (voir figure 2.1) :
A—ar—1
(5) It m(a) = U It 1,mx(a).
b=—ay
On peut numéroter ces A blocs de niveau k+1 de 0 & A—1. Il est alors facile de
voir & partir de (5) que ’élément 0 € Z est dans le ag-éme bloc de génération
k. Cette construction s’inverse et fournit une bijection entre Z) et ces systémes
de partitions emboitées (voir la figure 2.1).

FIGURE 2.1. Zs vu comme une structure de partitions emboi-
tées de Z. Ici il s’agit d’un point @ = (1, 1,0,...). L’odométre
sur Zy correspond alors au décalage de ces blocs.

L’odométre correspond alors au décalage de ces blocs, en effet nous avons
I’égalité des partitions :

{k,m(a+ 1) }tmez = {k,m(a) + 1}mez.
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Signalons que nous venons de décrire le diagramme de Bratelli- Vershik associé a
lodomeétre. Nous renvoyouns a [8] pour plus de généralités sur ces constructions
et leurs liens avec les substitutions.

PROPOSITION 12. — Soit ¢ : Zy — R une fonction de moyenne nulle pour
l'unique mesure invariante pour l’odométre. Nous supposons que ¢ ne dépend
que des k premiéres coordonnées. Alors il existe une suite (V¥ )nen de fonctions
de moyennes nulles telles que

b wo =,

e pour tout entier n > 0, la fonction 1, ne dépend que des k premiéres

coordonnées,
o pour tout a € Zy, Yn(a) = Yny1(a+1) — Ppt1(a).
En particulier, pour tout a € Z) et tout entier ¢, si nous notons u =

(¢(a),p(a +1),...), alors la somme itérée S (u) est la somme d’un poly-
nome de degré au plus ¢ et d’une suite périodique de période au plus \F.

Preuve de la proposition 12. — Comme ¢ ne dépend que de k coordonnées,
on peut la voir comme une application de Z/\*Z — R. Soient a = (ag,a1,...)
un point de Zy et u = (¢(a), ¢(a+1),¢(a+2),...). La suite u est périodique
de période (au plus) A\*. Comme f est de moyenne nulle, pour tout entier i nous
k
avons 2;251 ui+; = 0. Ainsi, S (u) est également périodique de période au
plus k.
On définit la suite (vp,)nen par :
(k—l)u0+(k—2)u1+...+uk_2

vo = — : et pourn € N: v,41 =v, + up.

Cette suite vérifie par construction : v,+1 — v, = uy. La fonction 97 : Zy — R
définie par ©1(n) = v, moq A+ Vvérifie alors :

e pour tout a € Zy, ¢(a) = P1(a+1) — ¢1(a),

e 11 est périodique de période au plus ¥,

e 1 est de moyenne nulle.

On peut itérer cette construction et définir la suite de fonctions s, s, .. ..
Ceci démontre la premiére partie de la proposition. La fonction ¢ est alors
un cobord infini et nous pouvons lui associer naturellement une unique suite
de polynomes, selon le processus décrit dans la partie 2.3 précédente. Comme
chaque fonction v, ne dépend que des k premiéres coordonnées cela prouve la
seconde partie. O

2.5. Preuve du théoréme 3. — Nous montrons dans cette section que les sommes
de Birkhoff itérées sur les sous-décalages de substitution fortement uniforme
sont & distance bornées d’une suite de polynomes.

L’énoncé suivant est une reformulation du théoréme 3 de I'introduction.
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PropPOSITION 13. — Soit o : A — A une substitution positive, apériodique
et fortement uniforme de longueur X et ¢ : A — R. Soit K, le sous-décalage
associé & o. Alors il existe une suite de fonctions (Vn)nen telles que

o ¢0 = ¢,
e 1, ne dépend que des A" premiéres coordonnées,

b wn = 1ﬂnJrl oT — ¢n+1;

En particulier, pour tout mot infiniu € K, et tout entier ¢, la suite S (p*u)
est la somme d’un polynéme de degré au plus £ et d’une suite périodique de
période au plus \¢ 0w nous rappelons que ¢ * u = ((p(u), o(Tu), p(T?u),. .. )

Preuve de la proposition 18. — La preuve de cette proposition repose sur une
décomposition du sous-décalage K, (similaire & (5)). Cette décomposition n’est
valide que sur le sous-décalage bilatére I?g C A” associé & o. Le théoréme 3
ne souffre pas de cette restriction et afin de ne pas alourdir les notations, K,
désignera encore le sous-décalage bilatére associé & o tout au long de cette
preuve.

Soit v, le nombre d’occurrences de la lettre oo dans une image o(8). Nous
avons \ = ZaeA Vq. Pour une lettre a, nous notons pour 0 < m < P

Cyl(k,m,a) = T™o*([a]) C K, C AZ.

Pour tout entier k, nous notons F* l’ensemble des fonctions de K, C A%
dans R qui sont constantes sur chaque cylindre Cyl(k,m, a) et Fy les fonctions
de F* de moyenne nulle. La proposition 13 découle alors des deux lemmes
suivants.

LEMME 14. — Pour tout entier k, tout entier m € {0,...,\F} et toute lettre

ac A,
Vo

,u( Cyl(k, m, oz)) = Nh

D’autre part, si ¢ € F* alors pour toute lettre o € A et tout mot u € Cyl(k +
1,0,a) :

1 ARt _q
L Z (T u) =/ wdp,
m=0 Ko

ol p est l'unique mesure de probabilité sur K, C A% invariante par T.

LEMME 15. — Soient k un entier et ¢ € F¥. Alors ¢ est un cobord et si v est
telle que ¢ = v o T — 4 alors ¢ appartient & FFH1. Autrement dit,
VkeN, Ffc (Up—I)(FFH.
Nous montrons tout d’abord comment déduire le théoréme de ces deux

lemmes. Puisque ¢ = 1) est définie sur A, alors ¥y € F° et le lemme 15 nous
assure l’existence d’une fonction 11 € F! telle que ¥y = 11 o T — 1. Quitte
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a considérer ¢; — [, t1dy, nous pouvons supposer que ¢; € Fy. Supposons
avoir obtenu des fonctions (v;)1<;<n telles que

e pour tout 1 <i < n, ¢; € F§;
epour 1 <i<n-—1 Y4107 —Pity1 =i

Alors il ne nous reste plus qu’a utiliser le lemme 15 pour obtenir une fonction
Ypi1 de F*H telle que ¥, 1 0T — ¥, 11 = 1y,. Le résultat suit en renommant

Y1 la fonction Yny1 — [ Yny1dp. U

Pour prouver les deux lemmes ci-dessus l'ingrédient essentiel et le théoréme
de Mossé [14] qui nous permet de décomposer les cylindres en cylindres d’ordre
supérieur (de maniére similaire & (5)). Pour chaque entier £ > 0, chaque cy-
lindre se décompose dans K, en une réunion disjointe de v, X |A| cylindres de
niveau supérieur la maniére suivante :

(6) Cyl(k,m,a) = | Cyl(k+1,xm+|p|,B).

o(B)=pas

Mettons en avant que pour certaines substitutions ¢ ce fait n’est pas vrai sur
le sous-décalage unilatére associé a o.

Preuve du lemme 14. — Comme la mesure p est invariante, u(Cyl(k, m,a)) =
p(Cyl(0,m, a)). Notons uj la mesure définie pour tout ensemble mesurable Y
par :

() = u(To(1)).
Alors d’aprés la décomposition (6)

e les mesures pg, U1, ---, hr—1 sont a supports disjoints,
® g+ 1+ ...+ puxr—1 est une mesure de probabilité invariante.

De l'unique ergodicité de K, on en déduit que p = pug + 1 + ... + pxr—1. Ainsi
pour tout ensemble mesurable Y C K, :

Ceci prouve la premiére partie du lemme.

Maintenant prouvons la formule pour lintégrale de ¢. Soit u € Cyl(k +
1,0, ). Alors, pour toute lettre 3 € A et tout m € {0,1,...,\* — 1}, la suite
{u,Tu, T?u,..., T)‘Hl_lu} passe exactement vg fois par le cylindre Cyl(k, m, ).
Maintenant la fonction ¢ appartient & F*, alors elle est constante sur chaque
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Cyl(k, m,3) et nous avons :

ARt AF—1

o(T™u) = 7/ ¢ du
mz::o mz:o gze: Cyl(k,m, B) Joyitk.m.p)
AF—1
— Z Z )\k‘-‘rl/ 80 du
m=0 Bc.A Cyl(k,m,B)

/ pds.
K

o

La deuxiéme égalité provient de la formule prouvée auparavant pour les mesures
des cylindres Cyl(k, m, 3). |

Preuve du lemme 15. — Fixons une fonction ¢ € F¥. Prenons un mot u €
Cyl(k+1,0, ) et posons pour tout entier 0 < m < A+ g(T™u) = ST(,%)(QD, u).
La fonction g s’étend de maniére unique en une fonction de F**1. D’aprés la
seconde partie du lemme 14, pour tout v € Cyl(k+1,0, ) et pour tout m > 0,
g(T™u) = Sfi)(w,u). Et donc pour tout u € K, et tout entier m, SS)(cp,u) =
9(T"u) — g(u). 0

Le théoréme 3 ne se généralise pas simplement & d’autres substitutions. Les
fonctions qui ne dépendent que de la premiére lettre et qui sont des cobords
se lisent sur la matrice d’incidence de la substitution (voir [1]). Par exemple,
pour les mots sturmiens u sur {a,b} (qui sont des codages de rotations et
dont certains sont substitutifs), il est bien connu que les fonctions x, — u([a])
et x» — p([b]) sont des cobords : il existe un réel « tel que :

{

Cependant, il est montré dans [15] que pour tout paramétre 3 € R,
{s90rw-a(})-m

3. Construction d’un groupe G
propice aux calculs des sommes de Birkhoft itérées

3.1. Définitions. — Soit V' = R[[X]] Valgébre des séries formelles. Afin de
définir le groupe G, nous sommes amenés & étudier la multiplication par A =
1+ X surV:

D (xa *xu) —nal;ne N*} est bornée.

in € N*} n’est par bornée.

+0o0 too
A~S:Z(54—l—se_1)XZ pour s:ZszXZ ev,
£=0 £=0
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ou par convention s_; = 0. Les puissances entiéres de A sont simplement
données par le bindme de Newton. Afin de définir une action de R sur G, nous
nous intéressons également aux puissances réelles de A. Pour tout réel z, nous
définissons la série entiére A* par :

(7) AT = :_i: (2’) x*

ou les coefficients binomiaux sont définis par (g) = 1 et pour tout entier £ > 1 :

Pour tout réel x, nous pouvons écrire en coordonnées :

“+o0 l “+oc0
Am-s:z (Z (f):%-z) X* pour s:ZseXZEV.
£=0 \i=0 £=0

Il est clair que pour tous les entiers (n,m) € Z2, A"t™ = A"A™. De plus
Papplication & — A® est polynomiale (dans le sens ou il existe des poly-
noémes P, P1, ... € R[X] tels que A* = Py(z) + Pi(z)X +---). Donc :

(8)

pour tous les réels (z,y) € Z* : ATY = A AY et en particulier A”A™" = 1.
Nous reviendrons sur ce genre de raisonnement par la suite.

DEFINITION 16. — Nous définissons le groupe G comme le produit semi-direct
R % V avec la multiplication

(x,8) - (y,t) = (x +y, AY-s+1t) ot (z,y) € R? et (s,t) € V.
Le commutateur de deux éléments g et h de G est [g,h] =g~ 1-h71-g-h.

Soulevons immédiatement quelques points de notation délicats avec ces ob-
jets. L’élément neutre du groupe G est 1g = (0, 0). Nous verrons également plus
loin que pour tout élément g € G, lapplication z — ¢ (définie au lemme 21)
de R dans G est polynomiale en x.

LEMME 17. — Soient (z, s) et (y,t) deuz éléments de G. Alors :
(x,8)7 = (—z, —A""-5) et [(z,s), (y,t)] = (0, (AY—1)-s— (A" —1)-t).

En particulier (z,s) et (y,t) commutent si et seulement si (AY —1)-s = (A* —
1) -t

Preuve du lemme 17. — Soient (z,s) et (y,t) deux éléments de G. Alors
d’apres (8) :

(x,8) - (—x,—A™"-8) =(0,A7" - s— A% -8) =(0,0) = 1g.
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Donc (z,s)~! existe et vaut (—z, —A~® - s). Un calcul direct nous donne pour

le commutateur :
[(z,s), (y,t)] = (—z—y,—A"" Y. s — AV - t) - (z+y, AY - s + 1)
=(0,AY - s+t—s— A" -1). O

Pour tout entier ¢/ € N, nous notons V; = X* - V. Les groupes (Vg,+)
s’injectent naturellement dans le groupe (G, -) viainj : s — (0, s). Nous noterons
Vi = {(0, s); s € V;} 'image dans G de V.

Remarquons que pour tout réel z : A — 1 = (T)X + (g)X2 + .... Ainsi
(A® —=1)-V, C Viy1 et donc [G,G] C Vo et [G,Ve] C Veq1. D’autre part, d’aprés
le lemme 17 : [(1,s), (0,—t)] = (0, X - t) pour tout (s,t) € V2. Nous venons
de montrer que [G,G] = Vo = V et pour tout entier £ > 0, [G, V] = Vi1 : les
groupes (Vy)een+ sont donc les éléments de la série centrale descendante de G.

DEFINITION 18. — Récapitulons les différents groupes introduits. Nous notons
pour tout £ € N, V, = X*-V ainsi que V; = {(0, s); s € V;} les sous-groupes de
la série centrale descendante de G. Le sous-groupe V, est parfois simplement
noté V. Pour ¢ € N*, nous notons Gy = V/V; et G, = G/Vy. G, s’identifie avec
I’ensemble des polynomes réels de degré au plus ¢ — 1.

Soit £ € N* un entier. Comme le groupe G, est un quotient de G par un
élément de sa série centrale descendante, le groupe Gy est nilpotent. Il s’identifie
bien stir au groupe R x RY. Pour £ = 2, il s’agit du groupe de Heisenberg. Le
groupe G est la limite projective des groupes (Gy)pen--

Nous munissons V et V; de la topologie produit. Pour cette topologie, la
multiplication par X de V dans V est continue. Ainsi la topologie produit
sur G en fait un groupe topologique (vu comme limite projective de groupes
topologiques). L’injection (V,+) — (V,-) et les projections G — Gy et G — G
sont alors des homomorphismes continus.

Nous dirons qu’une application de f : V' — V définie par f(s) = fo(s) +
fi(8)X + -+ fn(s)X™+ - - est polynomiale si les coordonnées (fo, f1,...) de
cette application sont polynomiales. C’est-a-dire que chaque composante est un
polynéme ne faisant intervenir qu’un nombre fini de coordonnées. Par exemple
X et A® sont des applications polynomiales. Par extension, une application a
valeurs dans G est polynomiale si ses coordonnées sont des polynomes. C’est
le cas de 'opération de multiplication par un élément donné. Une application
polynomiale est continue.

3.2. Le groupe G et les sommes de Birkhoff itérées. — Soit v = (uk)ken une
suite de nombres réels. Nous définissons pour tout entier n € N, la série for-
melle :

+oo
Sp(u) = Z SEFD () X ¢
=0
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Reprenant la définition 1 des sommes itérées, un calcul direct donne la relation :
Spt1(w) =14+ X)-Sp(u) +up =A- S, (u) + up.

L’ensemble des réels s’injecte dans le groupe G via l’application i(z) = (1, z)
pour £ € R, qui n’est pas un morphisme de groupes. Alors en reprenant la
relation précédente et par définition 16 du produit dans le groupe G, nous
avons pour toute suite de réels u = (ug)ren et pour tout entier n € N* :

+oo
iuo) - i(u) - -+ - i(Un_1) = (n, Sp(u)) = <n ;Y SED () X’-’>.

£=0

Soient A un alphabet, K un sous-ensemble de AN stable par le décalage T'
et ¢ : K — R une application. Nous définissons une application ¢ : K — G
pour u € K par :

9) G(u) =iop(u) = (L, ¢(u)).
Alors pour tout mot u € K, en considérant la suite ¢ * u nous avons pour tout
entier n € N* :

(10)
+o00

o(u)-@(Tu)-- - -- P(T" () = (n, Sn(pxu)) = <n , Z S (o % u) X€> _
£=0

Cette relation permettra de définir la projection de ’ensemble des mots finis
dans le groupe G dans la section 3.5 et de relier ces différents objets avec les
sommes de Birkhoff itérées.

3.3. Puissances dans G. — Nous allons définir la puissance r-éme d’un élément
de G pour tout nombre réel r. Notons déja que pour toute puissance entiére
neN:
(11)

(1,8)" ={n,(1+ A+---+ A" ')-s) pour toute série formelle s € V.

DEFINITION 19. — Cela nous améne comme pour les puissances de A (relation
(7)), a définir une série formelle pour tout nombre réel r par :

Br) = :zz":: <ei 1>X[’

ol nous rappellons pour tout réel » € R et tout entier £ € N, (247:1) = ﬁr(r—

1) (r—9).

Pour tout réel r non nul, un calcul élémentaire assure que les séries A"
et B(r) sont liées via la relation :
A" -1

A" =14 XB(r), que nous écrirons parfois : B(r) = %
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La fonction r — B(r) est une fonction polynomiale, donc continue. Rap-
pelons qu’une série formelle est inversible si et seulement le terme constant
est non nul. Celui de B(r) vaut r et donc B(r) est inversible si et seulement
sir# 0.

DEFINITION 20. — Ceci nous permet de définir la puissance r-éme d’un élé-
ment (z,s) de G pour tout réel r de la maniére suivante :
A —1
(2,5 — (rz, B(rz) B(z)™'-s) = <7‘$, o1 s> siz #0,
0,7 - ) siz=0.

Cette définition coincide avec la définition donnée lorsque la puissance r est
entiére.
LEMME 21. — 1. Pour tout élément g € G et tout couple de réels (r,r’) :
gr+r' — gr . gT"
2. Soit g € G\ 'V, alors ’ensemble des éléments de G qui commutent avec g
sont les éléments de la forme g" avec T € R.
3. L’application de G x R — G définie par (g,r) — g" est polynomiale donc
continue.

Nous donnons la preuve de ce lemme dans annexe A.1.

3.4. Relations dans G. —

DEFINITION 22. — Nous définissons des éléments d et (f;);cn de G par :
d=(1,0), f=/fo=(0,1) etpourieN*, fi=(0,X").

Rappelons que A est inversible et que A = 1+ X. D’aprés le lemme 17, nous
avons :

(12) [fi,d] = (0,(A—1)- X% = f;41 pour tout entier i € N.

De plus, pour tous les entiers ¢ et j, les éléments f; et f; commutent car ils
appartiennent au groupe V.

LEMME 23. — Tout élément (z,s) de G s’écrit sous la forme canonique :
+oo
(x,s) =d®- f3° - fi*-f2---f) -+ pourxzeR ets:ZSgXZEV.
£=0
C’est-a-dire, il existe des réels d, fo, f1,... tels que pour tout entier ¢, la pro-
jection de (x,s) dans le groupe Gy est d* - f3° - fi* - fo32 - f;*.
Preuve du lemme 23. — 1l suffit de reprendre le calcul des puissances (défi-
nition 20) et la définition 16 du produit dans G. O
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Pour tout entier ¢ € N*, le groupe Gy est donc engendré par d et f = fy.
Pour ¢ = 2, on obtient assez simplement la liste des relations :

[f’ [f7d]] = 19 et [d7 [f’d]] = 19

qui sont les relations standards pour le groupe d’Heisenberg a coefficients en-
tiers.

3.5. Projection du monoide libre dans G. — Soit ¢ : {a,b} — R une fonction
injective. Rappelons que nous pouvons lui associer une fonction ¢ : {a,b} — G
selon la relation (9). A un mot fini u = ug...u,_; de longueur n du monoide
libre généré par a et b, nous pouvons lui associer ses sommes de Birkhoff itérées
(voir la section 3.2). Nous définissons la projection 7, d’un tel mot dans G par :

mo(u) = (1,0(u0)) - (1, o(u1)) - .. (1, (un—1)) = @(uo) - (1) - - G(un_1)-
L’application 7, : {a,b}* — G est un morphisme : pour tous les mots finis u
et v sur lalphabet {a,b}, m,(uwv) = 7, (u) - 7, (v).

En reprenant le travail effectué dans la section 3.2 (relation (10)), m,(u)
peut s’exprimer & ’aide des sommes de Birkhoff itérées selon la formule :

(13) To(u) = (n, Sn(p*u)).

Si w est un mot fini de longueur n, S, (go * u) est un polyndéme de degré au plus
n —1 et m,(u) peut &tre vu comme un élément de G,,.

bbaa|(4,(2,1,0,0))

bbbb | (4, (0,0,0,0)) baaa |(4, (3,3,1,0))
baba|(4,(2,2,1,0))

bbba|(4,(1,0,0,0)) abaa |(4,(3,4,3,1))
baab|(4,(2,3,1,0))

bbab|(4,(1,1,0,0)) aaba |(4,(3,5,4,1))
abba|{4,(2,3,3,1))

babb| (4, (1,2,1,0)) aaab| (4, (3,6,4,1))
abab|(4,(2,4,3,1))

abbb|(4,(1,3,3,1)) aaaal(4,(4,6,4,1))
aabb|{4,(2,5,4,1))

TABLE 3.1. Projection 7, des mots de longueur 4 dans le
groupe G avec ¢ = x, la fonction caractéristique de la lettre
a. Nous avons identifié le polynéme ag + a1 X + a2 X2 + a3 X3
avec le quadruplet (ao, a1, asz, as).

3.6. Endomorphismes de G associés aux substitutions uniformes

LEMME 24. — Soit £ un endomorphisme de G. Alors L est continu et pour
tout nombre réel r et tout élément g de G, L(g") = L(g)".
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Preuve du lemme 24. — Pour tout entier ¢, les endomorphismes du groupe
Gr = R x R sont continus (voir définition 18). D’autre part, comme les sous-
groupes V; = {(0,s); s € V;} pour £ € N* sont les groupes de la série centrale
descendante, ils sont caractéristiques (c’est-a-dire préservés par tout endomor-
phisme). Tout endomorphisme de G passe donc au quotient en un endomor-
phisme de Gy. Ainsi, comme G est la limite projective des groupes (Gy)sen-, les
endomorphismes de G sont également tous continus.

Intéressons nous maintenant aux images des puissances r-éme de g € G. La
relation est claire si la puissance r est un nombre entier (relatif). Elle est donc
aussi vérifiée pour les puissances r € Q. Comme I'application puissance est
continue dans G (lemme 21), la relation s’étend aux nombres réels » € R par
continuité de L. ]

Reprenons la forme canonique d’un élément de G donnée dans le lemme 23 :

+o0
(,s) =d®- f3° - fir-f2--f0 - pourmGRets:ZSgXeeV.
=0

La donnée des valeurs prises par un endomorphisme sur {d, fo, f1, ...} déter-
mine donc cet endomorphisme sur G d’aprés le lemme 24 précédent. Cependant
un endomorphisme doit préserver les relations du groupe. La premiére famille
de relations est que pour tout entier ¢ € N, f;1; = [fi,d]. Donc les valeurs
en {f;;¢ € N*} sont contraintes par celles en d et fo = f et les données de £
en d et f déterminent £ sur G de maniére unique. Si on souhaite définir un
endomorphisme sur G & partir de la donnée des images de d et f, il faut alors
vérifier que la deuxiéme famille de relations soit vérifiée : [f;, f;] = 1g pour
tout couple (i,7) € N2

PROPOSITION 25. — Soient o une substitution uniforme de longueur A € N*
sur{a,b} et v : {a,b} — R une fonction injective. Alors les assertions suivantes
sont vérifiées.

1. I existe un unique endomorphisme L de G tel que Lom, =T, 00.

2. Les polynomes 0 et vy (voir (1)) et les éléments d et f (définition 22)
sont reliés selon les relations : L(d) = (X,7) et L(f) = (0,9).

3. De plus cet endomorphisme préserve V qui est engendré par {f;;j € N}
et plus précisément pour tout j € N, L(f;) = <0, (AN —1)7 -(5>.

4. 1l existe un endomorphisme L de V', ne dépendant que de o et pas de
la fonction ¢ injective choisie, tel qu’en notant inj : V. — V linjection
définie pour s € V par inj(s) = (0, s) : injoL = L o inj.

5. Pour tout élément (x,s) € G avec s=so+$1 X +---€V :

A= <”’ > sy =1y | -5+ B BN -v> .

Jj=0
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Nous prouvons ce résultat dans 'annexe A.2.

3.7. Propriétés et forme explicite des endomorphismes associés aux substitutions
uniformes. — Les preuves des résultats 27 et 28 de cette section étant essen-
tiellement techniques, nous les apportons dans ’annexe A.3.

DEFINITION 26. — Nous définissons pour des couples d’entiers (4, k) € N? des
polyndémes (g; k) (j,k)en?;

pour tout réel y par :  ¢;x(y) = Z (kyl) (:)
J

ki+...+k;=k
k1>1,..,k;>1
Nous rappelons que par convention, (g) =1 et pour:>1, (f) = %y -+ (y—1i+1). Nous
posons goo =1, gox = 0si k> 0et g0 =05sij> 0. Pour j > k deux entiers,
il n’existe pas d’entiers (ki,...,k;) € (N*)? tels que k1 + --- + k; = k et nous
définissons donc ¢ ; = 0.

Ce sont les uniques polyndmes satisfaisant I’égalité de séries formelles sui-
vantes pour tout y € R :

k>1 k1+~-»+k]‘=k
(14) - k1>1,...,k;>1
(oo}
=> gy X*
k=0
k
01 2 3 4 5
J
0 110 0 0 0 0

6 | () ()

o | Tyt —18y% + 1137 | 3y° — 14y* + 21y° — 10y?

3 12 5y° 1%24 Ty3
3 00| o0 y? (y* — %) W ol Y
2 4
4 0|0 0 0 y? 2(y5 — %)
5 o(o]| o 0 0 Y5

TABLE 3.2. Les premiers polynoémes g; x(y) pour 0 < j, k <5
avec y € R.
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Il est clair que pour tout y € R :
(15)
Y -1

VE e N*, qi(y) = <k> ) arW) =9y" et qr(y) = kayk

Les deux premiéres relations sont évidentes. Pour prouver la derniére, il faut
remarquer que si des entiers strictement positifs aq, ..., ax vérifient a; + --- +
ar = k + 1, alors 'un des (aq,...,ar) vaut 2 et tous les autres valent 1. Le
produit des coefficients binomiaux associés est (g) (7{) e (?) = %y(y —1)yk1!
Il suffit de compter le nombre de k-uplets vérifiant cette relation : il y en a k.

PROPOSITION 27. — Soient x et y deux réels. Pour tout entier k > 0, on a :

() Sl

Ou, de maniére équivalente :

B(zy)B(y) ™' = i (j) (AY —1)71,

Cette proposition permet d’obtenir une forme plus explicite pour ’endomor-
phisme L :

COROLLAIRE 28. — Soient o une substitution uniforme de longueur A sur {a,b}
et ¢ : {a,b} — R injective. Soient L : G — G 'endomorphisme associé obtenu
dans la proposition 25 et (x,s) un élément de G avec s = sg+ X +--- € V.

Alors,
L((z,s)) = <)\x,§:(A’\ — 1y <sj5 + (j i 1>7)> .

7=0
Ainsi, en écrivant L((x,s)) = (\x,t) avect =tg+t1X +--- € V, nous avons
pour tout £ > 2 l’expression :

—140—j
T x
(17) t, = S 5001 + )\K'Yl <€+ 1> + ZZQM i(A) <5] i+1 +%+1< " 1))
=0 i=0
Supposons que o est fortement umforme de longueur \ et que u est un mot
(fini ou infini) sur {a,b}. Pour tout entier n € N, les sommes itérées vérifient
la relation de récurrence suivante, donnée en introduction :

2)

{—14—j 0 £—j
L
S7(1>\+1) QO*O' Z qj,0— z (]+1) (p*u z+1+ZZQJ£ z 7z+1< +1>
j=01=1 j=0i=0 J

Le corollaire suivant est immeédiat :
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COROLLAIRE 29. — Soient o une substitution fortement uniforme de longueur
A sur {a,b} et ¢ : {a,b} — R injective. Soient L : G — G l’endomorphisme
associé obtenu dans la proposition 25 et g = (x,s) un élément de G avec s =
so+ 51X +--- € V. Fixons deux entiers j et n.

Alors si on écrit L(g) = (A\"z,t) avect =to+t1 X +--- €V, alors la j-éme
coordonnée t; de t ne dépend que de (z,s1,...,Sj—n).

Si j < n, cette condition signifie que cette coordonnée ne dépend que de x,
et est nulle si x = 0.

4. Preuve du théoreme 4

4.1. Majoration et étude asymptotique des polynomes (q;j,x) (j,k)enz- — Il n’est
pas raisonnable d’exhiber une formule explicite analogue a la relation (15)
pour tous les polynémes (g;x)(jx)en2- Nous en donnerons le comportement
asymptotique dans la proposition 31 et nous les majorerons dans le lemme 32.

Le principal outil de cette section va étre la récurrence suivante, elle sera
prouvée dans I’annexe A.4.

LEMME 30. — Pour tous les entiers k € N* et j € N* et tout réel y, les
polynomes (q; k) (j,kyenz vérifient la relation :
_ —F,
QJ,k+1(y) - E+1 QJ—I,k(y) k—|— 1 q],k(y)-

Nous en déduisons le résultat suivant, dont la preuve est également apportée
dans 'annexe A .4.

PROPOSITION 31. — Pour tout entier i € N* et tout réel y > 1, on a lorsque
k tend vers +oo :
(y — 1)’
(18) Qoo+ (Y) P Ky,
LEMME 32. — Soient n > 1 un entier et y > 1 un réel. Alors,
sup{lg;x(y); 1 <j<k<n}<(2y-1)"

Preuve du lemme 32. — Fixons y > 1 et notons A,, = sup{|g; x(y)[;1 < j <
k < n}. Nous montrons ce résultat par récurrence. Pour n =1, A; = [g1.1(y)| =
y < 2y —1. Fixons un entier n > 2 et j € {2,...,n}, alors d’aprés le lemme 30 :

Jy Yj — ny A-1
. = . A A
|QJ,n+1(y)| n+1QJ 1,n(y)+ — QJ n(Y)] < n+1 +n ntlm
< — 1(2y — 1A, = (2y - 1)(2y - 1)" = (2y - )™
D’autre part, le résultat est aussi vrai pour g,11.n+1(y) = y"*! ce qui termine
la preuve. (|
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4.2. Approximation polynomiale des sommes itérées. — Soient o une substitu-
tion uniforme de longueur A sur {a, b} et ¢ : {a,b} — R injective. Soit £ : G —
G ’endomorphisme associé obtenu dans la proposition 25.

DEFINITION 33. — Afin d’étudier les puissances de ’endomorphisme £, nous
introduisons des polyndémes (ij) (m,0)eNxn- en posant :
+oo
m _ m £
L™((z,0)) = <)\ x, Z R ev1(z) X > pour tout m € N et tout z € R.
£=0
Rappelons que la fonction puissance est polynomiale dans le groupe G
(lemme 21 au sens de la relation (25)). Les fonctions (Rm,g)(m’e)eNxN* sont

bien des polyndmes (dépendants des paramétres «, &, ¢ et A\) d’aprés la défini-
tion 20 pour les puissances, le lemme 24 et le fait que {x,0) = (1,0)* = d et

donc L ({z,0)) = (L£¥(d))".

. . 1
DEFINITION 34. — Nous définissons pour tout £ € N, ¢ = Rpt1.441 (W)

PROPOSITION 35. — Pour tout entier £ € N*, tout réel x et tout entier m € N
on a,

1. Rg+m,g(x) = Rg’e(AmCL'),

2. Ree(57) = ::0 <€fk)ck;

3. L((1,¢)) = (1,¢)* en notant c=co +c1 X +--- € V.

Nous apportons la preuve de la proposition 35 dans 'annexe A.5.
Le dernier item permet de calculer les valeurs de la suite (¢¢)sen. Par exemple,
dans le groupe Gy, ¢g est I'unique réel vérifiant :

£(<1,Co>) = <1,Co>)\ = <)\,)\Co>.

Le morphisme 7, induit une application de {a,b}* dans le groupe G; (défini-
tion 18). Si nous notons encore 7, cette application, pour une lettre o € {a, b}
fixée :

L({L,e0)) = L{(1, () =y (a(a)) = (A, S (9 * o ()
= (A, p(a)|o(a)la + ¢ (B)o(a)]s).

Nous trouvons donc :

(19) ¢ = 1 (£(@)[o(@)a + 9Bl (b)la)

> =
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co|c1| e | e3 Ccq cs
a— abb—ba [1/2/ 0| 0 0 0 0

a — aab,b — aba|2/3|1/3[10/9| 11 |8567/27 |718435/27
a— aab,b— baa|1/3|1/3(23/9|440/9|74431/27| 455949

TABLE 4.1. Valeurs des premiers coefficients (¢)¢en pour dif-
férentes substitutions o associées a la fonction ¢ = x,.

DEFINITION 36. — Nous définissons pour tout entier £ € N* un polynéme p,
pour tout réel z par :

¢
pe(z) = Zci <£ f z> =Ry (%) + ¢
i=0

Nous posons de plus po(x) = co.

PROPOSITION 37. — Soient o une substitution fortement uniforme de longueur
X € N sur {a,b} et ¢ : {a,b} — R une fonction injective. Alors, pour tout
entier £ € N* et tout mot u € a*({a,b}Y) (c’est-a-dire de la forme o‘(v)), les
assertions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout réel x, pe(x+ 1) — po(x) = pe—1(z).

2. Pour tout entier n,

(81 (¢ u) = pe(n +1)) = (S (i + u) — pe(n)) = Sy P (9 % u) — po-1(n).

3. Pour tout entier n, Sy(f)ﬂ (o *u) = pe(nX’) — co = Ree(n).

4. La suite (Sff) (¢ *u) —pg(n))n>0 est bornée.

Nous retrouvons bien la relation entre les coeflicients (c¢)sen et les poly-
noémes (ps)eeny annoncée dans lintroduction, & savoir py(0) = c¢,. Rappelons
également que la suite des polynémes (py)een qui approchent les sommes ité-
rées et qui vérifient py(z + 1) — pe(z) = pe—1(x) est unique. Les polynomes de
la section 2 partagent ces mémes propriétés, donc si v est un mot infini point
fixe de o, les objets de ces différentes sections sont reliées pour tous les entiers
ne€NetleNvia:

Po(T™u) = SO (o *u) —pe(n) et co=—1hy(u).

Preuve de la proposition 37. — Le premier point est immédiat par la défini-
tion des polynomes (p;)sen. En effet, pour tout nombre réel z et tout entier
£>1:
: z+1 : x . x
pe(xz+1) —pe(z) = ZCi(@—i) _Zcz(ﬁ—i) = ch(g_ 1 —i) = pe-1(z).
i=0 i=0 i=0
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Le deuxiéme point en découle immédiatement car les sommes itérées vérifient
les mémes relations de récurrence (voir la relation (3)).

Notons ugu; ... = o‘(vov; . ..) un mot de o*({a, b}V). Nous considérons I’en-
domorphisme £ associé (proposition 25). Fixons un entier n € N. Puisque
Lom, =7, 00, nOUS aVONS :

Tp(Up - Upre_1) = Ty O ae(vo ceeUpo1) = Lo To(Vo -+ - Vp—1).

Donc dans le groupe Gy :

To(Ug - Unep_1) = <n/\e, Rop(n)+---+ Re,z(n)Xe’l> par le corollaire 29
= <n)\£, Sr(LlA)E (ga * u) + ot S(z/\)e (cp * u)Xe_1>

n

par la relation (13).

Nous obtenons donc ST(L?[ (¢ *u) = Rpe(n) = pe(nXf) — ¢y, ce qui prouve la
relation de I'item 3.

Le dernier point se démontre par récurrence sur £. Pour £ = 1, le résultat
est clair car la suite est constante aux temps AN. De plus les incréments sont
en nombre fini et liés aux images de ¢, donc bornés.

Supposons que la suite (Sy(f_l) (¢*u) —pe_1(n)), 5, soit bornée pour £ > 1.
Alors comme dans le cas £ = 1, la suite (S,(f) ((p * u) — pg(n))n>0 est constante

aux temps nA’ par I'item 2. De plus les incréments sont en nombre fini (majoré

par \) et valent (S,(f_l)(<p * u) —pg_l(n))n>0 par litem 2, qui est bornée. [

4.3. Convergence de la suite renormalisée (&;)ecn. — Soient o une substitu-
tion fortement uniforme de longueur A € N sur {a,b} et ¢ : {a,b} — R une
fonction injective. Nous supposons que d; # 0. Notons pour tout entier £ € N,
pe = 057 IAEDE=2)/2 (définition 7) et & = co/pe.

PROPOSITION 38. — Sous ces hypothéses, la suite (&;),cy converge. De plus
il existe un réel 0 € ]0,1] et un réel M > 0 tel qu’a partir d’un certain rang,

|jli>111005j — ¢l < M -6

Preuve de la proposition 38. — Nous notons g; pour g;(A). Fixons un en-
tier £ > A. Commengons par rappeler la relation du troisiéme item de la pro-
position 35 :

L((1,0) = (L,e) avec c=c+aX+- €V,
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D’aprés la forme explicite de ’endomorphisme £ (relation (17) du corollaire 28),
puisque (341-1) = 0 pour tout entier j > 0 et d’aprés la définition 20 des puis-
sances dans G :

A L—14£4—j
Ace + <2>Cz—1+“‘+ <Z+1> Z%z i€j0it1

7=0 i=
(20)

A A -2 0—j
— )\c£+<2>c£1+- <£+1>co—>\e 65ce— 1+ZZQJ2 i0i41C;-
7=0 i=1

Nous noterons ||6|| = max{|d;|;1 < ¢ < A} = sup{|d;|;1 < i} car §; = 0 pour
tout entier ¢ > X\ 4 1. La double somme se majore alors avec le lemme 32 :

£—=24— £—10—5+2
> quf i0iCj <||(5|I Sup |Cj|' > qj—1,041—i
j=01i=1 — j=1 i=2
£—120—35+42
<|I8]] - sup IQA 23 EZ |gj-1,641~]
0<j<l—

<|oll- sup |Cj|'52'(2>\—1)
0<j 2

<j<e—

Nous utilisons également la majoration,

A + + A
9 Cr—1 (41 Co

Les coefficients (cg, . . ., c¢) vérifient donc :

<2* sup |-
0<j<t—1

Ace — X180c, 1| < ||0]] - 2- (2A = 1Y sup i +20 sup gyl
0<j<t—2 0<j<t—1
Pour 0 < j </¢-—2, (251) — (jgl) > 2¢ — 1 et de plus (251) — (552) =/—1.
Donc
(21)

pour 0 < 5 < £—2, |pg| > X271 p;| et pe = G201 et donc |pg| > N pp_y]-
En divisant la relation précédente par pg, nous obtenons alors :

£4-1>(2A-—])‘—1 &+ 22 2|
——,——— Sup |C; ——— Ssup |Cj|-
g XL ggicea T M ogicer

G sl < ||5||(

Maintenant, si 6 est tel que 2371 < @ < 1 alors pour £ assez grand :

|6 — _1| < 0° sup |l
1<j<0-1

Nous pouvons alors conclure en utilisant le lemme 39 suivant. O
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LEMME 39. — Soit (un)nen une suite de réels telle qu’il existe € [0, 1] et une
suite v = (vn)nen+ de termes positifs dont la série converge. Supposons qu’a
partir d’un certain rang,
[t — Un—1]| < v, + 0" max |ugl
0<k<n—1
Alors la suite (un)nen converge. Notons L cette limite et premons pour v la
suite nulle, alors il existe une constante M telle qu’a partir d’un certain rang,

IL — un| < M- 0.

Preuve du lemme 39. — Sinous montrons que (uy,)nen est bornée alors |u, —
Un—1]| est le terme général d’une série convergente, ce qui montrera que (U )nen
est une suite de Cauchy. Nous supposons que la majoration est vérifiée pour
tout entier n € N*. Pour obtenir une borne sur (u,)nen, il suffit de remarquer
que pour n > 2 :

n—-1 k-1 400 +o0
Iun|<luo|H (1+6%) +vn+2vkﬂ (1+6"%) < (H(I—I—Gk)) : <|u0|+2vk>.
k=1

k=0

Notons U un majorant de {u,;n € N} et supposons que v soit la suite nulle.
Alors la relation de récurrence se réécrit :

p—1
[nt1 — upn| < 0™ -U et pour tout entier p : |uptp — up| < ZG"'HC -U.
k=0
Par passage a la limite, il existe une constante M, |L — u,| < M - 6™, |
4.4. Preuve du théoréme 4. — Nous nous plagons sous les hypothéses du théo-

réme 4. Fixons un entier £ > A+1 et notons ¢, r = g; x(A) et ||§]] = max{d;,1 <
i < A} = sup{&;;i > 1}. Pour tous les entiers (4,j) € N2, nous noterons Si(e)
pour Si(z)(go *u), 5’1.(6) = Si(e) —pe(i) et S’i(z) = S’i(z)/pg ot les coefficients (p¢)een
sont définis en 7. Nous noterons également pour tout entier £ € N :

0, = sup—|$’([) — Py n)| = sup |S(£)| = sup |S(e)\

ne

Le but est de montrer que la suite (6;)scn converge.
Rappelons la formule (2) (corollaire 28), pour tout entier n, puisque o(u) = u :

£+1) £—14—j G 0 L—j
(2) Z Z Qje—iSy " i1 + Z Z 4j,e—iYi+1 i+ 1

j=0i=1 j=0 i=0

Rappelons également la formule de l'item 3 de la proposition 37 : pour tous
les entiers i et m, S;KL,),L = pm (1A™) — ¢p,. Nous en déduisons que pour tous les
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entiers n de la forme i\’, la relation suivante est vérifiée :

{—14—j e l—j
Pe+1(nA)—cer = Z ZQJ,Zfi(PjJrl( )—=¢jt1) z+1+z Z 45,6~ z%+1< " 1)

j=0i=1 7=0 ¢=0

Et puisque cette équation est polynomiale, elle est donc vérifiée pour tous les
entiers n. Nous trouvons donc :

14— £—10—j
y .
S( - )+Ce+1 = E E Qj,é—iS£LJ+1)5i+1 + E E @5 e—iCj+10i41.
§=0 i=1 §=0 i=1

Divisons alors cette relation par pyy1, nous obtenons :

{—14£—j P £—14£—j
(€+ ) Pj+1 1) j
SV e =) g i S(JJr Oit1 + Zq]z 0 Cj+15i+1-
7=0i=1 7j=0i=1
En notant :

0—14—j

Ev+1 = ZZQJZ 1 Cj+161,+1 _cl—i-l,
7=01i=1

et en remarquant que py - 0 - N Pe+1, nous trouvons donc :

£—2£—j

S5 - 510

1
s g Pi+ S(]+1)6
X ; 1

i+1 1+ €o41-

Avec les relations gj o—; < (2A—1)*72 < (2A—1)*"! (lemme 32), |pj11|A%71 <
pe+1 (relation (21)) et |5’7(3+1)| < 641, nous trouvons :

. 5 2x—1\""
Sr(f,\ﬂ) - Sr(zl)‘ < o]l - €2 X ( 22 > - sup 05 + |eeqa]-
0<j<t-1

Pour tout entier n :
547 <[54 - 0] + 159

Ces suites sont bornées et en prenant la borne supérieur sur n, pour un réel
K €](2X\ —1)/)% 1] et pour £ assez grand, nous avons :

S(+1
SUP|S£L>\+ )| <6, +K". sup  6; + Bey1.
neN 0<5<t-1

Soit N un entier, il s’écrit de maniére unique sous la forme N = nA+k avec 0 <
k < A. Alors par construction (item 2 de la proposition 37) puis en divisant
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par pg4+1 ¢
(e+1) _ (£) —(é+1)
S ZSTL)\-H n/\
k—1
done Sy <37 S ISl H IS < 5 0y 154,
1=0

Donc quitte a redéfinir K (avec toujours K < 1), a partir d’un certain rang,
nous avons la relation :

Orp1 <6y + K*. sup 0; +€oq1.
0<j<¢
Afin de conclure par le lemme 39, il nous reste a vérifier que la série de terme
général |eg| converge.
Rappelons que d’aprés la proposition 38, & partir d’un certain rang, il existe
deux réels 6 et M tels que pour tout entier 7, |¢; — limy,— 4o G| < M - #7. On
note C' = sup{é;;j € N}. On utilise encore le lemme 32 et la relation (21) :

0—14—j
leer1| < Z qj,0— 2 CJ+16’L+1 — Cet1
7j=0i=1
0—2 4—j
< qj,o— z Cg+15z+1 + [€ — Eo41]
7j=01i=1
<2 lim &p,|+ |Gyr — lim &,
m——+00 m——+00
<72 + mo*t.

Ce qui est le terme général d’une série convergente.

5. Preuve de la proposition 8

Rappelons que la proposition 8 nous permettra par la suite de démontrer le
théoréme 6.

5.1. Comportement asymptotique diagonal. — Soit o une substitution forte-
ment uniforme de longueur A € N* sur {a, b}. Soit ¢ : {a,b} — R une fonction
injective. Nous notons £ et L les endomorphismes respectivement de G et V
obtenus dans la proposition 25. Nous supposons que 6 = 63X + --- € V1\Va,
c’est-a-dire que d; = 0 et J2 # 0. Nous noterons g; & la place de g;()).

TOME 146 — 2018 — N° 1



SOMMES DE BIRKHOFF ITEREES ET EQUATIONS DIFFERENT. AVEC DELAI 115

NoOTATION. — Nous avons supposé que ¢; était nul. Donc d’aprés le corol-
laire 29, si s = sg + $1X + --- € V alors pour tout entier m € N, L™(s) est de
la forme :

L™(s) =35 avec s =s,X™+si X" 4.V

Nous noterons pour tout entier m, s(™ = s(m) + s(m)X + ... € V la suite telle
que L™ (s) = X™s(™) soit encore L™(s) = Xm ) + s(m)Xm+1 +-

E = s+ sOx 4+
L(S) = s x + sWx2 +
Lm(s) = S(()m)Xm + sgm)Xm—ﬁ-l +
PROPOSITION 40. — Awec les notations de l'introduction de cette section, pour

tout entier £ > 0, il existe une fonction ®, : V. — R linéaire et qui ne dépend

que des £ premiéres coordonnées telle que pour tout s € V' on ait :
3 L) (m+0)(m+e—1)
s = By(s) o ATTEE L o (5;" : ) .

m— 00

De plus, ®4(X*) = 1.
Nous pouvons obtenir des expressions explicites de ng)
entier m :

(m)

et sy 7 pour tout

s(()m) = s 6m )\m(m—l)/2
m S0 — J ) m m(m
s = ( 5* Z N+ ( 52+53>> - ot A/,
=0

1 1 /6
En particulier ®o(s) =s9 et P1(s)=s1+—— =15, ( 2y 63> S0-
— 102

Nous apportons la preuve de ce résultat dans I’annexe A.6.

5.2. Asymptotiques des sommes de Birkhoff et des polynémes d’approximation

COROLLAIRE 41. — Soit o une substitution fortement uniforme de longueur
A € N* sur {a,b}. Soit ¢ : {a,b} — R une fonction injective. Nous supposons
que 62 # 0. Soient (Ry¢)(m,e)enxn- les polyndmes d’approzimation définis
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en (33) de la section 4.2. Alors pour tout mot fini u = uouy ... u,—1 de longueur
n et tout entier m > 0, avec la définition 7 des coefficients de renormalisation :

i Sr(f;m) (¢ *0™(u)) — Reom(n) _ sl g Sff;m) (¢ *0*(u)) = Resm(n)
=00 85 A(e+Hm—1)(t+m—2)/2 O e

Pm+e
=dp (SnV (80 * gl(u)) — (Rm,1(n) + meg(n)X + .- ))
Pour tout entier m et tout réel x,

R€+m,€+m(x) - Ré,@-ﬁ-m()\mm)

. Ré-}-m,@—i—m(x) - Ré,f-i-m()‘mx) _ em—1 7.
elfgo 64 A(tHm=1)(t+m—2)/2 = 0% eli»rgo Pt
=o,, (Rm71(iL‘) + Rm72(l‘)X + - )
Preuve du corollaire 41. — Nous notons £ ’endomorphisme associé obtenu

dans la proposition 25. Rappelons que c’est 'unique endomorphisme vérifiant
Lom, =m, 00 avec m, définie en (13).
Par construction, on a pour tout entier n :

L7 omp(u) = (07 () = (27, SR (0™ (W),
L™ ((n,0)) = (nA™, Ry 1 (n) + Ria(m)X +---).

Maintenant, remarquons que dans G : (z,s)~! - (x,t) = (0,t — s) pour z € R
et (s,t) € V2. En particulier

L™ ((n,0)" g (w)) = (nA™, Ry 1 (n) + R 2(n) X + -+ >_1 A(nAE S (9 % 0 ()
= (0, Spxm (@ * 0™ (1)) — (R (1) + R 2(n)X +--+)).

11 suffit alors, d’appliquer la proposition 40 avec la série Syam (@ * 0™ (u)) —
(R (n) + Run ()X +---).

Nous montrons la seconde partie de maniére similaire. Soient x un réel
et (¢,m) deux entiers :

L0 L™((2,0)) = (A2, Ry 1 (2) + -+ + Rom (@) X774+
LA™ 2,0)) = (ANT™z, Rp 1 (AN™x) + -+ + R j(A\™z) X771+ ).

On peut alors écrire :
L0, Rin 1 () + Rin2(@)X + ) = L o L™ ((z,0) - (\™2,0)7")
= (0, (Retm1(2) = Rea(N"2)) + (Rema(®) = Rea(W"2) X + -+ ).
Il suffit d’appliquer encore la proposition 40 pour conclure. O
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5.3. Preuve de la proposition 8. — On se donne une substitution o fortement
uniforme de longueur X telle que d; # 0 et admettant un point fixe u = uguy - - .
Soit ¢ : {a,b} — R une fonction non constante. Pour tous les entiers (4, j) € N2,
nous noterons Si(e) pour Si(z)(ap *u) et S’i(e) = (Si(z) —pe(i))/pe-
Pour tous les entiers n, m et £ :
n

Sr(gj[) — pm+g(n>\€) = ST(LTJ'Z) — Rtt.m+e ()\—m) — Cmre d’apreés la définition 36

¢
= (S5~ Remae ()
n
+ (Rz,m+e (n)) — Rm+e,m+e ()\7’”) > — Cmte-
Il ne reste alors plus qu’a diviser par p,,+¢ (définition 7) pour obtenir gﬁ?f 2
Les trois termes convergent lorsque ¢ tend vers +oo d’aprés le corollaire 41 et
la proposition 38. Nous venons de définir une fonction ¥ : N> — R par :

¥(m,n) = , lim 5’7([;;[) pour tout (m,n) € N2,
— 400
Rappelant que pour tous les entiers £ et n, d’aprés 'item 3 de la propo-

sition 37, Sff;e = pg(nA\?) — ¢, donc en renormalisant par pg, nous obtenons

gr(fg@ = —¢p. Nous venons donc de remarquer que pour tout entier n,
22 T(0,n) = lim §Y, =— lim é&.
( ) ( ) ) 1+ o0 nit S+ oo 4

Le reste de la preuve consiste a vérifier que la suite (\Il(l,n))neN* n’est
pas nulle. Fixons deux entiers n et £. Le groupe Gyt est caractéristique (voir
définition 18), donc £ induit un endomorphisme sur ce groupe encore noté £
et on a:

L8 (mp(uo - up—1)) = (nX, 8, - 4 51, x-1 4 sUED x4,
Mais d’aprés le corollaire 29, dans le groupe le groupe Gy, Paction de £ sur
un élément (x, so + - -- + s, X*) ne dépend que de z et sy. Puisque :

To(ug - tp_1) = (n,SY + ...+ S x4y,

alors L (W‘P (uo, - - vun—l)) ne dépend que des coordonnées n et S,(f) et
£5(<n, S£1)>) = (n\%, 57(11/\)2 4ot S,(f/\)eXe_l n 5,7(18;1))(6.

Nous utilisons alors la formule du produit (définition 17), des puissances (défi-

nition 20) et le calcul explicite dans la proposition 40 (calcul de s(()m) ) et nous

obtenons d’une part :
L ((n, 51)) = £((n,0)) - £° ({0, 557))
= L*((n,0)) - (0,55 = D/2g Xt

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



118 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

Et d’autre part, puisque £{n/),0) = (n, R11(n/A) + -+ + Ri+1(n/A) X") et
que £’ ne dépend que de n et Ry 1(n/A) =pi(n) +c1 :
L((n,0)) = L(L({(n/X,0))-(0,—p1(n) — c1))
= (n/A Rep1,1(n/A) + -+ + Reyre41(n/A)))
(0, =05 ATV 2 (py (n) + €1) X)),

Aprés avoir effectué le produit et en identifiant les coefficients devant X*, nous
trouvons :

SUED = Poy1(nAE) 4+ GENEE-D/2 (SS) —pi(n) — cl>.

nA?

Puis en renormalisant, nous trouvons :

U(1,n) = hm S Hl) =SU —pi(n) —e; = SWY — con.

—+

Reprenant la valeur de ¢y donnée en (19) et rappelant que |o(a)|, + |o(a)|p =

lo(a)] = A
7 (p(a) — (b)) st un=a

(23) U(L,n+1) = ¥(n) = p(un) — co = o@le (5(a) — o(3)  si b
= (ele) —¢ St =0

La suite (¥(1,n)) _. n’est donc pas nulle.

neN

6. Preuve du théoréeme 6

Nous nous placons sous les hypothéses et notations du théoréme 6. On fixe
une fonction ¢ : {a,b} — R injective. Un réel positif z est dit A-adigue s'il
existe un entier n tel que A" € N. Pour tous les entiers (i,5) € N2, nous
noterons Si(e) pour Si(z)(ga *u), S’i(z) = S(Z) pe(3) et S( ) = S(Z)/pg

— Etape 1 : quelques résultats préliminaires. Soient n, n’ et ¢ trois entiers.
D’aprés l'item 2 de la proposition 37 :

n'—1
(£+1) z+1 (0)
Sn-&-n/ - )= Z Sn1+k'
Donc en divisant par pyr; = 52X " 1p, (définition 7), alors les sommes nor-
malisées 5,7(Le+1) vérifient :
n'—1

G+1) _ &(e+1 ()
(24) Sn+n’ - S’r(L ) = 71 Z Sn1+k

X U . (e
Rappelons que d’aprés le théoréme 4, les sommes normalisées |57(L)| sont
uniformément bornées. Nous noterons © la borne supérieure.
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— Etape 2 : définition de la fonction pour les réels A\-adiques. On définit une
fonction sur 'ensemble des points A-adiques en posant (proposition 8) :

f (%) =, lim S(sz) U(m,n) pour tout couple d’entiers (m,n) € N2,
m— _)+ n

La fonction f est bien définie car :

+e 41
¥(m,n) = , 1121 S(m ) = ZEEIOO S(T[H ) = =U(m+ 1, \n).

D’aprés le théoréeme 4, la fonction f est bornée et nous notons | f| =
sup{|f(z)|; z est un point A-}. On a || f|| < ©. Puisque ¥ n’est pas identique-
ment nulle, f ne ’est pas non plus. Plus précisément cette fonction n’est pas
identiquement nulle sur ’ensemble N car ¥(1,n) ne lest pas (proposition 8).

— FEltape 3 : continuité uniforme et prolongement & Ry. On vérifie que f est
uniformément continue.
n+1 n m+e) &(m—+£)
(5] - 1 () = im St -
-1

= Mmoo 52)\m+€ 2 Z Sv(zTZfizl) relation (24)

Or pour tout entier /£,

A-1

N Z |S£7;,jfk_1)| <O etdonc A™!

f (ZJ_%) —f (Aﬁ_l)‘ < %@).

Soient z = n;A'™™ et y = ny,A'™™ deux points A\-adiques avec y < z.
Alors d’aprés la relation précédente :

£@) - 1wl = | (o) - £ () I_Z\f(ﬁi_i)—f(ﬁ—l)‘

Ng—1
< A ng — Ng — Ny o A
;; 62)\m 9= 5 et 075,90 @)

La fonction f est donc uniformément continue et on la prolonge en une
fonction uniformément continue, définie sur R, encore notée f.
— Etape 4. Equation différentielle. Fixons quatre entiers (ni,ng,my,msy) tel
que
n1 n1 n2

>0 et +

Ami—1 )\ml— Am2—1 > 0.

Alors,

ny N n1A™2 + npA™ (m1+ma+l)
f ()\ml—l + )\m2—1> = f( )\m1+m2_1 ) = ZE?OOSnl)\mzing)\ml))\e-
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Pour tout entier £ :

7L2>\m1+l
S«(m1+m2+€) _ g(m1+m2+€) o Z 5(m1+m2+2—1)
(m1A™24no A™m1)NE niAmz2te - niam2tey
k=0
Et maintenant pour k fixé :
k—1
g(mi+mo+e-1) Sv(m1+mz+£—1) _ a(mi+ma+£—2)
n1>\m2+e+k nl)\m2+e - nl)\m2+l+j
Jj=0
a £—2
< k sup ‘S(m1+m2+ )‘
. J
jEN

Maintenant, nous normalisons en divisant ces expressions respectivement
Par Prmy+mot+el € Pmi+ma+e—1 - Les deux expressions ci-dessus s’écrivent
alors :

n2)‘m1+£
&(m1+mate) _ glmitmatt) _ 1 Z &(m1+mate—1)
(n1A™2+na A1) N A2t T g Ama+mate—2 niAm2tli4g
k=0
”(m1+m2+£—1) _ g(m1+m2+z_1) < k >\ 1 . @
niAm2titg npAm2te —= |62| Amitmo+£—1
En rassemblant ces relations, on a :
a(mi+ma+£) _§(m1+mz+4) _ A N2 g(mi+ma+e-1)
(n1A™2+naA™1)\E nyAm2+e 52 Am2—1 npAm2+e
Am1+e
A 1 "22 A 1 o
> |52| Amitmae+L-1 prs |52| )\m1+m2+l_1' .
2 2
< L;nQ)\?mﬁ'% .O< )‘7 (L)z fe)
= 5% A\2m1+2ma+20—2 2 = 5% Am2—1 :

Finalement, en prenant la limite sur ¢, on obtient :

nq N9 ny A U») ny )\2 N9 2
‘f ()\ml—l + )\m2—1> - f ()\ml—l) - g)\mg—lf ()\ml—2>‘ < g ()\mg—l) ©.
Par densité des points A-adiques, on récupére pour tout couple de réels (z, h)
telsquexz >0etz+h>0:

A 22
Foti) = 1@ =151 0w < 00,
5 52

Ceci prouve que f est dérivable en tout point z, et que sa dérivée vérifie
7(2) = 2 FO).
— Etape 5. Concaténation. Nous allons prouver par récurrence sur £ € N que
pour tout entier k € {0,...,\* —1}, la suite (Sfle/\)e+k)n€N
valeurs. Plus précisément, pour tout entier £ € {0,...,\* — 1} fixé, pour

ne prend que deux
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©

tout entier n € N, Smuk

passage a la limite.

ne dépend que de u,,. Le résultat suivra alors par

Ce résultat est immeédiat pour £ = 0 car 5’7(10) = u, — cg ne dépend que
de u,. Supposons le résultat vrai au rang £. Soit k € {0,..., \*1 — 1} fixé.
Alors d’apreés les items 2 et 3 de la proposition 37 :

k-1 k-1

gie+1)  _ gle+1) g(0) _ g(0)

w4k = Spaerr + E :Snv+1+i = —Cp1 Tt E :SnAHlH‘
i=0 i=0

Le résultat est alors prouvé car d’aprés I’hypothése de récurrence, chaque

gr(f;e““ ne dépend que de up) - - Un41)r—1 (et de 7).
Or le mot upy - - - U(n41)a—1 €st 'image par o de u,.
Ce résultat pourrait également étre prouvé directement par le travail ef-
fectué dans la partie 2.5. En effet nous avons vu dans cette partie que les

fonctions 1; sont constantes sur chaque ensemble Cyl(i, m, @). (|

Il est a priori trés difficile de calculer les valeurs des fonctions limites f,
du théoréme 6. La valeur de la fonction aux points AN est donnée en (22) et
nous ne pouvons pas la relier «simplementy & la substitution o. Les différences
de valeurs prises par la fonction entre deux points entiers sont cependant assez
accessibles et données par la formule (23). On peut voir ce fait sur les figures 6.1,
6.2 et 6.3.

FIGURE 6.1. Les fonctions f, et f, pour a — aab,b — aba et
pour ¢ = Xa — 2Xs.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



122 J.-F. BERTAZZON & V. DELECROIX

FIGURE 6.2. Les fonctions f, et f, pour a — aab,b — baa et
pour ¢ = Xa — 2Xb-

FIGURE 6.3. Les fonctions f, et f, pour a — abbaa, b — baaab
et pour ¢ = 2x4 — 3Xb-

Annexe A. Preuves des résultats

A.1. Preuve du lemme 21

1. Soient (r,r") € R? et (z,s) € G. Nous avons d’une part :
(@, 8y = {(r+ ")z, B(rz +r'z) B(z) "' - 5),
et d’autre part,
(z,5)" - (z,s)" = (rz, B(ra)B(z)™" - u) (r'z, B(r'z)B(z) " - s)
- <(r + 1)z, (A’"’wB(m) + B(r'm)) B(z)™ ).
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11 nous reste alors & prouver que pour tout couple de réels (y,y’) € R? :
B(y+v') = B(y) + A*B(y) = B(y') + 4¥ B(y).

Un calcul direct donne :

Ay — AvAY (1+XB( ) - (1+XB(y))
=1+ X(B(y) +B +XB() ")
:1+X( (y) I+XB v")
:1+X( (y)+AyB(3/))~

. D’aprés le lemme 17, deux éléments (z, s) et (y,t) de G commutent si et

seulement si (AY — 1) -s = (A% — 1) - t. Cette relation peut également
s’écrire B(y)-s = B(z)-tetsiz #0:t= B(y)B(xz)~!-s. Autrement
dit (z,s)¥/* = (y,t).

. Fixons un élément g = (z,s) de G avec = non nul. Pour tout nombre

réel r :
B(rz) zrx—i—%)(—i““

z(z—1
B(ZL’) _—SL'-F(T)AX—F"'
— 1 1z—1
B(CL‘)l_;_ET){'i""

Si ¢, désigne le n-éme coefficient de B(x), alors ceux de B(z)~! que I'on
note (c},), se trouvent en résolvant le systéme triangulaire :

/ / / / / /
cocg =1, cicg+coc; =0, ... cpcg+ -+ cpcy_p +--coc, =0,

(25)

Donc B(rx)B(z)~! est une série formelle de la forme :

B(rz) B(z)™! = Py(z,7) + -+ Py(z,r) X  +--- ouVLeN, P, € Ry[X,Y].

Ainsi 'application (g,7) — ¢" est continue (car polynomiale dans le sens
de la relation (25) ci-dessus).

Il ne reste qu’a vérifier qu’elle se prolonge par la formule donnée
lorsque z tend vers 0. D’aprés la relation (11) sur les puissances entiéres
dans G, pour tout entier n et tout réel x :

Py(z,n) + Pi(z,n)X 4+ -+ Py(z,n) X  + - — n.

x—0

Donc,
Ve N, VneN, P(0,n)=0 et VkeN, Py(0,n)=n.

Puisque pour tout entier £, y — P,(0, y) est un polynéme en une variable,
alors :

Ve N*, Vy e R, P(0,y) =0 et VyeR, P(0,y)=y.
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En reprenant la relation (25) avec la topologie des séries formelles :

B(rz)B(z)™' = Py(z,r) + - + Py(z,r) X + - — 1.

m~>0

L’application puissance ainsi définie est donc continue sur G x R. Et
méme polynomiale au sens de (25).

A.2. Preuve de la proposition 25. — Si un tel endomorphisme existe, alors £ o
T, = T, 0 0 et I'image des générateurs {a, b} est :
L(ry(a)) =my(0(a)) et L(my(b)) = my,(o(b)).
Rappelons que d’apreés la relation (13), nous avons :
mo(@ = @) = (L), [ m(o@) = (A Sa(e o)),
mo(b) = ¢(b) = (1,(b)), o (0(b)) = (X, Sa(p * o (b))).
Donc le morphisme £ recherché doit vérifier :
(26) £((Lp(@)) = (A Salexa(@)) et L{(1,601))) = (A Sr(pxa(®)).

Nous avons vu en introduction de la section 3.6 que les endomorphismes
étaient caractérisés par leur image de d et f. Nous allons utiliser cette relation
(26) pour obtenir ces images.

e Un premier calcul donne :
(1,0(@) "+ (1,0(b)) = (0, 0(b) — p(a)) = feO~#(®

= f= ((1,<p(a)>—1 , <1,¢(b)>>1/(w(b)_¢(a».

Ce qui nous permet d’obtenir ce que doit étre I'image par £ de f par le

lemme 24 :
£(f) = (£(<1 <p(a)>)7 ))1/(¢(b)—w(a))
= ((\Sa(p*ola ))> <)\ S,\(cp*a(b))>>l/ COZEE T papres (26)
1/(¢(b)—¢(a))
:( -\, —A4* - Sx(px0o(a)))- <)\S>\<p*a(b)>)

= (0,Sx(p x o(b )) Sx(p * o(a))y/ FO 7@
<0 Sx(p x (b)) — S,\(ga*a(a))>
’ o(b) — p(a)

d’aprés la deﬁmtlon 20 des puissances.

e Pour trouver 'image de d par £, nous procédons avec la méme méthode
en exprimant d = (1,0) a partir de (1, p(a)) en utilisant la relation :

d= <1,(p(a)> . <O7 1>—<P(a) — <1,<p(a)) . f—w(a).
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Et donc toujours par le lemme 24 :

£(d) = £({1,¢(a) )‘ﬁ(f)‘“““)

= (XN, Sx(¢px0a(a)))-(0,6)~%@ d’aprés (26)
= (X, Sx(pxa(a))) - ( = (X, Sx(pxa(a)) — p(a)d)
o S o) - S o)
A 8o s o) - play 2E2 20D = Sler o))
< NCCLIERLT EROLVALTS
p(b) — p(a)

L’application £ est correctement définie si et seulement si les relations vé-
rifiées par les générateurs (d, fo, f1,...) sont préservées par L. C’est-a-dire si
pour tout couple (i,j) € N, [f;, fj] = 1g. Nous sommes donc amener a calculer
I'image de f; pour j > 1. En utilisant la formule obtenue dans le lemme 17 pour
le commutateur de deux éléments de G, nous trouvons £(f1) = (0, (A* — 1) - §).
Nous retrouvons alors la formule donnée au troisiéme item par récurrence.

Il est clair que les images de f; commutent pour j > 0 car elles appartiennent
aV = {{(0,s);s € V}. Donc £ définit donc correctement un endomorphisme
de G. Nous venons de prouver que les trois premiers items de la proposition
sont vérifiés.

Le quatriéme item est évident car ’action de £ sur V ne dépend pas de la
fonction ¢ choisie car § ne dépend pas de ¢ (lemme 10).

Il ne nous reste plus qu’a prouver la derniére partie de la proposition. En
écrivant les éléments de (x,s) de G avec x € Ret s =59+ $1.X +--- € V sous
leur forme canonique (lemme 23), nous obtenons I’expression suivante :

L((z,s)) = L(d" so...f;f ) = L(A)TL(fo)® - L(f5)% -

H —1)76)% d’aprés les items 2 et 3
= (Az, BOA2)B(N)7'B) [](0,s;(4* —=1)7 - 5)
j=0

(définition 20 des puissances)

= (\z,B(\z)B <0 Zsﬂ (5>
<)\z, i —1)7 | -6+ B0O2)B(\)! -,8> .
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A.3. Preuves des résultats de la partie 3.7

Preuve de la proposition 27. — Nous fixons un entier m. Rappelons que nous
avons d’une part :
400 my
A™ = Xk
> (V)

Et d’autre part, en écrivant (AY)™, nous avons :

oo

T R A1) BT

k=0 | kit+..+km=Fk k=03
k120,....,km >0

Pour obtenir cette formule, il suffit de dénombrer pour j € {0, ..., m} le nombre
de m-uplets de la forme (k1,...,kn) dont j coordonnées sont nulles. Or g¢;
est nul pour 5 > k. Donc,

m min(m,k)

> <T> Gr) = Y <T> 0k ).

J=0 Jj=0

Maintenant si m < k, alors pour tout entier j > m, (3”) s’annule et nous

pouvons donc écrire :
k
my m
() =3 (7 )aseto

j=0
Donc I’équation polynomiale en x :

()= z (%) arsw

est vérifiée pour tous les entiers : I’égalité est vérifiée pour tous les réels.
Démontrons maintenant la relation sur I’expression B(y)~!B(xy). Pour cela,
rappelons la définition 19 de B(zy) pour tout couple de réels (z,y) :
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Et donc nous trouvons :

B(y)~' B(ay) = AyX_ . io (j) (AyT_l)j = i (x> (4v -1y~ O

= M

Preuve du corollaire 28. — La premiére formule est claire avec la proposi-
tion 27 et la forme de ’endomorphisme décrite & 'item 5 de la proposition 25.
Nous notons g;  pour ¢;x(A). Nous allons expliciter le calcul pour obtenir la
relation (17) :

;io(AA_l)j< 5‘|‘< >> if%kZ(% z+1+<+1>%+1>Xk+i

=0 k=0 =0

400 +o00 .
= ZZZW <sj “ir1 + <,_|_ 1>7i+1> Xkt
k=0 i=0 j=0 J
Fixons un entier £ € N* et intéressons nous au coefficient de X, que nous notons
te. En rappelant que g; 5 est nulsi j > k :

{ oo
x
te= Z Z qj,0—i <3j “Oiy1 + (j n 1)%‘+1>

i=0 j=0
L l—1
_ZZ%,@ z( j z+1+< $1>%‘+1>
1=0 j=0 +
L b—j
= qu ( +1+< ! >7'+1)
- j % i i .
7=0 =0 ‘7+1

Nous retrouvons donc la relation (17) en isolant le cas ou j = £. La relation
suivante (2) s’en déduit immédiatement en simplifiant avec §; = 0. g
A.4. Preuves des résultats de la section 4.1

Preuve du lemme 30. — Dérivons en X 1'égalité (14) de séries formelles pour
y€Retje N*fixés:

+o0 4 +00 y J
S i(y)XF = (47 — 1)1 = (Z (%) Xm) .
k=0 m=0

Nous obtenons :

Zk%k )X = (f m(i)Xm> (4Y — 1)/

m=1
B (o).
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En identifiant les coefficients de X*~1, nous obtenons pour tout entier k > 1 :

(27) ke —;Z (4 [rey—)

Fixons un entier k£ € N* et notons g, pour gx x(y). En écrivant pour tout

entier m non nul, (mz-!i-l) = ¥ 2+1 (m) :

k—1 k—1
kgjk =J Z m<m> 4j—1,k—m = YJqj-1,k—-1 T J m<m> 4j—1,k—m
= 2

m=

k=2
Y
=Yjgj-1k-1+J 21 m+1)(m+1>qj—1,k—m—1

k—2
. . )
=Y)qi-1,k—1 1] (y —m) (m) qj—1,k—m—1

m=1
k—2
= YJq—1,k— 1+Jyz < >QJ Lk—m—1—J Z ( >Qj1,km1
m=1
k—2 y
= YJjqi-1,k—1 + JY Z <m> Gj—1,k—m-1— (k—1)gj—1 %
m=1

en utilisant & nouveau (27).

Il ne nous reste plus qu’a calculer la somme suivante :

S-S0 T ()(0)

m=1 ni+...4+n;_1=k—-m-—1
n1>1,...,n;_1>1

- s (M)

ni+...4n;_1+m=k—m—1
n1>1,...,k;j—1>21,m>1

= {qj,k—1-

Finalement, nous trouvons pour tous les entiers kK > 1 et j > 1:
kgjk = yigi—1,6—1 + Jyqik—1 — (k= 1)gj_1,x- O

Preuve de la proposition 31. — Fixons un réel y. Pour tout couple d’entiers
(4, k), nous posons :

k(k+1).. .k(k +i—1) i)

Qk,k+i(y) =
Y
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Nous noterons g,  pour g;x(y) et Q;r pour Q;x(y). Alors, Qrr